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CAPITULO1

CAPITULO 2

CAPiTULO 3

La décimo tercera edicién de Algebra y trigonometria con geometria analitica
incluye mas de 650 nuevos ejercicios y 11 nuevos ejemplos, muchos de los
cuales resultaron de sugerencias de usuarios y revisores de la undécima edi-
cién. Todos se han incorporado sin sacrificar la exactitud matemadtica que ha
sido de capital importancia para el éxito de este texto.

Una nueva caracteristica del texto son los exdmenes de capitulo, que
incluyen preguntas directas que son representativas de las interrogantes pre-
vias, asi como cuestiones conceptuales tinicas en estos examenes.

La inclusién de ejemplos e insertos para calculadora graficadora, con se-
cuencias especificas de tecleo y pantallas en color para la TI-83/4 Plus, ha
dado valor agregado al texto para los estudiantes, en especial para quienes tra-
bajan por primera vez con una calculadora graficadora. También da a profeso-
res mds flexibilidad en términos de la forma en que se aproximan a una
solucién. El disefio del texto hace que los insertos de tecnologia se identifiquen
facilmente, y se citan en una tabla de contenido especial de tecnologia para
que se puedan buscar con mds facilidad.

A continuacién veremos un breve repaso de los capitulos, seguido por una
breve descripcion del curso de Algebra Universitaria que imparto en el Anoka-
Ramsey Community College y luego una lista de caracteristicas generales del
texto.

Repaso

Este capitulo contiene un resumen de algunos temas de dlgebra bésica. El estu-
diante debe estar familiarizado con gran parte de este material, pero también
es un desafio para él por los ejercicios que lo preparan para el célculo. Se intro-
ducen y usan operaciones con calculadora graficadora para verificar operacio-
nes algebraicas.

Ecuaciones y desigualdades se resuelven algebraica y numéricamente en este
capitulo con apoyo de tecnologia; se resuelven graficamente en capitulos sub-
siguientes. El estudiante ampliard sus conocimientos de estos temas; por ejem-
plo, ha trabajado con la férmula cuadrética pero se le pedird que la relacione
con factorizacién y trabajo con coeficientes que no son niimeros reales (vea
ejemplos 10 y 11 de la seccidén 2.3).

Funciones y graficas en dos dimensiones se introducen en este capitulo. Se dan
instrucciones especificas para calculadoras graficadora para casi todas las fun-
ciones bdsicas de gréficas, por ejemplo hallar ceros y puntos de interseccion,
asi como algunos de los temas mds dificiles, como es hallar un modelo de
regresién y graficar una funcién definida por partes. Vea en el ejemplo 10
actualizado de la seccién 3.5 una aplicacién del tema (impuestos) que rela-
ciona tablas, férmulas y graficas. La notacién de flecha, previamente presen-
tada en la seccién 4.5, se ha trasladado a la seccién 3.2 y se refiere mas a
menudo.
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CAPITULO 10

CAPITULO T

Este capitulo inicia con una exposicién de funciones polinomiales y alguna
teorfa de polinomios. En la seccion 4.5 se da un tratamiento completo de fun-
ciones racionales, que es seguida por una seccidn sobre variaciones que
incluye gréficas de funciones simples racionales y con polinomios.

Las funciones inversas es el primer tema de andlisis, seguido de varias seccio-
nes que se refieren a funciones exponenciales y logaritmicas. El modelado de
una funcién exponencial recibe atencién adicional en este capitulo (vea el
ejemplo 4 de la seccién 5.1).

El primer tema de este capitulo se refiere a dngulos. A continuacién, se intro-
ducen funciones trigonométricas usando un método de tridngulo rectdngulo y
luego se definen en términos de un circulo unitario. Aparecen identidades tri-
gonométricas basicas en todo el capitulo, que concluye con secciones sobre
gréficas trigonométricas y problemas aplicados.

Este capitulo contiene principalmente identidades trigonométricas, férmulas y
ecuaciones. La ultima seccién contiene definiciones, propiedades y aplicacio-
nes de las funciones trigonométricas inversas.

Laley de los senos y la ley de los cosenos se usan para resolver tridngulos obli-
cuos. A continuacién se introducen y se usan vectores en aplicaciones. Las
ultimas dos secciones se relacionan con funciones trigonométricas y nimeros
complejos.

Los sistemas de desigualdades y programacion lineal siguen inmediatamente
a la solucién de sistemas por sustitucion y eliminacién. A continuacidn, se
introducen matrices que se emplean para resolver sistemas. Este capitulo con-
cluye con una exposicién de determinantes y fracciones parciales.

Este capitulo se inicia con una exposicién de sucesiones y se ha incluido un
importante apoyo tecnoldgico. Las férmulas para el n-ésimo término de suce-
siones aritméticas y geométricas se han generalizado para encontrar el n-ésimo
término usando cualquier término, no sélo el primero. La induccién matema-
tica y el teorema del binomio aparecen a continuacion, seguidos por temas de
conteo. La dltima seccién es acerca de probabilidad e incluye temas como son
las probabilidades y el valor esperado. Mi ejemplo favorito presenta un nuevo
tipo de problema de probabilidad y la solucién se puede aplicar a muchos pro-
blemas similares (vea el ejemplo 9 de la seccién 10.8).

Con secciones sobre la pardbola, elipse e hipérbola se inicia este capitulo. Dos
formas diferentes de representar funciones se dan en las siguientes secciones
sobre ecuaciones paramétricas y coordenadas polares. Se han afiadido cerca de
100 nuevos ejercicios.

Mi curso

En el Anoka-Ramsey Community College en Coon Rapids, Minnesota, Alge-
bra Universitaria I es un curso de tres créditos que se imparte en un semestre.
Para estudiantes que tratan de tomar cdlculo, este curso es seguido por un
curso de cuatro créditos en un semestre, Algebra Universitaria II y Trigo-
nometria. Este curso también sirve como curso terminal de matematicas para
numerosos estudiantes.
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Las secciones cubiertas en Algebra Universitaria I son
3.1-3.7, 4.1, 4.5 (parte), 4.6, 5.1-5.6, 9.1-9.4, 10.1-10.3 y 10.5-10.8.

Los capitulos 1 y 2 se usan como material de repaso en algunas clases y
las secciones restantes se imparten en el siguiente curso. Se requiere calcula-
dora graficadora en algunas secciones y es opcional en otras.

Caracteristicas

Una lista separada de temas para calculadora graficadora En las paginas ix y
X, hay una lista de temas para calculadora graficadora para rdpida consulta.

llustraciones Se dan breves demostraciones del uso de definiciones, leyes y
teoremas en forma de ilustraciones.

Tablas Las tablas dan a estudiantes fécil acceso a resimenes de propiedades,
leyes, gréficas, relaciones y definiciones. Estas tablas contienen con frecuen-
cia ilustraciones sencillas de los conceptos que se introducen.

Ejemplos Titulados para fécil referencia, todos los ejemplos dan soluciones
detalladas a problemas semejantes a los que aparecen en conjuntos de ejerci-
cios. Muchos ejemplos incluyen gréficas o tablas para ayudar al estudiante a
entender procedimientos y soluciones.

Explicaciones paso a paso Para ayudar a estudiantes a seguirlos con mds facili-
dad, muchas de las soluciones en ejemplos contienen explicaciones paso a paso.

Ejercicios de analisis Cada uno de los capitulos termina con varios ejercicios
que son apropiados para comentarse en grupos pequefios. Estos ejercicios van
de faciles a dificiles y de tedricos a orientados a aplicaciones.

Demostraciones Las soluciones a algunos ejemplos se demuestran de manera
explicita, para recordarles a estudiantes que deben comprobar que sus solu-
ciones satisfagan las condiciones de los problemas.

Ejemplos para calculadora graficadora Siempre que es apropiado, ejemplos
que requieren el uso de una calculadora graficadora se incluyen en el texto.
Estos ejemplos estdn designados con un icono de calculadora (mostrado a la
izquierda) e ilustrados con una figura reproducida de una pantalla de calcu-
ladora graficadora.

Insertos para calculadora graficadora Ademads de los ejemplos para calcu-
ladora graficadora, estos insertos se incluyen para destacar algunas de las
opciones de calculadoras graficadoras y/o ilustrar su uso para realizar las ope-
raciones bajo discusion. Vea, por ejemplo, “Uso del modo de sucesién de la
TI-83/4” en la seccién 10.1.

Ejercicios con calculadora graficadora En secciones apropiadas se incluyen
ejercicios especificamente disefiados para ser resueltos con una calculadora
graficadora. Estos ejercicios también estan designados con un icono de calcu-
ladora (mostrado a la izquierda).

Aplicaciones Para aumentar el interés del estudiante y ayudarlo a relacionar
los ejercicios con situaciones actuales de la vida real, se han titulado ejercicios
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aplicados. Una mirada al Indice, en la parte final del libro, deja ver la amplia
variedad de temas. Muchos profesores han indicado que las aplicaciones cons-
tituyen una de las mejores caracteristicas del texto.

Ejercicios Los conjuntos de ejercicios empiezan con problemas de practica de
rutina y de manera gradual aumentan a problemas mads dificiles. Un amplio
nimero de ejercicios contienen graficas y datos tabulados; otros, requieren que
los estudiantes encuentren un modelo matemdtico para la informacién dada.
Muchos de los nuevos ejercicios requieren que el estudiante entienda la rela-
cion conceptual de una ecuacién y su gréfica.

Los problemas aplicados aparecen por lo general hacia el final de un con-
junto de ejercicios, para que el estudiante adquiera confianza al trabajar con las
nuevas ideas que se le han presentado, antes que trate problemas que requieren
mayor andlisis y sintesis de estas ideas. Los ejercicios de repaso del final de
cada uno de los capitulos se pueden usar para prepararse para exaimenes.

Examenes de capitulo Esta es una caracteristica nueva en la presente edicion.
Estos exdmenes contienen preguntas que son representativas de los ejercicios en
las secciones, asi como preguntas conceptuales Unicas. Espero que los profeso-
res compartan sus preguntas favoritas del examen y, por favor, envienmelas.

Directrices Las directrices se presentan en recuadros y enumeran los pasos en
un procedimiento o técnica para ayudar al estudiante a resolver problemas
en una forma sistematica.

Advertencias En todo el libro se ven avisos de atencién para alertar a estu-
diantes sobre errores comunes.

Figuras Formando un paquete de figuras que no tiene igual, figuras y graficas
aqui han sido generadas en computadora para mdxima precisién, usando para
ello lo dltimo en tecnologia. Se emplean colores para distinguir entre partes
diferentes de figuras. Por ejemplo, la grafica de una funcién se puede mostrar
en azul y la de una segunda funcién en rojo. Las leyendas son del mismo color
que las partes de la figura que identifican.

Disefio del texto El texto ha sido disefiado para asegurar que todas las expo-
siciones sean féciles de seguir y se han resaltado conceptos importantes. Se
usa color en forma pedagdgica para aclarar graficas complejas y ayudar al
estudiante a visualizar problemas aplicados. Quienes ya antes adoptaron este
texto han confirmado que esto constituye un equilibrio muy atractivo en tér-
minos del uso del color.

Anexos Los anexos al final del texto contienen resimenes muy dtiles de dlge-
bra, geometria y trigonometria.

Apéndices El Apéndice I, “Graficas comunes y sus ecuaciones”, es un resu-
men ilustrado de graficas y ecuaciones que los estudiantes por lo general
encuentran en matemdticas de precdlculo. El Apéndice II, “Un resumen de
transformaciones de graficas,” es una sinopsis ilustrativa de las transformacio-
nes bdsicas de graficas que se examinan en el texto: desplazamiento, estira-
miento, compresioén y reflexion. El Apéndice III, “Graficas de funciones
trigonométricas y sus inversas,” contiene graficas, dominios e imdgenes de las
seis funciones trigonométricas y sus inversas. El Apéndice IV, “Valores de las
funciones trigonométricas de dngulos especiales en una circunferencia unita-
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ria,” es una referencia a pigina entera para los dngulos mds comunes en una
circunferencia unitaria, valiosa para estudiantes que estan tratando de apren-
der los valores de funciones trigonométricas bdsicas.

Seccion de respuestas La seccién de respuestas al final del texto da respues-
tas para casi todos los ejercicios de nimero impar, asi como respuestas para
todos los ejercicios de repaso del capitulo. Dedicamos un considerable
esfuerzo para hacer de esta seccién un método de aprendizaje para estudiantes
en lugar de sélo verificar respuestas. Por ejemplo, se dan demostraciones para
problemas de induccién matemadtica. Las respuestas numéricas para gran can-
tidad de ejercicios estdn expresadas tanto en forma exacta como aproximada.
Siempre que es posible se incluyen graficas, demostraciones y sugerencias.
Las soluciones y respuestas elaboradas por el autor aseguran un alto grado de
consistencia entre el texto, los manuales de soluciones y las respuestas.

Herramientas de ensefianza para el profesor

Manual de soluciones para el profesor Por Jeffery A. Cole

(ISBN-10: 1-111-57311-5; ISBN-13: 978-1-111-57311-9)

Este manual elaborado por el autor incluye respuestas a todos los ejercicios del
texto y soluciones detalladas a casi todos los ejercicios. El manual ha sido revi-
sado totalmente para mayor precision.

Enhanced WebAssign

(ISBN-10: 0-538-73810-3; ISBN-13: 978-0-538-73810-1)

Exclusivamente para Cengage Learning, Enhanced WebAssign® ofrece un

amplio programa en linea para dlgebra y trigonometria para fomentar la prac-

tica que es tan importante para el dominio de los conceptos. La pedagogia
meticulosamente elaborada y ejercicios en los textos ha demostrado ser mds
eficaz en Enhanced WebAssign, complementado con apoyo tutorial multime-
dia y retroalimentacién inmediata de como los estudiantes completan sus
tareas.

Las caracteristicas clave incluyen:

* Lea las paginas del libro electrénico, vea los videos, chat y enlaces al res-
pecto.

e ;Nuevo! Premium EBook con resaltados, toma de notas y funciones de bus-
queda, asi como enlaces a recursos multimedia.

* ;Nuevo! Planes de estudio personal (sobre la base de preguntas de diagnés-
tico), que identifican temas que los estudiantes necesitan dominar para los
capitulos que siguen.

* Problemas algoritmicos, que le permiten asignar una versién dnica a cada
estudiante.

* Practicar con otra version caracteristica (activada por el instructor a discre-
cioén), permite que los estudiantes intenten las preguntas con nuevos conjun-
tos de valores hasta que se sientan lo suficientemente seguros como para
trabajar el problema original.

* GraphPad, permite a los estudiantes graficar segmentos de recta, pardbolas
y circulos, asi como responder a las preguntas.

e MathPad, que simplifica la entrada de los simbolos matematicos.

Solution Builder www.cengage.com/solutionbuilder

Esta base de datos en linea para el instructor ofrece soluciones completas a
todos los ejercicios en el texto, lo que le permite crear impresiones personali-
zadas, soluciones seguras (en formato PDF) que coinciden exactamente con
los problemas que se asignan en la clase.
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PowerLecture with ExamView

ISBN-10: 1-111-57313-1; ISBN-13: 978-1-111-57313-3

Este CD-ROM ofrece al instructor las herramientas de medios dindmicos para
la ensefianza. Crear, entregar y personalizar las pruebas (tanto impresas como
en linea) en cuestion de minutos con ExamView® Computerized Testing
Featuring Algorithmic Equations. Construya facilmente conjuntos de solucio-
nes para las tareas o exdmenes con Solution Builder manuales de soluciones
en linea. Microsoft® PowerPoint® lecturas en trasparencias y figuras del libro
también se incluyen en este CD-ROM.

CengageBrain.com Para acceder a materiales de cursos adicionales y recursos
adicionales, por favor visite www.cengagebrain.com. En la pagina de inicio de
CengageBrain.com, busque el ISBN de su titulo (datos de la portada trasera
de su libro) utilizando el cuadro de buisqueda en la parte superior de la pagina.
Esto le llevard a la pagina del producto donde se pueden encontrar los recur-
sos adicionales de libre acceso.

Herramientas de aprendizaje para el estudiante

Manual de Soluciones para el Estudiante

(ISBN-10: 1-111-57335-2; ISBN-13: 978-1-111-57335-5)

Este manual elaborado por el autor da soluciones para todos los ejercicios de
nimero impar del texto, estrategias para resolver ejercicios adicionales y nu-
merosas sugerencias ttiles y advertencias.

Enhanced WebAssign

ISBN-10: 0-538-73810-3; ISBN-13: 978-0-538-73810-1

Enhanced WebAssign esta disefiado para que usted pueda hacer su tarea en
linea. Este sistema probado y fiable utiliza la pedagogia y el contenido que se
encuentra en este texto, y luego lo mejora para ayudarle a aprender dlgebra y
trigonometria con mayor eficacia. Las tareas graduadas le permiten automati-
camente concentrarse en su aprendizaje y se les brinda ayuda de estudio inter-
activo fuera de clase.

DVDs especificos del texto

(ISBN-10: 1-111-58077-4; ISBN-13: 978-1-111-58077-3)

Este conjunto de DVDs presenta el material de cada uno de los capitulos del
texto, desglosado en lecciones de 10 a 20 minutos para la solucién de proble-
mas y abarca cada una de las secciones.

CengageBrain.com Para acceder a materiales de cursos adicionales y recursos
adicionales, por favor visite www.cengagebrain.com. En la pagina de inicio de
CengageBrain.com, busque el ISBN de su titulo (datos de la portada trasera
de su libro) utilizando el cuadro de buisqueda en la parte superior de la pagina.
Esto le llevard a la pagina del producto donde se pueden encontrar los recur-
sos adicionales de libre acceso.
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Reconocimientos

Muchos cambios para esta edicion se deben a las siguientes personas, que revi-
saron el manuscrito y/o hicieron sugerencias para aumentar la utilidad del
texto para el estudiante:

Elsie Campbell, Angelo State University

Ronald Dotzel, University of Missouri-St. Louis

Sherry Gale, University of Cincinnati
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cisa de ejemplos nuevos y revisados y de ejercicios.

Estoy agradecido por la excelente cooperacién del personal de
Brooks/Cole, en especial al grupo editorial de Gary Whalen Stacy Green,
Cynthia Ashton y Stefanie Beck. Gracias especiales a Lynh Pham por el
manejo de muchos temas de tecnologia y a Mia Dreyer por su ayuda en la pre-
paracién de los manuscritos. Sally Lifland, Magin Gail, Hoover Jane y
Ostrander Quica, de Lifland et al., Bookmakers, que vio el libro en todas las
etapas de produccién, tuvo un cuidado excepcional en ver que no se produje-
ran inconsistencias y ofrecié muchas sugerencias ttiles. El fallecido George
Morris, de Scientific Illustrators, cred el paquete de arte matematicamente pre-
ciso y actualizé todo el arte a través de varias ediciones. Esta tradicién de
excelencia se sigue llevando a cabo por su hijo Brian.

Ademads de todas las personas nombradas aqui, me gustaria expresar mi
sincera gratitud a numerosos estudiantes y profesores que han ayudado a dar
forma a mis puntos de vista sobre educacién en matemadticas. Por favor sién-
tanse en entera libertad de escribirme sobre cualquier aspecto de este texto,
que yo valoro sus opiniones.

Jeffery A. Cole
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La palabra dlgebra proviene de ilm al-jabr w’al muqabala, titulo de un
libro escrito en el siglo IX por el matemadtico arabe Al-Juarismi. El titulo
se ha traducido como la ciencia de restauracién y reduccién, lo cual
significa trasponer y combinar términos semejantes (de una ecuacién). La
transliteracion latina de al-jabr llevé al nombre de la rama de las
matematicas que ahora llamamos algebra.

En dlgebra usamos simbolos o letras, por ejemplo a, b, ¢, d, x, y, para
denotar nimeros arbitrarios. Esta naturaleza general del dlgebra estd
ilustrada por las numerosas férmulas empleadas en ciencia y la industria.
A medida que el lector avance en este texto y pase a cursos mas
avanzados en matematicas, o a campos de actividad donde se utilizan
matematicas, estard cada vez mas consciente de la importancia y poder de

las técnicas algebraicas.
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L

Nidmeros reales

En escritura técnica, el uso del sim-
bolo = es aproximadamente igual a
es conveniente.

Los nimeros reales se usan en toda la matematica y el estudiante debe estar
familiarizado con los simbolos que los representan, por ejemplo

1L 73, -5 % V2, 0, V-85, 033333..., 596.5,

y otros. Los enteros positivos, o niimeros naturales, son
I, 2, 3, 4

Los niimeros enteros (0 enteros no negativos) son los nimeros naturales com-
binados con el nimero 0. Los enteros se escriben como sigue

o =4, -3, =2, -1, 0, 1, 2, 3, 4

En todo este texto, las letras mintdsculas a, b, ¢, x, y,... representan niime-
ros reales arbitrarios (también llamados variables). Si a y b denotan el mismo
nimero real, escribimos a = b, que se lee “a es igual a b” y se denomina
igualdad. La notaciéon a # b se lee “a no es igual a b”.

Sia, by csonenteros y ¢ = ab, entonces a y b son factores, o divisores,
de c. Por ejemplo, como

6=2-3=(=-2)(=3)=1-6=(-1)(—6),

Sabemos que 1, —1,2, —2,3, —3, 6 y —6 son factores de 6.

Un entero positivo p diferente de 1 es primo si sus tnicos factores positi-
vos son 1 y p. Los primeros nimeros primos son 2, 3, 5,7, 11, 13, 17 y 19. El
teorema fundamental de la aritmética expresa que todo entero positivo dife-
rente de 1 se puede expresar como el producto de nimeros primos en una
forma y sélo una (excepto por el orden de los factores). Algunos ejemplos son

12=2-2-3, 126=2-3-3-7, 540=2-2-3-3-3:-5.

Un nimero racional es un nimero real que se puede expresar en la forma
a/b, donde a y b son enteros y b # 0. Note que todo entero a es un ndmero
racional, dado que se puede expresar en la forma a/1. Todo ndmero real se
puede expresar como decimal, y las representaciones decimales para nimeros
racionales son finitas o no finitas y periodicas. Por ejemplo, podemos demos-
trar, con el uso del proceso aritmético de la divisién, que

5 177
2=125 y Y =32181818...,

donde los digitos 1 y 8 en la representacion de % se repiten indefinidamente
(a veces se escribe como 3.218).

Los niimeros reales que no son racionales son nimeros irracionales. Las
representaciones decimales para nimeros irracionales son siempre no finitas y
no periodicas. Un nimero irracional comun, denotado por 7, es la razén entre
la circunferencia de un circulo y su didmetro. A veces usamos la notacién
7 =~ 3.1416 para indicar que 7 es aproximadamente igual a 3.1416.

No hay niimero racional b tal que b> = 2, donde b? denota b X b, pero hay
un ndmero irracional denotado por V2 (la raiz cuadrada de 2), tal que
(Va) =2

El sistema de niimeros reales estd formado por todos los niimeros racio-
nales e irracionales. Las relaciones entre los tipos de nimeros empleados en
dlgebra estan ilustradas en el diagrama de la figura 1, donde una linea que
enlaza dos rectangulos significa que los nimeros mencionados en el rectan-
gulo mads alto incluyen los del rectingulo mds bajo. Los nimeros complejos,
que se estudian en la seccion 2.4, contienen a todos los nimeros reales.
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FIGURA 1 Tipos de nimeros empleados en dlgebra

Numeros complejos

Numeros reales

T T

Numeros racionales Numeros irracionales

Enteros

ﬁl

Enteros negativos 0

\ﬁ

Enteros positivos

Los nimeros reales son cerrados con respecto a la operacion de adicion
(denotada por +); esto es, a todo par a, b de nimeros reales le corresponde
exactamente un nimero real @ + b llamado suma de a y b. Los nimeros rea-
les son también cerrados con respecto a la multiplicacion (denotada por X );
esto es, a todo par a, b de nimeros reales le corresponde exactamente un
nimero real a X b (también denotado por ab) llamado producto de a y b.

Importantes propiedades de la adicién y multiplicacién de nimeros reales
aparecen en la tabla siguiente.

Terminologia

Caso general Significado

@

2

3

“@

C))

(6)

)

®)

®

La adicion es conmutativa.
La adicion es asociativa.
0 es la identidad aditiva.

—a es el inverso aditivo,
o negativo, de a.

La multiplicacién es
conmutativa.

La multiplicacién es
asociativa.

1 es la identidad
multiplicativa.
1
Sia#0,—esel
a

inverso multiplicativo, o
reciproco, de a.

La multiplicacién es

distributiva sobre la adicion.

El orden es indiferente cuando se suman dos
ndmeros.

at+b=b+a

a+b+c)=(@+b) +c La agrupacion es indiferente cuando se

suman tres nimeros.

at+0=a La suma de 0 con cualquier niimero da el
mismo ndmero.

a+t(—a)=0 La suma de un nimero y su negativo da 0.

ab = ba El orden es indiferente cuando se multiplican

dos nimeros.

La agrupacioén es indiferente cuando se
multiplican tres niimeros.

a-1=a La multiplicacién de cualquier nimero por
1 da el mismo nimero.
1
a(—) =1 La multiplicacién de un nimero diferente
a de cero por su reciproco da 1.
alb+c¢)=ab + acy La multiplicacién de un nimero y una suma de

(a + b)c = ac + bc dos nimeros es equivalente a multiplicar cada
uno de los dos niimeros por el nimero y luego

sumar los productos.
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Comoa + (b + ¢)y (a + b) + ¢ son siempre iguales, podemos usar a +
b + ¢ para denotar este nimero real. Usamos abc por a(bc) o (ab)c. Del mismo
modo, si cuatro o mas nimeros reales a, b, ¢, d se suman o multiplican, pode-
mos escribir a + b + ¢ + d para su suma y abad para su producto, cualquiera
que sea la forma en que los nimeros se agrupen o intercambien.

Las propiedades distributivas son ttiles para hallar productos de muchos
tipos de expresiones que comprendan sumas. El siguiente ejemplo da una ilus-

tracion.

Uso de propiedades distributivas

Si p, g, r y s denotan nimeros reales, demuestre que

(p+q@)r+s)=pr+ps+qgr+ gs.

SOLUCION Usamos las dos propiedades distributivas que aparecen en (9)

de la tabla precedente:

(p+ g+

=p(r+s) + q(r + segunda propiedad distributiva, con ¢ = r + s

= (pr + ps) + (gr + gs)  primera propiedad distributiva
=pr+ps+qgr+gs elimine paréntesis

Guarda valores en P, Q,
RyS.

Evalda el lado izquierdo

(L.

Evalua el lado derecho
(LD).

EJEMPLO 2 Guardar valores y evaluar expresiones

Evalte el lado izquierdo y el lado derecho de la igualdad del ejemplo 1 para

W

p=5 ¢q=3, r=—-6y s=T1T.
SOLUCION
SECUENCIA DE TECLEO PARA LA TI-83/4 PLUS

5 (s10=>) (ALpHA) (P ) (ALPHA) () 3 (sT02>) (ALPHA) (@ ) (AtPHA) ()
6 (sT02>) (ALPHA) (R ) (ALPHA) (= ) 7 (sT0=>) (ALPHA) (s ) (ENTER)

(atpHa) (P ) (aLpHA) (R) (+) (aLpHA) (P ) (ALPHA
(atpHa) (@) (acpHA) (R (+) (aLpHA) (o) (ALPHA) (s ) (ENTER)
ESP 15303 BRI TG

T
CFHR2CR+SD g
FE+FS+IRE+IS .

Ambos lados son iguales a 8, lo cual presta credibilidad a nuestro resultado pero no demues-

tra que sea correcto.
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Las siguientes son propiedades bdsicas de la igualdad.

Propiedades de la igualdad

Sia = by c es cualquier numero real, entonces
M a+c=b+c
(2) ac = bc

Las propiedades 1 y 2 expresan que el mismo nimero puede sumarse a
ambos lados de una igualdad, y ambos lados de una igualdad pueden multi-
plicarse por el mismo nimero. Haremos amplio uso de estas propiedades en
todo el texto para ayudar a hallar soluciones de ecuaciones.

El siguiente resultado se puede demostrar.

Productos que involucran el cero

(1) a - 0 = 0 para todo nimero real a.
(2) Siab = 0, entoncesa = 00 b = 0.

Cuando usamos la palabra o como hicimos en (2), queremos decir que al
menos uno de los factores a y b es 0. Nos referiremos a (2) como el teorema
del factor cero en un trabajo futuro.

Algunas propiedades de los negativos aparecen en la tabla siguiente.

Propiedades de los negativos

Propiedad Tustracion
1) —(-a)=a -(=3)=3
2) (—a)p = —(ab) = a(=b) (=2)3 = —(2-3) = 2(-3)
Q) (—a)(=b) = ab (=2)(=3)=2-3
@ (=1)a= —a (-=1)3=-3

1 .
El reciproco — de un niimero real a diferente de cero a veces se denota como

a
a~', como en la tabla siguiente.

Notacién para reciprocos

Definicion Ilustraciones
. B 1
Sia # 0, entonces a™' = —. 27l =—
a 2

Note que si a # 0, entonces
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a N

Reciprocos 2 (s102) (ALPHA ENTER
ENTER
ALPHA x ') (ENTER
A
Z
Arz
0 3
A1
'
En la figura, vemos dos formas de calcular el reciproco: (1) Con sélo presionar obte-
nemos el reciproco de la tltima respuesta, que se guarda en (ANS). (2) Podemos introducir una
variable (o sélo un nimero) y luego hallar su reciproco.
- J
Las operaciones de sustraccion (—) y divisién (=) se definen como
sigue.
Sustraccion y division
Definicion Significado Tlustracion
a—b=a+ (—b) Para restar un 3-7=3+(=-7)
ndmero de otro,
sume el negativo.
1 1
a~b=a-|— 3+7=3-—>
b Para dividir un 7
=a-b ' b#0 ndimero entre un =3.7°1
ndmero diferente
de cero, multiplique
por el reciproco.
a N

Sustraccion y

negativos ° E] 3
5 3
5() 3

-3

z
a3

2
b3

La ejecucioén del dltimo enunciado produce un error SYNTAX en la TI-83/4 Plus. Use la tecla
de signo menos @ para la operacion de sustraccion y la tecla (negacidn) para nimeros
negativos. Con frecuencia omitiremos la tecla de negacién de aqui en adelante y simplemente
escribiremos —3.

- /
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a
Usamos a/b o D por a + by nos referimos a a/b como el cociente de a

y b o la fraccién a sobre b. Los nimeros a y b son el numerador y deno-
minador, respectivamente, de a/b. Como 0 no tiene inverso multiplicativo,
a/b no esta definido si b = 0; esto es, la division entre cero no estd definida.
Es por esta razén que los nimeros reales no son cerrados con respecto a la
divisién. Note que

1 .

l~b=—=b" si b#N0.
b
Las siguientes propiedades de los cocientes son verdaderas, siempre que

todos los denominadores sean niimeros reales diferentes de cero.

Propiedades de los cocientes

Propiedad Tlustracion
2
(1)%=%siad=bc §=1—porque2-15=5-6
ad a 2-3 2
2) — = = =
()bd b 5-3 5
a a a 2 -2 2
@ === =< -5
b b b =5 5 5
+ 2 2+ 11
@ Lyo-47c¢ 2,2 _2+3_ 1
b b b 5 5 5 5
a ¢ ad+ bc 2 4 2-3+5-4 26
S —+—=— —+ == =—
b d bd 5 3 5-3 15
6 L.« 2.7 27 14
b d bd 5 3 5-3 15
maLc_a d a2 7 _23_6
b d b ¢ be | 5 3 5 7 35

Los niimeros reales pueden estar representados por puntos en una recta /
de manera que a cada nimero real a le corresponde exactamente un punto en
l'y a cada punto P en [ le corresponde un niimero real. Esto se llama corres-
pondencia uno a uno (o biunivoca). Primero escogemos un punto arbitrario
O, llamado el origen y lo asociamos con el nimero 0. Los puntos asociados
con los enteros se determinan entonces al trazar sucesivos segmentos de recta
de igual longitud a ambos lados de O, como se ve en la figura 2. El punto
correspondiente a un niimero racional, por ejemplo 25—3, se obtiene al subdividir
estos segmentos de recta. Los puntos asociados con ciertos niimeros irracio-
nales, por ejemplo V 2, se pueden hallar por construccion (vea el ejercicio 45).

FIGURA 2
S < -
-3 —2‘—1|0 1‘2‘3‘ 4|5 b oa 1
I
I IV T X =
N limeros. reales : NL’lmer.o.'s reales
negativos ! positivos
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El nimero a que estd asociado con un punto A en / es la coordenada de
A. Nos referimos a estas coordenadas como un sistema de coordenadas y a /
la llamamos recta coordenada o recta real. Se puede asignar una direccién a
[ al tomar la direccién positiva a la derecha y la direccién negativa a la
izquierda. La direccién positiva se denota al colocar una punta de flecha en /,
como se ve en la figura 2.

Los nimeros que corresponden a puntos a la derecha de O en la figura 2
son nimeros reales positivos. Los nimeros que corresponden a puntos a la
izquierda de O son nimeros reales negativos. El niimero real 0 no es ni posi-
tivo ni negativo.

Note la diferencia entre un nimero real negativo y el negativo de un
numero real. En particular, el negativo de un nimero real a puede ser positivo.

Por ejemplo, si a es negativo, digamos a = —3, entonces el negativo de a es
—a = —(—3) = 3, que es positivo. En general, tenemos las siguientes rela-
ciones.

Relaciones entre

(1) Si a es positiva, entonces —a es negativa.

ay—a (2) Si a es negativa, entonces —a es positiva.
En la tabla siguiente definimos las nociones de mayor que y menor que
para nimeros reales a y b. Los simbolos > y < son signos de desigualdad, y
las expresiones a > by a < b se llaman desigualdades (estrictas).
Mayor que o menor que
Notacion Definicion Terminologia
a>b a — b es positivo a es mayor que b
a<b a — b es negativo a es menor que b
Si los puntos A y B en una recta coordenada tienen coordenadas a y b, res-
pectivamente, entonces a > b es equivalente al enunciado “A estd a la derecha
de B”, mientras que a < b es equivalente a “A esta a la izquierda de B”.
ILUSTRACION Mayor que (>) y menor que (<)

B 5> 3, porque 5 — 3 = 2 es positivo.
—6 < —2, porque —6 — (=2) = —6 + 2 = —4 es negativo.
% > 0.33, porque% — 033 = é - % = ﬁ es positivo.

7 > 0, porque 7 — 0 = 7 es positivo.

—4 <0, porque —4 — 0 = —4 es negativo.

La siguiente ley hace posible comparar, u ordenar, dos nimeros reales
cualesquiera.

Ley de tricotomia

Si a y b son nimeros reales, entonces exactamente uno de los siguientes es
verdadero:

a=b, a>b 0 a<b
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-~

Prueba de
desigualdades y
la ley de tricotomia

~

5 (_2nd ) (TEsT) (3 ) 3 (EnTER)
5 (_2nd ) (7EsT) (L5 ) 3 (ENTER)
5 2nd ) (TesT ) (1) 3 (ENTER)
ax3
oS

3]
=35

5]

Los resultados indican que “1” representa verdadero 'y “0” representa falso. S6lo uno de los
enunciados arriba citados puede ser verdadero por la ley de tricotomia. Como se ilustra lineas
antes, usaremos la notacion para opciones de mend en la TI-83/4 Plus.

Nos referimos al signo de un nimero real como positivo si el nimero es
positivo, o negativo si el nimero es negativo. Dos nimeros reales tienen e/
mismo signo si ambos son positivos o ambos son negativos. Los nimeros tie-
nen signos contrarios si uno es positivo y el otro es negativo. Se pueden pro-
bar los siguientes resultados acerca de los signos de productos y cocientes de
dos nimeros reales a y b, usando propiedades de negativos y cocientes.

. . . . . a .
Ley de los signos (1) Siay b tienen el mismo signo, entonces ab y n son positivos.

. . . . a .
(2) Siay b tienen signos contrarios, entonces ab y D son negativos.

Los reciprocos* de las leyes de signos también son verdaderos. Por ejem-
plo, si un cociente es negativo, entonces el numerador y el denominador tie-
nen signos contrarios.

La notacién a = b se lee “a es mayor o igual a b”, significaque a > b o
que a = b (pero no ambos). Por ejemplo, a*> = 0 para todo nimero real a. El
simbolo a = b, que se lee “a es menor o igual a b”, significa que a < b o que
a = b. Expresiones de la forma a = b y a = b se denominan desigualdades
no estrictas, porque a puede ser igual a b. Al igual que con el simbolo de
igualdad, podemos negar cualquier simbolo de desigualdad al poner una raya
diagonal sobre ella, es decir, # significa no mayor que.

Una expresion de la forma a < b < ¢ se denomina desigualdad continua
y significa que a < by b < c¢; decimos “b esta entre a y ¢”. Del mismo modo,
la expresion ¢ > b > a significaque c > by b > a.

*Si un teorema se escribe en la forma “si P, entonces Q,” donde P y Q son enunciados
matematicos llamados la hipdtesis y conclusion, respectivamente, entonces el reciproco
del teorema tiene la forma “si Q, entonces P.” Si el teorema y su reciproco son ver-
daderos, con frecuencia escribimos “P si'y s6lo si Q” (que se denota P ssi Q).
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ILUSTRACION
FIGURA 3
|-4|=4 |4]=4
r A ' A R
—
—4 0 4

CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE ALGEBRA

Ordenamiento de tres niimeros reales

BoI<5<y m —4<i<V2 m 3>-6>-10
Hay otros tipos de desigualdades. Por ejemplo a < b = c significa que
a<byb = c.Del mismo modo, a = b < ¢ significaque a = by b < c. Por

ultimo, a = b = csignificaquea =by b = c.

EJEMPLO 3 Determinacién del signo de un niimero real

Six > 0y y <0, determine el signo de S l.
Yy

X

SOLUCION Como x es un niimero positivo y y €s un nimero negativo, x y
y tienen signos contrarios. Entonces, x/y y y/x son negativos. La suma de dos
nimeros negativos es un nimero negativo, de modo que

. X .
el signode — + RA negativo. |
y x

Si a es un entero, entonces es la coordenada de algtiin punto A en una recta
coordenada, y el simbolo |a| denota el niimero de unidades entre A y el ori-
gen, cualquiera que sea la direccién. El nimero no negativo |a | se llama valor
absoluto de a. Con referencia a la figura 3, vemos que para el punto con coor-
denada —4 tenemos | —4| = 4. Andlogamente, |4| = 4. En general, si a es
negativo, cambiamos su signo para hallar |al; si a es no negativo, entonces
|a| = a. La siguiente definicién extiende este concepto a todo niimero real.

Definicion de valor absoluto

El valor absoluto de un nimero real a, denotado por |a , se define como

sigue.
(1) Sia = 0, entonces |a| = a.

(2) Sia < 0, entonces |a| = —a.

ILUSTRACION

Como a es negativo en la parte (2) de la definicién, —a representa un
nuimero real positivo. Algunos casos especiales de esta definicién se dan en la
siguiente ilustracion.

La notacién de valor absoluto | a |

m |3| = 3, porque 3 > 0.

B |-3| = —(-3), porque —3 < 0. Entonces, | =3| = 3.
B [2-V2|=2- V2 porque2 — V2> 0.
|

V2 = 2| = —(V2 - 2), porque V2 — 2 <0,
Entonces, | V2 — 2| =2 — \;]i

3] =|-3|y|2 - V2|=|V2-2|En

En la ilustracién precedente,
general, tenemos lo siguiente:

|a| = | —al, para todo nimero real a
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' N
Valor absoluto MATH @ -3 ENTER
576 (ST0=> ) (ALPHA) (ALPHA) () 927 (sT02>) (ALPHA) (B ) (ENTER
MATH ) (>) ALPHA (=) (ALPHA ENTER
absC -3
are+As 9276
227
abstA-E2
21
- /
EJEMPLO 4 Remocion del simbolo de valor absoluto
Si x < 1, reescriba |x — 1] sin usar el simbolo de valor absoluto.
SOLUCION Six < 1, entonces x — 1 < 0; esto es, x — 1 es negativo. En
consecuencia, por la parte (2) de la definicién de valor absoluto,
Ix—1|==-@x—-1)=—x+1=1-x [ ]
FIGURA 4 Usaremos el concepto de valor absoluto para definir la distancia entre dos
5=|7-2|=|2-7] puntos cualesquiera sobre una recta coordenada. Primero observamos que la
—_— distancia entre los puntos con coordenadas 2 y 7, que se ve en la figura 4, es
igual a 5 unidades. Esta distancia es la diferencia obtenida al restar la coorde-
-2-1012345¢6 78

nada menor (extrema izquierda) de la coordenada mayor (extrema derecha)
(7 — 2 = 5). Si usamos valores absolutos, entonces, como |7 — 2| = |2 — 7|,
no es necesario preocuparse del orden de la sustraccion. Este hecho motiva la
siguiente definicion.

Definicion de la distancia
entre puntos en una recta
coordenada

Sean a y b las coordenadas de dos puntos A y B, respectivamente, en una
recta coordenada. La distancia entre A y B, denotada por d(A, B),
estd definida por

dA, B) = |b — al.

El nimero d(A, B) es la longitud del segmento de recta AB.
Como d(B, A) = |a — b|y |b — a| = |a — b|, vemos que

d(A, B) = d(B, A).

Note que la distancia entre el origen O y el punto A es

d(0,A) =|a—0|=|a

)

que concuerda con la interpretacién geométrica de valor absoluto ilustrada en
la figura 4. La férmula d(A, B) = |b — a| es verdadera cualquiera que sean
los signos de a y b, como se ilustra en el siguiente ejemplo.
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FIGURA 5
A B
-5 -3

ocC
01

6

CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE ALGEBRA

EJEMPLO 5 Hallar distancias entre puntos

A, B, Cy D tienen coordenadas —5, —3, 1 y 6, respectivamente, en una recta
coordenada, como se ve en la figura 5. Encuentre d(A, B), d(C, B), d(O, A) y
d(C, D).

SOLUCION Usando la definicién de la distancia entre puntos en una recta
coordenada, obtenemos las distancias:

dA,B)=|-3—(=5)|=|-3+5|=2|=2
dC,B)=|-3—-1|=|—-4|=4

d0,A) =|-5-0|=|-5|=5
AC,D)=16—-1]=1|5=5 .

El concepto de valor absoluto tiene otros usos ademads de hallar distancias
entre puntos; se utiliza siempre que nos interese la magnitud o valor numérico
de un nimero real sin que importe su signo.

En la siguiente seccién discutiremos la notacion exponencial a", donde a
es un nimero real (Ilamado la base) y n es un entero (Ilamado un exponente).
En particular, para base 10 tenemos

10°=1, 10'=10, 10>=10-10 =100, 10°*=10-10- 10 = 1000,

y asi sucesivamente. Para exponentes negativos usamos el reciproco del expo-
nente positivo correspondiente, como sigue:
1 1 1 1 1

1
10_1 = —_— = —, 10_2 = —_— = —, -3 = —_— —_—
10" 10 10> 100 10° 1000

Podemos usar esta notacion para escribir cualquier representacion deci-
mal finita de un nimero real como una suma del siguiente tipo:

437.56 = 4(100) + 3(10) + 7(1) + 5(15) + 6(15)
= 4(10% + 3(10") + 7(10°) + 5(107") + 6(1072)
En las ciencias es frecuente trabajar con nimeros muy grandes o muy
pequefios y comparar las magnitudes relativas de cantidades muy grandes o

muy pequefas. Por lo general representamos un ntiimero positivo a grande o
pequefio en forma cientifica, usando el simbolo X para denotar multiplicacién.

Forma cientifica

a=c X 10", dondel = ¢ < 10y n es un entero.

La distancia que un rayo de luz recorre en un afio es aproximadamente
5,900,000,000,000 millas. Este nimero se puede escribir en forma cientifica
como 5.9 X 10, El exponente positivo 12 indica que el punto decimal debe
moverse 12 lugares a la derecha. La notacién funciona igualmente bien para
nimeros pequefios. El peso de una molécula de oxigeno se estima que es

0.000 000 000 000 000 000 000 053 gramos,

o sea, en forma cientifica, 5.3 X 107> gramos. El exponente negativo indica
que el punto decimal debe moverse 23 lugares a la izquierda.
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11 Numeros reales 13

ILUSTRACION Forma cientifica

B 513 =513 X 10? B 73=73X10°
E 93,000,000 = 9.3 X 10’ H 20,700 = 2.07 X 10*
H 0.00000000043 =43 X 107 ™ 0.000648 = 6.48 X 10°*

Muchas calculadoras usan forma cientifica en sus pantallas. Para el

(K

nimero ¢ X 10", el 10 se suprime y el exponente se muestra precedido por la
letra E. Por ejemplo, para hallar (4,500,000)> en una calculadora cientifica,

-
(K]

2
(N}
(M n

m
(N

podriamos introducir el entero 4,500,000 y presionar la tecla (o elevar al
cuadrado), obteniendo un despliegue semejante al de la figura 6. Traduciria-

mos esto como 2.025 X 10'3. Entonces,

-

o

(Kp
]

(4,500,000)* = 20,250,000,000,000.

Las calculadoras también usan forma cientifica en la entrada de nimeros. El
manual del usuario de su calculadora debe dar detalles especificos.

-~

Forma cientifica

57000000000
.000000057

9.3 4

6.7 11

ﬁ?aaaaaaaag
 ARAEPRAST

T TE™
TLEEMEL.TELL
G.23lE G

%

Antes de que concluyamos esta seccion, debemos considerar brevemente
el problema de redondear resultados. Los problemas aplicados incluyen con
frecuencia nimeros que se obtienen mediante varios tipos de mediciones y, en
consecuencia, son aproximaciones a valores exactos. Esas respuestas deben re-
dondearse, porque el resultado final de un calculo no puede ser mds preciso que
los datos que hemos estado usando. Por ejemplo, si la longitud y ancho de un
rectdngulo se miden con una precision de dos lugares decimales, no podemos
esperar una precision de mas de dos lugares decimales en el valor calculado del
area del rectangulo. Para un trabajo puramente matemdtico, si se dan los valo-
res de la longitud y ancho de un rectdngulo, suponemos que las dimensiones
son exactas y no se requiere redondeo.

Si un ndmero a se escribe en forma cientifica como a = ¢ X 10" para
1 = ¢ < 10y si c se redondea a k lugares decimales, entonces decimos que a
es precisa (o se ha redondeado) a k + 1 cifras o digitos significativos. Por
ejemplo, 37.2638 redondeado a 5 cifras significativas es 3.7264 X 10' o
37.265; a 3 cifras significativas, 3.73 X 10' 0 37.3; y a 1 cifra significativa,
4 X 10" o0 40.
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m Ejercicios

Ejer. 1-2: Si x <0y y > 0, determine el signo del nimero
real.

1 (a) xy (b) x?
© = +x @ y—x
y
2 (a) = b) x?
y
©—2 @ y(y —x)
Xy

Ejer. 3-6: Sustituya el simbolo (] con <, > 0 = para
que el enunciado resultante sea verdadero.

3 (@) 704 (b)gD 1.5 (© V225015
4 @ -30-6 (b) jf 008 (© V289 0 17
5 @15 0009  (b)300666 ()Z0O07

6 (a)500.143 (b)2010833 (c) V2O 14

Ejer. 7-8: Exprese el enunciado como una desigualdad.

7 (@) x es negativo.

(b) y es no negativo.

(c) g es menor o igual a .

(d) d estd entre 4 y 2.

(e) 7 no es menor que 5.

(f) El negativo de z no es mayor a 3.

(g) El cociente de p y g es a lo més 7.

(h) El reciproco de w es al menos 9.

(i) El valor absoluto de x es mayor que 7.
8 (a) b es positivo.

(b) s es no positivo.

(c) w es mayor o igual a —4.

(d) c estd entre é y %

(e) p es no mayor que —2.

(f) El negativo de m no es menor que —2.

. 1
(g) El cociente de ry s es al menos s.

(h) El reciproco de fes a lo més 14.

(i) El valor absoluto de x es menor que 4.

Ejer. 9-14: Reescriba el niimero sin usar el simbolo de valor
absoluto, y simplifique el resultado.

9 @|[-3-4] ®-5-12] (©[7]+]-4]
10 @) |-11+1] (®)|6]—-1]-3] () |8]+]-9]
M @ (=53-6[ ®b)[-6//(=2) () |-7]+[4]
12 @) W[6—-7] (b)5/]-2] (© |-1]+[-9]
13 (a) |4 — = ) |7 — 4] © | Vv2 - 15|

%@ |V3i-17] ®[17-V3] @] -}

Ejer. 15-18: Los nimeros dados son coordenadas de los
puntos A, B y C, respectivamente, en una recta coordenada.
Encuentre la distancia.

(a) dA, B) (b) d(B, C)
() d(C, B) (d) d@a, ©)
15 3,7,-5 16 —6, -2, 4
17 -9,1,10 18 8, -4, -1

Ejer. 19-24: Los dos niimeros dados son coordenadas de los
puntos A y B, respectivamente, en una recta coordenada.
Exprese el enunciado indicado como desigualdad que
involucre el simbolo de valor absoluto.

19 x, 7 d(A, B) es menor que 2
20 x, - \/E; d(A, B) es mayor que 1

21 x, —3; d(A, B) es al menos 8

22 x, 4 d(A, B) es alo méds 5

23 4, x; d(A, B) no es mayor que 3
24 -2, x; d(A, B) no es menor que 4

Ejer. 25-32: Reescriba la expresién sin usar el simbolo de
valor absoluto y simplifique el resultado.

25 |3+ x|six< =3 26 |5 —x|six>5
27 |2 — x|six <2 28 |7+ x|six= -7
29 |a —b|sia<b 30 |a—b|sia>b

31 |x2 + 4] 32 |—x?— 1]



Ejer. 33-40: Sustituya el simbolo [] con = o # para que el
enunciado resultante sea verdadero para todos los nimeros
reales a, b, ¢ y d, siempre que las expresiones estén definidas.

+ +
3 P, 34 DA, L
a
b+c¢ _b c at+c _a c
o2+ < o+ <
3 a a a 36b+d b d
37 a=b)~cOa~+ (b+c)
38 (a@a—b)—cla—({b-c)
a—>b
39b O-1 40 —(a+b)d—-a+b
—a

Ejer. 41-42: Aproxime la expresién del niimero real a cua-
tro lugares decimales.

41 (a) 322~ Va27|

(b) V(15.6 — 1.5)> + (4.3 — 5.4)?

342 — 129

42 (a) 22— 2
@ S35 264
(b) 7

Ejer. 43—-44: Aproxime la expresion del niimero real. Expre-
se la respuesta en notacion cientifica precisa a cuatro cifras
significativas.

1.2 X 10°
3.1 X 10* + 1.52 X 10°

(b) (1.23 X 107%) + V4.5 X 10°

43 (a)

44 (a) V345 — 1.2 X 10*] + 10°

(b) (1.79 X 10% X (9.84 X 10%)

45 El punto en una recta coordenada correspondiente a V2
puede ser determinado si se construye un tridngulo recto
con lados de longitud 1, como se ve en la figura. Determine
los puntos que corresponden a V3 y V5, respectivamente.
(Sugerencia: use el teorema de Pitagoras.)

EJERCICIO 45

Y

0 1 V2 2 3

46 Un circulo de radio 1 rueda a lo largo de una recta coorde-
nada en la direccidn positiva, como se muestra en la figura.
Si el punto P estd inicialmente en el origen, encuentre la
coordenada de P después de una, dos y diez revoluciones
completas.

11 Numeros reales 15

EJERCICIO 46 P

\]

o A
_
)
w
N
)
o)
N
o0

47 Las demostraciones geométricas de propiedades de niime-
ros reales fueron dadas primero por los antiguos griegos.
Para establecer la propiedad distributiva a(b + ¢) = ab +
ac para los nimeros reales positivos a, b y ¢, encuentre el
area del rectangulo que se ilustra en la figura en dos formas.

EJERCICIO 47

1 1 1
< b

48 Las aproximaciones racionales a raices cuadradas se
pueden hallar usando una férmula descubierta por los
antiguos babilonios. Sea x; la primera aproximacién
racional para Vn. Si hacemos

1 +n
X, =—|x — 1,
’ 2 ! X1

entonces x, serd una mejor aproximacion para Vo, y pode-
mos repetir el cdlculo con x, en lugar de x,. Comenzando
con x; = %, encuentre las siguientes dos aproximaciones
racionales para V2.

Ejer. 49-50: Exprese el nimero en forma cientifica.
49 (a) 427,000  (b) 0.000 000 093 (c) 810,000,000

50 (a) 85,200 (b) 0.000 005 4 (c) 24,900,000

Ejer. 51-52: Exprese el nimero en forma decimal.
51 (a) 8.3 X 10° (b) 2.9 X 107" (c) 5.64 X 108

52 (a) 2.3 X 107 (b) 7.01 X 10°? (c) 1.25 x 10"

53 Masa de un atomo de hidrégeno La masa de un dtomo de
hidrégeno es aproximadamente

0.000 000 000 000 000 000 000 001 7 gramos.

Exprese este nimero en forma cientifica.

54 Masa de un electrén La masa de un electrén es aproxi-
madamente 9.1 X 107" kilogramos. Exprese este nimero
en forma decimal.
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55

56

57

58

59

L -2

Anos luz En astronomia, las distancias a estrellas se miden
en afios luz. Un afio luz es la distancia que un rayo de luz
recorre en un aflo. Si la velocidad de la luz es aproximada-
mente 186 000 millas por segundo, estime el nimero de
millas en un afio luz.

Galaxia de la Via Lactea

(a) Los astr6nomos han estimado que la galaxia de la Via
Léctea contiene 100 000 millones de estrellas. Exprese
este nimero en forma cientifica.

(b) El didmetro d de la galaxia de la Via Léctea se estima
en 100 000 afios luz. Exprese d en millas. (Consulte el
Ejercicio 55.)

Numero de Avogadro El nimero de dtomos de hidrégeno
en un mol es el ndmero de Avogadro, 6.02 X 10%. Si un
mol del gas tiene una masa de 1.01 gramos, estime la masa
de un atomo de hidrégeno.

Poblacién de peces Las dindmicas poblacionales de
muchos peces se caracterizan por porcentajes de fertilidad
extremadamente altos entre adultos y porcentajes de super-
vivencia muy bajos entre los jovenes. Un lenguado maduro
puede poner hasta 2.5 millones de huevos, pero sélo
0.00035% de 1a prole sobrevive a la edad de 3 afios. Use la
forma cientifica para aproximar el nimero de descendien-
tes que viven hasta la edad de 3 afios.

Cuadros de una pelicula de cine Una de las peliculas mds
largas jamds hechas es una pelicula inglesa de 1970 que
corre durante 48 horas. Suponiendo que la velocidad de la
pelicula es de 24 cuadros por segundo, aproxime el nimero
total de cuadros de esta pelicula. Exprese su respuesta en
forma cientifica.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE ALGEBRA

60 Numeros primos grandes El ndmero 2447 — 1 es primo.

61

62

En el tiempo que se determiné que este niimero era primo,
una de las computadoras més rapidas del mundo tomé unos
60 dias para verificar que lo era. Esta computadora era
capaz de efectuar 2 X 10" cdlculos por segundo. Use la
forma cientifica para estimar el nimero de cdlculos necesa-
rios para efectuar esta comprobacién. (Mds recientemente,
en 2005, 230402457 — 1 un nimero que contiene 9,152,052
digitos, resulté ser primo.)

Presiéon de un tornado Cuando un tornado pasa cerca de
un edificio, hay un rdpido descenso en la presién exterior y
la presion interior no tiene tiempo de cambiar. La diferen-
cia resultante es capaz de causar una presion hacia fuera de
1.4 1b/in? en las paredes y el cielo raso del edificio.

(a) Calcule la fuerza en libras ejercida en 1 pie cuadrado de
una pared.

(b) Estime las toneladas de fuerza ejercidas en una pared
que mide 8 pies de alto y 40 pies de ancho.

Poblacién de ganado Un ranchero tiene 750 cabezas de
ganado formado por 400 adultos (de 2 afios o mds), 150 de
un afio y 200 becerros. La siguiente informacién se conoce
acerca de esta especie particular. Cada primavera una hem-
bra adulta tiene un solo becerro y 75% de estos becerros
sobrevivird el primer afio. Los porcentajes anuales de
supervivencia de animales de un afio y de adultos es 80% y
90%, respectivamente. La proporcién macho-hembra es
uno en todas las clases de edad. Estime la poblacién de
cada clase de edad

(a) en la siguiente primavera
(b) en la dltima primavera

Exponentes y radicales

Si n es un entero positivo, la notacién exponencial a”, definida en la tabla
siguiente, representa el producto del nimero real a consigo mismo n veces.
Nos referimos a a" como a a la n-ésima potencia o, simplemente, a a la n. El

entero positivo n se denomina exponente y el niimero real a se llama base.

Notacién exponencial

Caso general
(n es cualquier entero

positivo) Casos especiales
ad'=a-a-a---a a'=a
n factores de a a=a-a
ad=a-a-a
a=a-a-a-a-a-a
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1.2 Exponentes y radicales
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La siguiente ilustracién contiene varios ejemplos numéricos de notacién

exponencial.

La notacion exponencial a”

B 5*=5-5-5-5=625

@ =:3111-%

(=3)* = (=3)(=3)(=3) = —

(3" = (3)=3)3)03) = (é)(é) =

L
81

Es importante observar que si n es un entero positivo, entonces una expre-
sién como 3a” significa 3(a”), no (3a)". El nimero real 3 es el coeficiente de
a™ en la expresion 3a”. Del mismo modo, —3a” significa (—3)a”, no (—3a)".

La notacion ca”

B 5:-22=5-8=40

B —5-22=-5-8=-40
B 2=-2Y%=-16

B 3(—2) = 3(=2)(=2)(—2) = 3(—8) = —24

-~

Notacién exponencial

a
(‘.0

*3

g
@

() G (ewter)
2 (0 (A 5 (Enter)

{312
5 b
(3)c1r2375

e
-9
LB3123

Note que la expresion del segundo renglén, —32, es equivalente a —1 - 3%

/

A continuacién extendemos la definicion de a” a exponentes no positivos.

Exponentes cero y negativos (no positivos)

Definicion (a # 0) Tlustraciones
a =1 =1 (-V2)=
1 1
-n — 573:_, _3—5_
a a" 3 ( ) (_3)5
Sim 'y n son enteros positivos, entonces
ava"=a-a-a- - ~a~a-a-a- - *a.

m factores de a

n factores de a
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ILUSTRACION

Como el nimero total de factores de a a la derecha es m + n, esta expresion
es igual a a™*"; esto es,

ata' = am+n.

Podemos extender esta férmula a m = 0 o n = 0 si usamos las definicio-
nes del exponente cero y los exponentes negativos. Esto nos da la ley 1, que se
expresa en la tabla siguiente.

Para demostrar la ley 2, podemos escribir, para m y n positivos,

(am)n:am,am.am. R

m

n factores de a

y contamos el niimero de veces que a aparece como factor en el lado derecho.
Como a"=a-a-a- - a, con a como factor m veces, y como el
nimero de esos grupos de m factores es 7, el ntimero total de factores de a es
m - n. Entonces,

(am)n = g™,
Los casos m = 0y n = 0 se pueden demostrar usando la definicién de expo-
nentes no positivos. Las tres leyes restantes se pueden establecer de modo

semejante al contar factores. En las leyes 4 y 5 suponemos que los denomi-
nadores no son 0.

Leyes de los exponentes para nimeros realesa y b y enterosmy n

Ley Iustracion
(1) ara’ = q"t 23 .04 = 23+t4 = 27 = 128§
(2) (@) =am (2%)* = 2% = 2'2 = 4096

3) (ab)" = ab" (20)* = (2 - 10)* = 2* - 10°* = 8 - 1000 = 8000

a\ a 2V 23 8
4 (L) =L Ay_=Z__°
()<b> b" (5) 5 125

m 25
G)@Z=a | S=27=2=4
a’ 2’
a” 1 23 1 1 1
b) — = B
( ) a’ arm 25 25*3 22 4

Por lo general usamos 5(a) sim > ny 5(b) sim < n.

Podemos extender las leyes de los exponentes para obtener reglas como
(abe)' = a'b'c" y a"a'a’ = a™*"*r. Algunos otros ejemplos de las leyes de
exponentes se dan en la siguiente ilustracién.

Leyes de los exponentes

B 502 = 05672 = 13 m (y5)7 — y5-7 — y35

B (3s0)* = 3t = 815
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Simplificar una expresién que comprenda potencias de nimeros reales
significa cambiarla a una expresion en la que cada nimero real aparezca s6lo
una vez y todos los exponentes sean positivos. Supondremos que los denomi-
nadores siempre representan niimeros reales diferentes de cero.

EJEMPLO 1 Simplificacion de expresiones que contienen

exponentes
Use leyes de los exponentes para simplificar cada expresion:
2,3\ 3
@ (xy)dn’)  (b) Qabe) () <i> (i> (d) ()
s r
SOLUCION
@) (Bx*y"H(4xy) = (3)(4)x3xy*y>  reacomodar factores
= 12x%° ley 1
(b) Qa*h’c)* = 24a®)*(b*)*c* ley 3
= 16a®b"c* ley 2
23V (s ¥ (23§
=)= = . ley 4
© ( ; ) <> G
22(,.3)2 s3
2 S8 ley 3
YRS
= ? F ley 2
r6 s3
=4 <= reacomodar factores
r s
1
= p (s) leyes 5(b) y 5(a)
4s
=— reacomodar factores
r3
@ @)= @707 ey
= uy~? ley 2
ub
=7 definiciéon de a™" |
v

El siguiente teorema es ttil para problemas que contienen exponentes

Teorema sobre
exponentes negativos

negativos.
a” b a\" by
1 = — Nl—=] ==
()b‘" am ()<b> (a)

DEMOSTRACIONES Con el uso de las propiedades de exponentes negativos
y cocientes, obtenemos

a—m_ l/am_ l lin_ﬂ

b - l/bn - am 1 am
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EJEMPLO 2 Simplificacion de expresiones que contienen
exponentes negativos

Simplifique:
8x3yS w2\ 3
@ —== O
4xy 2v
SOLUCION Aplicamos el teorema sobre exponentes negativos y las leyes de
exponentes.
3,,-5 3,5
(a) 8xy™ _ 81 .Y~ reacomodar cocientes para que los exponentes
4x71y*  4y* x7! negativos queden en una fraccién
& ! )
=" teorema sobre exponentes negativos (1)
4"y
!
= ley 1 de exponentes
y
u\3 2v\?
® (=) == teorema sobre exponentes negativos (2)
2v u
233
= leyes 4 y 3 de exponentes
(M2)3 y y p
8
= ? ley 2 de exponentes |

A continuacién se define la raiz n-ésima principal V/a de un ndmero
real a.

Definicién de Va

Sea n un entero positivo mayor que 1 y sea @ un nimero real.
(1) Sia = 0, entonces Va = 0.
(2) Sia > 0, entonces \/a es el nimero real b positivo tal que b" = a.

(3) (a) Sia < 0y nesimpar, entonces \/a es el nimero real b negativo
tal que b" = a.

(b) Sia < 0y nes par, entonces V/a no es un nimero real.

ILUSTRACION

Los nimeros complejos, que se estudian en la seccién 2.4, son necesarios
para definir Vasia<0 y 1 es un entero positivo par, porque para todos los
ndmeros reales b, b" = 0 siempre que n sea par.

Sin = 2, escribimos Va en lugar de Va y a Va 1a llamamos raiz cua-
drada principal de a o, simplemente, la raiz cuadrada de a. El nimero Va
es la raiz cubica (principal) de a.

La raiz n-ésima principal Va
B V16 = 4, porque 4> = 16.
m V5 = 3 porque (3)° = 3.

B V8= -2, porque (—2)* = —8.
B /16 no es un nimero real.
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Note que V16 # *+4 porque, por definicion, las raices de niimeros rea-
les positivos son positivas. El simbolo * se lee “mds-menos”.

-~

Raiz n principal

m

T4<laa
asvlmazy
Ti-1gp

a

) 16 ) (Enter)
(O 1 ()32 () (ener)
~16 (0 (ENTER)

o

aa

Cuando la dltima linea se ejecuta en la TI-83/4 Plus, se da el mensaje de error NONREAL
ANS porque esta expresion representa un nimero complejo, no un nimero real (que se
expone en la seccién 2.4). )

Para completar nuestra terminologia, la expresion V/a es un radical, el
ndmero a es el radicando y n es el indice del radical. El simbolo \/ se deno-
mina signo de radical.

Si Va = b, entonces b*> = a; esto es, (\/;)2 =aSiVa= b, entonces
bB*=ao (%)3 = a. Generalizando este patron nos da la propiedad 1 de la
tabla siguiente.

Propiedades de a (n es un entero positivo)

Propiedad Ilustraciones
1) (\V;)" = asi Va es un nimero real (\/g)z =35, (\3/ —8)3 = -8
) Va'=asia=0 V52 =5, V3 =9
(3) Va' = asia<0ynesimpar V(=23 = -2, V(-2y = -2
(@) Va' =|a|sia<0ynespar V(=32 =]-3|=3, V(=2¢=|-2]=2

Si a = 0, entonces la propiedad 4 se reduce a la propiedad 2. También
vemos de la propiedad 4 que

Va2 = x|
para todo nimero real x. En particular, si x = 0, entonces V2= X; pero, si
x < 0, entonces Vit = —X, que es positiva.

Las tres leyes que aparecen en la tabla siguiente son verdaderas para ente-
ros positivos m y n, siempre que existan las raices indicadas, es decir, siem-
pre que las raices sean nimeros reales.
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Leyes de los radicales

Ley Ilustraciones

M) YVab=aXb | V50=V25-2=V25V2=5V2
V=108 = V(-27)4) = V—27 V4 = —3V/4

(2) "z_\ryi 35_\3/_3_\3/_3
b b 8 V8 2

3) VVa="a VVe4 = Nes = V25 =2

Los radicandos de las leyes 1 y 2 comprenden productos y cocientes.
Debe tenerse cuidado si hay sumas o diferencias en el radicando. La tabla
siguiente contiene dos advertencias particulares referentes a errores que se
cometen con frecuencia.

}} jCuidado! 44 Sia#0yb #0 Ilustraciones
D) Ve +b#a+b V3 +42=\V25=5#3+4=7
@ Va+b#Va+ Vb | Va+9=VI13#V4+\V9=5

Si ¢ es un niimero real y ¢” es un factor en un radical de indice n, enton-
ces podemos eliminar ¢ del radicando si el signo de ¢ se toma en cuenta. Por
ejemplo, si ¢ > 0 o si c <0y nes impar, entonces

Ved =NeNd =cVd,
siempre que V/d exista. Si ¢ < 0 y n es par, entonces
erd =N/ Nd =|cNd,

siempre que V/d exista.

ILUSTRACION Remocién de potencias n-ésimas de 2
B V= Ve 2= Veve=xVe
V= Va6 - x = V() = V(x2)? Vx = 2Vx
Vi = ViV = Vs
Vit = \/W = | x|
Vatyl = Vat -yt = Vet Yy =[xV

Nota: para evitar considerar valores absolutos, en ejemplos y ejercicios que
contengan radicales en este capitulo, supondremos que todas las letras a, b,
¢, d, x, y y otras que aparecen en radicandos representan niimeros reales posi-
tivos, a menos que se especifique otra cosa.

Como se muestra en la ilustracién precedente y en los siguientes ejem-
plos, si el indice de un radical es n, entonces reacomodamos el radicando, ais-
lando un factor de la forma p”, donde p puede estar formado por varias letras.
A continuacién eliminamos \’71? = p del radical como se indic6 previamente.
Entonces, en el ejemplo 3(b) el indice del radical es 3 y reacomodamos el
radicando en cubos, obteniendo un factor p3, con p = 2xy’z. En el inciso (c)
el indice del radical es 2 y reacomodamos el radicando en cuadrados, obte-
niendo un factor p?, con p = 3a’h>.
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Simplificar un radical significa eliminar factores del radical hasta que nin-
gun factor del radicando tenga un exponente mayor o igual al indice del radi-
cal y el indice sea tan bajo como sea posible.

EJEMPLO 3 Remocion de factores de radicales

Simplifique cada radical (todas las letras denotan nimeros reales positivos):

(@ V320 (b) Vi6xdyiz*
SOLUCION
(@) V/320=Ve4-5
= V4 V5
=4V/5
(b) Viexy'z' = V(2'y'2)(2y%)
= V(2xy*2)(2y*2)
= V(2xy%2) V2yx
= 2022V 2y%2

(© V3ah* Vo6a'h = V3a®h® - 2 - 3d°h

= V(3%a°b")(2a)
= V(3a’h*)*(2a)

(c) V3a** V6a’h

Factorice el cubo més grande en 320
Ley 1 de radicales

Propiedad 2 de \/

reacomode el radicando en cubos
leyes 2 y 3 de exponentes

ley 1 de radicales

propiedad 2 de \/

ley 1 de radicales

reacomode el radicando en cuadrados

leyes 2 y 3 de exponentes

= V(@& V2a
= 3a°h*V2a

ley 1 de radicales
propiedad 2 de 4 ]

Si el denominador de un cociente contiene un factor de la forma W, con
k < nya> 0, entonces multiplicar el numerador y denominador por V a" *
eliminarad el radical del denominador, porque

Este proceso se denomina racionalizar un denominador. Algunos casos
especiales aparecen en la tabla siguiente.

Racionalizar denominadores de cocientes (a > 0)

Factor en Multiplicar numerador
denominador y denominador por Factor resultante
Va Va VaVa=Va=a
Va Va? VaVa=Vd=a
V Y a* Va Va* = Vd =a

El siguiente ejemplo ilustra esta técnica.

EJEMPLO 4 Racionalizacién de denominadores

Racionalice cada denominador: _
@—= B — @© \/3 (d) \S/i
V5 Vx 3 2

SOLUCION B
@) L1 V5 V5
¥ 5 TNV Ve

Vs
5

(continiia)
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3

YOV VRV Vo
Si usamos una calculadora para hallar aproximaciones decimales de radi-
cales, no hay ventaja alguna en racionalizar denominadores, tales como
1/V5=15/50 V2/3 = V6/3, como hicimos en el ejemplo 4(a) y (c).
No obstante, para simplificaciones algebraicas, cambiar expresiones a esas
formas es a veces deseable. Del mismo modo, en cursos de matemdticas avan-
zadas como en cdlculo, cambiar 1/ Vx a \sz/x, como en el ejemplo 4(b),
podria hacer un problema mds complicado. En esos cursos es mds sencillo tra-
bajar con la expresién 1/ Vx que con su forma racionalizada.
A continuacién usamos radicales para definir exponentes racionales.

Definicion de exponentes

Sea m/n un numero racional, donde n es un entero positivo mayor que 1.

racionales Si a es un nimero real tal que \a existe, entonces
@) a"=Va
2) a = (\Va)m = Var
(3) am/n — (alln)m — (am)l/n
Al evaluar a”” en (2), por lo general usamos (\'Va)m; es decir, tomamos la
n raiz de a primero y luego elevamos ese resultado a la m potencia, como se
muestra en la siguiente ilustracion.
ILUSTRACION La notacién exponencial ¢

m = Vo mo = (Vi) = Ve
m 125 = (Vi25) = (V5) =52 =25

)= =WEr=0"=5

e N
Exponentes racionales 8 1 E] 3
-8 1)
32 (=) 243 3 ()5 (O (wart) (1) (enter)
G130 2
“ETL1E2 -2
SRRl el an Eg Tl o
(=1
=
El comando Frac cambia una representacién decimal a una fraccionaria.
- /
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Las leyes de los exponentes son verdaderas para exponentes racionales y
también para exponentes irracionales, por ejemplo 3V2 o 57, considerados en
el capitulo 5.

Para simplificar una expresioén que contenga potencias racionales de letras
que representen numeros reales, la cambiamos a una expresiéon en que cada
letra aparezca sélo una vez y todos los exponentes sean positivos. Como lo
hicimos con los radicales, supondremos que todas las letras representan niime-
ros reales positivos a menos que se indique otra cosa.

EJEMPLO 5 Simplificacion de potencias racionales

Simplificar: 2523\ 2/ 356
@ (=27**@)~"* () ()" () ( 7 > < 7 )
y y

SOLUCION
@ (—27)*(4) " = (\3/—27)2( \/4)75 definicion de exponentes racionales

= (=3)’(2)° calcule raices

(=3 . .

= > definicién de exponentes negativos

= 322 calcule potencias
(b) (%593 = (¥2)'3(s%)'" ley 3 de exponentes

= p¥32 ley 2 de exponentes

2523\ 2 [ 35506 B 4x¥3\ [ 356
(c) N L = y L leyes de exponentes

(4 . 3)x4/3—5/6

ley 1 de exponentes

y|+(1/3)
12586506
= denominador comun
Y-
12x2
= 5 simplifique ]

Los exponentes racionales son ttiles para problemas que contengan radi-
cales que no tienen el mismo indice, como se ilustra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 6 Combinacién de radicales

Cambie a una expresion que contenga un radical de la forma V a™:

@ VaVa (b \\;/ﬁz
vV d

SOLUCION  Si introducimos exponentes racionales, obtenemos
(a) \%/;\/; = B2 = AR = 516 = I 5

4 1/4
(b) \/é =4 meem = o2 = 11 -
a2/3

Va?

En los ejercicios 1.2, siempre que un indice de un radical sea par (o se
emplea un exponente racional m/n con n par), suponga que las letras que apa-
recen en el radicando denotan nimeros reales positivos a menos que se indi-
que otra cosa.
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m Ejercicios

Ejer. 1-10: Exprese el nimero en la forma a/b, donde a y b Ejer. 47-52: Reescriba la expresion usando exponentes
son enteros. racionales.
1 (—3) 2 (-3 47 Vit +y 48 V' +y
3 22 2re 49 V(a + by 50 Va+ Vb
372 240
5 —2¢+ 37! 6 (—2) — 2 51 Va2 + 2 52 Vi — g
7 95/2 8 1673/4
Ejer. 53-56: Reescriba la expresion usando un radical.
9 (—0.008)* 10 (0.008)~*3 53 (a) 4x¥? (b) (4x)*
Ejer. 11-46: Simplifique. 54 (a) 4 +x* (b) (4 +x)*
1 (3x')(16x%) 12 (=3x)(4x) 55 (a) 8 =" (b) (8 ="
56 (a) 64y'" (b) (64y)'"?
(2x7)(3x%) (2x?)%y?
B — 14
(x2)3 4x4y2
Ejer. 57-80: Simplifique la expresion y racionalice el
15 (% as)(—3a2)(4a7) 16 (—4b3)(é bz)(—%“) denomijador cuando sea apropiado.
57 V8l 58 V216
(6x°) (By)(2y*)? — —
17 - (3x2)° 18 S (5yd) /- v
2y B9 Gy ) 59 V—64 60 V512
1 1
19 Guvd)(4u*v™>) 20 (x*yz2)(—2xzH)(x%y7?) 61 N2 62 5
(L s, 4a’b \ [ 5a*b
21 (8xy)(3x7%)?) 2 ()5 63 Vox4° 64 \16a%?
7 65 V8a'h 66 /81"
3 ey ) 24 (-207( ) - -
3 1
67 |/ 68 ||+
25 (3y*)H(4yH) 3 26 (—3a*h7%)? 2y 3x%y
4.4 2,,5
27 (~2rs) 28 22y )(6x ) (b 1y?) 69 (2 70 (2
9x 4x
29 (5x%y7)(dx%yY) 30 (—2r%)’(3r 's)? o Sxby? 72 xTy'?
27x2 125x
3x5 4 2 32 (4 2b)4 3 2
31 :
Py a b 73 5x7y? a 3xlly?
8x? 9x?
33 (—5a*%)(2a") 34 (—6x™)(2x*5)
75 V(5x%y ) 76 N/ (Tu= e
35 (3x7%)(8x%3) 36 (8r)3(2r'?)
8 4
37 (2745 38 (257%)°3 77 \/X \/x 78 V5xy" V15x*y?
—2/3)4-1/6 12y ( — 512 J— R -
39 (8x7)x 40 (3H(=2x7) 79 V3 V—or 1y 80 V(2r — sy
_8 3\2/3 —,32\3
a < _f) 42 < _ym>
y y o
e \in o \au Ejer. 81-84: Simplifique la expresion, suponiendo que x y y
43 ( x4) 44 (C 8) puedan ser negativos.
16y 81d 81 Vaxby* 82 Vil
3\—1/3
45 (YY) 46 a“*a ¥*q'* 83 Vad(y — 3)2 84 V(x + 2)%

) 7



Ejer. 85-90: Sustituya el simbolo [] con = o # para que el
enunciado resultante sea verdadero, siempre que la expre-
sién tenga significado. Dé una razon para su respuesta.

85 (a’)2 0 g 86 @+ 1D"”0a+1
88 Vo 0(Va)

90 a1~
a

a'b’ [ (ab)x\
® \/ 0%

Ejer. 91-92: Al evaluar niimeros negativos elevados a poten-
cias fraccionarias, puede ser necesario evaluar por sepa-
rado la raiz y las potencias enteras. Por ejemplo, (—3)** se
puede evaluar bien como [(—3)'*]? o [(—3)*]'%, pues de otro
modo podria aparecer un mensaje de error. Aproxime la
expresion de nimero real a cuatro lugares decimales.

91 (@) (=3)*® (b) (=7*
92 (a) (—1.2)¥" (b) (—5.08)"

Ejer. 93-94: Aproxime la expresién de nimero real a cuatro
lugares decimales.

93 (@) Va+1 (b) V17.1 + 5"

94 (a) (2.6 — 1.3)2 (b) 57

95 Cuenta de ahorros Uno de los bancos mds antiguos de
Estados Unidos es el Bank of America, fundado en 1812. Si
$200 se depositaron en aquel tiempo en una cuenta que
pagaba 4% de interés anual, entonces 180 afios después la
cantidad habrfa crecido a 200(1.04)'80 délares. Aproxime
esta cantidad al centavo mds préximo.

96 Distancia de observacion En un dia claro, la distancia d
(en millas) que se puede ver desde lo alto de un elevado edi-
ficio de altura h (en pies) se puede aproximar con
d=12Vh. Aproxime la distancia que se puede ver desde
lo alto de la torre Sears de Chicago, que mide 1454 pies de
altura.

97 Longitud de un lenguado La relacién longitud/peso
para un lenguado del Pacifico se puede aproximar con la
formula L = 0.46 /W, donde W esté en kilogramos y L en
metros. El lenguado mds grande que se ha documentado
pesaba 230 kilogramos. Estime su longitud.

98 Peso de una ballena La relacién longitud-peso para la
ballena rorcual se puede aproximar con W = 0.0016L>%3,
donde W estd en toneladas y L en pies. Estime el peso de
una ballena que mide 25 pies de largo.

99 Desventajas de los levantadores de pesas La férmula
de O’Carroll se usa para poner obstdculos a levantadores de
pesas. Si un levantador que pesa b kilogramos levanta w
kilogramos de peso, entonces el peso W con desventaja estd
dado por

w

Vb -35

100

101

102
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Suponga que dos levantadores que pesan 75 kilogramos
y 120 kilogramos levantan pesas de 180 kilogramos y
250 kilogramos, respectivamente. Use la férmula de
O’Carroll para determinar al mejor levantador de pesas.

Area de superficie corporal El 4rea de superficie corpo-
ral S de una persona (en pies cuadrados) se puede aproxi-
mar con

S = (0.1091)w25407,

donde la estatura / estd en pulgadas y el peso w en libras.

(a) Estime S para una persona que mide 6 pies de alto y
pesa 175 libras.

(b) Si una persona mide 5 pies 6 pulgadas de estatura,
(qué efecto tiene sobre S un aumento de 10% en el
peso?

Peso en hombres El promedio de peso W (en libras) para
hombres con estatura /4 entre 64 y 79 pulgadas se puede
aproximar con el uso de la féormula W = 0.1166Ah'7.
Construya una tabla para W con h = 64, 65, ..., ,79.
Redondee todos los pesos a la libra mds cercana.

Estatura Peso Estatura Peso
64 72
65 73
66 74
67 75
68 76
69 77
70 78
71 79

Peso en mujeres El promedio de peso W (en libras) para
mujeres con estatura / entre 60 y 75 pulgadas se puede
aproximar con el uso de la férmula W = 0.1049A'7.
Construya una tabla para W con h = 60, 61, ..., ,75.
Redondee todos los pesos a la libra mds cercana.

Estatura Peso Estatura Peso
60 68
61 69
62 70
63 71
64 72
65 73
66 74
67 75
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L 13

Expresiones algebraicas

{xIx > 3} es una notacion
equivalente.

A veces usamos la notacién y terminologia de conjuntos para describir rela-
ciones matematicas. Un conjunto es una coleccion de objetos de algtn tipo, y
los objetos se denominan elementos del conjunto. Es frecuente que se usen las
letras mayusculas R, S, 7, . . . para denotar conjuntos, y las letras minusculas
a, b, x, y, . . . representan elementos de conjuntos. En todo este libro, R denota
el conjunto de nimeros reales y Z denota el conjunto de enteros.

Dos conjuntos Sy 7 son iguales, denotados por S = 7, si S'y T contienen
exactamente los mismos elementos. Escribimos S # 7'si S'y 7 no son iguales.
En la tabla siguiente se indican notacién y terminologia adicionales.

Notacion o

terminologia Significado Iustraciones
a€S a es un elemento de S 3ezZ
a& S a no es un elemento de S g &7

S es un subconjunto de 7' | Todo elemento de S
es un elemento de T

Z es un subconjunto de R

Constante Una letra o simbolo que 5, — \/2, T
representa un elemento
especifico de un conjunto

Variable Una letra o simbolo que Sea x que denota
representa cualquier cualquier nimero real
elemento de un conjunto

Por lo general usamos letras cercanas al final del alfabeto, como x, y y z,
para variables y letras cercanas al principio del alfabeto, como a, b, y ¢ para
constantes. En todo este texto, a menos que se especifique otra cosa, las varia-
bles representan nimeros reales.

Si los elementos de un conjunto S tienen cierta propiedad, a veces escri-
bimos S = {x: } y expresamos la propiedad describiendo la variable x en el
espacio después de los dos puntos. La expresion encerrada por las llaves y los
dos puntos se lee “el conjunto de toda x tal que . . . ,” donde completamos la
frase al expresar la propiedad deseada. Por ejemplo, {x: x > 3} se lee “el con-
junto de toda x tal que x es mayor a 3.”

Para conjuntos finitos, a veces encerramos todos los elementos del con-
junto dentro de llaves. Asi, si el conjunto 7 estd formado por los primeros
cinco enteros positivos, podemos escribir T = {1, 2, 3, 4, 5}. Cuando descri-
bimos conjuntos en esta forma, el orden empleado al hacer una lista de los ele-
mentos es irrelevante, de modo que podriamos también escribir 7 = {1, 3, 2,
4,5}, T = {4, 3, 2,5, 1}, etcétera.

Si empezamos con cualquier coleccidon de variables y nimeros reales,
entonces una expresion algebraica es el resultado obtenido al aplicar sumas,
restas, multiplicaciones, divisiones, potencias, o sacar raices de esta coleccion.
Si nimeros especificos se sustituyen por las variables en una expresion alge-
braica, el nimero resultante se denomina valor de la expresion para estos
nimeros. El dominio de una expresion algebraica estd formado por todos
los nimeros reales que pueden representar a las variables. Entonces, a menos
que se especifique otra cosa, suponemos que el dominio estd formado por los
niimeros reales que, cuando se sustituyan por las variables, no hacen que la
expresion carezca de sentido; es decir, cuando los denominadores no pueden
seriguales a cero y las raices siempre existen. En la siguiente tabla se dan dos
ilustraciones.
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Expresiones algebraicas

Iustracion Dominio Valor tipico
)63—5)64-i Todax > 0 Enx = 4:
Vix '

6
4 —-54)+—=64—-20+3=47
@ V4

2y + (3/2
x)\zy—L) todax # 0y Enx=1yy=09:
y—1 toda y # 1 2)(9) + (3/1) _18+3 21

Vo -1 Ve o2

Si x es una variable, entonces un monomio en x es una expresion de la
forma ax”, donde a es un nimero real y n es un entero no negativo. Un bino-
mio es una suma de dos monomios y un trinomio es una suma de tres mono-
mios. Un polinomio en x es una suma de cualquier niimero de monomios en x.
Otra forma de expresar esto es como sigue.

Definicion de polinomio

Un polinomio en x es una suma de la forma
a,x" + a, x" '+ o+ ax + a,

donde n es un entero no negativo y cada coeficiente a, es un nimero real.
Sia, # 0, entonces se dice que el polinomio tiene grado n.

Cada expresion a;x* de la suma es un término del polinomio. Si un coe-
ficiente a, es cero, por lo general se elimina el término a,x*. El coeficiente @,
de la maxima potencia de x se denomina coeficiente principal del polinomio.

La tabla siguiente contiene ilustraciones especificas de polinomios.

Polinomios
Ejemplo Coeficiente principal Grado
3Bxt 4+ 5%+ (—Tx + 4 3 4
x4+ 9x2 + (—2)x 1
=52+ 1 -5 2
Ix + 2 1
8 8 0

Por definicion, dos polinomios son iguales si y sélo si tienen el mismo
grado y los coeficientes de las potencias semejantes de x son iguales. Si todos
los coeficientes de un polinomio son cero, recibe el nombre de polinomio cero
y se denota por O pero, por convencion, el grado del polinomio cero no es cero
sino que es indefinido. Si ¢ es un niimero real diferente de cero, entonces c es
un polinomio de grado 0. Tales polinomios (junto con el polinomio cero) son
polinomios constantes.
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ILUSTRACION

Si un coeficiente de un polinomio es negativo, por lo general usamos un
signo menos entre términos apropiados. Para ilustrar,

324+ (=5)x + (=7) =3x2 = 5x — 7.

También podemos considerar polinomios con variables que no sean x. Por
ejemplo, 322 — 377 + 8 — V/5z* es un polinomio en z de grado 7. Con fre-
cuencia acomodamos los términos de un polinomio en orden de potencias
decrecientes de la variable; asi,

12 -37+8—V5z=-37 - V5 +32+8

Podemos considerar un polinomio en x como una expresion algebraica
obtenida al emplear un nimero finito de adiciones, sustracciones y multiplica-
ciones que contengan x. Si una expresion algebraica contiene divisiones o rai-
ces que contienen una variable x, entonces no es un polinomio en x.

No polinomios

B O3+ V-2

1
H -+ 3x |
X

Como los polinomios representan nimeros reales, podemos usar las pro-
piedades descritas en la seccién 1.1. En particular, si se realizan adiciones, sus-
tracciones y multiplicaciones con polinomios, podemos simplificar los
resultados usando propiedades de los nimeros reales, como se demuestra en
los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 1 Adicién y sustraccion de polinomios

(a) Encuentre la suma: (x3 + 2x> — 5x + 7) + (4x3 — 5x* + 3)
(b) Encuentre la diferencia: (x* + 2x> — 5x + 7) — (4x> — 52> + 3)

SOLUCION

(a) Para obtener la suma de dos polinomios cualesquiera en x, podemos sumar
coeficientes de potencias semejantes de x.

(B3 +2x2—5x+7) + (4x* — 5x* + 3)
=x+2x?—5x+7+43 55>+ 3 elimine paréntesis
=1+ 4)x>+ Q2 —5x*—=5x+ (7 +3) sume coeficientes de poten-
cias semejantes de x
=5x> = 3x> = 5x + 10 simplifique

La agrupacion en el primer paso se mostré para tener el panorama completo.
El estudiante puede omitir este paso después de adquirir experiencia con esas
manipulaciones.

(b) Cuando se restan polinomios, primero eliminamos paréntesis, observando
que el signo menos que precede al segundo par de paréntesis cambia el signo
de cada término de ese polinomio.

(B3 +2x2=5x+7) — (4x* — 5x* + 3)
=x+2x?—5x+7 — 43+ 55> -3 elimine paréntesis
=1 —=4)x>+ 2+ 5)x*—=5x+ (7 —3) sume coeficientes de poten-
cias semejantes de x
=33+ 7x*—5x+4 simplifique =



Prueba de calculadora para

el ejemplo 2: guarde 17 en X y
demuestre que la expresion original
v la expresion final son iguales

a 3577.
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EJEMPLO 2 Multiplicacion de binomios

Encuentre el producto: (4x + 5)(3x — 2)

SOLUCION Como 3x — 2 = 3x + (—2), podemos proseguir como en el
ejemplo 1 de la seccién 1.1:

(4x + 5)(3Bx — 2)
= (4x)(3x) + (4x)(—=2) + (5)(3x) + (5)(—2) propiedades distributivas
= 12x> — 8 + 15x — 10 multiplique
= 12x*+ 7x — 10 simplifique |

Después de adquirir suficiente experiencia trabajando problemas del tipo
del ejemplo 2, el lector puede efectuar los primeros dos pasos mentalmente y
continuar directamente a la forma final.

En el siguiente ejemplo ilustramos métodos diferentes para hallar el pro-
ducto de dos polinomios.

EJEMPLO 3 Multiplicacion de polinomios

Encuentre el producto: (x> + 5x — 4)(2x* + 3x — 1)

SOLUCION

Método T Empezamos por usar una propiedad distributiva, tratando al poli-
nomio 2x* + 3x — 1 como un solo ndmero real:

(> +5x—4)02x° +3x— 1)
= x22x* +3x— 1) +5x2x* +3x — 1) —4Q2x*+ 3x — 1)

A continuacién usamos otra propiedad distributiva tres veces y simplificamos
el resultado, obteniendo

(2 +5x—4)2x* +3x— 1)
= 2x° 4+ 3x3 —x2 4+ 10x*+ 1522 —5x — 8° — 12x + 4
= 2x° + 10x* — 5x° + 14x2 — 17x + 4.

Note que los tres monomios del primer polinomio fueron multiplicados por
cada uno de los tres monomios del segundo polinomio, ddndonos un total de
nueve términos.

Método 2 Ponemos en lista los polinomios verticalmente y multiplicamos,
dejando espacios para potencias de x que tengan coeficientes cero, como
sigue:

2x3 4+ 3x -1
X2 + 55 —4
2x° +3x — X = x*Qx*+3x-1)
10x* + 15x* — 5x = 5x2x*+3x—1)
— 8x3 —12x +4= —42x* +3x—1)

2x° 4+ 10x* —5x + 14x*> — 17x + 4 = suma de lo anterior

En la prictica omitirfamos los argumentos (igualdades) que aparecen en lista
a la derecha en las tltimas cuatro lineas. ]

Podemos considerar polinomios con mas de una variable. Por ejemplo, un
polinomio con dos variables, x y y, es una suma finita de términos, cada uno
de la forma ax"y* para algiin nimero real a y enteros m y k no negativos. Un
ejemplo es

3xty + 2x%y% + 7x% — 4xy + 8y — 5.
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Otros polinomios pueden tener tres variables, por ejemplo x, y, z; o bien, para
el caso, cualquier nimero de variables. La adicién, sustraccién y multiplica-
cion se realizan usando las propiedades de los niimeros reales, igual que para
polinomios con una variable.

El siguiente ejemplo ilustra la divisién de un polinomio entre un monomio.

EJEMPLO 4 Division de un polinomio entre un monomio
Exprese como un polinomio en x y y:
6x%y% + 4x*y* — 10xy
2xy

SOLUCION

6x%y* + 4x’y? — 10xy _ 6x?%y’ N 4x3y? _ 10xy

divida cada término entre 2xy

2xy 2xy 2xy 2xy
=3xy> + 2x’y — 5 simplifique [ ]

Los productos que se ponen en lista en la siguiente tabla se presentan con
tal frecuencia que merecen especial atencion. El lector puede comprobar la
validez de cada férmula por multiplicacién. En (2) y (3) usamos ya sea el signo
superior en ambos lados o el signo inferior en ambos lados. Asi, (2) es en rea-
lidad dos férmulas:

(x + ) = x> + 2xy + y? y (x — y)? = x> = 2xy +y?

Del mismo modo, (3) representa dos férmulas.

Férmulas de producto

Formula

Tlustracion

M x+ -y =x>—y
@) (x 2 yP=x* 2y +y?

3) (x =y =x3 £ 3x% + 3xy? £ y?

2a + 3)2a —3) = 2a)* — 3*=4a>* - 9
(2a — 3)*> = (2a)*> — 22a)(3) + (3)?
=4a> — 12a + 9

(2a + 3)* = (2a)® + 3(2a)*(3) + 3(2a)(3)* + (3)}
= 8a® + 36a*> + 54a + 27

En el siguiente ejemplo se dan varias otras ilustraciones de las férmulas

de producto.

EJEMPLO 5 Uso de férmulas de producto

Encuentre el producto:

@ (2r2 = Vs)(2r2 + Vs)  (b) (\/c + L>2 (©) (2a — 5b)°

SOLUCION

Ve

(a) Usamos la férmula de producto 1, con x = 2r’yy = Vis:

(2r2 = Vis)(2r2 + V) = 2r22 = (Vs)?

=4rt — s
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~ 1
(b) Usamos la formula del producto 2, con x = Ve yy = 7:
C

j

<\/E+%)2 (VP +2- Ve — +<

Cc

S
Sl-

1
c+2+-
c

Note que la ultima expresion no es un polinomio.

(c) Usamos la férmula del producto 3, con x = 2ay y = 5b:

(2a = 5b)* = (2a)* — 3(2a)*(5b) + 3(2a)(5b)* — (5b)*
= 8a® — 60ah + 150ab* — 125b° |

Si un polinomio es un producto de otros polinomios, entonces cada poli-
nomio del producto es un factor del polinomio original. Factorizar es el pro-
ceso de expresar una suma de términos como un producto. Por ejemplo, como
x> =9 = (x + 3)(x — 3), los polinomios x + 3 y x — 3 son factores de x> — 9.

La factorizacion es un proceso importante en matemdticas, puesto que se
puede usar para reducir el estudio de una expresion complicada al estudio de
varias expresiones mds sencillas. Por ejemplo, las propiedades del polinomio
x> — 9 se puede determinar al examinar los factores x + 3 y x — 3. Como vere-
mos en el capitulo 2, otro importante uso de la factorizacién estd en hallar
soluciones de ecuaciones.

Vamos a estar interesados principalmente en factores no triviales de po-
linomios; es decir, factores que contengan polinomios de grado positivo. No
obstante, si los coeficientes se restringen a enteros, entonces por lo general eli-
minaremos un factor comun entero de cada término del polinomio. Por ejemplo,

4x%y + 87° = 4(xYy + 27%).

Un polinomio con coeficientes en algtin conjunto S de nimeros es primo,
o irreducible sobre S, si no se puede escribir como el producto de dos poli-
nomios de grado positivo con coeficientes en S. Un polinomio puede ser irre-
ducible sobre un conjunto S pero no sobre otro. Por ejemplo, x> — 2 es
irreducible sobre los nimeros racionales, puesto que no se puede expresar
como el producto de dos polinomios de grado positivo que tengan coeficien-
tes racionales. Sin embargo, x> — 2 no es irreducible sobre los nimeros rea-
les, ya que podemos escribir

x2—2=(x+ \6)()6-\6)

Del mismo modo, x2 + 1 es irreducible sobre los nimeros reales, pero, como
veremos en la seccion 2.4, no sobre los nimeros complejos.

Todo polinomio ax + b de grado 1 es irreducible.

Antes de que factoricemos un polinomio, debemos especificar el sistema
numérico (o conjunto) del cual se han de escoger los coeficientes de los facto-
res. En este capitulo usaremos la regla de que si un polinomio tiene coeficien-
tes enteros, entonces los factores serdn polinomios con coeficientes enteros.
Factorizar un polinomio significa expresarlo como el producto de polino-
mios irreducibles.

El maximo factor comin (mfc) de una expresion es el producto de los
factores que aparecen en cada término, con cada uno de estos factores elevado
al minimo exponente diferente de cero que aparezca en cualquier término. Al
factorizar polinomios, es aconsejable factorizar primer el mfc, como se ve en
la siguiente ilustracidn.
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ILUSTRACION

Polinomios factorizados

B 8x2 4+ 4xy = 4x(2x + y)
B 25 + 255 — 150 = 25(x> + x — 6) = 25(x + 3)(x — 2)
B 45y — 9x%3 = x¥y(dx® — 9y?) = x3y(2x + 3y)(2x — 3y)

Suele ser dificil factorizar polinomios de grado mayor que 2. En casos sen-
cillos, pueden ser ttiles las siguientes formulas para factorizar. Cada férmula
se puede variar al multiplicar los factores del lado derecho del signo igual. Se
puede demostrar que los factores x> + xy + y> y x2 — xy + y? en la diferen-
cia y suma de dos cubos, respectivamente, son irreducibles sobre los nimeros
reales.

Férmulas de factorizacion

Férmula Tlustracion

(1) Diferencia de dos cuadrados:
X2 - y2 —
(2) Diferencia de dos cubos:
X =y =(x =y +xy+y?) 8a® — 27 = (2a)* — (3)}

(3) Suma de dos cubos:
X3+ y3 =

x4+ -y 9a> — 16 = (3a)> — (4> = 3a + 4)(3a — 4)

= (2a = 3)[(2a)* + (2a)(3) + (3)’]
= (2a — 3)(4a* + 6a + 9)

(x + y)x* = xy +y?) 125a* + 1 = (5a)® + (1)°
= (5a + D[(5a)* — (5a)(1) + (1)’]
= (5a + 1)(25a> — 5a + 1)

Varias otras ilustraciones del uso de formulas de factorizacion se dan en
los siguientes dos ejemplos.

Diferencia de dos cuadrados

Factorice cada polinomio:
(@) 25r> — 49s? (b) 81x* — y* (c) 16x* — (y — 2z)?

SOLUCION
(a) Aplicamos la féormula de la diferencia de dos cuadrados, con x = 5r y
y ="Ts:

25r% — 495% = (5r)> — (7s)*> = (5r + 7s)(5r — Ts)

(b) Escribimos 81x* = (9x2)* y y* = (y?)? y aplicamos dos veces la férmula
de la diferencia de dos cuadrados:

8lxt — y* = (9% — (»*)°
= (9% + y)(9%* = »?)
= (9x* + y)[3x)* — (»)]
= (Ox2 4+ yH)(3x + y)(Bx — y)
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(c) Escribimos 16x* = (4x?)* y aplicamos la féormula de la diferencia de dos
cuadrados:

1ox* — (y — 22)* = (4x?) — (y — 22)°
=[(4x*) + (y — 229)J[(4x*) — (y — 22)]
=4x>+y—27)@dx* -y + 2z n

EJEMPLO 7 Sumay diferencia de dos cubos

Factorice cada polinomio:
@) & + 64b° (b) 8c® — 27d°

SOLUCION
(a) Aplicamos la férmula de la suma de dos cubos, conx = ayy = 4b:
@ + 640 = @® + (4b)°
= (a + 4b)[a* — a(4b) + (4b)*]
= (a + 4b)(a®> — 4ab + 16b?)

(b) Aplicamos la férmula de la diferencia de dos cubos, con x = 2¢* y
y = 3d>:
8c® — 27d° = (2¢?)* — (3d°)?
= (2c* = 3dH)[(2¢*)* + (2cH)(3d®) + (3d*)*]
= (2¢* = 3d%)(4c¢* + 6¢%d? + 9d°) [

-~

Comprobacion de
un resultado de
factorizacion

~

Podemos comprobar un resultado de factorizacién al multiplicar la respuesta propuesta y
compararla con la expresion original. Aqui sustituiremos valores para las variables y evalua-
remos la expresion original y la respuesta propuesta.
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No escoja valores como 0, 1 o 2 para A y B; es demasiado facil obtener el mismo valor para
la expresion original y la respuesta propuesta. Por ejemplo, si sustituimos 1 por A y 0 por B
e incorrectamente factorizamos A3 + 64B3 como (A — 4B)(A? + 16B?), ambas expresiones
serfan igual a 1 y nos confundirfamos al pensar que hemos factorizado correctamente
A3 + 64B3.

/
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Una factorizacién de un trinomio px? + gx + r, donde p, ¢ y r son ente-
ros, debe ser de la forma

px*+ gx + r = (ax + b)(cx + d),
donde g, b, ¢ y d son enteros. Se deduce que
ac = p, bd =r y ad + bc = q.

Sélo un nimero limitado de opciones para a, b, ¢ y d satisfacen estas condi-
ciones. Si ninguna de las opciones funciona, entonces px? + gx + r es irredu-
cible. Tratar las diversas posibilidades, como se describe en el ejemplo
siguiente, recibe el nombre de método de ensayo y error. Este método tam-
bién es aplicable a trinomios de la forma px? + gxy + ry?2, en cuyo caso la fac-
torizacién debe ser de la forma (ax + by)(cx + dy).

EJEMPLO 8 Factorizacién de un trinomio por ensayo y error

Factorice 6x2 — 7x — 3.
SOLUCION  Si escribimos
6x2 — Tx — 3 = (ax + b)(cx + d),
entonces las siguientes relaciones deben ser verdaderas:
ac = 6, bd = —3 y ad + bc = =7

Si suponemos que a y ¢ son ambas positivas, entonces todos los posibles valo-
res se dan en la tabla siguiente:

Por tanto, 6x> — 7x — 3 es factorizable, entonces es verdadero uno de los si-
guientes:

6x>—T7x — 3= (x + b)(6x + d)
6x> —T7x — 3 = (6x + b)(x + d)
6x>—Tx —3=02x+b)Bx + d)
6x> —Tx — 3 =0Bx+ b)2x + d)

A continuacién consideramos todos los valores posibles para b y d. Como
bd = —3, éstos son como sigue:

Al ensayar varios (posiblemente todos) los valores, llegamos a b = =3 y
d = 1; esto es,

6x? —T7x — 3 = (2x — 3)(3x + 1).

Como prueba, el lector debe multiplicar la factorizacién final para ver si se
obtiene el polinomio original. ]
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El método de ensayo y error que se ilustra en el ejemplo 8 puede ser largo
y tedioso si los coeficientes de los polinomios son grandes y tienen muchos
factores primos. En la seccién 2.3 mostraremos un método que se puede usar
para factorizar cualquier trinomio de alguna de las formas del ejemplo 8, cual-
quiera que sea el tamafio de los coeficientes. Para casos sencillos, con fre-
cuencia es posible llegar rapidamente a la seleccién correcta.

EJEMPLO 9 Factorizacion de polinomios

Factorice:
(@) 12x> — 36xy + 27y? (b) 4x*y — 11x3*y* + 6x%°

SOLUCION
(a) Como cada uno de los términos tiene 3 como factor, empezamos por escri-
bir

12x% — 36xy + 27y? = 3(4x> — 12xy + 9y?).

Una factorizacion de 4x* — 12xy + 9y? como producto de dos polinomios de
primer grado debe ser de la forma

4x? — 12xy + 9y* = (ax + by)(cx + dy),
con ac = 4, bd =9 y ad + bc = —12.
Si usamos el método de ensayo y error, como en el ejemplo 8, obtenemos
4x* — 12xy + 9y? = (2x — 3y) 2x — 3y) = 2x — 3y)~
Entonces, 12x* — 36xy + 27y = 3(4x? — 12xy + 9y?) = 3(2x — 3y)

(b) Como cada uno de los términos tiene a x?y como factor, empezamos por
escribir

4xty — 11x3y? + 6x%y® = x3y(4x? — 11xy + 6y?).
Por ensayo y error, obtenemos la factorizacion

4xty — 11x3y? + 6x%® = x¥y(dx — 3y)(x — 2y). |

Si una suma contiene cuatro o mds términos, puede ser posible agrupar los
términos en una forma apropiada y luego hallar una factorizacién mediante el
uso de las propiedades distributivas. Esta técnica, llamada factorizacion por
agrupacion, se ilustra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 10 Factorizacion por agrupacion

Factorice:
(@) 4ac + 2bc — 2ad — bd (b) 3x3 + 2x2 — 12x — 8
(c) x2 — 16y* + 10x + 25

SOLUCION

(a) Agrupamos los primeros dos términos y los ultimos dos términos y luego
procedemos como sigue:

4ac + 2bc — 2ad — bd = (4ac + 2bc) — (2ad + bd)
= 2¢(2a + b) — d(2a + b)
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En esta etapa no hemos factorizado la expresion dada porque el lado derecho
tiene la forma

2ck — dk conk = 2a + b.
No obstante, si factorizamos k, entonces
2ck — dk = 2¢ — d)k = (2c — d)(2a + b).
Por lo tanto,
4ac + 2bc — 2ad — bd = 2¢(2a + b) — d(2a + b)
= (2c — d)(2a + D).

Note que si factorizamos 2ck — dk como k(2¢ — d), entonces la ultima expre-
siéones (2a + b)(2c — d).

(b) Agrupamos los primeros dos términos y los dltimos dos términos y luego
procedemos como sigue:

33 + 2x2 — 12x — 8

(Bx* + 2x?) — (12x + 8)
xX*Bx +2) —403x + 2)
=(x2—4)0Bx+2)

Por dltimo, usando la férmula de la diferencia de dos cuadrados para x> — 4,
obtenemos la factorizacion:

3+ 2x2 - 12x —8=(x +2)(x — 2)3x + 2)

(c) Primero reacomodamos y agrupamos términos, y luego aplicamos la
férmula de la diferencia de dos cuadrados, como sigue

x2 — 16y? + 10x + 25 = (x> + 10x + 25) — 16y?
=+ 5 - (@
=[x +5) + 4llx +5) — 4y]
=x+4y+5x—4y +5) [ |

Ejercicios

Ejer. 1-44: Exprese como un polinomio.

1 GBx*+4x>—Tx+ 1) + (9% — 4x> — 6x)

2 (7x3 4+ 2x* — 11x) + (—3x3 — 2x*> + 4x — 3)
3 (4x*+5x—3)— B+ 24+ 5x — 8)

4 (6x> —2x>+x—3)— (8x* —x — 3)

5 2x+503x—17) 6 Bx—4)2x+9)
7 (5x + 4y)(3x + 2y) 8 (4x — 3y)(x — 5y)
9 Qu+3)(u—4)+ 4ulu —2)
10 Gu— 1)(u+2)+ Tu(u+1)

1M Bx +5)2x*+9x — 5)

12
13
14

(7x — 4)(x> — x>+ 6)
@+ 2t =506 -1+ 2)

> =8r—=2)(—=r*+3r—15)

15 (x + D2x> = 2)(x* +5)
16 2x — DE2—5x*—1)

2,3 _ 3 31,3 27,2 + 4
17 8x2y 6x7y 18 6a’b’ — 9a*b* + 3ab

2x%y 3ab?

3.4 54,2 + 2,,2)2 2\,-3 __ 2

19 3udvt = 212V + (uP?) 20 6x*yz — xy*z
u?? xyz

21 (2x + 7y)(2x — Ty) 22 (5x + 3y)(5x — 3y)



23

25

27

29

31

33
34
35
36
37

39

41

43

(* + 5y)(x* = 5y)
** + 9)(x* — 4)
(Bx + 2y)?

(o = 5y%)?

(x + 2)%(x — 2)7

(Vax + Vy)(Vx = V)
(Va + V3R(Va = Vi)

24 (3x + y)(3x — %)
26 (x2+ DH(x>—38)
28 (5x — 4y)?

30 (2x2 + 5y%)?

32 (x + y)Px —y)?

(x]/3 _ 2y1/3)(x2/3 + 2xl/3yl/3 + 4y2/3)

(x]/3 + yl/3)(x2/3 —x

(x =2y
(2x + 3y)®
(a+b—c)?

0? =y +2p

+ y2/3)

38 (x + 3y)°
40 (x — 4y)?
42 (x> +x + 1)

44 (x — 2y + 3z)?

Ejer. 45-102: Factorice el polinomio.

45
47

49

51

53

55

57

59

61

63

65

67

69

A

rs + 4dst

3a’h* — 6a’b

3x%y% — Oxy?

15x3y% — 25x%y? + 10x%y*

8xr — 17x — 21
X+ 4x+5

6x* + 7x — 20
12x* — 29x + 15
36x> — 60x + 25
2522 + 30z + 9
45x% + 38xy + 8y?
64r% — 25¢%

2t — 64w?

xt — 4x?

46 4u® — 2uy

48 12xy + 18x)?

50 16x°y? + 8x3y?

52 121r3%* + 77r%s* — 55143

54 7x>+ 10x — 8
56 3x* —4x + 2

58 12x> —x—6
60 21x> + 41x + 10
62 9x? + 24x + 16

64 162> — 56z + 49

66 50x> + 45xy — 18y

68 8172 — 161>
70 9y — 121x?

72 x3 — 16x

1.3 Expresiones algebraicas

73 x* + 169
75 75x* — 48y*
77 64x° + 27
79 8x% —yf

81 3433 +

83 125 — 27x°

85 2ax — 6bx + ay — 3by

86 2by* — bxy + 6xy — 3x*

87 3x3 4+ 3x* —27x — 27

88 5x* + 10x? — 20x — 40

89 x*+2x  —x—2

9 @ — a’b + ab* — b}
93 a® — b°

95 x* + 4x + 4 — 9y?
97 y> —x*+ 8y + 16

99 y° + 7y — 8

101 x'¢ — 1

74 4x* + 9

76 64x* — 36y°
78 125x° — 8

80 216x° + 125y°
82 x° — 27y?

84 13 + 64

90 x* — 3x* + 8x — 24
92 6w® + 17w + 12

94 x* — 16

96 x> —4y> —6x + 9

98 y?2 4+ 9 — 6y — 4x°

100 8¢ + 19¢* — 27

102 4x3 + 4x> + x

39

Ejer. 103-104: Los antiguos griegos dieron demostraciones
geométricas de las formulas de factorizacion para la dife-
rencia de dos cuadrados y la diferencia de dos cubos.
Establezca la formula para el caso especial descrito.

103 Encuentre las dreas de las regiones [ y II de la figura para
establecer la formula de la diferencia de dos cuadrados

para el caso especial x > y.

EJERCICIO 103

| . |

A:xz_yz

II I

1I
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104 Encuentre los volimenes de las cajas I, Il y II de la figura 105 Requerimientos de calorias El requerimiento de energia
para establecer la férmula de la diferencia de dos cubos basal para una persona indica el nimero minimo de calo-

para el caso especial x > y.

EJERCICIO 104

rias necesarias para mantener los procesos esenciales de
sostenimiento de la vida, como son circulacién, regula-
cion de la temperatura corporal y respiraciéon. Dado el
sexo, peso w (en kilogramos), estatura / (en centimetros)
y edad y (en afios) de una persona, podemos estimar
el requerimiento de energfa basal en calorfas usando las
férmulas siguientes, donde C,y C,, son las calorfas nece-
sarias para mujeres y hombres, respectivamente:

C;= 665 + 13.8w + 5h — 6.8y
C, = 655+ 9.6w + 1.9h — 4.7y

(a) Determine los requerimientos de energia basal pri-
mero para una mujer de 25 afios de edad que pesa 59
kilogramos, que mide 163 centimetros de estatura y
luego para un hombre de 55 afios de edad que pesa 75
kilogramos y mide 178 centimetros de estatura.

(b) Explique por qué, en ambas férmulas, el coeficiente
plique por q
para y es negativo pero los otros coeficientes son posi-
tivos.

B 1.4

Expresiones
fraccionarias

Una expresion fraccionaria es un cociente de dos expresiones algebraicas.
Como caso especial, una expresion racional es un cociente p/q de dos poli-
nomios p'y q. Como la divisién entre cero no estd permitida, el dominio de p/q
estd formado por todos los nimeros reales excepto los que hagan que el deno-
minador sea cero. Dos ilustraciones se dan en la tabla siguiente.

Expresiones racionales

El denominador
Cociente es cero si Dominio
6x> — 5x + 4
a 2 - x =23 Toda x # *3
x*—9
3 _ 3 2 + 4 2
X xy% y y=x3 Toda x y y tales que y # x°
y—x

En casi todo nuestro trabajo nos ocuparemos de expresiones racionales en
las que tanto el numerador como el denominador son polinomios con sélo una
variable.

Como las variables de una expresion racional representan niimeros reales,
podemos usar las propiedades de los cocientes de la seccién 1.1, sustituyendo
las letras a, b, ¢ y d con polinomios. La siguiente propiedad es de particular
importancia, donde bd # 0:

ad

e d_a | _
bd b d

a
b b

A veces describimos este proceso de simplificacién al decir que un factor
comiin diferente de cero en el numerador y denominador de un cociente se
puede cancelar. En la practica, por lo general mostramos esta cancelacién por
medio de una diagonal sobre el factor comun, como en la siguiente ilustracion,
donde se supone que todos los denominadores son diferentes de cero.



ILUSTRACION

ILUSTRACION
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Factores comunes cancelados

[ ] %:i ] m_}'f:ﬂ ] pifzi
bd b npg  pq pvv

Una expresion racional se simplifica, o se reduce a su minima expresion,
si el numerador y denominador no tienen como factores comunes polinomia-
les de grado positivo y no hay factores enteros comunes mayores que 1. Para
simplificar una expresion racional, factorizamos numerador y denominador en
sus factores primos y luego, suponiendo que los factores del denominador no
son cero, cancelamos factores comunes como en la ilustracion siguiente.

Expresiones racionales simplificadas

six # 2
- 3x2—5x—2:(3x+1)(x/-‘227£3x+1
X —4 (x +2)x—2) x+2 six#2/3
2—x—3x —0CBx*+x—-2)  GBx—2x+1) | x+1
6 —x—2  6x2—x—2  GBx—20Qx+1)  2x+1

six#5,x#% —4
(x* + 8+ 16)(x — 5) (x+4)i,(4r//5) L x+4
2 =500 —16)  x(e—5)cA+d)(x —4) x(x —4)

Como se ve en el ejemplo siguiente, cuando se simplifica un producto o co-
ciente de expresiones racionales, con frecuencia usamos propiedades de los
cocientes para obtener una expresion racional. A continuacién factorizamos el
numerador y denominador y cancelamos factores comunes, como hicimos en
la ilustracién precedente.

EJEMPLO 1 Productos y cocientes de expresiones racionales

Efectie la operacién indicada y simplifique:

x2—6x+9 2x—2 x+2 x—4
(a) 3 : (b) =
x*—1 x—3 2x — 3  2x*— 3x
SOLUCION
2 _ 2 _ _
@ XP—6x+9 2x—2 _ (x> —6x+9)(2x —2) propiedad de los
xr—1 x—3 (x?—=1)x —3) cocientes
B (x — 3)2/ < 2(—1) factorice todos
T+ Dae—1Dx—3) los polinomios
six #3,x# 1
! 2(x — 3) cancele factores
- T comunes
X
(b) x+2 . x2—4 _ x+2 .2x2—3x propiedad de los
2x —3  2x*—3x 2x—3 x*—4 cocientes

(cA2)x2x—3) propiedad de los
- Q2x—3)(x+2)(x — 2) cocientes; factorice

Sixo —2,x%3)2 todos los polinomios

J X cancele factores
-2 comunes
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Para sumar o restar dos expresiones racionales, por lo general encontramos
un denominador comiin y usamos las siguientes propiedades de los cocientes:

a c _atc a c _a—c

Y44 4

+
d d d

Si los denominadores de las expresiones no son iguales, podemos obtener un
comun denominador al multiplicar el numerador y denominador de cada frac-
cién por una expresién apropiada. Generalmente empleamos el minimo
comiin denominador (mcd) de los dos cocientes. Para hallar el mcd, factori-
zamos cada denominador en primos y luego formamos el producto de los fac-
tores primos diferentes, usando el mdximo exponente que aparezca con cada
factor primo. Empecemos con un ejemplo numérico de esta técnica.

EJEMPLO 2 Suma de fracciones usando el mcd

Exprese como nimero racional simplificado:

7 5

J— + _

24 18
SOLUCION Las factorizaciones primas de los denominadores 24 y 18 son
24 =23-3y 18 = 2 - 32 Para hallar el mcd, formamos el producto de los
factores primos diferentes, usando el maximo exponente asociado con cada
factor. Esto nos da 2° - 3%. Ahora cambiamos cada fraccién a una fraccién
equivalente con denominador 2° - 3% y sumamos:

7 5 7 5
PR _— = +
24 18 2°-3 2.3
7 3 5 22
= - — 4+ . —
22-3 3 2.3 2
21 20
T3.32 0 3.3
41
RS
41
=— |
72
Las calculadoras graficadoras pueden darnos el minimo comun multiplo (mcm) de dos nime-
ros, asi como sumas exactas de fracciones. Ilustraremos estas funciones usando los ndmeros
del ejemplo 2.
Para alla el med @ =@
Sumamos fracciones 7 @ 24 9 @ 18
lemoad, 180 .
V244318 rFrac
4172
/
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El método para hallar el mcm para expresiones racionales es andlogo al
proceso ilustrado en el ejemplo 2. La unica diferencia es que usamos factori-
zaciones de polinomios en lugar de enteros.

EJEMPLO 3 Sumas y diferencias de expresiones racionales

Efectie las operaciones y simplifique:

6 5 2

+ —
xBx—2) 3x—2 x?

SOLUCION Los denominadores ya estdn en forma factorizada. El mcm es
x2(3x — 2). Para obtener tres cocientes que tengan el denominador x*(3x — 2),
multiplicamos el numerador y denominador del primer cociente por x, los del
segundo por x? y los del tercero por 3x — 2, lo cual nos da

6 5 2 6 X 5 x2 2 3x-2
4 - 4= . _=.
xBx—2) 3x—2 x* xBx—2) x 3x—2 x* x* 3x—-2

6x 5x? _2(3x—12)

C x(3x —2) * x2Bx —2) x*(3x—2)
_ 6x + 5x* —2(3x — 2)

B x>(3x — 2)

_ 5x*+ 4

Cx(3x —2)

e

Cree una tabla

Haga asignaciones Y.

Formule una tabla.

Comprobemos la simplificacion del ejemplo 3 al crear y comparar tablas de valores para la
expresion original y la expresion final. Asignaremos estas expresiones a Y, y Y, (mds adelante
llamadas funciones) y comparamos sus valores para x = 1,2,3,....

(=) 6 () (0 &) (O 3 (x3en) () 2 D OD (1)
5 () Q0 3 (xzen) ()2 O () 2 (=) (zen) G2 (EnTeR)
(0 s Gren) &) (+) « O () (O &man) G2 (O

3 &xZen) (=) 2 Q) O (enter)

Flotl Flotz Flots

W EESCECER-20 0+
o CAR=E ) =2

w R T E G RE
T2

WMar=
~hy=
~Mo=

Cana ) (7BLser) 1 (V) 1 (EnTER)

THELE SETUF
Tkl

Start=1
alhl=
Indrnt: [fI%s A=k
DeFand: Ask

(contintia)

/
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-~

Vista de la tabla.

(Cna ) (TABLE )

HoY Ve

P o g

£ 1. 1t

3 G N

L] £ L2

£ 868z | .z0e0z

B 2184y | 2194y

7 .2B7HE | .ZE7HE
n=1

La tabla apoya nuestra simplificacion.

EJEMPLO 4 Simplificacion de sumas de expresiones racionales

Efectuie las operaciones y simplifique:

2x + 5 X 1
xX>+6x+9 x*—9 x-—-3

SOLUCION Empezamos por factorizar denominadores:

2x + 5 . X N 1 _2x+5+ X n 1
xX*>+6x+9 x*—-9 x—-3 (x+3?> x+3)H)x—-3) x—3

Como el med es (x + 3)>(x — 3), multiplicamos el numerador y denominador
del primer cociente por x — 3, los del segundo por x + 3y los del tercero por
(x + 3)%, y luego sumamos:

2x + 5)(x — 3) x(x + 3) (x + 3)?

x+3)P2x—3) G+3*(x—3) x+33°(x—3)

2 =x—- 15+ (¥ +3x)+ (P +6x+9)

B (x + 3)*(x — 3)
4> +8x — 6 2(2x* + 4x — 3)
(x+320x—3) (x+32—3)

Una fraccién compleja es un cociente en el que el numerador y/o el deno-
minador es una expresion fraccionaria. Ciertos problemas en célculo requieren
simplificar fracciones complejas del tipo dado en el siguiente ejemplo.

Simplificacién de una fraccién compleja
Simplifique la fraccién compleja:
2 2

x+3 a+3

X —da

SOLUCION Cambiamos el numerador de la expresiéon dada en un solo
cociente y luego usamos una propiedad para simplificar cocientes:
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2 2 2(a + 3) — 2(x + 3)
x+3 a+3 (x +3)a +3) combine fracciones en el
x—a B X —a numerador
_ 2a — 2x . 1 simplifique; propiedad de los
(x+3)a+3) x—a cocientes
2(a — x)

= factorice 2a — 2x; propiedad de
(x +3)(a + 3)(x —a) o5 cocientes
six #a
V 2

a—x
= - sustituya con —1
(x +3)a+ 3) My —a

Un método alternativo es multiplicar el numerador y denominador de la
expresion dada por (x + 3)(a + 3), el mcd del numerador y denominador, y
luego se simplifica el resultado. [ ]

Algunos cocientes que no son expresiones racionales contienen denomi-
nadores de la forma a + Vb o Va + Vb; como en el siguiente ejemplo,
estos cocientes se pueden simplificar al multiplicar el numerador y denomina-
dor por el conjugado a — Vbo Va— Vb, respectivamente. Desde luego,
si aparece a — Vb, multiplique entonces por a + Vb.

EJEMPLO 6 Racionalizacién de un denominador

Racionalice el denominador:

1
Vx+ Vy
SOLUCION
1 _ 1 . Vi — \fy multiplique numerador y denomi-
Vi + \/} oV + \/; Vi — \/; nador por el conjugado de Vx + Vy
— Y; — \/yi propiedad de los cocientes y diferen-
(\/x)2 — (\/y)Z cia de cuadrados
= M ley de radicales ]
XYy

En célculo, a veces es necesario racionalizar el numerador de un cociente,
como se muestra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 7 Racionalizacién de un numerador
Si h # 0, racionalice el numerador de
Vx + h— Vx
—
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SOLUCION
Vx+h—Vx Vx+h—-Vx Vx+h+ Vx glultipliqug numerf;dory
= . enominador por el conju-
h h \/m"‘\/; gadode\/x+h—\/x
B (\/x + h)2 - (\/x)z propiedad de cocientes y
- h(\/m + \/);) diferencia de cuadrados
= (+h)—x ley de radicales
h(Vx + h + Vi)
— U _ simplifique
l’i( Vx +h+ \/x)
— 7;7 cancele h # 0
Vx+h+ Vx

Puede parecer como si hubiéramos hecho muy poco, porque hay radica-
les en el denominador. En cdlculo, no obstante, es de interés determinar lo que
es verdadero si & es muy cercana a cero. Note que si usamos la expresion dada
obtenemos lo siguiente:

Vi+h—Vx Vx+0-Vx 0

Si h =0, entonces —,
h 0 0

que es una expresion sin sentido, pero si usamos la forma racionalizada obte-
nemos la siguiente informacion:

Vx + —\/;c_ 1

Si h =0, entonces

h CVx A+ h+ Vi
1 1
TN+ Ve 2 Va T

Ciertos problemas en calculo requieren simplificar expresiones del tipo
que se da en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 8 Simplificacion de una expresion fraccionaria

Simplifique, si & # 0:
1 1

(x + h)? 2
h
SOLUCION
1 1 x>— (x+ h)?
(x + h? x2 (x + h)=? combine cocientes en el
7 = h numerador
x> — (> +2xh + h*) 1  eleve al cuadrado x + 7;
= (x + h)x? ’ Z propiedad de los cocientes
X2 —x*—2xh— I . L
= G+ elimine paréntesis
X
- M simplifique; factorice —h
(x + h)x%
_ 2x + h cancele h # 0

T (x + h)=?
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Problemas del tipo que se da en el siguiente ejemplo también se presen-
tan en cdlculo.

Simplificacién de una expresion fraccionaria
Simplifique:
3x°2x + 5)" — (3)2x + 5)7(2)
[2x + 5)7P
SOLUCION Una forma de simplificar la expresion es como sigue:

3x2(2x + 5)2 — x3(%)(2x +5)712(2)
[(2x + 5)1/2]2

3

b
3x*2x + 5V - ————
( ) (2x + 5)'”2 . )
= x 13 definicién de exponentes negativos
X
3x2(2x + 5) — x3
2x + 5)2 ) )
= x 15 combine términos en el numerador
X

_6x3+15x2—x3_ 1
2x + 5)2 2x + 5

propiedad de los cocientes

5x% + 15x2 o
= m simplifique
5x%(x + 3) )
= m factorice el numerador
X :

. . ., . .. . . 1
Una simplificacién alternativa es eliminar la potencia negativa, —3, en la

expresion dada, como sigue:

_ multiplique numerador y
3x2(2x + 5)”2 - x3(%)(2x + 5) (2) . (2x + 5)1/2 denominador por

[2x + 5P (2x + 5)"2 (2x + 5
3x2(2x + 5) — X3 propiedad de los cocientes
- (2x + 5)(2x + 5)2 y ley de exponentes

El resto de la simplificacién es similar.

Un tercer método de simplificacién es factorizar primero el maximo fac-
tor comun. En este caso, los factores comunes son x y (2x + 5), y los expo-
nentes minimos son 2 y —1, respectivamente. Entonces, el maximo factor
comtn es x*(2x + 5)72, y factorizamos el numerador y simplificamos como
sigue:

x*(2x + 5)7"3(2x + 5)' —x]  x*(5x + 15)  5x*x + 3)
(2x + 3)! 2x + 5%  (2x + 5

Uno de los problemas en célculo es determinar los valores de x que hacen
que el numerador sea igual a cero. La forma simplificada nos ayuda a respon-
der esta pregunta con relativa facilidad, los valores son 0 y —3. [ ]



48 CAPITULO1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE ALGEBRA

m Ejercicios

Ejer. 1-4: Escriba la expresion como un nimero racional

simplificado.
3 7 8 5
=+ — 2 —+ =
50 30 6 42
5 3 7
3 = - = 4 —-=
24 20 54 7
Ejer. 5-48: Simplifique la expresion.
52x2+7x+3 2x2 4+ 7x — 15
2x2—Ix — 4 3x2+ 17x + 10
7 y2 _ 25 y2 —

V' — 125 V¥ 27
912+r—r2 10 10 + 3r — r?
3+ 3r? rt+ 2r3
. ox? — 4 ) Ox* — 6x3 + 4x?
3x2—=5x+2 27x* + 8x

4x> -9 4x* + 6x3 + 9x?
12 .
2x* +7x + 6 8x7 — 27x*
3 5a2+12a+4;25a2+20a+4
at — 16 ’ a’ — 2a
a— 8 a’
14 =+
-4 a+38
6 3x 15 Sx
15 — 16 —
x>—4 x*—-4 x>=9 x*-9
7 4 B 11
3s+1  (Bs+ 1)
4
18 +—2
(5s —2)* 55s—2
2 3x+1 x—2
19 -+ T
X X X
5 2x — 1 + 7
202 -F 20
X X X
5 30, St 40
t+2 t—2 t?—4
t a4t 1
22 + — 8
t+3 t—3 -9
n_ o, 8 2
3x —4  3x*?—4x  x
12 3
24— - +2
2x+1 2x>+x  x
2 8
5 — =

+
x+2 x*+2x «x

26

27

28

29

30

31

32

33

35

37

39

41

43

44

45

47

48

S5x 6 2

- +
2x+3  2x*+3x  x
pt+3p  —8p — 24

pP—2p*—9p + 18

2ac + bc — 6ad — 3bd
6ac + 2ad + 3bc + bd

5 2u
3+ =+
u 3u+1
2 3u
6+ ——
u u-+5
2x + 1 6x 3
- +
X>+4x+4 -4 x-2
4x + 12 Sx 7
+
xX>+6x+9 xX—9 x-—3
b a 1
_——— -5
a b x+2
34
11 4_
a b X *
x_2 ras
y x? K r
36
11 rr_s
R PR
*l+ 1 -2 _ 42
Sy 38 2
(xy) yita?
5 2x i_ 4
x+1 x+3 w 2w + 1
40
X, 7 5 8
x+1 x+3 w 2w + 1
5 _ 5 x+2_a+
-1 -1
X a 4 X a
x—a x—a
(x+h?—3x+h — (x>—3x)
h
(x+h3+5x+h— (x*+ 5%
h
1 1 1 1
+ 3 3 +
(x+h? «x 46 ~ h x
h h
4 4
3x+3h—1 3x-—1
h
7 7
2x+2h+3 2x+ 3
h



Ejer. 49-54: Racionalice el denominador.

Vi+s Vi-1

49 50
Vi-5 Vi+7
81x2 — 2 2 _ 2

51 X7 16y 52 16x* — y
3V — 2Vy 2Vx = Vy

53 1 (Sugerencia: multiplique numerador y
Va — Vb denominador por Va2 + Vab + W.)
Vx+ Vy

Ejer. 55-60: Racionalice el numerador.

Va—- Vb
55—
+
sg Yo+ Ve
b2_c2
5 V2x +h) +1 - V2ox+ 1
h
58 V- Vx+h
Vx Vx + h
59 \/l—x—z—\/l—x

60 Vx + h— Vx (Sugerencia: Compare con ejercicio 53.)

h

Ejer. 61-64: Exprese como suma de términos de la forma

ax’, donde r es un nimero racional.

xP—x+7 x2+4x— 6

o T VA

2

2+ 2p Vi -3
63 2" 64( 3)
X X

Ejer. 65-68: Exprese como un cociente.

65 x 3 + x? 66 x° —x

67 x*l/Z _ x3/2 68 x72/3 + x7/3

Ejer. 69-82: Simplifique la expresion.
69 (2x* — 3x + 1)(4)(Bx + 2)*(3) + (Bx + 2)*(4x — 3)

70 (6x — 5)*(2)(x* + 4)(2x) + (x* + 4)’(3)(6x — 5)*(6)

71 (2 — 4)23)(2x + 122) + 2x + ()62 — 4)72(20)

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

1.4 Expresiones fraccionarias 49

(Bx + 2)"3(2)(4x — 5)(@) + (4x — 5)(3)Bx + 2)2(3)

Gx + DE(3)@2x — 5)2(2) + (2x — 5)"%(6)(3x + 1)%(3)

(2 + 9H—2)(x + 6 + (x + 6) (W) + 9)*(2%)

(6x + 1)*Q27x* + 2) — (9x* + 2x)(3)(6x + 1)%(6)

(6x + 1)°

o2 = D*2x) — x*(4)(* — 1)*(2x)

w1

(% + 2)*(2x) — x2(3)(x* + 2)*(2x)

[ +2)°F

(& — 5'(3+) — X~ 572

[ = 5)F

(2 +4)°6) = GO + 4 Q)

[(XZ + 4)1/3]2

(1= x9)"2(2x) — (1)1 = x7)""2(=2)

[(1 — x2) 1/2]2

(4x* + 9)2(2) — (2x + 3)(3)@x> + 9)'(8x)

[(4)(2 + 9)1/2]2

Gx + 2)2(3)@x + 3)722(2) — (2x + 3)3(3)Bx + 2)(3)

[(3x + 2)"

Ejer. 83-84: Evaliie el par de expresiones parax = 1,2,3,4
y 5 construyendo una tabla de valores. Discuta si las dos
expresiones podrian o no ser iguales.

83

113x* + 280x% — 150x 3x N 4x?
22x3 + 77x* — 100x — 350" 2x + 7 1.1x> =5
20x? + 41x + 31 1 1 3.2
—, R + + —_

10x% + 10x2 x x+1 X
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(WY IRUVINOMEM EJERCICIOS DE REPASO

1T Exprese como un nimero racional simplificado: 12 (a) Aproxime |V/5 — 172| a cuatro cifras decimales.

@G- ®i+s @i-7 @isg

(b) Exprese la respuesta del inciso (a) en notacién cienti-

. . fica con una precision de cuatro cifras significativas.
2 Sustituya el simbolo [J con <, > o = para que el enun-

ciado resultante sea verdadero. Ejer. 13-14: Exprese el niimero en la forma a/b, donde a y
i~ b son enteros.
(a) —0.1 0 —0.01 (b) Voo -3 o
13 =32+ 30+ 272 14 (3 - 12+ 167
(c) :0.166
3 Exprese el enunciado como una desigualdad. Ejer. 15-40: Simplifique la expresion y racionalice el deno-

] minador cuando sea apropiado.
(a) x es negativa.

6 3,2
. 15 (3a2h)(2ab") L
(b) aestientre;y 3. 2r3yz
(c) El valor absoluto de x no es menor que 4. 17 GBx?y ) 18 a®’p* ¥
x 7y a’b
4 Reescriba sin usar el simbolo de valor absoluto, y simpli- ,
fique: 19 (—szq)3<4p2> 20 4B
-5 q
@) [—4] (b) 7| | (©) |37' =27
. =5 ) xy Y N x1By2 Y3 — 643\
5 Silos puntos A, By C en una recta coordenada tienen coor- 21 Vo) 22 s
denadas —8, 4 y —3, respectivamente, encuentre la distan- < < Ly
cia: 35 w4)’
23 (@b 24 GO
(a) d4, C) (b) d(C. A) (c) d(B.C) (2uv=w?)
6 Exprese el enunciado que se indica como una desigualdad 25 Ljﬂ 26 (u + v)(u + v)>2
que involucre el simbolo de valor absoluto. (rs)
(a) d(x, —2) es al menos 7 27 52 43g106 28 x2—y!
(b) d(4, x) es menor que 4.
29 V(x*y™° 30 V27x%yzt
Ejer. 7-8: Reescriba la expresion sin usar el simbolo de 3 1 32 @
valor absoluto y simplifique el resultado. 4 ¢
7 |x+3|six=-3
33 Vidxly V2x%y? 34 V(—4a’b’c)?
8 |(x —2)x—3)|si2<x<3
9 Determine si la expresion es verdadera para todos los valo- 35 1 <1 ~1 36 V V(%
res de las variables, cuando la expresion esté definida. Vi\ Vi
1 1 1 N
@ (x+yP=x>+y> (b =—F+tF Vixt
Vity Vi Vy 37 \/372 38 V(o + 20
- - Xy
© 1 _ Ve + Vd
Ve - Vd c—d e =
39 3 F 40 3 ?
10 Exprese el nimero en forma cientifica. m Y
(a) 93,700,000,000 (b) 0.00000402 Ejer. 41-44: Racionalice el denominador.
11 Exprese el nimero en forma decimal. 41 ﬂ 42 . r
1+ Vx Va+ Va-2

(a) 6.8 X 107 (b) 7.3 x 10



81x2 — y?

g 8L =y 3+ Vax
3Vx + Vy

4
3— Vax

44

Ejer. 45-62: Exprese como un polinomio.
45 (Bx3 —4x?+x—6) + (x* — 2x* + 3x2 + 5)

46 (42 — 322+ 1) — (2 + 422 — 4)
47 (x+ 4 +3) — 2x — 3)x - 5)
48 (4x — 3)(2x> + 5x — 7)

49 3y' =29 +y + 4)(y>*—3)

50 (3x + 2)(x — 5)(5x + 4)

51 (a — b)(d@ + @®b + ab® + b)

9p4q3 _ 6p2q4 + 5p3q2
g

52

53 (3a — 5b)(4a + 7Tb) 54 (4r? — 3s)?

55 (13a® + 5b)(13¢* — 5b) 56 (a* — a®)?

57 By + x)? 58 (2 — d?*?
59 (2a + b)? 60 (x* — 2x + 3)
61 (3x + 2y)*(Bx — 2y)* 62 (a+ b+ c+ d?

Ejer. 63-78: Factorice el polinomio.
63 60xw + 50w 64 3ris® — 12r3%°

65 28x* —4x — 5 66 16a* + 24a°b* + 9b*

67 2wy + 3yx — 8wz — 12zx 68 2¢® — 12¢* + 3¢ — 18

69 8x* + 64y° 70wt — uby

AN A 72 x* — 12x3 + 36x?

73 wh+ 1 74 5x + 20

75 x* + 49 76 x> — 49y* — 14x + 49
77 X —4x3 + 8x* — 32 78 4x* + 12x3 + 20x?

Capitulo 1 Ejercicios de repaso 51

Ejer. 79-90: Simplifique la expresion.

79

81

83

85

87

89

20

91

92

93

94

95

926

6x>—Tx — 5 r’=r
—_— 80
4x% + 4x + 1 rr—
6x* —5x—6  2x* —3x 82 6 15
-4  x+2 4x—5 10x+ 1
7 3x 5 x+ x?
+ -2 s TN
x+2 (x+2? «x 1+ x72
1 2 3
— 86 (a' + b)!
x x*+x x+3
3 X 4
Ty +2 x+2
X gg X
X N 1 3 6
Y —3—
x+4 x+4 x+2

(2 + 1DPA)(x + 57 + (x + 5*3) (2 + 1)"2(2x)

@ = x)(3)6x + 1)72%(6) — (6x + 1)"(—2x)
(4 — x?)?

2

Exprese como una suma de términos de la forma

+
Vx

ax’, donde r es un ndmero racional.

Exprese x> + x~! como un cociente.

Células sanguineas rojas en un cuerpo El cuerpo de una
persona promedio contiene 5.5 litros de sangre y unos 5
millones de células sanguineas rojas por milimetro ctibico
de sangre. Dado que 1 L = 10° mm?, estime el ndmero de
células sanguineas rojas en el cuerpo de una persona
promedio.

Pulsaciones en toda una vida Un corazén sano pulsa de
70 a 90 veces por minuto. Estime el niimero de pulsaciones
en toda la vida de una persona que llega a los 80 afios.

Area superficial corporal A la edad de 2 afios, un nifio
tipico mide 91.2 centimetros de estatura y pesa 13.7 kilo-
gramos. Use la férmula de DuBois y DuBois, § =
(0.007184)w042510725 donde w es el peso y & es la estatura,
para hallar el drea superficial corporal S (en metros cuadra-
dos).

Expansion adiabatica Se dice que un gas se expande en
forma adiabdtica si no hay pérdida o ganancia de calor. La
féormula para la expansion adiabética del aire es py~ 1 = ¢,
donde p es la presion, v es el volumen y ¢ es una constante.
Si, en cierto instante, la presion es 40 dinas/cm? y el volu-
men es 60 cm?, encuentre el valor de ¢ (una dina es la
unidad de fuerza en el sistema cgs).
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(N IR VNN EJERCICIOS DE ANALISIS

1

Dinero en efectivo con tarjeta de crédito Por cada 10
ddlares con cargo a una determinada tarjeta de crédito, se
otorga 1 punto. Al final del afio, 100 puntos pueden ser can-
jeados por $1 en dinero en efectivo. ;Qué porcentaje de
descuento representa este dinero en efectivo en términos
de la cantidad cargada a la tarjeta de crédito?

Determine las condiciones bajo las cuales Va® + b* =
a+b.

Demuestre que la suma de cuadrados x> + 25 se puede fac-
torizar al sumar y restar un término particular y seguir el
método demostrado en el ejemplo 10(c) de la seccién 1.3.

(Cudl es la diferencia entre las expresiones 1 y
X
x—1
?
x* =1

Escriba el cociente de dos polinomios arbitrarios de se-
gundo grado en x y evalue el cociente con diversos valores
grandes de x. ;A qué conclusion general puede llegar
acerca de estos cocientes?

3x2—5x —2
x2—4
bas expresiones con un valor de x (x # *2). Explique lo
que demuestra (o no demuestra) esta evaluacion y lo que

demuestra (0 no demuestra) su simplificacion.

Simplifique la expresién . Ahora evaltde am-

Treta de una fiesta Para adivinar la edad y estatura de su
pareja, haga que él/ella haga lo siguiente:

1 Escriba la edad (de él/ella).

2 Multipliquela por 2.

3 Sume 5.

4 Multiplique la suma por 50.

5 Reste 365.

6 Sume la estatura (de él/ella) (en pulgadas).

7 Sume 115.

Los primeros dos digitos del resultado son iguales a su edad
(de él/ella) y los dltimos dos digitos son iguales a su esta-
tura (de él/ella). Explique por qué esto es verdadero.

Problema de circuitos En un problema particular de cir-
cuitos, el voltaje de salida esta definido por

RXi
Vsal = Iem _R —Xi >

Ve R? — X? — 3RXi
donde Ien( = y Zem = .
Zon R— Xi

férmula para V, en términos de V, cuando R es igual a X.

. Encuentre una

Relacionar récords de béisbol Con base en el nimero de
carreras anotadas (S) y carreras permitidas (A), el por-
centaje ganador de Pitdgoras estima cudl debe ser el por-
centaje ganador de un equipo de béisbol. Esta férmula,
desarrollada por el experto en estadisticas del béisbol Bill
James, tiene la forma
SX
'+ AV

James determiné que x = 1.83 da los resultados mds pre-
cisos.

El equipo de los Yanquis de Nueva York de 1927 es
considerado generalmente como uno de los mejores
equipos de béisbol de la historia. Tuvieron un récord de 110
victorias contra 44 derrotas. Anotaron 975 carreras mien-
tras que permitieron sélo 599.

(a) Encuentre el récord de ganados-perdidos de Pitdgoras.

(b) Estime el valor de x (al 0.01 mds cercano) que mejor
predice el récord real de ganados y perdidos de los
Yanquis de 1927.
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Si x es positiva y y es negativa, ;jcudl es el signo de ?

Exprese la afirmacion “el cociente de x y y no es mayor que 5’ como una desigual-
dad.

Si x es negativa, reescriba |—x> — 3| sin utilizar el stmbolo de valor absoluto y sim-
plifique el resultado.

Si la distancia de la Tierra al Sol es 91 500 000 millas y la velocidad de la luz es
186 000 millas por segundo, aproxime el nimero de segundos que le toma a la luz
viajar del Sol a la Tierra.

2,,—3 0\ -2

L X 3x . .

Simplifique <2> . Escriba su respuesta con exponentes positivos.
z zy

Simplifique x~**x**. Escriba su respuesta usando notacién radical.

2
Simplifique \3/);)) racionalizando el numerador.

Exprese el producto (x + 2)(x> — 3x + 5) como un polinomio.

Si 2x%(2x + 3)* estd escrito como un polinomio, ;cudl es el término principal?
Factorice el polinomio 2x* + 7x — 15.

Factorice completamente el polinomio 3x° — 27x.

Factorice 64x° + 1.

Factorice x — 5 como una diferencia de cubos.

Factorice 2x> + 4x — 3xy — 6y.

Factor x — 1.

Simplifique y reduzca la expresion
X —

Simplifique y reduzca la expresion
X

y X
(x+n?+7x+h) — x>+ Tx)

h
6h*

Vx+h— Vx

x
Yy
+

Simplifique y reduzca la expresion

Racionalice el denominador de la expresion
Simplifique la expresién (x + 2)*(4)(x — 3)* + (x — 3)*3)(x + 2)* escribiéndola
como el producto de tres factores.

(x* = 3)%(2x) — x*(2)(x* = 3)(2x)
[(*—=3)F '

Simplifique la expresién
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Ecuaciones

Problemas
de aplicacion

Ecuaciones
cuadraticas

Numeros complejos

Otros tipos de
ecuaciones

Desigualdades

Mas sobre

desigualdades

Ecuacionesy
desigualdades

Desde los tiempos de los babilonios (2000 a.C.) han existido métodos
para resolver ecuaciones; ellos describieron ecuaciones con palabras en
lugar de usar variables —x, y y otras— que usamos hoy en dia. Los
avances para hallar soluciones de ecuaciones después tuvieron lugar en
Italia, en el siglo XVI y continuaron por el mundo hasta bien entrado el
siglo X1X. En nuestro tiempo se emplean computadoras para aproximar
soluciones de ecuaciones muy complicadas.

Las desigualdades que contienen variables han alcanzado ahora el

mismo nivel de importancia que las ecuaciones y se usan extensamente en

aplicaciones de matematicas. En este capitulo examinaremos varios

métodos para resolver ecuaciones y desigualdades bdsicas.

55




56 CAPITULO 2 ECUACIONES Y DESIGUALDADES

L 2

Ecuaciones

Una ecuacion (o igualdad) es una afirmacién de que dos cantidades o expre-
siones son iguales. Se emplean ecuaciones en todos los campos que emplean
numeros reales; como ilustracién, la ecuacién

d=rt 0 distancia = (rapidez)(tiempo),

se usa para resolver problemas que comprenden un cuerpo que se mueve con
rapidez constante. Si la rapidez r es 45 mi/h (millas por hora), entonces la dis-
tancia d (en millas) recorrida después del tiempo ¢ (en horas) estd dada por

d = 45t.

Por ejemplo, si = 2 h, entonces d = 45 - 2 = 90 mi. Si deseamos hallar
cuanto tarda el cuerpo en recorrer 75 millas, hacemos d = 75 y resolvemos la
ecuacion

75 = 45t o bien, lo que es equivalente, 45t = 75.

Si dividimos entre 45 ambos lados de la dltima ecuacidn, obtenemos
_15_5
1=45 =3

Por lo tanto, si r = 45 mi/h, entonces el tiempo necesario para recorrer 75
millas es 152 horas, o sea 1 hora y 40 minutos.

Note que la ecuacién d = rt contiene tres variables: d, r y ¢. En gran par-
te de nuestro trabajo en este capitulo consideraremos ecuaciones que contie-
nen sé6lo una variable. La siguiente tabla se refiere a una variable x, pero se
puede considerar cualquier otra variable. Las abreviaturas LI y LD de la
segunda ilustracién representan el lado izquierdo y el lado derecho, respecti-
vamente.

Terminologia

Definicion

Tlustracion

Ecuacion en x

Enunciado de igualdad que
contiene una variable, x

x?—5=4x

Solucion o raiz, de
una ecuacion en x

Numero b que da un
enunciado verdadero
al sustituirlo por x

5 es una solucién de x> — 5 = 4x,
porque la sustitucion nos da

LI 52-5=25-5=20y
LD: 4-5=120,y20 = 20

son enunciados verdaderos.

Un ndmero b satisface
una ecuacion en x

b es una solucién
de la ecuacién

5 satisface a x> — 5 = 4x.

Ecuaciones
equivalentes

Ecuaciones que tienen
exactamente las
mismas soluciones

2x+1=7
2x=T7-—1
2x =6
x=3

Resolver una
ecuacion en x

Encontrar todas las
soluciones de la ecuacién

Para resolver (x + 3)(x — 5) = 0,
iguale a cero cada factor:
x+3=0,x—5=0,
obteniendo las soluciones —3 y 5.

Una ecuacién algebraica en x contiene sélo expresiones algebraicas tales
como polinomios, expresiones racionales, radicales y otras. Una ecuacién de
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este tipo se denomina ecuacién condicional si hay nimeros en los dominios
de las expresiones que no son soluciones. Por ejemplo, la ecuacién x> = 9 es
condicional porque el nimero x = 4 (y otros) no es una solucién. Si fodo
nimero en los dominios de las expresiones en una ecuacién algebraica es una
solucion, la ecuacion se denomina identidad.

A veces es dificil determinar si una ecuacion es condicional o una identi-
dad. Una identidad con frecuencia estard indicada cuando, después de aplicar
las propiedades de los nimeros reales, se obtiene una ecuacién de la forma
p = p, donde p es alguna expresion. Para ilustrar, si multiplicamos ambos
lados de la ecuacién

x x
=4 (x+2)x-2)

por x> — 4, obtenemos x = x. Esto nos pone en alerta sobre el hecho de que
podemos tener una identidad entre manos, pero no demuestra nada. Un método
estandar para verificar que una ecuacion es una identidad es demostrar, usando
propiedades de los niimeros reales, que la expresion que aparece en un lado de
la ecuacién dada se puede transformar en la expresién que aparece en el otro
lado de la ecuacion dada. Esto es facil de hacer en la ilustracién precedente,
puesto que sabemos que x> — 4 = (x + 2)(x — 2). Desde luego que para demos-
trar que una ecuacién no es una identidad, sélo necesitamos hallar un nimero
real en el dominio de la variable que no satisfaga la ecuacién original.

La ecuaciéon mds bdsica en dlgebra es la ecuacion lineal, definida en la
tabla siguiente, donde a y b denotan nimeros reales.

Terminologia Definicion Tlustracion
Ecuacion lineal en x | Una ecuacion que se puede 4x+5=0
escribir en la forma 4x = =5
ax + b = 0, donde a # 0 x=-3

La ilustracion de la tabla precedente indica un método tipico de resolver
una ecuacion lineal. Siguiendo el mismo procedimiento, vemos que

si ax + b =0, entonces X = —;,
siempre que a # 0. Entonces, una ecuacion lineal tiene exactamente una solu-
cion.

A veces resolvemos una ecuacion al hacer una lista de ecuaciones equiva-
lentes, cada una en algtin sentido mds sencilla que la precedente, terminando la
lista con una ecuacién de la cual las soluciones se pueden obtener facilmente.
A veces simplificamos una ecuacion al sumar la misma expresién a ambos
lados o sustrayendo la misma expresiéon de ambos lados. También podemos
multiplicar o dividir ambos lados de una ecuacién por una expresién que repre-
senta un ntimero real diferente de cero. En los ejemplos siguientes, las frases en
color indican la forma en que se obtuvo una ecuacién equivalente a partir de la
ecuacion precedente. Para acortar estas frases, al igual que en el ejemplo 1,
hemos usado “sume 7" en lugar de la mds precisa pero larga sume 7 a ambos
lados. Del mismo modo, “reste 2x” se usa en lugar de reste 2x de ambos lados,
y “divida entre 4” significa divida ambos lados entre 4.
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EJEMPLO 1 Resolver una ecuacién lineal

Resuelva la ecuacion 6x — 7 = 2x + 5.

SOLUCION Las ecuaciones de la lista siguiente son equivalentes:

6x —7=2x+5 original
6x =7 +7=02x+5) +7 sume 7
6x = 2x + 12 simplifique
6x — 2x = (2x + 12) — 2x  reste 2x
4x = 12 simplifique
4 12 o
Z = Z divida entre 4
x=3 simplifique

v Pruebax=3 LI: 6(3) —7=18 —7 = 11
LD: 23)+5=6+5=11

Como 11 = 11 es un enunciado verdadero, x = 3 concuerda como soluciéon. =

Como se indica en el ejemplo precedente, con frecuencia comprobamos
una solucién al sustituirla en la ecuacién dada. Estas pruebas pueden detectar
errores introducidos por manipulaciones incorrectas o errores en la aritmética.

Decimos que la ecuacion dada en el ejemplo 1 fiene la solucion x = 3. Del

mismo modo, dirfamos que la ecuacién x> = 4 fiene soluciones x = 2 y x = —2.
Prueba de ecuaciones Para probar la solucién del ejemplo 1, guardaremos 3 en X y hallaremos el valor del lado
izquierdo de la ecuacién y el valor del lado derecho de la ecuacién
3 (510> ) (XT.6:n) (ENTER) I¥R .

6 (xTon) (—) 7 (ENTER) B¥-7 '
2 (xT6m) (+) 5 (ENTER) 2K+3

11

A medida que se haga mas dificil el nivel de las ecuaciones, la prueba de una calculadora de
gréficas se hace de gran valor.

- /

El siguiente ejemplo ilustra que una ecuacién aparentemente complicada
puede simplificarse en una ecuacion lineal.

EJEMPLO 2 Resolucion de una ecuacion

Resuelva la ecuacion (8x — 2)(3x + 4) = (4x + 3)(6x — 1).
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SOLUCION Las ecuaciones de la lista siguiente son equivalentes:
(8x —2)(Bx + 4) = (4x + 3)(6x — 1) original
24x? 4+ 26x — 8 = 24x* + 14x — 3 multiplique factores

260 — 8 =14x — 3 reste 24x?
12x — 8 = =3 reste 14x
12x =5 sume 8
x=3 divida entre 12
Por tanto, la solucion de la ecuacion dada es 15—2 ]

No probamos la solucién precedente porque cada paso da una ecuacién
equivalente; no obstante, cuando el lector trabaje ejercicios o haga un examen,
siempre es buena idea comprobar las respuestas para evitar errores.

Si una ecuacién contiene expresiones racionales, a veces eliminamos
denominadores al multiplicar ambos lados por el minimo comin denominador
de estas expresiones. Si multiplicamos ambos lados por una expresion que sea
igual a cero para algun valor de x, entonces la ecuacién resultante puede no ser
equivalente a la ecuacidn original, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3 Una ecuacion sin soluciones

. 3x 6
Resuelva la ecuacion =1+ .
x—2 x—2
SOLUCION
3x 6 o
=1+ original
x—2 x—2
3 6
al (x—2)=1)x—2)+{——= ) — 2) multiplique por x — 2
x—2 x—2
3x=(x—-2)+6 simplifique
3x=x+4 simplifique
2x =4 reste x
x=2 divida entre 2
3(2) 6

v Pruebax=2 LI =—

"2 -2 0

Como la division entre 0 no es permisible, x = 2 no es una solucién. Por lo
tanto, la ecuacion dada no tiene soluciones. ]

En el proceso de resolver una ecuacién se puede obtener, como posible
solucién, un nimero que no es una solucién de la ecuacién dada. Ese nimero
se denomina solucién extrafia o raiz extrafia de la ecuacién dada. En el
ejemplo 3, x = 2 es una solucidn (o raiz) extrafia de la ecuacién dada.

Las siguientes directrices también se pueden usar para resolver la ecua-
cién del ejemplo 3. En este caso, observando la directriz 2 se hace innecesario
comprobar la solucién extrafia x = 2.
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Directrices para resolver
una ecuacion que contenga
expresiones racionales

1 Determinar el minimo comin denominador (mcd) de las expresiones
racionales.

2 Encontrar los valores de la variable que hagan cero al med. No son
soluciones, porque dan al menos un denominador cero cuando se susti-
tuye en la ecuacién dada.

3 Multiplicar cada término de la ecuacién por el med y simplificar, con lo
cual se eliminan todos los denominadores.

4 Resolver la ecuacion obtenida en la directriz 3.

5 Las soluciones de la ecuacién dada son las soluciones halladas en la
directriz 4, con la exclusidn de los valores hallados en la directriz 2.

FIGURA1

17~11+H
1.545454545
RNl DR o
-4, 4

-4, 4

2 E=20

Seguiremos estas directrices en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4 Una ecuacién que contiene expresiones racionales

3 s 2
x—4 x+3 x-—-2

Resuelva la ecuacion

SOLUCION

Directriz1 Al reescribir el denominador 2x — 4 como 2(x — 2), vemos que
el med de las tres expresiones racionales es 2(x — 2)(x + 3).

Directriz 2 Los valores de x que hacen cero al med 2(x — 2)(x + 3) son 2 y
—3, de modo que estos nimeros no pueden ser soluciones de la ecuacién.

Directriz3 Multiplicando cada término de la ecuacién por el med y simplifi-
cando da lo siguiente:

2)(x + 3) — LQ(X — 2)(x + 3)

—2 X —
o) X+3
2
=—722(x—2)(x+ 3)
x—2
3(x +3) — 10(x — 2) = 4(x + 3) cancele factores semejantes
3x+9 — 10x + 20 = 4x + 12 multiplique factores

Directriz4 Resolvemos la dltima ecuacion obtenida en la directriz 3.
3x — 10x —4x =12 — 9 — 20 reste 4x, 9y 20

—1lx = —17 combine términos semejantes

—

X =1 divida entre —11

—_

. . 17 s . .

Directriz 5 Como {7 no estd incluido entre los valores (2 'y —3) que hacen
. . 17 .z .z
cero al med (directriz 2), vemos que x = {7 es una solucién de la ecuacién

dada.
17 s g g
No comprobaremos la solucién x = {7 por sustitucion, porque la aritmé-
tica necesaria es complicada. Es mds sencillo comprobar con cuidado las
manipulaciones algebraicas que se emplean en cada paso, pero se recomienda
una prueba de calculadora como se ve en la figura 1. ]
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Celsius

100

—100
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Fahrenheit
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Las férmulas que comprenden diversas variables se presentan en muchas
aplicaciones de matemadticas. A veces es necesario despejar una variable espe-
cifica en términos de las variables restantes que aparecen en la férmula, como
lo ilustran los dos ejemplos siguientes.

EJEMPLO 5 Relacién entre escalas de temperatura

Las escalas Celsius y Fahrenheit de temperatura se muestran en el termémetro
de la figura 2. La relacién entre las lecturas C'y F de temperatura estd dada por
C= %(F — 32). Despeje F.

SOLUCION  Para despejar F debemos obtener una férmula que tenga a F en
un lado del signo igual y no tenga F en el otro lado. Podemos hacer esto como
sigue:

C = g(F — 32) original
sC=F—32 multiplique por 2
gC+32=F sume 32

= %C + 32 ecuacién equivalente [

Podemos hacer una prueba sencilla de nuestro resultado del ejemplo 5
como sigue. Empiece con C = g(F — 32) y sustituya 212 (una opcién arbi-
traria) para F para obtener 100 para C. Ahora sea C = 100 en F = %C + 32
para obtener F' = 212. De nuevo, esta prueba no demuestra que estamos bien,
pero ciertamente da credibilidad a nuestro resultado.

EJEMPLO 6 Resistores conectados en paralelo

En teoria eléctrica, la féormula
1 1 1

_— = — 4+ —
R R R

se emplea para hallar la resistencia total R cuando dos resistores R, y R, estdn
conectados en paralelo, como se ilustra en la figura 3. Despeje R,.

SOLUCION  Primero multiplicamos ambos lados de la ecuacién dada por el
mcd de las tres fracciones y luego despejamos R;, como sigue:
1 1 1

—_—=—+ — original
R R R

1 1 1
— + RR\R, = — - RR\R, + — - RR|R, multiplique por el med, RRR,
R R, R,

R\R, = RR, + RR, cancele factores comunes
R,R, — RR, = RR, redna términos con R, en un lado
R/(R, — R) = RR, factorice R,
RR, o
R =—— divida entre R, — R
R2 - R

(contintia)
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. . . 1
Un método alternativo de solucién es, primero, despejar IT:
1

1 1 -
— = — + — original
R Rl RZ
1 1 . .
—t — = — ecuacion equivalente
R, R, R
1 1 1 1
— = — — — reste —
Rl R 2 2
1 R —R _ .
— = combine fracciones
R, RR,

Si dos nimeros diferentes de cero son iguales, entonces también lo son sus
reciprocos. Por lo tanto,

RR,
R| = . ||
Rz _R

m Ejercicios

Ejer. 1-44: Resuelva la ecuacion. 3 5 3 9 7 2

25 - =2 2 - ==
1 —3x+4=—1 2 2x —4=-9 2x—4 3x—-6 5 2x+6 S5x+15 3
34 —3=-5x+6 4 5x —4=2x—-2) 5 6
27 4 - =4 28 ——+5=5
5 42y +5) = 3(5y — 2) 3x =17 2+ 11
6 62y +3) —4(y—5)=0 9 1+ __4 30 4 12 _,
. ) 5 ) 2x— 1 8x —4 S5x+2 I5x+6
7§x+4=5—7x 8§x—1=4+§x
9 033 +2 1.2x = 3.2 31 LA S —
3(3 + 2x) + 1.2x = 3. V-4 y+2 y-2
3450 4 2% — 9 2 3 w9 w43
n Sx: 8" 12 x4 :2+% ! ! !
33 x+3)P°—-0Bx— 1) =x*+4
13+2x 3 3 9
= — = _ 3 — + 3 2
B v 3 i R FEEEE R
3 g 36 2 4O 5
1 _ 1 1 =
5644 6> 85 _1_ 3x— 1 3 — 2+3 4x+6
* o yooyo7 gL, 3 _ 3+
17 BGx—2P%=(x—-50x+4) x+4 x—4 x*-16
18 (x+ 5?7 +3=(x— 2 g >, > _&*t6
2x+3 2x—3 4x*-9
19 dx—7)(2x+3) —8(x—4) =0
39 4 N I 5x—6
20 (2x + 9)(4x — 3) = 82 — 12 12 -2 -4
3x+1 2x+5 Ix + 2 x—8 2 3 10x + 5
21 = = 40 + =
6x —2 4x— 13 14x -3 2x+3 2x+5 2x—5 4x2—-25
2 4 7 -5 4 5 2 3 —2x +7
23 == 41

=4 - 24 + = -
5 10x +5 2x+1 3x—9 x—-3 6 2x+1 2x—1 4x? — 1



, 3 4 14x+3
2x+5 2x—5 4x*—-25

g5, A x+3
2x+3 2x—3 4x2-9
- —5x +

aa 3, T _ S5x4
x+4 x—4 x*-—-16

Ejer. 45-50: Demuestre que la ecuacién es una identidad.
45 (4x — 3)> — 16x2 =9 — 24x

46 Bx —4H2x+ 1) +5x=6x>— 4

2 - 16 i1
47 = =x—4 48 “ " = —2x + 4
x+ 4 x+2
Sx2+8 8 4952 — 25
29 2 =2 45 50 — = Tx+5
X Tx — 5

Ejer. 51-52: ;Para qué valor de c el nimero a es una solu-
cion de la ecuacion?

51 4x + 1 + 2¢ = 5¢ — 3x + 6; a= —2

52 3x — 2+ 6¢c =2c—5x+ 1; a=4

Ejer. 53-54: Determine si las dos ecuaciones son equivalen-
tes.

Tx 42
53 = =6
(a)x—S x—5 *
3x 15
b = , =5
()x*S x—5 *
6. 54
54 (a) —— = . x=9
x—7 x-1
8 56
b ——=—" x=7
x—7 x-—1

Ejer. 55-56: Determine los valores para a y b para los cua-
5 .2 .z
les 5 es una solucion de la ecuacion.

5 ax+b=0 56 ax’+bx=0
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Ejer. 57-58: Determine cual ecuaciéon no es equivalente a la
ecuacion que la precede.

57 x2—x—2=x*—4

x+FDx—-—2)=x+2)x—2)
x+1=x+2
1=2
58 Sx+6=4x+3

+5x+6=x+4x+3
x+2)x+3) =+ 1x+3)
x+2=x+1
2=1

Ejer. 59-62: Despeje de la formula la variable especificada.

59 EK + L = D — TK despeje K

60 CD + C = PC + R despeje C

+1
61 N=Q

despeje Q

62 B =

despeje «
11—«

Ejer. 63-76: La formula se presenta en la aplicacion indi-
cada. Despeje la variable especificada.

63 I = Prt despeje P (interés simple)

64 C = 2mr despeje r (circunferencia de un circu-

lo)

65 A = %bh despeje h (drea de un tridngulo)

66 V= %m’zh despeje h (volumen de un cono)

(ley de Newton de la

67 F s
gravitacion)

_om .
= gTi2 despeje m
(ley de Ohm en teoria

\%
R = — despeje [
68 I espege eléctrica)

69 P = 2/ + 2w despeje w (perimetro de un

rectangulo)
70 A = P + Prt despeje r

(principal mds interés)

7N A= %(b] + b,)h despeje b, (4rea de un trapecio)
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72 5 = % gt? + vot despeje v, (distancia que cae un + Ejer. 77-78: Escoja la ecuacion que mejor describe la tabla
objeto) de datos. (Sugerencia: haga asignaciones a Y,—Y, y exa-
mine la tabla de sus valores.)
77 N y=-12x+2
_ p . (ley de Amdahl para X y U *
73 S = despeje g
qg+p(1—gq) supercomputadoras) 1 0.8 ) y=—-12x*+2
2 | 04 () y=08Vx
74 S = 2(lw + hw + hl) despeje h(drea superficial de una 3 —-1.6 @) W _ o
. y=x"-=0.
caja rectangular) 4 238
1 1 —4.
75 7 = — + — despeje g (ecuacion de una lente) > 40
P q - —
8 [ y M y=13x—22
— 42 —
76 i1 1.1 despeje R (tres resistores conectados 1 -9 @ y=x=2c—8
R R, R, R; en paralelo) 2 —4 B) y=4Vx—13
3 11
@ y=x—x>+x-10
4 42
5 95

m Con frecuencia se usan ecuaciones para resolver problemas de aplicacion, es

Problemas de apli cacion decir, prob}gmas que ipvolucrap.la .aplicaci(?n de las matematicas a otrf)s cgfn—

pos de actividad. Debido a la ilimitada variedad de problemas de aplicacidn,
es dificil expresar reglas especificas para hallar soluciones. Las siguientes
directrices pueden ser ttiles, siempre que el problema se pueda formular en
términos de una ecuacién con una variable.

Directrices para resolver 1 Si el problema se expresa por escrito, 1éalo cuidadosamente varias veces
problemas de aplicacién y piense en los datos que se proporcionan junto con la cantidad desco-
nocida que ha de hallarse.

2 Introduzca una letra para denotar la cantidad desconocida. Este es uno
de los pasos mds importantes en la solucién. Frases que contengan pala-
bras como qué, encuentre, cudnto, a qué distancia o cudndo deben
poner en alerta al lector acerca de la cantidad desconocida.

3 Si es apropiado, haga un dibujo y péngale leyendas.

4 Haga una lista de los datos conocidos, junto con cualesquiera relaciones
que contengan a la cantidad desconocida. Una relacién puede ser des-
crita por una ecuacién en la que enunciados por escrito, en lugar de
letras o nimeros, aparecen en uno o ambos lados del signo igual.

5 Después de analizar la lista de la directriz 4, formule una ecuacion que
describa en forma precisa lo que se expresa en palabras.

6 Resuelva la ecuacion formulada en la directriz 5.

Comprueba las soluciones obtenidas en la directriz 6 consultando el
enunciado original del problema. Verifique que la solucién concuerde
con las condiciones expresadas.
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El uso de estas directrices se ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1 Promedio de examen

Un estudiante en un curso de dlgebra tiene calificaciones de examen de 64 y 78.
(Qué calificacion en un tercer examen dard al estudiante un promedio de 80?

SOLUCION
Directriz1 Lea el problema al menos una vez mas.

Directriz 2 La cantidad desconocida es la calificacion del tercer examen, de
modo que hacemos

x = calificacion del tercer examen.

Directriz3 Una figura o diagrama no es necesario para este problema.

Directriz 4 Los datos conocidos son 64 y 78 en los dos primeros examenes.
Una relacién que abarca a x es la calificaciéon promedio de 64, 78 y x.
Entonces,

64 + 78 + x

calificacién promedio = 3

Directriz5 Como la calificacién promedio de la directriz 4 debe ser 80, con-
sideramos la ecuacion

64 +78 +x

80.
3

Directriz 6 Resolvemos la ecuacion formulada en la directriz 5:
64 + 78 + x = 80 - 3 multiplique por 3
142 + x = 240  simplifique
x =98 reste 142

v Directriz7 Prueba Si las tres calificaciones de examen son 64, 78 y 98,
entonces el promedio es

64 + 78 + 98 240
3 3 %

como se desea. ]

En los ejemplos restantes, trate de identificar las directrices que se usan
en las soluciones.

EJEMPLO 2 Calculo del precio en una preventa

Una tienda de ropa que realiza una venta de liquidacién anuncia que todos los
precios tienen un descuento de 20%. Si una camisa estd a la venta en $28,
(cudl es su precio de preventa?

SOLUCION Como la cantidad desconocida es el precio de preventa, hacemos

x = precio de preventa.

(contintia)
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A continuacién tomamos nota de lo siguiente:

0.20x = descuento de 20% en precio de preventa

28 = precio de venta
El precio de venta se determina como sigue:
(precio de preventa) — (descuento) = precio de venta

Traduciendo la dltima ecuacién a simbolos y luego resolviendo tendremos

x — 0.20x = 28 formule una ecuacién
0.80x = 28 reste 0.20x de 1x
x = ﬁ = 35. divida entre 0.80
0.80

El precio de preventa fue $35.

v Prueba Siuna camisa de $35 tiene 20% de descuento, entonces el descuento

(en délares) es (0.20)(35) = 7 y el precio de ventaes 35 — 7, 0sea $28. m

Los bancos y otras instituciones financieras pagan intereses sobre inver-
siones. Por lo general este interés es compuesto como se describe en la seccion
5.2) pero, si el dinero se invierte o presta durante un tiempo corto, puede
pagarse interés simple usando la férmula siguiente.

Férmula de interés simple

Si una suma de dinero P (capital inicial) se invierte a una tasa de interés
simple r (expresado como decimal), entonces el interés simple / al final de
t afios es

[ = Prt.

La tabla siguiente ilustra el interés simple para tres casos.

Capital inicial | Tasa de interés r Numero de aiios ¢ Interés I = Prt
$1000 8% = 0.08 1 $1000(0.08)(1) = $80
$2000 6% = 0.06 151 $2000(0.06)(1.5) = $180
$3200 551% = 0.055 2 $3200(0.055)(2) = $352

EJEMPLO 3 Inversion de dinero en dos acciones

Una empresa de inversiones tiene $100,000 para invertir de un cliente y decide
invertirlos en dos acciones, A y B. La tasa anual de interés esperada, o interés
simple, para la accién A es 15%, pero hay un riesgo implicado, y el cliente no
desea invertir mas de $50,000 en esta accion. Se anticipa que la tasa anual de
interés en la mdas estable acciéon B es 10%. Determine si hay una forma
de invertir el dinero para que el interés anual sea

(@) $12,000 (b) $13,000
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SOLUCION La tasa anual estd dada por I = Pr, que proviene de la férmula
de interés simple / = Prt con t = 1. Si con x denotamos la cantidad invertida
en la accion A, entonces 100,000 — x se invertird en la accién B. Esto lleva a
las siguientes igualdades:

x = cantidad invertida en la accion A al 15%
100,000 — x = cantidad invertida en la acciéon B al 10%

0.15x = interés anual de la accion A
0.10(100,000 — x) = interés anual de la accién B

Sumando el interés de ambas acciones, obtenemos
Interés anual total = 0.15x + 0.10(100,000 — x).
Simplificando el lado derecho, tendremos
Interés anual total = 10,000 + 0.05x. (*)

(a) El interés anual total es $12,000 si

10,000 + 0.05x = 12,000 de (*)
0.05x = 2000 reste 10,000
2000
X = m = 40,000 divida entre 0.05

Entonces, $40,000 deben invertirse en la accién A y los $60,000 restantes
deben invertirse en la accion B. Como la cantidad invertida en la accidén A no
es mds que $50,000, esta forma de invertir el dinero satisface el requisito del
cliente.

Prueba Si $40,000 se invierten en la accién A y $60,000 en la accién B,
entonces el interés anual total es

40,000(0.15) + 60,000(0.10) = 6000 + 6000 = 12,000.
(b) El interés anual total es $13,000 si

10,000 + 0.05x = 13,000 de (*)
0.05x = 3000 reste 10,000
3000 o
x = —— = 60,000 divida entre 0.05
0.05

Entonces, $60,000 deben invertirse en la accién A y los restantes $40,000 en
la accioén B. Este plan no satisface el requisito del cliente de que no mas de
$50,000 deben invertirse en la accién A. En consecuencia, la empresa no
puede invertir el dinero del cliente en las acciones A y B de modo que el inte-
rés total anual sea $13,000. n

En ciertas aplicaciones es necesario combinar dos sustancias para obtener
una mezcla prescrita, como se ilustra en los siguientes dos ejemplos.

EJEMPLO 4 Mezcla de productos quimicos

Un quimico tiene 10 mililitros de una solucién que contiene una concentracion
al 30% de 4cido. (Cudntos mililitros de acido puro deben agregarse para
aumentar la concentracién al 50%?

(continiia)
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SOLUCION Como la cantidad desconocida es la cantidad de dcido puro por
agregar, hacemos
x = nimero de mL de 4cido puro por agregar

Para ayudar a visualizar el problema, tracemos un dibujo, como en la figura 1
y apliquemos leyendas apropiadas.

FIGURA 1

Mezcla original al 30% Acido puro Nueva mezcla al 50%
Cantidad total de solucién: 10 mL x mL 10 + x mL
Cantidad de 4cido puro: 0.30(10) = 3 mL 1.00(x) = x mL 0.50(10 + x) mL

Como podemos expresar la cantidad de 4cido puro en la solucién final ya
sea como 3 + x (de los primeros dos vasos de precipitados) o 0.50(10 + x),
obtenemos la ecuacion

3 4+ x =0.50(10 + x).
Ahora despejamos x:
3+ x=35+ 0.5x multiplique factores
0.5x =2 reste 0.5xy 3

X 4  divida entre 0.5

=05
Por lo tanto, deben agregarse 4 mililitros de dcido puro a la solucién original.

v Prueba Si4 mililitros de 4cido se agregan a la solucién original, entonces la
nueva solucién contiene 14 mililitros, de los cuales 7 mililitros son dcido puro.
Esta es la concentracidén deseada al 50%. [

EJEMPLO 5 Cambio de anticongelante

Un radiador contiene 8 cuartos (qt) de una mezcla de agua y anticongelante.
Si 40% de la mezcla es anticongelante, ;cudnto de la mezcla debe drenarse y
cambiarse por anticongelante puro para que la mezcla resultante contenga
60% de anticongelante?

SOLUCION Sea

x = numero de qt de mezcla por drenar.

Como habia 8 qt en la mezcla original al 40%, podemos describir el problema
como en la figura 2.
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FIGURA 2
Mezcla original al 40%, Anticongelante
menos la cantidad drenada puro Nueva mezcla al 60%
&
+ =
Cantidad total: @8 —xqt xqt 8qt
Cantidad de anticongelante puro:  0.40(8 — x) qt 1.00(x) = x qt 0.60(8) = 4.8 qt

Como el nimero de cuartos de anticongelante puro de la mezcla final se
puede expresar ya sea como 0.40(8 — x) + x o0 4.8, obtenemos la ecuacién

0.40(8 — x) + x = 4.8.

Ahora despejamos x:

32 —04x + x =438 multiplique factores
0.6x = 1.6 combine términos en x y reste 3.2
X = E = E = E divida entre 0.6
06 6 3

Por lo tanto, % deben drenarse de la mezcla original.

v Prueba Primero observemos que la cantidad de anticongelante en la mezcla
original de 8 gt era 0.4(8), 0 3.2 qt. Al drenarg gt de la mezcla original al 40%,
perdemos 0.4(2) qt de anticongelante, de modo que quedan 3.2 — 0.4(%) qt de
anticongelante después de drenar. Si entonces agregamos % qt de anticonge-
lante puro, la cantidad de anticongelante en la mezcla final es

32-04(8) +¥=48q.

Este nimero, 4.8, es 60% de 8. ]

EJEMPLO 6 Comparacion de tiempos de recorrido por autos

Dos ciudades estin comunicadas por una carretera. Un auto sale de la ciudad
B ala 1:00 p.m. y avanza a una velocidad constante de 40 mi/h hacia la ciu-
dad C. Treinta minutos después, otro auto sale de la ciudad B y avanza hacia
C a una velocidad constante de 55 millas/h. Si no consideramos las longitu-
des de los autos, ja qué hora el segundo auto alcanzara al primero?

SOLUCION Denotemos con ¢ el niimero de horas después de la 1:00 p.m.
que viaja el primer auto. Como el segundo auto sale de B a la 1:30 p.m., ha
viajado % hora menos que el primero. Esto nos lleva a la siguiente tabla.

Auto Velocidad (mi/hr) | Horas de viaje Millas recorridas
Primer auto 40 t 40t
Segundo auto 55 t— % 55(t - %)

(contintia)
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El dibujo de la figura 3 ilustra posibles posiciones de los autos 7 horas des-
pués de la 1:00 p.m. El segundo auto alcanza al primero cuando el ndimero de
millas recorridas por los dos autos sea igual, es decir, cuando

55(¢ — 1) = 4o,

FIGURA 3

; 40t |

! _

|

B C

< 55

|

!

B C
Ahora despejamos #:

55t — % = 40¢ multiplique factores
15t = % reste 407 y sume %
55 _ 11

t =35 = ¢ dividaentre 15

Entonces, t es 1% horas, o bien, 1 hora 50 minutos después de la 1:00 p.m. En
consecuencia, el segundo auto alcanza al primero a las 2:50 p.m.

v Prueba A las 2:50 p-m. el primer auto ha viajado 1% horas y su distancia

de B es 40(%) = % millas. A las 2:50 p.m., el segundo auto ha viajado

durante 131 horas y estd 55(%) = % millas de B. Por lo tanto, estdn juntos a las

2:50 p.m. [ ]
FIGURA 4 EJEMPLO 7 Construccién de una tolva de elevador de granos
— <= 2! Una tolva de elevador de granos ha de construirse como se indica en la figura

1 4, con un cilindro circular recto de 2 pies de radio y altura de & pies sobre un
cono circular recto cuya altura es la mitad de la del cilindro. ;{Qué valor de h
hard que el volumen total V de la tolva sea 500 ft3?

SOLUCION = Si V10 Y Veono denotan los volimenes (en %) ¥ 2000 Y Peono
denotan las alturas (en pies) del cilindro y cono, respectivamente, entonces,
usando las férmulas para volumen que aparecen en la primera y segunda de
forros de este texto, obtenemos lo siguiente:

Vcilindro = Wrzhcilindro = 77(2)21/1 = 47Th

Vcono = %Wrzhcono = %W(z)z(%h) = %Wh

=

Como el volumen total V de la tolva ha de ser 500 ft3, debemos tener

47Th + %ﬂh = 500 Vcilmdm + chm = me]
127h + 27h = 1500 multiplique por 3
147h = 1500 combine términos
1500
h = —— = 34.1ft. divida entre 147 ]

147
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EJEMPLO 8 Tiempo requerido para realizar un trabajo

Se cuenta con dos bombas para llenar un tanque de almacenamiento de com-
bustible. La bomba A, empleada sola, puede llenar el tanque en 3 horas, y la
bomba B, empleada sola, puede llenarlo en 4 horas. Si ambas bombas se usan
simultdneamente, ;cudnto tardard en llenarse el tanque?

SOLUCION Denotemos con el nimero de horas necesario para que A y B
llenen el tanque si se usan simultdneamente. Es conveniente introducir la parte
del tanque que se llena en 1 hora como sigue:

1

t

Con el uso de

parte llenada
porAenlh

obtenemos

1
3
1
4

= parte del tanque llenado por Aen 1 h

parte del tanque llenado por Ben 1 h

= parte del tanque llenado por AyBen 1h

1
3

n parte llenada | [ parte llenada por
porBenlh |\ AyBenlh |

+—=—, o

1
4 t’

p o1.s y 12
Tomando el reciproco de cada lado de la tltima ecuacion tendremos t = =-.

Por lo tanto, si las bombas A y B se usan simultdneamente, el tanque estara

lleno en 175 horas, o alrededor de 1 hora 43 minutos. [ |

m Ejercicios

1

Calificaciones de examen Un estudiante en un curso de
algebra tiene calificaciones de examen de 75, 82, 71 y 84.
(Qué calificacion en el siguiente examen subird el prome-
dio del estudiante a 80?

Promedio final de clase Antes del examen final, un estu-
diante tiene calificaciones de examen de 72, 83, 65, 73 y
62. Si el examen final cuenta como % de la calificacién final,
(qué calificacién debe recibir el estudiante para tener un
promedio final de 76?

Paga bruta La paga que lleva a casa un trabajador es $504,
después de restar deducciones que totalizan 40% de la paga
bruta. ;Cudl es la paga bruta?

Costo de comer fuera Una pareja no desea gastar mds de
$70 por comer en un restaurante. Si se agrega un impuesto
de venta de 8% a la cuenta y piensan dar una propina de
15% después de agregar el impuesto, ;cudnto es lo mds que
pueden gastar en la comida?

Cociente de inteligencia EI cociente de inteligencia (CI)
de una persona se determina al multiplicar por 100 el
cociente de su edad mental y su edad cronolégica.

(a) Encuentre el CI de un nifio de 10 afios de edad cuya
edad mental es de 15.

(b) Encuentre la edad mental de una persona de 15 afios de
edad cuyo CI es 140.

6 Area superficial de la Tierra El agua cubre 70.8%, o sea

361 X 10° km? de la superficie de la Tierra. Aproxime el
area superficial total de la Tierra.

Costo de aislamiento El costo de instalar aislamiento en
una casa particular de dos recdmaras es $2400. Los costos
mensuales de calefaccion actuales promedian $200, pero se
espera que el aislamiento reduzca los costos en 10%.
(Cudntos meses tardard en recuperarse el costo del aisla-
miento?

8 Paga de tiempo extra El sueldo base por hora de un tra-

bajador es $12, pero él recibe una y media veces su sueldo
por cualesquiera horas trabajadas que excedan de 40 por
semana. Si su cheque de paga para la semana es $714,
(cudntas horas de tiempo extra trabajé?
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9

10

1

12

13

14

15

16

ECUACIONES Y DESIGUALDADES

Cuentas de ahorros Un estudiante de dlgebra ha ganado
$500,000 en una loteria y desea depositarlos en cuentas de
ahorros en dos instituciones financieras. Una cuenta paga 4%
de interés simple, pero los depdsitos se aseguran s6lo hasta
$250,000. La segunda cuenta paga 3.2% de interés simple y
los depésitos se aseguran hasta $500,000. Determine si el
dinero se puede depositar para que quede completamente
asegurado y gane un interés anual de $18,500.

Inversién municipal El gobierno de una ciudad ha apro-
bado la construccién de un campo deportivo de $800 millo-
nes. Hasta $480 se recaudarédn por la venta de bonos que
pagan interés simple a razén de 6% anualmente. La canti-
dad restante (hasta $640 millones) se obtendrén por présta-
mos de una compaiifa de seguros a una tasa de interés
simple de 5%. Determine si el campo se puede financiar
para que el interés anual sea de $42 millones.

Asistencia al cine Seiscientas personas asistieron al
estreno de una pelicula. Los boletos para adultos costaron
$9 y la admisién de nifios fue de $6. Si los recibos de la
taquilla totalizaron $4800, ¢cudntos nifios asistieron al
estreno?

Paga por hora El tiempo de una ingeniera consultora se
factura a $60 por hora y el de su asistente se factura a $20
por hora. Un cliente recibe una cuenta de $580 por cierto
trabajo. Si la asistente trabajé 5 horas menos que la inge-
niera, {cudnto tiempo factur6 cada una en el trabajo?

Preparacién de una solucién de glucosa En cierto exa-
men médico disefiado para medir la tolerancia a los car-
bohidratos, un adulto bebe 7 onzas de una solucién de
glucosa al 30%. Cuando el examen se administra a un nifio,
la concentracién de glucosa debe reducirse al 20%. ;Cudnta
solucién de glucosa al 30% y cudnta agua debe usarse para
preparar 7 onzas de solucién de glucosa al 20%?

Preparacién de gotas para los ojos Un farmacéutico debe
elaborar 15 mililitros de gotas especiales para los ojos para
un paciente con glaucoma. La solucién de gotas para los
ojos debe tener un ingrediente activo al 2%, pero el farma-
céutico tiene sélo solucion al 10% y solucidn al 1% en exis-
tencia. Cudnto de cada tipo de solucién debe usarse para
surtir la receta?

Preparacion de una aleacion La plata de ley inglesa es una
aleacion de cobre y plata que contiene 7.5% de cobre en
peso. (Cudntos gramos de cobre puro y cudntos gramos de
plata de ley inglesa deben usarse para preparar 200 gramos
de aleacion de cobre-plata que tenga 10% de cobre en peso?

Concentracién de medicamento La teofilina, medica-
mento para el asma, se ha de preparar de un elixir con una
concentracién de teofilina de 5 mg/mL y un jarabe con
sabor a cereza que se ha de agregar para ocultar el sabor del
medicamento. ;Cudnto de cada uno debe usarse para ela-
borar 100 mililitros de solucién con una concentracién de
teofilina de 2 mg/mL?

17

18

19

20

21

Rapidez de caminata Dos nifios, que estdn a 224 metros
entre si, empiezan a caminar uno hacia el otro en el mismo
instante a un ritmo de 1.5 m/s y 2 m/s, respectivamente
(vea la figura).

(a) (Cuéndo se encontrardn?

(b) (Cuénto habrd caminado cada uno?

EJERCICIO 17
1.5 m/s 2 m/s

+ 224 m /

Rapidez de carrera Un corredor arranca al principio de una
pista para corredores y corre a un ritmo constante de 6 mi-
llas/h. Cinco minutos después, un segundo corredor arranca
en el mismo punto, corriendo a un ritmo de 8 millas/h y si-
guiendo el mismo curso. ;Cudnto tiempo tardard el segundo
corredor en alcanzar al primero?

Velocidad de una quitanieves A las 6 a.m. una maquina
quitanieves, que avanza a velocidad constante, empieza a
limpiar una carretera que sale de una ciudad. A las 8 a.m.
un automdvil empieza a avanzar por la carretera a una velo-
cidad de 30 millas/h y alcanza a la quitanieves 30 minutos
después. Encuentre la velocidad de la méaquina.

Alcance de un radio de comunicacién Dos nifios tienen
radios de comunicacién que tienen un alcance maximo de
2 millas. Uno de ellos sale de cierto punto a la 1:00 p.m. y
camina al norte a razén de 4 millas/h. El otro sale del
mismo punto a la 1:15 p.m. y camina al sur a 6 millas/h.
(Cudndo no podrdn comunicarse entre si?

Rapidez para remar Un nifio puede remar en un bote a un
ritmo constante de 5 millas/h en aguas en calma, como se
indica en la figura. El rema corriente arriba durante 15
minutos y luego corriente abajo y regresa a su punto de par-
tida en otros 12 minutos.

EJERCICIO 21

Velocidad neta corriente arriba =
5 — x millas/h

x millas/h

\~~

5 millas/h Velocidad neta corriente abajo =
. 5 + x millas/h

x millas/h

—————
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(a) Encuentre la rapidez de la corriente.

(b) Encuentre la distancia total recorrida.

Rendimiento de combustible Un vendedor compré un
automodvil que estaba anunciado para promediar 27
millas/galén en la ciudad y 38 millas/galon en carretera.
Un reciente viaje de ventas en el que recorrié 1762 millas
requiri6 de 51 galones de gasolina. Suponiendo que las esti-
maciones anunciadas de rendimiento fueran correctas,
(cudntas millas recorri6 en la ciudad?

Distancia a un blanco Una bala se dispara horizontal-
mente a un blanco y el sonido de su impacto se escucha 1.5
segundos después. Si la velocidad de la bala es 3300 pies/s
y la velocidad del sonido es 1100 pies/s, ;a qué distancia
estd el blanco?

Rapidez para trotar Una mujer empieza a trotar a las 6:00
p.m., corriendo al norte a un paso de 6 minutos por milla.
Después invierte la direccién y corre al sur a un paso de 7
minutos por milla. Si regresa al punto de partida a las 6:47
p-m., encuentre el nimero total de millas recorridas.

Instalacién de una cerca Un agricultor piensa usar 180
pies de cerca para encerrar una region rectangular, usando
parte de una margen recta de un rio en lugar de cerca como
uno de los lados del rectdngulo, como se ve en la figura.
Encuentre el drea de la region si la longitud del lado para-
lelo a la margen mide

(a) el doble de la longitud de un lado adyacente.
(b) la mitad de la longitud de un lado adyacente.
(c) lo mismo que la longitud de un lado adyacente.

EJERCICIO 25

Dimensiones de una casa En la figura se ilustra una sec-
cion transversal de un disefio para una casa de dos pisos. La
altura central % del segundo piso todavia no se ha determi-
nado. Encuentre 4 de manera que el segundo piso tenga la
misma drea de seccion transversal que el primer piso.
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EJERCICIO 26
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27 Dimensiones de ventana Una ventana con vidrio de color
se estd diseflando en forma de un rectdngulo rematado por
un semicirculo, como se ve en la figura. El ancho de la ven-
tana debe medir 3 pies, pero la altura / todavia no se deter-
mina. Si se han de usar 24 ft2 de vidrio, encuentre la altura
h.

EJERCICIO 27
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28 Dimensiones de una zanja Toda seccion transversal de
una zanja es un trapecio isdsceles con una pequefia base
de 3 pies y una altura de 1 pie, como se ve en la figura.
Determine el ancho de la base mds grande que darfa a la
zanja un drea de seccién de 5 ft2.

EJERCICIO 28
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29 Construccion de unsilo Se ha de construir un silo grande
para granos en forma de cilindro circular con una semies-
fera en la parte superior (vea la figura). El didmetro del silo
debe medir 30 pies, pero la altura no se ha determinado.
Encuentre la altura & del silo que resultard en una capaci-
dad de 11,2507 ft3.
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EJERCICIO 29

| |
<—30'—>1

Dimensiones de un cono El cono del barquillo de la
figura debe contener 8 pulg® de helado cuando se llene
hasta el fondo. El didmetro del cono es 2 pulgadas, y la
parte superior del helado tiene forma de una semiesfera.
Encuentre la altura £ del barquillo.

EJERCICIO30 _ = or

Rapidez para podar pasto Un nifio tarda 90 minutos en
podar un prado, pero su hermana puede podarlo en 60
minutos. ;Cudnto tardarfan en podar el pasto si trabajaran
juntos, usando dos podadoras?

Llenado de una piscina Con agua de una manguera, una
piscina se puede llenar en 8 horas. Si se usa una segunda
manguera sola, mds grande, la piscina puede llenarse en 5
horas. ;Cuanto tardaria en llenarse si ambas mangueras se
usaran simultdneamente?

Entrega de periédicos Una nifia tarda 45 minutos en
repartir los periddicos de su ruta, pero si su hermano la
ayuda, a ambos les lleva s6lo 20 minutos. ;Cudnto tardaria
su hermano en repartir los periddicos por si solo?

Vaciado de un tanque Un tanque de agua se puede vaciar
usando una bomba durante 5 horas. Una segunda bomba
mds pequeiia puede vaciar el tanque en 8 horas. Si la bomba
mas grande se arranca a la 1:00 p.m., jen cudnto tiempo
debe arrancarse la bomba mas pequeiia para que el tanque
se vacie a las 5:00 p.m.?

Promedio de calificaciones Una estudiante universitaria
ha terminado 48 horas crédito con un promedio de 2.75.
Para entrar al programa en que ella desea estar, debe tener
un promedio de 3.2. ;Cudntas horas crédito adicionales de
trabajo de 4.0 subirdn su promedio a 3.2?

36

37

38

39

40

Ley de Ohm En teoria eléctrica, la ley de Ohm expresa que
I = V/R, donde I es la corriente en amperes, V es la fuerza
electromotriz en volts y R es la resistencia en ohms. En
cierto circuito V= 110y R = 50. Si V'y R han de cambiarse
por la misma cantidad numérica, ;qué cambio en ellos hard
que / se duplique?

Temperatura del aire Debajo de la base de una nube, la
temperatura del aire 7 (en °F) a una altura & (en pies) se
puede aproximar con la ecuaciéon 7 = T, — (%)h, donde
T, es la temperatura al nivel del suelo.

(a) Determine la temperatura del aire a una altura de
1 milla si la temperatura del suelo es 70°F.

(b) (A qué altitud es la temperatura de congelacion?

Altura de una nube La altura & (en pies) de la base de una
nube se puede estimar usando & = 227(T — D), donde T es
la temperatura del suelo y D es el punto de condensacion.

(a) Sila temperatura es 70°F y el punto de condensacion es
55°F, encuentre la altura de la base de la nube.

(b) Si el punto de condensacion es 65°F y la base de la
nube estd a 3500 pies, estime la temperatura del suelo.

Temperatura de una nube La temperatura 7 dentro de una
nube a una altura /4 (en pies) por arriba de la base de la nube
se puede aproximar usando la ecuacién 7' = B — (ﬁ)h,
donde B es la temperatura de la nube en su base. Determine
la temperatura a 10,000 pies en una nube con una tempera-
tura de su base de 55°F y una altura de base de 4000 pies.
Nota: para una aplicacion interesante que abarca los tres
ejercicios precedentes, vea el ejercicio 6 de los ejercicios de
andlisis al final del capitulo.

Relacién huesos-estatura Los arquedlogos pueden deter-
minar la estatura de un ser humano sin tener un esqueleto
completo. Si un arquedlogo encuentra sélo un hidmero,
entonces la estatura del individuo se puede determinar
usando una relacién lineal sencilla. (El himero es el hueso
entre el hombro y el codo.) Para una mujer, si x es la longi-
tud del himero (en centimetros), entonces su estatura / (en
centimetros) se puede determinar usando la férmula 2 = 65
+ 3.14x. Para un hombre, debe usarse 7 = 73.6 + 3.0x.

(a) Se encuentra un esqueleto femenino que tiene un hime-
ro de 30 centimetros. Encuentre la estatura de la mujer
cuando murid.

(b) La estatura de una persona disminuird tipicamente 0.06
centimetros por afio después de los 30 afios. Se encuen-
tra el esqueleto completo de un hombre. El himero
mide 34 centimetros y la estatura del hombre era de 174
centimetros. Determine su edad aproximada cuando
murio.
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Un cohete de juguete se lanza verticalmente hacia arriba desde el nivel del
suelo, como se ilustra en la figura 1. Si su velocidad inicial es 120 ft/s y la
unica fuerza que actia sobre €l es la gravedad, entonces la altura / del cohete
(en pies) sobre el suelo después de ¢ segundos estd dada por

h = —16¢ + 120t.

Algunos valores de h para los primeros 7 segundos de vuelo aparecen en
la tabla siguiente.

t (seg) 0 1 2 3 4 5 6 7
h (ft) 0 104 176 216 224 200 144 56

Vemos en la tabla que, cuando ascendia, el cohete estaba a 180 pies sobre
el suelo en algin momento entre ¢+ = 2 y ¢+ = 3. Cuando descendia, el cohete
estaba 180 pies sobre el suelo en algiin momento entre t = 5y t = 6. Para
hallar los valores exactos de ¢ para los cuales 7 = 180 pies, debemos resolver
la ecuacion

180 = —16¢% + 120¢,

o bien 161> — 120t + 180 = 0.

Como se indica en la tabla siguiente, una ecuacién de este tipo se denomina
ecuacion cuadrdtica en t. Después de desarrollar una férmula para resol-
ver ecuaciones como ésta, regresaremos a este problema en el ejemplo 13 y
hallaremos los tiempos exactos a los cuales el cohete estaba a 180 pies sobre
el suelo.

Terminologia Definicién Ilustraciones
Ecuacién cuadratica en x | Una ecuacién que puede | 4x> =8 — 1lx
escribirse en la forma x3+x)=5
ax* + bx + ¢ =0, 4x = x?
donde a # 0

Para que podamos resolver muchos tipos de ecuaciones, haremos uso del
siguiente teorema.

Teorema del factor cero

Si p y g son expresiones algebraicas, entonces

pg=0 siysélosi p=0 o ¢g=0.

El teorema del factor cero se puede extender a cualquier nimero de expre-
siones algebraicas, es decir,

pgr=0 siysélosi p=0 o ¢g=0 o r=0,

y asi sucesivamente. Se deduce que si ax? + bx + ¢ se puede escribir como un
producto de dos polinomios de primer grado, entonces se pueden hallar solu-
ciones al igualar a 0 cada uno de los factores, como se ilustra en los siguien-
tes dos ejemplos. Esta técnica se conoce como método de factorizacion.
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EJEMPLO 1 Resolucién de una ecuacion por factorizacion

Resuelva la ecuacién 3x> = 10 — x.

SOLUCION Para usar el método de factorizacion, es esencial que sélo el
ntimero 0 aparezca en un lado de la ecuacion. Asi, procedemos como sigue:

3x? =10 — x original

3x2+x—10=0 sume x — 10
Bx—=5x+2)=0 factorice
3x—5=0, x+2=0 teorema del factor cero
x = g, x= -2 despeje x
Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién dada son % y —2. ]

EJEMPLO 2 Resolucion de una ecuaciéon por factorizacion

Resuelva la ecuacién x> + 16 = 8x.

SOLUCION  Procedemos como en el Ejemplo 1:
x? + 16 = 8x original
x2—8x + 16 =0 reste 8x
(x —4)(x —4) =0 factorice
x—4=0, x—4=0 teorema del factor cero
x =4, x =4 despeje x

Por tanto, la ecuacion cuadratica dada tiene una solucion, 4. ]

Como x — 4 aparece como factor dos veces en la solucién previa, a 4 lo
Ilamamos raiz doble o raiz de multiplicidad 2 de la ecuacién x> + 16 = 8x.

Si una ecuacién cuadritica tiene la forma x*> = d para algtin nimero d > 0,
entonces x> — d = 0 o, lo que es equivalente,

(x + Vd)(x — Va) = 0.

Al igualar a cero cada factor nos da las soluciones — \Vd y Vd. Con fre-
cuencia usamos el simbolo +Vd (mds-menos Vd) para representar Vd y
—Vd. Entonces, para d > 0, hemos demostrado el siguiente resultado. (El
caso d < 0 requiere el sistema de nimeros complejos que se estudia en la sec-
cién 2.4.)

Una ecuacién cuadratica especial

Six? = d, entonces x = +Vd.

Nota sobre notacion: es practica comun que una variable represente mas de
un valor, como en x = *3. Una notacion mds descriptiva es x,, = =3, lo que
implicaque x;, =3y x, = —3.

El proceso de resolver x> = d como se indica en el recuadro precedente
se conoce como sacar la raiz cuadrada de ambos lados de la ecuacion. Note
que si d > 0 obtenemos una raiz cuadrada positiva y una raiz cuadrada nega-
tiva, no sélo la raiz cuadrada principal definida en la seccién 1.2.
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EJEMPLO 3 Resolucién de ecuaciones de la formax? = d

Resuelva las ecuaciones:
(@ x>=5 (b) x+3?2=5

SOLUCION
(@ x2=5 original
x=*+V5 saque la raiz cuadrada

Entonces, las soluciones son V5 y — V5.

(b) (x +3)72=5 original
x+3==V5 saque la raiz cuadrada
x=-3= \/5 reste 3
Entonces, las soluciones son —3 + Vs y—3— V5. ]

En el trabajo que sigue sustituiremos una expresion de la forma x> + kx
por (x + d)?, donde k y d son nimeros reales. Este procedimiento, llamado
completar el cuadrado para x> + kx, exige sumar (k/2)2, como se describe en
el recuadro siguiente. (El mismo procedimiento se usa para x> — kx.)

Completar el cuadrado

2
Para completar el cuadrado para x> + kx o x> — kx, sumamos (?) ; esto
es, se suma el cuadrado de la mitad del coeficiente de x.

2 2
(1)x2+kx+<§> =<x+§>
2 2
(2)x2—kx+<§> =(x—§>

EJEMPLO 4 Completar el cuadrado

Determine el valor o valores de d que completen el cuadrado para cada expre-
sion. Escriba el trinomio y el cuadrado del binomio que representa.

(@ x>—3x+d (b) x>+ dx + 64

SOLUCION
(a) El cuadrado de la mitad del coeficiente de x es (—%)2 =71 Asi,d= % y
9 3\2
x2—3x+z=(x—5).

(b) Si (x + ¢)* = x> + dx + 64, entonces x> + 2cx + ¢? = x% + dx + 64,
de modo que ¢? debe ser igual a 64 y 2¢ debe ser igual a d. Por tanto, ¢ debe
serigual a 8 0 —8, y como d = 2c¢, d podria ser 16 o —16. Entonces tenemos

x?+16x + 64 =(x+8)?% o x*—16x+ 64 = (x — 8)~ [ ]

En el ejemplo siguiente resolveremos una ecuacién cuadratica comple-
tando un cuadrado.
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EJEMPLO 5 Resolucion de una ecuacién cuadratica al completar
el cuadrado

Resuelva la ecuacién x> — 5x + 3 = 0.

SOLUCION Es conveniente primero reescribir la ecuacion para que los tni-
cos términos que contengan a x se encuentren en el lado izquierdo, como sigue:

x2=5x+3=0
-3 reste 3
-3+ ()

original

x? — 5x
x2 —5x + (%)2

complete el cuadrado,

5\2
sume (2) a ambos lados

ecuacién equivalente

X — % = * 1743 tome la raiz cuadrada
5 V13 5% VI3 5
x=—=x = sume 5
2 2 2

Entonces, las soluciones de la ecuacién son (5 + \/13)/ 2=43y

(5 - V13)/2=07. n

En el ejemplo 5 resolvimos una ecuacién cuadrdtica de la forma ax? +
bx + ¢ =0cona = 1. Sia # 1, podemos resolver la ecuacién cuadratica al
sumar un paso al procedimiento empleado en el ejemplo precedente. Después
de reescribir la ecuacién para que s6lo términos con x se encuentren en el lado
izquierdo,

ax*> + bx = —c,
dividimos ambos lados entre a, obteniendo
c

X+ —x=——.
a a

a
nica se usa en la demostracion de la siguiente e importante férmula.

b 2
Entonces completamos el cuadrado al sumar 2—) a ambos lados. Esta téc-

Férmula cuadratica

Sia # 0, las raices de ax? + bx + ¢ = 0 estdn dadas por

—b = Vb — 4dac
2a ’

X =

La formula cuadrdtica nos da dos
soluciones de la ecuacion

ax>+ bx + ¢ =0.

Son x = x,, x,, donde

—b + VP — dac
X, =
2a
—b — Vb — 4dac
Xy = .

2a

DEMOSTRACION Supondremos que b* —4ac=0 de modo que
Vb? — 4ac es un nimero real. (El caso en que b* — 4ac < 0 se estudiard en
la siguiente seccion.) Prosigamos como sigue:

ax>*+bx+c=0

original
ax®> + bx = —¢ reste ¢
2 b -
X"+ —x=—-—— divida entre a
a a

complete el cuadrado
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bV b —dac » )
xt—|=—>F ecuacion equivalente
2a 4a
b b* — 4dac
Xt =75 saque la raiz cuadrada
2a 4a
b b* — dac b
x=—-——== ——— reste —
2a 4a? 2a

Podemos escribir el radical de la dltima ecuacion como

. 172—4(16_+ \/1)2—4ac_+ Vb> — 4ac
B 4a* T V(2a)P '

~ |24

Como |2a| = 2a sia> 00 |2a| = —2a si a < 0, vemos que en todos los
casos
b VbV —4dac _—b* Vb — dac

xX=—-——
2a 2a 2a

Note que si la férmula cuadrética se ejecuta en forma apropiada, no es
necesario comprobar las soluciones.

El ndmero b?> — 4ac bajo el signo del radical de la férmula cuadritica se
Ilama discriminante de la ecuacién cuadratica. El discriminante se puede usar
para determinar la naturaleza de las raices de la ecuacién, como en la tabla
siguiente.

Valor del discriminante Naturaleza de las raices de
b* — dac ax>+bx+c=0
Valor positivo Dos raices reales y desiguales
0 Una raiz de multiplicidad 2
Valor negativo No hay raiz real

El discriminante en los dos ejemplos siguientes es positivo. En el ejem-
plo 8 el discriminante es O.

EJEMPLO 6 Uso de la féormula cuadratica

Resuelva la ecuacién 4x> + x — 3 = 0.

SOLUCION Seaa =4,b =1y c = —3en laférmula cuadritica:

1= VP —4@)(=3)  —b= VP — dac

T 2(4) o 2a
—1+ V49 o o
= T Simplifique el discriminante
-1 =x7 —
=— V49 =7
8
Por lo tanto, las soluciones son
-1+7 3 -1-7
xX=——7-—=—y x=——=—1 [
8 4 8

El ejemplo 6 también se puede resolver por factorizacién. Si escribimos
(4x — 3)(x + 1) = 0 e igualamos a cero cada factor tendremos x =% y
x=—1
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Note que

El 2 del denominador debe dividirse
entre ambos términos del numerador,
de modo que

EJEMPLO 7 Uso de la formula cuadratica

Resuelva la ecuacién 2x(3 — x) = 3.

SOLUCION Para usar la férmula cuadritica, debemos escribir la ecuacién
en la forma ax®> + bx + ¢ = 0. Las siguientes ecuaciones son equivalentes:
2x(3 — x) = 3 original
6x — 2x? = 3 multiplique factores
—2x*4+ 6x—3=0 reste3
2x* — 6x + 3 =0 multiplique por —1

Ahoraseaa = 2,b = —6y c = 3 en la férmula cuadratica, obteniendo
—(—6) = V(=62 —42)3) 6=+ V12 6=2V3
x = = = .
2(2) 4 4

Como 2 es un factor del numerador y del denominador, podemos simplificar
la dltima fraccién como sigue:

23+V3) 3+V3
2.2 2

Por lo tanto, las soluciones son

El siguiente ejemplo ilustra el caso de una doble raiz.
EJEMPLO 8 Uso de la formula cuadratica

Resuelva la ecuacién 9x> — 30x + 25 = 0.

SOLUCION Seaa =9,b = —30y ¢ = 25 en la férmula cuadratica:

Lo (530 + V(=307 — 40)@5)  _ ~b = Vi~ dac

209) * 2a
30 = V900 — 900 o
= simplifique
18
300 _ 5
18 3
En consecuencia, la ecuacion tiene una (doble) raiz, % [

EJEMPLO 9 Simplificar una ecuacion de fracciones

2x 5 36
+ = :
x—3 x+3 x¥*-—-9

Resuelva la ecuacion

SOLUCION Usando las directrices expresadas en la seccion 2.1 para resol-
ver una ecuacién que contenga expresiones racionales, multiplicamos por el
mcd, (x + 3)(x — 3), recordando que, por la directriz 2, los nimeros (—3 y 3)
que hacen que el mcd sea cero no pueden ser soluciones. Entonces, procede-
mos como sigue:
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2x 5 36 .
+ = original
x—3 x+3 x¥-9
2x(x + 3) + 5(x — 3) = 36 multiplique por el med,
(x+3)(x—3)
2x2 4+ 6x+5x—15-36=0 multiplique factores y reste 36
2x2+ 1lx — 51 =0 simplifique
Cx+17)x—-3)=0 factorice
2x+17=0, x—3=0 teorema el factor cero
_ 17 _ .
x=—-5, x=3 despeje x
Como x = 3 no puede ser una solucién, vemos que x = —% es la dnica solu-
cion de la ecuacién dada. [

El siguiente ejemplo muestra cémo se puede usar la férmula cuadrética
para ayudar a factorizar trinomios.

EJEMPLO 10 Factorizar con la férmula cuadratica
Factorice el polinomio 21x? — 13x — 20.

SOLUCION Resolvemos la ecuacién cuadritica asociada,
21x% — 13x — 20 = 0,

usando la férmula cuadratica:

—(=13) = V/(=13) — 4(21)(—20)

2(21)
13+ V169 + 1680 13 + V1849
42 42

13+43 56 30 4 5

2 42 42 3 7
Ahora escribimos la ecuacién como un producto de factores lineales, ambos
de la forma (x — solucion):
4 5\) _
= 4= (3]0

Elimine los denominadores al multiplicar ambos lados por 3 - 7:
3-7x—3)(x+2)=0-3-7
s(e=4) e+ 9 =0

BGx—dH(Ix+5 =0
El lado izquierdo es la factorizacion deseada, es decir,
21x% — 13x — 20 = Bx — 4)(7x + 5). ]

En el ejemplo siguiente usamos la férmula cuadratica para resolver una
ecuacion que contiene mds de una variable.

EJEMPLO 11 Uso de la férmula cuadratica

De la ecuacién y = x> — 6x + 5 despeje x, donde x = 3.
(contintia)
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SOLUCION La ecuacién se puede escribir en la forma
x2—6x+5—y=0,

de modo que es una ecuacién cuadratica en x con coeficientesa = 1,b = —6
y ¢ =5 — y. Note que y se considera una constante puesto que estamos des-
pejando la variable x. Ahora usamos la férmula cuadrética:

LT ENVEOP - 4G —y) b=V dac

2(1) a 2a
6+ V16 + 4y o
= 5 simplifique b* — 4ac
6+ V4V + -
= fy factorice V4
6 +2V4 + -
=3+ V4d+y divida entre 2 ambos términos

Como V4 +y es no negativa, 3 + V4 + y es mayor o igual a 3 y
3 — V4 + y es menor o igual a 3. Como la restriccién dada es x = 3,
tenemos

x=3—- V4 +y [

Muchos problemas de aplicacién llevan a ecuaciones cuadraticas. Una se
ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 12 Construccién de una caja rectangular

Una caja con base cuadrada y sin tapa ha de construirse de una pieza cuadrada
de hojalata al cortar un cuadrado de 3 pulgadas de cada esquina y doblar los
lados. Si la caja debe contener 48 pulg?, ;de qué tamafio debe ser la pieza de
hojalata que debe usarse?

SOLUCION Empezamos por hacer el dibujo de la figura 2, denotando con x
la longitud desconocida del lado de la pieza de hojalata. En consecuencia, cada
lado de la base de la caja tendrd una longitud x — 3 — 3 = x — 6.

Como el drea de la base de la caja es (x — 6)* y la altura es 3, obtenemos

volumen de caja = 3(x — 6)°

Como la caja debe contener 48 pulg?,

3(x — 6)> = 48.
Ahora despejamos x:
(x—62 =16 divida entre 3
x—6==*4 saque la raiz cuadrada

x=6*4 sumeb

En consecuencia,



Note que la ecuacion es cuadrdtica en
t, de modo que de la formula
cuadrdtica se despeja t.

v Prueba
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Si consultamos la figura 2, vemos que x = 2 es inaceptable porque
no hay caja posible en este caso, pero si empezamos con un cuadrado de 10
pulgadas de hojalata, cortamos esquinas de 3 pulgadas y doblamos, obtenemos
una caja que tiene dimensiones de 4 pulgadas, 4 pulgadas y 3 pulgadas. La caja
tiene el volumen deseado de 48 pulg?. Entonces, un cuadrado de 10 pulgadas
es la respuesta al problema. [

Como se ilustra en el ejemplo 12, aun cuando una ecuacién se formule
correctamente, es posible llegar a soluciones que no tienen sentido por la natu-
raleza fisica de un problema determinado. Estas soluciones deben desecharse.
Por ejemplo, no aceptariamos la respuesta —7 afios para la edad de una per-
sona o V50 por el nimero de automdviles en un lote de estacionamiento.

En el siguiente ejemplo resolvemos el problema de aplicacién que vimos
al principio de esta seccion.

EJEMPLO 13 Hallar la altura de un cohete de juguete

La altura sobre el suelo % (en pies) de un cohete de juguete, ¢t segundos des-
pués que es lanzado, estd dada por h = —1612 4+ 120¢. ;Cudndo estard el
cohete a 180 pies sobre el suelo?

SOLUCION Usando h = —16¢> 4+ 120¢, obtenemos lo siguiente:

180 = —16¢2 + 1201
1612 — 1201 + 180 = 0
4% — 30t + 45 = 0

sea h = 180
sume 16¢> — 120t

divida entre 4

Aplicando la férmula cuadritica cona = 4, b = —30y ¢ = 45 nos da
L —(=30) = V(=30)> — 4(4)(45)
2(4) B
30+ V180 30 +6V5 15 +3V5
8 8 4 '

Por lo tanto, el cohete estd a 180 pies sobre el suelo en los tiempos siguientes

t_15—3\f5

=~ 2.07 se
4 g
15+ 3V5
t=————= 543 seg [
4
m Ejercicios
Ejer. 1-14: Resuelva la ecuacion por factorizacion. n -4 1 4— 9
T6x2+x—12=0 2 42+ 13x —35=0 x+3 x x* + 3x
Sx 3 -6
3 15x> - 6= —13x 4 15x> — 14 = 29x 12 +—=+2=—
X — X x* — 2x
5 2x(4x + 15) = 27 6 x(3x + 10) = 77 3 5x N 4 9
x—3 x+3 x2-9
7 75x> 4+ 35x — 10 =10 8 48x2+ 12x —90 =0
14 3x 1 -4
9 12x> + 60x + 75 =0 10 4x> — 72x + 324 = 0 x=2 x+2 x*-4
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Ejer. 15-16: Determine si las dos ecuaciones son equiva-
lentes.

15 @ x>=16,x =4 (b) x=V49,x=7
16 (@) x>=25,x=5 (b) x= V64, x =38

Ejer. 17-24: Resuelva la ecuacion usando la ecuacion cua-
dratica especial de la pagina 76.

17 x* =225 18 x? = 361

19 25x2 =9 20 64x? =49

21 (x — 3)* =17 22 (x +5)2=29

23 4x + 772 =13 24 9(x — 1> =7

Ejer. 25-26: Determine el valor o valores de d que comple-
ten el cuadrado para la expresion.

25 @) x*+ 9% +d (b) x> —12x+d

(© x>+ dx + 36 d) >+ dx + %

26 (@) x>+ 17x +d (b) x2—6x+d

(c) x* + dx + 25 d) x*+dx+ ¥

Ejer. 27-30: Resuelva completando el cuadrado. (Nota: vea
la exposicion después del ejemplo 5 como ayuda para resol-
ver los ejercicios 29 y 30.)

27 x>+ 6x—4=0 28 x2—10x+20=0

29 4x* - 12x— 11 =0 30 4x?2+20x +13=0

Ejer. 31-44: Resuelva usando la formula cuadratica.

31 6x2 —x =2 32 5x2+ 13x =6
33 x2+6x+3=0 34 X2 —4x—-2=0
35 222 =3x—4=0 36 3x2+5x+1=0
37 32 -4z-1=0 38 32 +3s+1=0
41 4x* + 81 = 36x 42 30x + 9 = —25x2
43 xf’ig:—z a4 Ly 1 =4y

Ejer. 45-48: Use la formula cuadratica para factorizar las
expresiones.

45 x* 4+ x — 30 46 x*— 1lx

47 12x* — 16x — 3 48 15x% + 34x — 16

Ejer. 49-50: Use la formula cuadratica para despejar (a) x
en términos de y y (b) y en términos de x.

49 432 —4xy + 1 —y>*=0 50 2x>2 —xy =3y*+ 1

Ejer. 51-54: Despeje la variable especificada.

51 K = smv? despeje v (energia cinética)

mM

52 F = g? despeje d  (ley de Newton de la gravitacion)

53 A = 2@r(r + h) despeje r (drea superficial de un cilindro
cerrado)

54 5 = % gt? + vot despeje ¢t (distancia que cae un objeto)

55 Velocidad de un gas Cuando un gas caliente sale de una
chimenea cilindrica, su velocidad varfa en toda una seccién
transversal circular de la chimenea, con el gas cerca del
centro de la seccion transversal que tiene una mayor velo-
cidad que el gas cerca del perimetro. Este fendmeno puede
ser descrito por la férmula

r 2
V= Vméx|:1 - () :|’
T'o

donde V,_,, es la velocidad maxima del gas, r, es el radio de
la chimenea y V es la velocidad del gas a una distancia r del
centro de la seccidn transversal circular. De esta formula,
despeje r.

56 Densidad de la atmésfera Para altitudes 4 de hasta 10,000
metros, la densidad D de la atmésfera de la Tierra (en
kg/m?3) se puede aproximar con la férmula

D = 1225 — (1.12 X 107%)h + (3.24 X 1079)r*.

Aproxime la altitud si la densidad de la atmoésfera es
0.74 kg/m3.

57 Dimensiones de una lata Un fabricante de latas desea
construir un bote cilindrico circular recto de altura 20 cen-
timetros y capacidad de 3000 cm? (vea la figura). Encuentre
el radio interior r de la lata.



EJERCICIO 57

58 Construccién de una caja rectangular Consulte el ejem-

plo 12. Una caja sin tapa ha de construirse al cortar cuadra-
dos de 3 pulgadas de las esquinas de una lamina rectangular
de hojalata cuya longitud es el doble de su ancho. ;Una
ldmina de qué medidas producird una caja que tenga un
volumen de 60 pulg??

59 Tiro de una pelota de béisbol Una pelota de béisbol es

lanzada directamente hacia arriba con una velocidad inicial
de 64 ft/s. El nimero de pies s sobre el suelo después de ¢
segundos estd dado por la ecuacion s = —16¢2 + 64z

(a) (Cudndo estara la pelota a 48 pies sobre el suelo?

(b) (Cudndo regresard al suelo?

60 Distancia de frenado La distancia que un auto recorre

entre el momento en que el conductor toma la decisién de
pisar el freno y el tiempo en que el auto en realidad se
detiene es la distancia de frenado. Para un cierto auto que
corre a v mi/h, la distancia de frenado d (en pies) estd dada
pord = v + (v2/20).

(a) Encuentre la distancia de frenado cuando v es 55 mi/h.

(b) Si un conductor decide frenar a 120 pies de un sefiala-
miento de parada, ;qué tan rdpido puede ir el auto y
todavia detenerse en el momento en que llegue al sefia-
lamiento?

61 Temperatura de agua hirviendo La temperatura 7 (en °C)

a la que el agua hierve estd relacionada con la elevacién A
(en metros sobre el nivel del mar) por la férmula

h = 1000(100 — 7) + 580(100 — T)*
para 95 = T = 100.

(a) (A qué elevacion hierve el agua a una temperatura de
98°C?

(b) La elevacion del monte Everest es de aproximadamente
8840 metros. Estime la temperatura a la que el agua
hierve en la cima de esta montafia. (Sugerencia: use la
férmula cuadratica con x = 100 — T.)

62 Ley de Coulomb Una particula de carga —1 estd colocada

en una recta de coordenadas en x = —2 'y una particula de
carga —2 estd colocada en x = 2, como se ve en la figura.
Si una particula de carga +1 se coloca en una posicién x
entre —2y 2, la ley de Coulomb en teoria eléctrica expresa
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que la fuerza neta F que actiia sobre esta particula estd dada
por
—k 2k
= +
x+2?* 2-x7°
para alguna constante k > 0. Determine la posicion en la
que la fuerza neta es cero.

EJERCICIO 62

63

64

65

66

67

-2 X 2

Dimensiones de una banqueta Un terreno rectangular
que tiene dimensiones de 26 pies por 30 pies estd rodeado
por una banqueta de ancho uniforme. Si el area de la ban-
queta es de 240 ft?, ;cudl es su ancho?

Disefio de un cartel Una hoja de papel de 24 por 36 pul-
gadas se va a usar para un cartel, con el lado mds corto en
la parte inferior. Los margenes de los lados y la parte supe-
rior van a tener el mismo ancho, y el margen de abajo va a
tener el doble de ancho que los otros margenes. Encuentre
el ancho de los mdrgenes si el drea impresa va a ser de
661.5 pulg?.

Instalacién de una cerca en un jardin Un jardin cuadrado
se va a cultivar y luego a cerrar con una cerca. Si ésta cuesta
$1 por pie y el costo de preparar el suelo es de 0.50 por ft2,
determine el tamafio del jardin que puede encerrarse a un
costo de $120.

Instalacién de una cerca en un lugar Un agricultor piensa
poner una cerca en un lugar rectangular, usando parte de su
granero en un lado y cerca para los otros tres lados. Si el
lado paralelo al granero va a tener el doble de largo que un
lado adyacente, y el drea del lugar va a ser de 128 ft?,
(cudntos pies de cerca debe comprar?

Planeacién de una autopista Los limites de una ciudad
son de forma circular, de 5 millas de diametro. Como se ve
en la figura, una carretera recta pasa por el centro de la ciu-
dad de A a B. El departamento de carreteras estd pensando
construir una autopista de 6 millas de largo del punto A al
P en las afueras y luego a B. Encuentre la distancia de A a
P. (Sugerencia: APB es un tridngulo rectdngulo.)

EJERCICIO 67
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68

69

70

71

ECUACIONES Y DESIGUALDADES

Expansion de una ciudad El limite de una ciudad es una
circunferencia de 10 millas de didmetro. En la tltima
década, la ciudad ha crecido en superficie aproximada-
mente 1677 millas cuadradas (unas 50 mi?). Suponiendo que
la ciudad siempre tiene forma circular, encuentre el cambio
correspondiente en distancia del centro de la ciudad a su
limite.

Distancia entre aviones Un avién que vuela al norte a 200
mi/h pasé sobre un punto en tierra a las 2:00 p.m. Otro
avién a la misma altitud pasé sobre el punto a las 2:30 p.m.,
volando al este a 400 mi/h (vea la figura).

(a) Si ¢ denota el tiempo en horas después de las 2:30 p.m.,
exprese la distancia d entre los aviones en términos de 7.

(b) (A qué hora después de las 2:30 p.m. estaban los avio-
nes a 500 millas entre si?

EJERCICIO 69

Alcance de un radio de comunicaciones Dos topdgrafos
con radios de comunicacién salen del mismo punto a las
9:00 a.m., uno de ellos camina al sur a 4 mi/h y el otro al
oeste a 3 mi/h. (Cuénto tiempo se pueden comunicar si
cada radio tiene un alcance maximo de 2 millas?

Construccion de una caja para pizza Una caja para pizza,
con base cuadrada, se va a construir de una hoja rectangular
de cartén al cortar seis cuadrados de 1 pulgada de las esqui-
nas y las secciones medias y doblar los lados (vea la figura).

EJERCICIO 71

72

73

74

75

76

77

78

Si el 4rea de la base debe ser de 144 pulg?, ;de qué tamafio
debe ser la pieza de carton que ha usarse?

Construccion de marcos de alambre Dos marcos cuadra-
dos de alambre se van a construir de un alambre de 100 pul-
gadas de largo. Si el drea encerrada por un marco debe ser
la mitad del drea encerrada por el otro, encuentre las dimen-
siones de cada marco. (No considere el grueso del alam-
bre.)

Rapidez de navegaciéon en canoa La rapidez de la
corriente en un arroyo es de 5 mi/h. A un hombre que viaja
en canoa le lleva 30 minutos mds remar 1.2 millas corriente
arriba que remar la misma distancia corriente abajo. ;Cudl
es la rapidez del hombre en aguas en calma?

Alturade un acantilado Cuando una piedra se tira desde un
acantilado hacia el mar, recorre aproximadamente 167> pies
en ¢ segundos. Si su caida en el agua se escucha 4 segun-
dos mads tarde y la velocidad del sonido es de 1100 pies/s,
aproxime la altura del acantilado.

Descuento por cantidad Una compaiiia vende zapatos
para correr a un distribuidor en $40 el par si éste pide
menos de 50 pares; si pide 50 pares o mds (hasta 600), el
precio por par se reduce a un ritmo de $0.04 multiplicado
por el nimero pedido. ;Cudntos pares puede comprar el
distribuidor con $8400?

Precio de un reproductor de CD Cuando una popular
marca de reproductores de CD tiene un precio de $300 por
unidad, una tienda vende 15 unidades por semana. No obs-
tante, cada vez que el precio se reduce en $10 las ventas
aumentan en 2 por semana. ;/Qué precio de venta resultard
en ingresos semanales de $7000?

Dimensiones de un barril de petréleo Se va a fabricar un
barril de petrdleo, cilindrico circular recto cerrado de 4 pies
de altura, de modo que el drea superficial total sea de
107 ft2. Encuentre el didmetro del barril.

Dimensiones de una pastilla de vitaminas La rapidez ala
que una pastilla de vitamina C empieza a disolverse
depende de su drea superficial. Una marca de pastillas mide
2 centimetros de largo y tiene forma de cilindro con una
semiesfera de 0.5 cm de didmetro unida en cada uno de sus
extremos, como se ve en la figura. Una segunda marca de
pastilla se va a fabricar en forma de cilindro circular recto
de 0.5 cm de altura.

(a) Encuentre el didmetro de la segunda pastilla para que su
area superficial sea igual a la de la primera pastilla.

(b) Encuentre el volumen de cada pastilla.

EJERCICIO 78
2cm |

|
A T— =




Ejer. 79-80: Durante una explosion nuclear se produce una @

bola de fuego con volumen maximo V. Para temperaturas
abajo de 2000 K y una fuerza explosiva dada, el volumen V
de la bola de fuego ¢ segundos después de la explosion se
puede estimar usando la férmula siguiente. (Note que el kel-
vin se abrevia como K, no °K.) Aproxime ¢ cuando V sea
95% de V.

79 V/V, = 0.8197 + 0.007752t + 0.0000281¢>
(explosion de 20 kilotones)

80 V/V, = 0.831 + 0.00598¢ + 0.00009197>
(explosion de 10 megatones)

Ejer. 81-82: Cuando se realizan calculos en una calcula-
dora, la formula cuadratica no siempre dara resultados pre-
cisos si b2 es grande en comparaciéon con ac, porque una de
las raices sera cercana a cero y dificil de aproximar.

(a) Use la formula cuadratica para aproximar las raices de
la ecuacion dada.

(b) Para obtener una mejor aproximacioén para la raiz cer-
cana a cero, racionalice el numerador para cambiar

_ —b = Vb — dac _ 2¢

B 2a o L = Vb - dac’
y use la segunda féormula

81 x? + 4,500,000x — 0.96 = 0

X

82 x? — 73,000,000x + 2.01 =0
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83 Relaciones temperatura-latitud La tabla siguiente con-
tiene temperaturas anuales promedio para los hemisferios
norte y sur a varias latitudes.

Latitud Hemisf. N Hemisf. S
85° —8°F —5°F
75° 13°F 10°F
65° 30°F 27°F
55° 41°F 42°F
45° 57°F 53°F
35° 68°F 65°F
25° 78°F 73°F
15° 80°F 78°F

5° 79°F 79°F

(a) (Cuadl de las siguientes ecuaciones predice en forma
mas precisa la temperatura anual promedio en el hemis-
ferio sur a una latitud L?

(1) T, = —1.09L + 96.01
(2) T, = —0.011L> — 0.126L + 81.45

(b) Aproxime la temperatura anual promedio en el hemis-
ferio sur a 50° grados de latitud.

E l Se requiere de niimeros complejos para hallar soluciones de ecuaciones que no

Nuameros complejos

requeridos para solucionarlas.

se pueden resolver usando sélo el conjunto R de los niimeros reales. La tabla
siguiente ilustra varias ecuaciones cuadraticas sencillas y los tipos de niimeros

Ecuacion Soluciones Tipo de niimeros requeridos
x>=9 3, -3 Enteros

b _ 9 33 P .
x° =3 5,75 Numeros racionales
x2=15 \f, -5 Numeros irracionales
x2=-9 ? Ndmeros complejos

Las soluciones de las primeras tres ecuaciones de la tabla estdn en R; sin
embargo, como los cuadrados de nimeros reales nunca son negativos, R no
contiene las soluciones de x2 = —9. Para resolver esta ecuacion, necesitamos
el sistema de nimeros complejos C, que contiene tanto a R como a los nime-
ros cuyos cuadrados son negativos.
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Empecemos por introducir la unidad imaginaria, denotada por i, que
tiene las siguientes propiedades.

Propiedades de i i=\V-l1, i?=—1
Debido a que su cuadrado es negativo, la letra i no representa un nimero real.
Es una nueva entidad matemadtica que hard posible que obtengamos C. Puesto
que i, junto con R, debe estar contenida en C, debemos considerar productos de
la forma bi para un nimero real b y también expresiones de la forma a + bi
para nimeros reales a y b. La tabla siguiente da definiciones que usaremos.
Terminologia Definicion Ejemplo(s)

Numero complejo a + bi, donde a y b son ndmeros reales e 7 = —1 3,2+ 1,20

Numero imaginario a+ biconb #0 3+ 2i, —4i

Numero imaginario puro biconb # 0 —4i, V3 i,i

Igualdad a+bi=c+disiysdlosia=cyb=d X+ yi =3 + 4issi

x=3yy=4
Suma (@ + bi)+ (c+di)=(a+c)+ b+ di vea ejemplo 1(a)
Producto (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i vea ejemplo 1(b)

Note que los niimeros imaginarios puros son un subconjunto de los nime-
ros imaginarios y los nimeros imaginarios son un subconjunto de los nimeros
complejos. Usamos la frase nimero complejo no real indistintamente con
niimero imaginario.

No es necesario aprender de memoria las definiciones de adicién y multi-
plicacion de niimeros complejos dadas en la tabla precedente. En lugar de eso,
podemos tratar todos los simbolos como si tuvieran propiedades de los niime-
ros reales, con exactamente una excepcion: sustituimos i> por —1. Asi, para
el producto (a + bi)(c + di) simplemente usamos las leyes distributivas y el
hecho de que

(bi)(di) = bdi*> = bd(—1) = —bd.

EJEMPLO 1 Adicién y multiplicacién de nimeros complejos
Exprese en la forma a + bi, donde a y b son nimeros reales:
@) B+ 4i) + (2 + 50) (b) 3+ 4)2 + 50)

SOLUCION

@ B+4)+2+5)=0B3+2)+@+5i=5+09i
(b) 3+ 4)(2 + 5i) = 3 + 4)(2) + (3 + 4i)(5))
=6 + 8 + 15i + 204
6 + 23i + 20(—1)
—14 + 23i [

El conjunto R de los niimeros reales puede identificarse con el conjunto
de los nimeros complejos de la forma a + 0i. También es cémodo denotar el
nimero complejo O + bi por bi. Asi,
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(@+0i)+ O+ bi)=(a+0)+ (0+ b)i =a + bi.

En consecuencia, podemos considerar a + bi como la suma de dos nimeros
complejos a y bi (es decir, a + 0i 'y O + bi). Para el nlimero complejo a + bi,
decimos que a es la parte real y b es la parte imaginaria.

Igualdad de niimeros complejos

Encuentre los valores de x y y, donde x y y son nimeros reales:

(2x —4) +9i =8 + 3yi
SOLUCION Empezamos por igualar las partes reales y las partes imagina-
rias de cada lado de la ecuacion:

2x —4=8 y 9=23y

Como2x —4 =8,2x = 12yx = 6. Como 9 = 3y, y = 3. Los valores de x
y ¥ que hacen iguales los nimeros complejos son

x=6 y y=3. [

Con nidmeros complejos, ahora podemos resolver una ecuacién como

x2 = —9. Especificamente, como

(3)(3i) = 3% =9(—1) = -9,

vemos que una solucién es 3i y otra es —3i.
En la tabla siguiente definimos la diferencia de nimeros complejos y mul-
tiplicacion de un ndmero complejo por un niimero real.

Terminologia Definicion
Diferencia (a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b —d)i
Multiplicacién por un nimero real k k(a + bi) = ka + (kb)i

Si nos piden escribir una expresion de la forma a + bi, la forma a — di es
aceptable, porque a — di = a + (—d)i.

EJEMPLO 3 Operaciones con niimeros complejos
Exprese en la forma a + bi, donde a y b son nimeros reales:
(@) 42 + 5i) — (3 — 4i) (b) 4 —3)2 + i) (c) i(3 — 2i)?
(d) l'51 (e) l'713

SOLUCION

(@) 42 +5) — (3 —4i) =8 +20i —3 +4i =5+ 24i

b) 4-3)2+i))=8—-6i+4i —3i>=11—2i

() i(3 — 2i)> = i(9 — 12i + 4i%) = i(5 — 12i) = 5i — 12i> = 12 + 5i
(d) Evaluando potencias sucesivas de i, obtenemos

i1

=i, i?=—1, i*=—i, i*=1,

(continiia)
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y entonces el ciclo se inicia otra vez:
P=1i == —1, yasisucesivamente.
En particular,
i51 — i48i3 — (i4)12i3 — (1)121'3 — (1)(_l) = —i.

(e) En general, multiplique i “ por i’, donde @ = b = a + 3 y b es un muilti-
plo de 4 (para que i® = 1). Para i ', escoja b = 16.

El siguiente concepto tiene importantes usos al trabajar con nimeros com-
plejos.

Definicion del conjugado
de un nimero complejo

Si z = a + bi es un nimero complejo, entonces su conjugado, denotado
por z, es a — bi.

ILUSTRACION

Como a — bi = a + (—bi), se deduce que el conjugado de a — bi es
a — (—=bi) = a + bi.

Por lo tanto, a + bi y a — bi son conjugados uno del otro. Algunas propieda-
des de los conjugados se dan en los ejercicios 57-62.

Conjugados
Niimero complejo  Conjugado

m 5+7 5—7i
m 5-7 5+7
m 4 —4i
m 3 3

-

Operaciones con
numeros complejos

Primero, cambie al modo complejo.

((MODE ) (v (6 veces)) (> ) (ENTER)

La i estd en la tecla del punto decimal.

1@02()s@d (DO )
CO s (=) 4 () (1) O (enTeR)
(2nd) (7 ) CA) 51 (ENTER)
(wat) (=) (&) (1)

5( =) 7 (and
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En la TI-83/4 Plus, note que la segunda respuesta es equivalente a 0 — i. Sabemos esto del
ejemplo 3(d), donde vimos que la parte real de una potencia de i debe ser 0, 1 o —1. El lec-

tor debe estar alerta de estas pequefias inconsistencias.

~

/

Las siguientes dos propiedades son consecuencias de las definiciones de

la suma y producto de nlimeros complejos.

Propiedades de conjugados Tlustracion

(a + bi) + (a — bi) =2a @4+3)+@4-3)=4+4=2-4
(a+ bi)(a — bi) =a* + b 4+30)(@4-3)=4—-C)P=42-34=4+3

Note que la suma y el producto de un niimero complejo y su conjugado son
niimeros reales. L.os conjugados son ttiles para hallar el inverso multiplica-
tivo de a + bi, 1/(a + bi), o para simplificar el cociente de dos niimeros com-
plejos. Como se ilustra en el ejemplo siguiente, podemos considerar estos
tipos de simplificaciones simplemente como racionalizar el denominador,
puesto que estamos multiplicando el cociente por el conjugado del denomina-

dor dividido por si mismo.

EJEMPLO 4 Cocientes de niimeros complejos

Exprese en la forma a + bi, donde a y b son nimeros reales:

1 77—
b
(a)9+2i ()3—51'
SOLUCION
@ 11 9-2 _9-2 9 2.
O+2 O9+2 9-2i 8l+4 8 85
(b)7—i_7—i_3+5i_21+35i—3i—5i2
3—-5 3-5 3+5i 9 +25
_26+32i 13 16, i
34 1717
Si p es un niimero real positivo, entonces la ecuacién x> = —p tiene solu-

ciones en C. Una solucién es \/p i, porque

(Vpif = (Vp)i = p(=1) = —p.

Del mismo modo, — \/pi también es una solucion.
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La definicién de V —r de la tabla siguiente estd motivada por
(\/;i)2 = —r para r > 0. Cuando use esta definicidn, tenga cuidado de no
escribir \ri cuando Vr i sea lo que se pretende.

Terminologia Definicion Ilustraciones
Raiz cuadrada principal | \V—r = Vri | V=9 = V9i=3i
V —rparar >0 V-5=V5i
V-1=Vlii=i

-~

Operaciones con
numeros complejos

No olvide cambiar al modo complejo.

DO (DM TR o
(03 (3 5 @) (D (D @) i BiE0ERLr. 94

A
las1Ftles 1

(MATH) (1) (ENTER) I4-92

(200) &) -9 (D) (Enten) =

/

El signo de radical debe usarse con precaucién cuando el radicando sea
negativo. Por ejemplo, la férmula Va Vb = \Vab, que se cumple para
nimeros reales positivos, no es verdadera cuando a y b son negativos, como se
ve enseguida:

V-3V=3=(V3i)(V3i) = (V3)ir =3(-1) = -3
Pero V(=3)(=3) = V9 =3,
Por tanto, V=3 V=3 # V(=3)(-3).
Si sélo uno de a o b es negativo, entonces Va Vb = Vab. En general, no
aplicaremos leyes de radicales si los radicandos son negativos. En lugar de

ello, cambiaremos la forma de los radicales antes de efectuar alguna opera-
cién, como se ilustra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 5 Trabajo con raices cuadradas de niimeros negativos

Exprese en la forma a + bi, donde a y b son nimeros reales:

(5 — V29)(~1 + V—4)

SOLUCION  Primero usamos la definicion \V/—r = V/ri, y luego simplifi-
camos:

(5 - VoO) (=1 + V=a) = (5 — Voi)(~1 + Vai)
=(5-3)(—1+2i)
= =5+ 10i + 3i — 6i*
=-5+13i+6=1+13i [
En la secci6n 2.3 indicamos que si el discriminante b — 4ac de la ecua-
cién cuadrética ax?> + bx + ¢ = 0 es negativo, entonces no hay raices reales
de la ecuacion. De hecho, las soluciones de la ecuacion son dos numeros ima-

ginarios. Ademads, las soluciones son conjugadas entre si, como se ve en el
ejemplo siguiente.



Diferencia de dos cubos:
a— b= (a—b)a®+ ab + P
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EJEMPLO 6 Una ecuacién cuadratica con soluciones complejas

Resuelva la ecuacién 5x% + 2x + 1 = 0.

SOLUCION  Si aplicamos la férmula cuadratica cona = 5,b =2y c = 1,

vemos que
=2 V22— 4(5)(1)
o 2(5)
_—24:\/—716_—2i4i_—1i2i__l+£i
10 10 5 557
Por tanto, las soluciones de la ecuacion son —g] + %i y —% - %i. u

EJEMPLO 7 Una ecuacién con soluciones complejas

Resuelva la ecuacién x* — 1 = 0.

SOLUCION Usando la férmula de factorizacién de la diferencia de dos
cubos cona = xy b = 1, escribimos x* — 1 = 0 como

x—1Dx2+x+1)=0.

Igualando a cero cada factor y resolviendo las ecuaciones resultantes, obtene-
mos las soluciones

—1+=V1—4 —1+V3j
2 2

1,

o lo que es equivalente,

1 V3 1 V3
1, —— + —

i, —— — —I.
2 2 2 2

Como el nimero 1 se denomina niimero real unitario y la ecuacién dada

puede escribirse como x* = 1, a estas tres soluciones se les llama raices ctbi-

cas de la unidad.

]

En la seccién 1.3 mencionamos que x> + 1 es irreducible sobre los nime-
ros reales pero, si factorizamos sobre los nimeros complejos, entonces x> + 1
se puede factorizar como sigue:

XX+ 1=+ i)x—1i

m Ejercicios

Ejer. 1-34: Escriba la expresion en la forma a + bi, donde a 7 4—-3)2+7) 8 (8 + 2i)(7 — 3i)
y b son niimeros reales.

1 (5—2i)+ (=3 + 6i) 2 (=5+4)+ 3 +9) 9 (5 — 2i) 10 (6 + 7i)

3 (7 —8i) — (=5 — 3i) 4 (=34 8i) — (2 + 3i) 1 i(3 + 4i)? 12 i(2 — 7i)?

5 3+ 5)2 — 7 6 (=2 + 38 — i) 1B 3+ 4)3 — 4) 14 (4 + 704 — 70
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15

17

19

21

(a) l'43 (b) i720

(a) i73 (b) i746

23—

25

27

29

30

31

33

Ejer. 35-38: Encuentre los valores de x y y, donde x y y son

—Ti

(2 + 5i)

(2 - V-4)(3 - V-16)

16

18

20

22

24

ECUACIONES Y DESIGUALDADES

(a) l'68 (b) l'733

() i* (b) i~

26 ———

28

(=3 + V=25)(8 — V=39

4+ V=81

2- V-9

V=36 V-49
V-16

nimeros reales.

35

37 (2x —y) — 16i = 10 + 4yi

38

L 25

Otros tipos de ecuaciones

4+ x+2)i=x+2i

8+ (Bx+y)i=2x—4i

32

34

36 (x—y)+3i=4+yi

5 V-121
1+ V=25
V=25

V—-16 V-81

Ejer. 39-56: Encuentre las soluciones de la ecuacion.

39 x2—6x+13=0
41 x>+ 12x+37=0
43 x> —=5x+20=0
45 4x*+x+3=0
47 4+ 64=0

49 27x% = (x + 5)°

50 16x* = (x — 4)*

51 x* = 625

53 4x' + 25x2 + 36 = 0
55 x*+3x2+4x=0

56 8x3 — 12x>+2x—3 =0

40

42

44

46

48

52

54

xX2=2x+26=0

x>+ 8 +17=0

xX>2+3x+6=0

—3x*4+x—-5=0
x3—=27=0
x* =381

27x* +21x2+4 =0

Ejer. 57-62: Verifique la propiedad.

57 z+fw=z+w

61 z = zsiy sélo si z es real.

62 72 = (z)

58

60

I—w=z—w

Yw=2z/w

Las ecuaciones consideradas en secciones previas son inadecuadas para
muchos problemas. Por ejemplo, en aplicaciones a veces es necesario consi-
derar potencias x* con k > 2. Algunas ecuaciones comprenden valores absolu-
tos o radicales. En esta seccién damos ejemplos de ecuaciones de estos tipos

que se pueden resolver usando métodos elementales.

EJEMPLO 1 Resolver una ecuacién que contenga un valor absoluto

Resuelva la ecuacién |x — 5| = 3.

SOLUCION Si ay b son nimeros reales con b > 0, entonces |a| = b siy

s6lo sia = b oa = —b. Por tanto, si |x — 5| = 3, entonces

x—5=3 o bien x—5=-3.
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Despejar la x nos da

x=5+3=8 o bien x=5-3=2

Entonces, la ecuacién dada tiene dos soluciones, 8 y 2. ]

Para una ecuacién como
2lx — 5| +3 =11,

primero aislamos la expresion de valor absoluto al restar 3 y dividir entre 2
para obtener
11-3
x—=5|=—F—"=4,
x= 5| =—
y luego continuamos como en el ejemplo 1.

Si una ecuacion esta en forma factorizada con cero en un lado, entonces
podemos obtener soluciones al igualar a cero cada factor. Por ejemplo, si p, g
y r son expresiones que contienen a x y si pgr = 0, entonces o bien p = 0,
g = 00 r = 0. En el siguiente ejemplo factorizamos al agrupar términos.

EJEMPLO 2 Resolver una ecuacién usando agrupacion

Resuelva la ecuacién x> + 2x> — x — 2 = 0.

SOLUCION x}+2x2—=x—2=0  original
x%(x +2) —1(x +2) =0  agrupe términos
x> =1 +2)=0 factorice x + 2
x+Dx—1Dx+2)=0 factorice x> — 1
x+1=0, x—1=0, x+2=0 teorema del factor cero
x= -1, x=1, x = —2 despeje x ]

EJEMPLO 3 Resolver una ecuacién que contenga exponentes

racionales
Resuelva la ecuacién x¥? = x'2.
SOLUCION x¥ = x'2 original
X —x"” =0 restex"”
x"(x — 1) =0 factorice x'?
x =0, x—1=0 teorema del factor cero
x =0, x =1 despeje x |

En el ejemplo 3 hubiera sido incorrecto dividir ambos lados de la ecua-
ci6én x¥? = x'2 por x'2, obteniendo x = 1, porque la solucién x = 0 se perde-
ria. En general, evite dividir ambos lados de una ecuacion entre una expresion
que contenga variables; en cambio, siempre factorice.

Si una ecuacion contiene radicales o exponentes fraccionarios, con fre-
cuencia elevamos ambos lados a una potencia positiva. Las soluciones de la
nueva ecuacion siempre contienen las soluciones de la ecuaciéon dada. Por
ejemplo, las soluciones de

2x—3=Vx+6
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Elevar ambos lados de una ecuacion
a una potencia impar puede
introducir soluciones imaginarias.
Por ejemplo, elevar al cubo ambos
lados de x = 1 nos da x> = 1, que
es equivalente a x> — 1 = 0. Esta
ecuacion tiene tres soluciones, de
las cuales dos son imaginarias (vea
el ejemplo 7 de la seccion 2.4).

ILUSTRACION

ILUSTRACION

ECUACIONES Y DESIGUALDADES

son también soluciones de
2x =3 = (Vx +6).

En algunos casos la nueva ecuacion tiene mds soluciones que la ecuacién dada.
Para ilustrar, si nos dan la ecuacién x = 3 y elevamos al cuadrado ambos lados,
obtenemos x> = 9. Note que la ecuacién dada x = 3 tiene sélo una solucién,
3, pero la nueva ecuacién x? = 9 tiene dos soluciones, 3 y —3. Cualquier solu-
cioén de la nueva ecuacién que no sea una solucién de la ecuacion original es
una solucién extrafia. En vista de que pueden presentarse soluciones extrafas,
es absolutamente esencial comprobar todas las soluciones obtenidas después
de elevar ambos lados de una ecuacion a una potencia par. Estas comproba-
ciones no son necesarias si ambos lados se elevan a una potencia impar, por-
que en este caso las soluciones extrafias (nimeros reales) no se introducen.

EJEMPLO 4 Resolver una ecuacion que contenga un radical
Resuelva la ecuacién Vx2 — 1 = 2.

SOLUCION Vx> —1=2  original
(\yﬁ)s = 2% eleve al cubo ambos lados
x2—1=8  propiedad de V/
x2=9  sumel

x = *3 saque la raiz cuadrada

Entonces, la ecuacion dada tiene dos soluciones, 3 y —3. Excepto para detec-
tar errores algebraicos, una prueba es innecesaria porque elevamos ambos
lados a una potencia par. ]

En la dltima soluciéon empleamos la frase elevar al cubo ambos lados de

Vx> — 1 = 2. En general, para la ecuacién x™" = a, donde x es un nimero

real, elevamos ambos lados a la potencia n/m (el reciproco de m/n) para des-
pejar x. Si m es impar, obtenemos x = "™, pero si m es par, tenemos
x = *a"". Si n es par, pueden presentarse soluciones extrafias; por ejemplo,
si x¥? = —8, entonces x = (—8)** = (\y?8)2 = (—2)? = 4. No obstante, 4
no es una solucién de x> = —8 porque 4*> = 8 no —38.

Resolviendo x™" = a, m impar, x real

Ecuacion  Solucion
BV =64 x=64"= V64 =4
B =64 x=064"=(Vea)=4=16
Resolviendo x™" = a, m par, x real
Solucion
B =16 x==*16"=+xV16= =2
B P =16 x=+16"=+(V16) = +4° = +64

Ecuacion

En los siguientes dos ejemplos, antes de que elevemos ambos lados de la
ecuacién a una potencia, aislamos un radical; es decir, consideramos una
ecuacion equivalente en la que el radical aparece s6lo en un lado.
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EJEMPLO 5 Resolver una ecuacién que contiene un radical
Resuelva la ecuacién 3 + V3x + 1 = x.

SOLUCION 34+ V3x+1=x original
Vix+1=x-3 afsle el radical
( V3x + 1)2 = (x — 3)? eleve al cuadrado ambos lados
3x+1=x2—6x+9 simplifique

=9 +8=0 reste 3x + 1
x—1Dx—-8=0 factorice
x—1=0, x—8=0 teorema del factor cero
x =1, x=38 despeje x

Elevamos ambos lados a una potencia par, de modo que se requieren pruebas.
v Pruebax =1 LI 3+\/m=3+\/123+2=5
LD: 1
Como 5 # 1, x = 1 no es una solucion.
v Pruebax=8 LI 3+ V38 +1=3+V25=3+5=38
LD:8

Como 8 = 8 es un enunciado verdadero, x = 8 es una solucion.
Por lo tanto, la ecuacion dada tiene una solucion, x = 8.

Para resolver una ecuacién que contenga varios radicales, puede ser nece-
sario elevar ambos lados a potencias dos veces o mds, como en el siguiente
ejemplo.

EJEMPLO 6 Resolver una ecuacién que contenga radicales
Resuelva la ecuacion V2x — 3 — Vx + 7 + 2 = 0.

SOLUCION
V2x—3-Vx+7+2=0 original
Vox—3=Vx+7-2 aisle V2x — 3
2x —3=(x+7) —4Vx+ 7T+ 4 eleveal cuadrado
ambos lados
x—14=—4Vx+7 aisle el término
radical
x2 — 28x + 196 = 16(x + 7) eleve al cuadrado
ambos lados
x?—28x + 196 = 16x + 112 multiplique factores
x2—44x +84 =0 reste 16x + 112
x—42)x—2)=0 factorice
x—42=0, x—2=0 teorema del factor
cero
x =42, x=2 despeje x

Se requiere prueba, porque ambos lados se elevaron a una potencia par.
(contintia)
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vV Pruebax=42 LI V84 -3 - V42 +7+2=9—-7+2=4

LD:0

Como 4 # 0, x = 42 no es una solucion.

V Pruebaxr=2 LI V4-3—-V2+7+2=1-342=0

LD:0

Como 0 = 0 es un enunciado verdadero, x = 2 es una solucion.
Por tanto, la ecuacion dada tiene una solucion, x = 2. ]

Una ecuacio6n es de tipo cuadratico si se puede escribir de la forma
au> + bu + ¢ =0,

donde @ # 0y u es una expresioén con alguna variable. Si encontramos las
soluciones en términos de u, entonces las soluciones de la ecuacion dada se
pueden obtener con referencia a la forma especifica de u.

EJEMPLO 7 Resolver una ecuacion de tipo cuadratico

Resuelva la ecuacién x?? + x* — 6 = 0.

SOLUCION Como x** = (x*)2, 1a forma de la ecuacién sugiere que haga-
mos u = x*, como en la segunda linea que sigue:
x4+ xB —6 =0 original
w+u—6=0 seau=x"
(u+ 3)(u—2) =0 factorice

u+3=0, u—2=0 teorema del factor cero

u = —3, u =72 despeje u
X3 = -3, B =2 ;=B
x = =27, x = 8 eleve al cubo ambos lados

Una prueba es innecesaria porque no elevamos ambos lados a una potencia
par. Por tanto, la ecuacién dada tiene dos soluciones, —27 y 8.

Un método alternativo es factorizar el lado izquierdo de la ecuacién dada
como sigue:

x2/3 + xl/3 — 6 — (x1/3 + 3)(x1/3 — 2)

Al igualar a cero cada factor, obtenemos las soluciones. ]

EJEMPLO 8 Resolver una ecuacién de tipo cuadratico

Resuelva la ecuacién x* — 3x2 + 1 = 0.

SOLUCION Como x* = (x%)?, la forma de la ecuacion sugiere que hagamos
u = x% como en la segunda linea que sigue:

xt=3x2+1=0 original
w?—3u+1=0 sea u = x>
3+V9—4 3x1\5
- 2 2

u féormula cuadratica
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3+5
i R —
2

X = saque la raiz cuadrada

Entonces, hay cuatro soluciones:

3+Vs 3+Vs5 3-Vs 3-S5
2 2 2 2

Con el uso de una calculadora, obtenemos las aproximaciones *1.62 'y =0.62.
Una prueba es innecesaria porque no elevamos ambos lados de una ecuacién
a una potencia par. |

EJEMPLO 9 Determinar la ruta de un transbordador (ferry)

Un transbordador de pasajeros hace viajes de una ciudad a una comunidad
islefia que estd a 7 millas playa abajo desde la ciudad y a 3 millas en linea recta
desde la orilla. Como se ve en la figura 1, el trasbordador navega a lo largo de
la linea de la costa hasta algin punto y luego avanza directamente a la isla. Si
el transbordador navega a 12 mi/h a lo largo de la linea de la costay a 10 mi/h
cuando sale a mar abierto, determine las rutas que tengan un tiempo de viaje
de 45 minutos.

SOLUCION Denotemos con x la distancia recorrida a lo largo de la linea de
la costa. Esto nos lleva al dibujo de la figura 2, donde d es la distancia de un
punto en la linea de la costa a la isla. Consulte el tridngulo recto indicado:

d*> = (7 — x> + 32 teorema de Pitdgoras
=49 — 14x + x>+ 9 eleve al cuadrado los términos
=x2— 14x + 58 simplifique
Sacando la raiz cuadrada de ambos lados y observando que d > 0, obtenemos

d= Vx?— l4x + 58.

Usando distancia = (velocidad)(tiempo) o bien, lo que es equivalente, tiempo =
(distancia)/(velocidad) tendremos la tabla siguiente.

A lo largo de la costa | Alejandose de la costa
Distancia (mi) X Vx? — 14x + 58
Velocidad (mi/h) 12 10
x Vx? — 14x + 58
iempo (h) 12 10

El tiempo para el viaje completo es la suma de las dos expresiones de la dltima
fila de la tabla. Como la rapidez es en mi/h, debemos, por consistencia, expre-
sar este tiempo (45 minutos) como % de hora. Entonces, tenemos lo siguiente:

(contintia)
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X Vx?—14x +58 3 . .
— + =— tiempo total de viaje
12 10 4
Vx2—14x+58 3 x x
=— - — reste —
10 4 12 12
6Vx?— 14x + 58 = 45 — 5x multiplique por el med, 60
6Vx?— l4x + 58 = 509 — x) factorice
36(x2 — 14x + 58) = 25(9 — x)? eleve al cuadrado ambos lados

36x2 — 504x + 2088 = 2025 — 450x + 25x% multiplique términos

11x? — 54x + 63
(x — 3)(11x — 21)
x—3=0, 11x—21

x =3, X

=0 simplifique
=0 factorice
=0 teorema del factor cero
= 2 despeje x
11

Una prueba verifica que estos nimeros son también soluciones de la ecua-
cion original. Por tanto, hay dos posibles rutas con un tiempo de viaje de
45 minutos: el transbordador puede navegar a lo largo de la orilla ya sea

3 millas o % ~ 1.9 millas antes de avanzar a la isla. u

m Ejercicios
Ejer. 1-50: Resuelva la ecuacion. 22 V2x+15 -2 =Veéx + 1
1 [x+4|=11 2 [x—=7]=3

23 x=4+ Vix— 19 24 x=3+V5x—9
3 3x—2|+3=7 4 25x+2]-1=5

25 x— V-Tx—-24= -2 26 x + V5x +19 = -1
53lx+1|—-5=-11 6 |x—3|+6=6

| | | | 27 V7 —2x—V5+x=V4+3x

7 93— 18> —4x+8=0

28 4V1+3x+ Véx +3=V—6x— 1
8 3P —5x2—12x+20=0

29 V11 +8x + 1= V9 + 4x
9 4x* + 10x3 = 6x2 + 15x _ . o

30 2V — Vx—3=V5+x
10 15x° — 20x* = 6x3 — 8x? _ .

31 V2V +1=V3x—5 32 V5Vi=Var—3
1 y¥2 =5y 12 y¥3 = —4y

33 V1+4Vx=Vx+1 34 Vx+2=Vx-2
1B V7 —5:c=38 14 Vax-9=1

35 x*—34x2+225=0 36 2x* — 10x2+8=0
154+ V1i-5=0 16 V6—s+5=0

— — 37 59" =7y +15=0 38 3y*—5y2+15=0

7 V2i+1-2=0 18 Vex:—9=x o yoo

39 36x 4 — 13x2+1=0 40 x2—-2x'—-35=0

19 V7I—x=x-5

20 V3—x—x=3

21 3V2ox —3+2V7 —x =11 4

3x73 4+ 4xB3 —4 =0 42 293 =3y +1 =0



43 6w + Tw? —20=0
44 8+ 612 —35=0
45 2x73 —IxB —15=0

46 6u™"* = 13" +6=0

2
() -2 —s=0
t+1) 41

x V 2x
48 — -15=0
<x—2> x—2

49 Vx=2WVx (Sugerencia: eleve ambos lados al minimo
comiin multiplo de 3y 4.)

50 Vx+3=V2x+6

Ejer. 51-52: Encuentre las soluciones reales de la ecuacion.

51 (a) x** =32 (b) x*?* =16
(c) x* = —64 (d) x¥* =125
(e) x¥* = =27

52 (a) x*° = —27 (b) x¥3 =125
(c) x*?* = —49 (d) x*? = 64
(e) x¥ = -8

Ejer. 53-56: Despeje la variable especificada.

[
53 T7T= 277\/ —despeje I (periodo de un péndulo)
8

54 d = % V4R? — C* despeje C

(segmentos de circulos)

55 S = wr'Vr? + h* despeje h  (drea superficial de un cono)

1
56 w = —=—=despeje C (circuitos de corriente alterna)

VLC

57 Altura de escalera La distancia recomendada d a la que
una escalera debe colocarse de una pared vertical es 25% de
su longitud L. Aproxime la altura /4 a la que se pueda llegar
al relacionar 4 como un porcentaje de L.
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EJERCICIO 57

58 Experimentos nucleares Los experimentos nucleares rea-
lizados en el océano vaporizan grandes cantidades de agua
salada. La sal hierve y se convierte en vapor a 1738 K.
Después de ser vaporizada por una fuerza de 10 megatones,
la sal tarda al menos de 8 a 10 segundos para enfriarse lo
suficiente para cristalizarse. La cantidad de sal A que se ha
cristalizado ¢ segundos después de un experimento se calcu-
la a veces usando A = k\/t/ T, donde k y T son constantes.
De esta ecuacién despeje t.

59 Potencia de un molino de viento La potencia P (en watts)
generada por un molino de viento que tiene una eficiencia
E estd dada por la formula P = 0.31ED?V?, donde D es el
didmetro (en pies) de las aspas del molino de viento 'y V es
la velocidad del viento (en ft/s). Aproxime la velocidad del
viento necesaria para generar 10,000 watts si £ = 42% y
D = 10.

60 Resistenciaal arranque de clavos La resistencia al arran-
que de un clavo indica su resistencia de retencion en ma-
dera. Una férmula que se usa para clavos comunes
brillantes es P = 15,700S>?RD, donde P es la mdxima
resistencia al arranque (en libras), S es la gravedad especi-
fica de la madera con 12% de contenido de humedad, R es
el radio del clavo (en pulgadas) y D es la profundidad (en
pulgadas) que el clavo ha penetrado en la madera. Un clavo
comun 6d (6 centavos), brillante, de 2 pulgadas y didmetro
de 0.113 pulgadas se introduce por completo en una pieza
de abeto Douglas. Si se requiere una fuerza maxima de 380
libras para sacar el clavo, aproxime la gravedad especifica
del abeto Douglas.

61 El efecto del precio sobre la demanda La demanda de
una mercancia por lo general depende de su precio. Si otros
factores no afectan la demanda, entonces la cantidad Q
comprada a un precio P (en centavos) estd dada por Q =
kP, donde k y ¢ son constantes positivas. Si k = 10° y
c= %, encuentre el precio que resultard en una compra de
5000 articulos.
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62

63

64

65

66

67

ECUACIONES Y DESIGUALDADES

La isla de calor urbano Las zonas urbanas tienen prome-
dios mads altos de temperaturas del aire que las rurales,
como resultado de la presencia de edificios, asfalto y con-
creto. Este fenémeno se ha conocido como isla de calor
urbano. La diferencia de temperatura 7 (en °C) entre zonas
urbanas y rurales cerca de Montreal, con una poblacién P
entre 1000 y 1,000,000, se puede describir con la férmula
T = 0.25P"/\/v, donde v es el promedio de velocidad del
viento (en mi/h) y v=1.Si T =3y v = 5, encuentre P.

Dimensiones de una pila de arena Cuando se fuga arena
de cierto recipiente, forma una pila que tiene la forma de un
cono circular recto cuya altitud es siempre la mitad del di-
metro d de la base. ;Cudl es d en el instante en que se han
fugado 144 cm? de arena ?

\I
./

Inflar un globo meteorolégico El volumen de un globo
meteoroldgico esférico es de 10% ft*. Para levantar un trans-
misor y equipo meteoroldgico, el globo se infla con otros
25_;l ft* més de helio. {Cudnto aumenta su didmetro?

EJERCICIO 63

La regla del cubo en ciencias politicas La regla ctibica en
ciencias politicas es una férmula empirica que, se dice,
pronostica el porcentaje y de asientos en la cimara de repre-
sentantes de Estados Unidos que serdn ganados por un par-
tido politico, a partir del voto popular para el candidato
presidencial del partido. Si x denota el porcentaje del voto
popular para el candidato presidencial del partido, entonces

la regla del cubo dice que

x3

41— x)P
(Qué porcentaje del voto popular necesitard el candidato

presidencial para que su partido gane 60% de los asientos
de la cdmara?

y =

Dimensiones de una taza cénica Una taza cénica de
papel ha de tener una altura de 3 pulgadas. Encuentre el
radio del cono que resultard en un drea superficial de 67
pulg?.

Instalacién de una linea de energia eléctrica Se va a ins-
talar una linea de energifa eléctrica que cruce un rio de 1
milla de ancho a una ciudad que estd 5 millas corriente
abajo (vea la figura). Cuesta $7500 por milla tender un

EGQ

cable bajo el agua y $6000 por milla tenderlo en tierra.
Determine cémo debe instalarse el cable si se han asignado
$35,000 para este proyecto.

EJERCICIO 67

Célculo de crecimiento humano Adolphe Quetelet (1796-
1874), director del Observatorio de Bruselas de 1832 a
1874, fue el primero en tratar de ajustar una expresion mate-
matica a datos sobre el crecimiento humano. Si / denota la
estatura en metros y ¢ es la edad en afios, la férmula
de Quetelet para hombres en Bruselas se puede expresar
como

h hy +t
h+ =ar+ ——,
hy — h 1+ 3t
con h, = 0.5, la estatura al nacimiento; i, = 1.684, la esta-
tura final de un hombre adulto; y a =0.545.

(a) Encuentre la estatura esperada de un nifio de 12 afios de
edad.

(b) (A qué edad se alcanza 50% de la estatura adulta?

Relaciones luz diurna-latitud La tabla siguiente da los
nimeros de minutos de luz diurna que ocurren en diversas
latitudes en el hemisferio norte en los solsticios de verano
e invierno.

Latitud Verano Otofio

0° 720 720
10° 755 685
20° 792 648
30° 836 604
40° 892 548
50° 978 462
60° 1107 333

(a) (Cuaél de las siguientes ecuaciones predice con mds pre-
cisién la duracién del dia en el solsticio de verano en la
latitud L?
(1) D, = 6.096L + 685.7

(2) D, = 0.00178L* — 0.072L* + 4.37L + 719

(b) Aproxime la duracién de la luz diurna a 35° de latitud
en el solsticio de verano.
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# 70 Volumen de una caja A partir de una pieza rectangular |E 71 Construccion de una caja Una caja de cartén sin tapa y

metdlica, que tiene dimensiones de 24 X 36 pulgadas, se ha
de hacer una caja abierta al cortar un cuadrado idéntico de
drea x2 de cada esquina y doblar los lados hacia arriba.

fondo cuadrado ha de tener un volumen de 25 ft*. Use una
tabla de valores para determinar las dimensiones de la caja
al 0.1 pie mds cercano que minimizard la cantidad de car-
tén empleado para construir la caja.

(a) Determine una ecuacién para hallar el volumen V de la

caja en términos de x.

(b) Use una tabla de valores para aproximar el valor de x
con tolerancia de *0.1 pulg que producird un volumen
maximo.

L 26

Desigualdades
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Una desigualdad es un enunciado de que dos cantidades o expresiones no son
iguales. Puede ser el caso que una cantidad sea menor (<), menor o igual (=)
o mayor o igual (=) a otra cantidad. Considere la desigualdad

2x + 3 > 11,

donde x es una variable. Como se ilustra en la tabla siguiente, ciertos nimeros
dan enunciados verdaderos cuando se sustituyen por x y otros dan enunciados
falsos.

x 2x +3>11 Conclusion

3 9>11 Enunciado falso

4 11> 11 Enunciado falso

5 13 > 11 Enunciado verdadero
6 15> 11 Enunciado verdadero

Si se obtiene un enunciado verdadero cuando un nimero b es sustituido
por x, entonces b es una solucién de la desigualdad. Asi, x = 5 es una solu-
cién de 2x + 3 > 11 porque 13 > 11 es verdadero, pero x = 3 no es una solu-
cién porque 9 > 11 es falso. Resolver una desigualdad significa hallar fodas
las soluciones. Dos desigualdades son equivalentes si tienen exactamente las
mismas soluciones.

Casi todas las desigualdades tienen un ndmero infinito de soluciones. Para
ilustrar, las soluciones de la desigualdad

2<x<5

estdn formadas por fodo nimero real x entre 2 y 5. A este conjunto de nime-
ros se le denomina intervalo abierto y se denota por (2, 5). La grafica del
intervalo abierto (2, 5) es el conjunto de todos los puntos de una recta coorde-
nada que se encuentre, pero no los incluya, entre los puntos correspondientes
ax = 2yx = 5. La gréfica estd representada al sombrear una parte apropiada
del eje, como se ve en la figura 1. A este proceso lo conocemos como trazar
la grafica del intervalo. Los nimeros 2 y 5 se denominan puntos extremos del
intervalo (2, 5). Los paréntesis en la notacién (2, 5) y en la figura 1 se usan para
indicar que los puntos extremos del intervalo no estan incluidos.

Si se desea incluir un punto extremo, se usa un corchete en lugar de parén-
tesis; por ejemplo, las soluciones de la desigualdad 2 = x = 5 se denotan
por [2, 5] y éste se conoce como intervalo cerrado. La gréfica [2, 5] esta
trazada en la figura 2, donde los corchetes indican que los puntos extremos
estan incluidos. También consideramos intervalos semiabiertos [a, D) y
(a, b] asi como intervalos infinitos, como se describe en la tabla siguiente.
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El simbolo « (lea infinito) que se usa para intervalos infinitos es simplemente
una notacion y no representa un nimero real.

Intervalos
Notacion Desigualdad Griafica
1) (a, b) a<x<b ¢ ) -~
a b
2) [a, b] a=x=<b I ] -~
a b
3) [a, b) a=x<b B ) >
a b
@) (a, b] a<x=b ¢ ] -~
a b
(5) (a, ) x>a ( -
a
© [0 | x=a : =
a
M) (==b) | x<b y
b
®) (—==b] | x=b .
b
©) (—»,) | —m<x<o >

Los métodos para resolver desigualdades en x son semejantes a los que se
emplean para resolver ecuaciones. En particular, con frecuencia usamos pro-
piedades de las desigualdades para sustituir una desigualdad dada con una lista
de desigualdades equivalentes, terminando con una desigualdad de la que
facilmente se obtienen soluciones. Las propiedades de la tabla siguiente se
pueden demostrar para ndmeros reales a, b, c y d.

Propiedades de las desigualdades

Propiedad Tlustracion
(1) Sia<byb <c,entonces a < ¢ 2 <5y5 <9, entonces 2 < 9.
(2) Sia < b, entonces 2 < 7, entonces
atc<b+tcya—c<b-—c 24+3<T7+3y2-3<7-3.
3) Sia <byc >0, entonces 2 <5y 3 >0, entonces
a _b 2 5
<bcy—<—. 2:3<5-3y—<—.
Invierta la desigualdad cuando ac v c Y3 3
multiplique o divida por un (4) Sia < byc<0,entonces 2 < 5y —3 < 0, entonces
i tivo. b 2 5
nuntero negavo ac > bcyi > —. 2(=3) > 5(—3)y—3 > -y
c c - -

Es importante recordar que multiplicar o dividir ambos lados de una desi-
gualdad por un nimero real negativo invierte el signo de la desigualdad (vea
la propiedad 4). Las propiedades semejantes en las anteriores lineas son ver-
daderas para otras desigualdades y para =y =. Por tanto, si a > b, entonces
atc>b+c;sia=byc<0,entonces ac = bc; y asi sucesivamente.
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Si x representa un nimero real, entonces, por la propiedad 2, sumar o res-
tar la misma expresion que contenga x en ambos lados de una desigualdad dara
una desigualdad equivalente. Por la propiedad 3, podemos multiplicar o divi-
dir ambos lados de una desigualdad por una expresion que contenga x si esta-
mos seguros de que la expresion es positiva para todos los valores de x en
consideracién. Como ilustracidn, la multiplicacién o divisién entre x* + 3x? +
5 serfa permisible puesto que esta expresion es siempre positiva. Si multipli-
camos o dividimos ambos lados de una desigualdad por una expresién que
siempre sea negativa, como —7 — x2, entonces, por la propiedad 4, la desi-
gualdad se invierte.

En los ejemplos describiremos soluciones de desigualdades por medio de
intervalos y también los representaremos graficamente.

Resolver una desigualdad

Resuelva la desigualdad —3x + 4 < 11.

SOLUCION —3x+4 <11 original
(=3x+4) —4<11—4 rested
—3x <7 simplifique
—3x _ 7 divida entre —3;
-3 —13 invierta el signo de desigualdad
x> -7 simplifique

Entonces, las soluciones de —3x + 4 < 11 estan formadas por todos los
numeros reales x tales que x > —%. Este es el intervalo (—%, 00) trazado en la

figura 3. [

EJEMPLO 2 Resolver de una desigualdad

Resuelva la desigualdad 4x — 3 < 2x + 5.

SOLUCION
dx —3<2x+5 original
4x —3)+3<2x+5)+3 sume3
4y < 2x + 8 simplifique
4x — 2x < (2x + 8) — 2x reste 2x
2x < 8 simplifique
2x 8 .
? < E divida entre 2
x <4 simplifique

Por lo tanto, las soluciones de la desigualdad dada estdn formadas por todos
los ndmeros reales x tales que x < 4. Este es el intervalo (—, 4) que se ve en
la figura 4. [ ]

EJEMPLO 3 Resoluciéon de una desigualdad

Resuelva la desigualdad —6 < 2x — 4 < 2.
(continiia)
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FIGURA5

ECUACIONES Y DESIGUALDADES

SOLUCION Un nimero real x es una solucién de la desigualdad dada si y
s6lo si es una solucién de las dos desigualdades

—-6<2x—4 y 2x — 4 <2

Esta primera desigualdad se resuelve como sigue:

—-6<2x—4 original
—6+4<(2x—4)+4 sume4
-2 < 2x simplifique
2 divida entre 2
—_— <= ivida entre
2 2
-1 <x simplifique
x> —1 desigualdad equivalente

La segunda desigualdad se resuelve entonces:
2x — 4 < 2 original
2x <6 sume4
x <3 divida entre 2
Asi, x es una solucién de la desigualdad dada si y sélo si
x> —1 y x <3
es decir,
-1 <x<3.

En consecuencia, las soluciones son todos los nimeros del intervalo abierto
(—1, 3) trazado en la figura 5.

Un método alternativo (y mas corto) es resolver ambas desigualdades
simultdneamente, es decir, resolver la desigualdad continua:

—6<2x—4<2 original
-6+ 4 <2 <2+ 4 sume4
-2 < 2x <6 simplifique
-1< x <3 divida entre 2 [ ]

EJEMPLO 4 Resolucion de una desigualdad continua
4 — 3x
2

Resuelva la desigualdad continua —5 = < 1.

SOLUCION Un ndmero x es una solucién de la desigualdad dada si y s6lo si

_5<4—3x 4 — 3x
- Y

< 1.

Podemos trabajar con cada desigualdad por separado o resolver ambas desi-
gualdades simultdneamente, como sigue (recuerde que nuestra meta es aislar x):

4 — 3x .
5= ——<1 original
—10=4-3x<2 multiplique por 2
—-10 -4 = —3x <2 —4 rested

—Md4=  -3x<-2 simplifique
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—14 —3x _ -2 - o ,
_—3 = _—3 > _—3 divida entre —3; invierta los signos
de desigualdad
% = X > % simplifique
FIGURA 6 % < X = % desigualdad equivalente
1+ Asi, las soluciones de la desigualdad son todos los nimeros del intervalo
0 % % semiabierto (%, %] que se ve en la figura 6. ]
EJEMPLO 5 Resolucion de una desigualdad racional
1
Resuelva la desigualdad — > > 0.
FIGURA7 SOLUCION Como el numerador es positivo, la fraccion es positiva si y s6lo
. si el denominador, x — 2, es también positivo. Asi, x — 2 > 0 o, lo que es equi-
' (') ' é . . . > valente, x > 2, y las soluciones son todos los nimeros del intervalo infinito (2,
) que se ve en la figura 7. [ ]
EJEMPLO 6 Uso de la férmula de una lente
FIGURA 8

Como se ilustra en la figura 8, si una lente convexa tiene longitud focal de f
centimetros y si un objeto se coloca a una distancia de p centimetros de la lente
con p > f, entonces la distancia g desde la lente hasta la imagen estd relacio-
nada con p y f mediante la férmula

Objeto Imagen

I I 1 1 1

| —_ —_ =,

| : : p q S

Lf . . :
S ] Si f= 5 cm, ;qué tan cerca debe estar el objeto de la lente para que la ima-

gen esté a mds de 12 centimetros de la lente?

q
SOLUCION Como f = 5, la férmula dada puede escribirse como
1 1 1

p qa 5
Deseamos determinar los valores de ¢ tales que ¢ > 12. Primero despejamos
g de la ecuacion:

5qg + 5p = pq multiplique por el med, 5pg
qg(5—p) = —5p retina los términos ¢ en un lado y factorice
= —SSTPP = pSTpS divida entre 5 — p
Para resolver la desigualdad ¢ > 12, proseguimos como sigue:
% > 12 q= %
5p > 12(p — 5) permisible, porque p > fimplica que p — 5 > 0
—Tp > —60 multiplique factores y retina los términos p en un lado
p < % divida entre —7; invierta la desigualdad

(continiia)
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FIGURA 9
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Combinando la tltima desigualdad con el hecho de que p es mayor que 5, lle-
gamos a la solucién

60
5<p<7. | |

Si un punto X en una recta coordenada tiene coordenada x, como se ve en
la figura 9, entonces X estd a la derecha del origen O si x > 0y a la izquierda
de O six < 0. De la seccién 1.1, la distancia d(O, X) entre O y X es el nimero
real no negativo dado por

d0,X) = |x — 0| = |x].

Se deduce que las soluciones de una desigualdad tal como |x| < 3 con-
sisten de las coordenadas de todos los puntos cuya distancia desde O es menor
que 3. Este es el intervalo abierto (—3, 3) que se ve en la figura 10. Asi,

|x| <3 esequivalentea —3 <x < 3.

Del mismo modo, para |x| > 3, la distancia entre O y un punto con coor-
denada x es mayor que 3; esto es,

|x| >3 esequivalentea x < —3o0x> 3.

La gréfica de las soluciones para |x| > 3 estd en la figura 11. Con frecuencia
usamos el simbolo de unién U y escribimos

(=2, =3) U (3,%)

para denotar todos los niimeros reales que estdn ya sea en (—, —3) o (3, ©).
La notacién

(=,2) U (2, »)

representa el conjunto de todos los nimeros reales excepto 2.
El simbolo de interseccién N se usa para denotar los elementos que son
comunes a dos conjuntos. Por ejemplo,

(=,3) N (=3,2) = (-3,3),

Como la interseccion de (—, 3) y (—3, ) estd formada por todos los nime-
ros reales x tales que x < 3 y ademds x > —3.

La exposicién precedente puede generalizarse para obtener las siguientes
propiedades de los valores absolutos.

Propiedades de los valores
absolutos (b > 0)

(1) |a] < b esequivalentea —b <a <b.
(2) |a| > b esequivalentea a < —boa > b.

En el siguiente ejemplo usamos la propiedad 1 cona = x — 3y b = 0.5.

EJEMPLO 7 Resolucion de una desigualdad que contiene
un valor absoluto

Resuelva la desigualdad |x — 3| < 0.5.
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SOLUCION
|x — 3] <05 original
—05<x—-3<05 propiedad 1
—05+3<(x—3)+3<0.5+ 3 aislexal sumar 3
25 <x<35 simplifique

De este modo, las soluciones son los niimeros reales del intervalo abierto (2.5,
3.5). La gréfica se traza en la figura 12. [

En el siguiente ejemplo usamos la propiedad 2 cona = 2x + 3y b = 9.

EJEMPLO 8 Resolucién de una desigualdad que contiene un valor
absoluto

Resuelva la desigualdad |2x + 3| > 9.

SOLUCION [2x + 3| >9 original
2x +3< -9 o 2x+3>9 propiedad?
2x<—12 o 2x > 6 reste 3
x<—-6 o x >3 divida entre 2

En consecuencia, las soluciones de la desigualdad | 2x + 3| > 9 estdn forma-
das por los ndmeros en (—, —6) U (3, »). La gréfica se traza en la figura 13.
[

La ley de tricotomia de la seccion 1.1 indica que para cualesquiera nime-
ros reales a y b exactamente uno de los siguientes es verdadero:

a>b, a<b 0 a=>b

Asi, después de resolver | 2x + 3| > 9 en el ejemplo 8, facilmente obtenemos
las soluciones para |2x + 3| < 9y |2x + 3| = 9; es decir, (—6,3) y {—6, 3},
respectivamente. Note que la union de estos tres conjuntos de soluciones es
necesariamente el conjunto R de los nimeros reales.

Cuando usemos la notacién a < x < b, debemos tener a < b. De este
modo, es incorrecto escribir las soluciones x < —6 o x > 3 (en el ejemplo 8)
como 3 < x < —6. Otro error de notacién de desigualdad es escribir a < x >
b, porque cuando se usan varios simbolos de desigualdad en una expresion,
deben apuntar en la misma direccion.

Ejercicios

1 Dados —7 < —3, determine la desigualdad obtenida si (b) se resta —3 de ambos lados

(a) se suma 5 a ambos lados
(b) se resta 2 de ambos lados

T 1
(c) ambos lados se multiplican por 3

(c) ambos lados se dividen entre 6

(d) ambos lados se dividen entre —6

Ejer. 3-12: Exprese la desigualad como intervalo y trace su

(d) ambos lados se multiplican por —% grifica.
2 Dados 4 > —5, determine la desigualdad obtenida si 3 x< -2 4 x=5
(a) se suma 5 a ambos lados 5x=4 6 x> -3
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7 2<x=4
9 3=x=7
MmsS>x=-2

ECUACIONES Y DESIGUALDADES

8 3=x<5

10 3<x<—1

12 3=x> -5

Ejer. 13-20: Exprese el intervalo como una desigualdad en

la variable x.
13 (—5,4]

15 [-8, —1]
17 [4, )
19 (—o, —7)

14 [0,4)
16 (3.7)
18 (6, %)
20 (—,2]

Ejer. 21-74: Resuelva la desigualdad y exprese las solucio-
nes en términos de intervalos siempre que sea posible.

21 3x—2>12

23 —2-3x=2

25 2x +5<3x—7

27 ix+7§%x—2

29 3<2x—-5<7

31 3=

2
33 4>

35 0=4—3x<2

22 2x+5=8

24 3 —-5x<11

26 x —6>5x+3

28 9+1ix=4-1x

30 4=3x+5> —1

dx + 1
3 <X T o

6 — 5x

34 5=

36 2<3+4ix=5

37 Qx—N@x+5=@Bx+ Dx—7)

38 (x — 3)(x + 3) = (x + 5)?

39 (x —4)? > x(x + 12)

40 2x(6x +5) < (Bx — 2)(4x + 1)

a

43

45 ——

47

49

51

53

55

57

58

59

61

63

65

67

69

|5 — 2x|

|x] <8

|x\25

|x + 3] <0.01

|x+2]+01=02

[2x + 5] <4

-6 —5x|+2=1

2| —11 — 7x| = 2> 10

[7x + 2] > -2

[3x — 9] >0

2x—5< -1

x—11]= -3

‘2—3x
=

<2

42

44

46

48

50

52

54

56

60

62

64

66

68

|x| =7

|—x|>6

|x —4|=0.03

|x — 3] —03>0.1

[3x — 7] =5

|6x — 5] = -2
[5x +2] =0
l4x + 7] =0
|x —5]>0

2x + 5
<

— =35
|2x + 3|
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73

-2<|x| <4 72 1<|x|]<5

1<|x-2|<4 74 2<|2x—1]<3

Ejer. 75-76: Resuelva el inciso (a) y use esa respuesta para
determinar las respuestas a los incisos (b) y (c).

75

76

@ |[x+5]=3 (b) [x+5|<3
() |[x+5|>3
@ |x—4]<3 (b) [x—4|=3
© [x—4]>3

Ejer. 77-80: Exprese el enunciado en términos de una desi-
gualdad que contenga un valor absoluto.

77

78

79

80

81

82

El peso w de un luchador debe ser no mds de 2 libras mas
de 141 libras.

El radio r de un cojinete debe estar a no mas de 0.01 centi-
metros respecto de 1 centimetro.

La diferencia de dos temperaturas 7} y 7, en una mezcla
quimica debe estar entre 5°C y 10°C.

El tiempo de llegada ¢ del tren B debe ser al menos 5 minutos
diferente de las 4:00 p.m., el tiempo de llegada del tren A.

Escalas de temperatura Las lecturas de temperatura en
las escalas Fahrenheit y Celsius estdn relacionadas por la
férmula C = g(F — 32). (Qué valores de F corresponden a
los valores de C tales que 30 = C = 40?

Ley de Hooke De acuerdo con la ley de Hooke, la fuerza
F (en libras) necesaria para estirar cierto resorte x pulgadas
mas de su longitud natural estd dada por F = (4.5)x (vea la
figura). Si 10 = F = 18, ;cudles son los valores correspon-
dientes para x?

EJERCICIO 82

~ Longitud natural

Estirado
x pulgadas

83

84

85

2.6 Desigualdades 111
Ley de Ohm La ley de Ohm en teoria eléctrica expresa que
si R denota la resistencia de un objeto (en ohms), V la dife-
rencia de potencial entre terminales del objeto (en volts) e
I es la corriente que circula por él (en amperes), entonces
R = V/I. Si el voltaje es 110, ;qué valores de la resistencia
resultardn en una corriente que no pase de 10 amperes?

Resistencia eléctrica Si dos resistores R, y R, se conectan
en paralelo en un circuito eléctrico, la resistencia neta R
estd dada por

I 1 1
—=—+—,
R R R,
Si R, = 10 ohms, ;qué valores de R, resultardn en una

resistencia neta de menos de 5 ohms?

Amplificacién lineal En la figura se muestra una lente de
aumento simple que consiste en una lente convexa. El
objeto por amplificarse estd colocado de modo que la dis-
tancia p desde la lente es menor que la longitud focal f. La
amplificacién lineal M es la razén entre el tamaifio de la
imagen y el tamailo del objeto. Se demuestra en fisica que
M = f/(f—p). Si f= 6 cm, ja qué distancia debe colo-
carse el objeto desde la lente para que su imagen aparezca
al menos tres veces mayor? (Compare con el ejemplo 6.)

EJERCICIO 85

86 Concentracion de medicamento Para tratar la arritmia

87

(pulsacion irregular del corazén), por una vena se introduce
un medicamento en el torrente sanguineo. Suponga que la
concentraciéon ¢ del medicamento después de ¢ horas estd
dada por ¢ = 3.5¢/(t + 1) mg/L. Si el nivel terapéutico
minimo es 1.5 mg/L, determine cudndo se rebasa este
nivel.

Gastos en un negocio Una empresa constructora estd tra-
tando de decidir cudl de dos modelos de gria comprar. El
modelo A cuesta $100,000 y requiere $8000 por afio para
su mantenimiento. El modelo B tiene un costo inicial de
$80,000 y su mantenimiento cuesta $11,000 por afio.
(Durante cudntos afios debe usarse el modelo A antes de
que sea mds econdmico que B?
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88 Comprade un auto Un consumidor estd tratando de deci- 89

dir si comprar el auto A o el B. El auto A cuesta $20,000
y tiene un rendimiento de combustible de 30 millas por
galén y el seguro cuesta $1000 por afio. El auto B cuesta
$24,000 y tiene un rendimiento de 50 millas por galén, y el
seguro cuesta $1200 por afio. Suponga que el consumidor
recorre 15,000 millas por afio y que el precio de la gasolina
permanece constante en $3 por galén. Con base sélo en
estos datos, determine cudnto tiempo tomard para que el
costo total del auto B sea menor que el del auto A.

Estatura decreciente La estatura de una persona tipica-
mente disminuird en 0.024 pulgadas por afio después de los
30 afos.

(a) Si una mujer media 5 pies 9 pulgadas cuando tenia 30
afios, prediga su estatura a la edad de 70 afios.

(b) Un hombre de 50 afos mide 5 pies 6 pulgadas. Deter-
mine una desigualdad para el intervalo de sus estaturas
(en pulgadas) que este hombre tendra entre las edades
de 30y 70.

E' Para resolver una desigualdad que contenga polinomios de grado mayor que 1,

Mas sobre desigualdades

y/o factores cuadraticos

expresaremos cada polinomio como un producto de factores lineales ax + b

irreducibles ax?> + bx + c. Si cualquiera de estos fac-

tores no es cero en un intervalo, entonces es positivo o negativo en todo el
intervalo. En consecuencia, si escogemos cualquier k en el intervalo y si el fac-
tor es positivo (o negativo) para x = k, entonces es positivo (0 negativo) en
todo el intervalo. El valor del factor en x = k se denomina valor de prueba

del factor en el nimero
siguiente.

de prueba k. Este concepto se exhibe en el ejemplo

EJEMPLO 1 Resolucion de una desigualdad cuadratica
Resuelva la desigualdad 2x? — x < 3.

SOLUCION Para usar

valores de prueba, es esencial tener O en un lado del

signo de desigualdad. Asi, procedemos como sigue:

2x? — x <3 original

2x* —x — 3 <0 iguale a0 un lado

FIGURA 1 (x + 1)(2x — 3) < 0 factorice

Los factores x + 1y 2x

|
o
Njw @

3 .
— 3 son cero en —1 y 3, respectivamente. Los puntos

correspondientes en una recta coordenada (vea la figura 1) determinan los

intervalos que no se intersectan.

(=, =), (=1.3) y (5. ).

Podemos hallar los signos de x + 1 y 2x — 3 en cada intervalo si usamos un
valor de prueba tomado de cada intervalo. Para ilustrar, si escogemos k = —10
en (—,—1), los valores de x + 1 y 2x — 3 son negativos, y por lo tanto son
negativos en todo (—o,—1). Un procedimiento similar para los restantes dos
intervalos nos da la siguiente fabla de signos, donde el término signo resul-
tante de la ultima fila se refiere al signo obtenido al aplicar las leyes de los sig-
nos al producto de los factores. Note que el signo resultante es positivo o
negativo segun si el nimero de signos negativos de factores es par o impar, res-

pectivamente.
Intervalo (-, -1 | (-1,3) (3, =)
Signo de x + 1 - + +
Signo de 2x — 3 - - +
Signo resultante + - +
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FIGURA 3

4
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A veces es conveniente representar los signos de x + 1y 2x — 3 usando
una recta coordenada y un diagrama de signos, del tipo que se ilustra en la
figura 2. Las lineas verticales indican dénde son cero los factores y los signos
de factores se muestran arriba de la recta coordenada. Los signos resultantes
se indican en rojo.

FIGURA 2

Signo resultante + — +
Signode 2x — 3 — — +
Signode x+1 — + +

b

|
T T T T T T T T

Las soluciones de (x + 1)(2x — 3)<< 0 son los valores de x para los cua-
les el producto de los factores es negativo; es decir, donde el signo resultante
es negativo. Esto corresponde al intervalo abierto (— 1, %) . [ ]

En la pagina 75 estudiamos el teorema del factor cero, que hablaba de
igualdades. Es un error comin extender este teorema a desigualdades. La
siguiente advertencia muestra esta extension incorrecta aplicada a la desigual-
dad del ejemplo 1.

(x + 1)2x —3) <0 noesequivalentea x+1<0 o 2x—3<0

En futuros ejemplos usaremos ya sea una tabla de signos o un diagrama
de signos, pero no ambos. Cuando trabaje con ejercicios, el lector debe esco-
ger el método de solucién con el que se sienta mds cémodo.

Resolucién de una desigualdad cuadratica
Resuelva la desigualdad —3x? < —21x + 30.

SOLUCION —3x? < —21x + 30 original
—3x2+2lx—30<0 iguale a 0 un lado
x2—=Tx+10>0 divida entre el factor comiin
—3; invierta la desigualdad
x—2)x—5>0 factorice

Los factores son cero en 2 y 5. Los puntos correspondientes en una recta coor-
denada (vea la figura 3) determinan los intervalos que no se cruzan.

(==,2), (2,5) y (5,%).
Al igual que en el ejemplo 1, podemos usar valores de prueba de cada inter-
valo para obtener la siguiente tabla de signos.

Intervalo (—,2) 2,5) (5, )
Signo de x — 2 - + +
Signodex — 5 - - +
Signo resultante + - +

(contintia)
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Las soluciones de (x — 2)(x — 5) > 0 son los valores de x para los cuales
el signo resultante es positivo. Asi, la solucién de la desigualdad dada es la
union (—oo, 2) (5, o). [

EJEMPLO 3 Uso de un diagrama de signos para resolver
una desigualdad

(x+2(3 —x _

(x+ Dx2+1) 0-

Resuelva la desigualdad

SOLUCION Como 0 ya estd en el lado derecho de la desigualdad y el lado
izquierdo estd factorizado, podemos ir directamente al diagrama de signos de
la figura 4, donde las lineas verticales indican los ceros (—2, —1 y 3) de los
factores

FIGURA 4

Signo resultante + -
Signode3 —x + +
Signodex +1 — —
Signodex +2 — +

2 o

El cuadro alrededor de —1 indica que — 1 hace que un factor del denominador
de la desigualdad original sea igual a 0. Como el factor cuadratico x> + 1 es
siempre positivo, no tiene efecto en el signo del cociente y por tanto puede
omitirse del diagrama.

Los diversos signos de los factores se pueden hallar usando valores de
prueba. Alternativamente, s6lo necesitamos recordar que cuando x aumenta, el
signo de un factor lineal ax + b cambia de negativo a positivo si el coeficiente
a de x es positivo, y el signo cambia de positivo a negativo si a es negativo.

Para determinar dénde es que el cociente es menor o igual a 0, primero
vemos del diagrama de signos que es negativo para nimeros en (—2, —1) U
(3, ®). Como el cociente es 0 en x = —2 y x = 3, los nimeros —2 y 3 tam-
bién son soluciones y deben estar incluidos en nuestra solucién. Por tltimo, el
cociente es indefinido en x = —1, de modo que —1 debe ser excluido de nues-
tra solucién. Asi, las soluciones de la desigualdad original estan dadas por

[—2, —1) U [3, ). .

+ 4+ + +
!

Y

f
3

EJEMPLO 4 Uso de un diagrama de signos para resolver
una desigualdad
2 —
2x + 1)*(x—1) -

x(x2—1) 0-

Resuelva la desigualdad

SOLUCION  Si reescribimos la desigualdad como
2 —

(2x + 1)*(x 1)2 ’

x(x+ Dx—1)
vemos que x — 1 es un factor del numerador y del denominador. Asi, supo-
niendo que x — 1 # 0 (esto es, x # 1), podemos cancelar este factor y reducir
nuestra buisqueda de soluciones al caso de

2
2x+ 1) _

= # 1.
x(x + 1) x



FIGURAS

Signo resultante
Signo de x
Signode x + 1
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A continuacién vemos que este cociente es 0 si 2x + 1 = 0 (esto es, si
x = —51) Por lo tanto, —51 es una solucién. Para hallar las soluciones restan-
tes, construimos el diagrama de signos de la figura 5. No incluimos (2x + 1)?
en el diagrama de signos, porque esta expresion siempre es positiva si x # —51
y entonces no tiene efecto en el signo del cociente. Consultando el signo resul-
tante y recordando que —51 es una solucién pero 1 no es una solucién, vemos
que las soluciones de la desigualdad dada estdn dadas por

(=00, =1) U{=2} U (0, 1) U (1, ). .

EJEMPLO 5 Uso de un diagrama de signos para resolver
una desigualdad

. x+ 1
Resuelva la desigualdad =2.
x+3

SOLUCION  Un error comiin al resolver este tipo de igualdades es multipli-
car primero ambos lados por x + 3. Si lo hacemos asi, tendriamos que consi-
derar dos casos, porque x + 3 puede ser positivo o negativo (suponiendo x +
3 # 0), y podriamos tener que invertir la desigualdad. Un método mads senci-
1lo es obtener primero una desigualdad equivalente que tenga O en el lado dere-
cho y continuar desde ahi:

x+ 1 o
= 2 original
x+3

x+1_
x+3
x+1—2x+3)
=
x+3
—-x—35
— =
x+3
x+5
=

x+3

Note que la direccién de la desigualdad se cambia en el dltimo paso, porque
multiplicamos por un nimero negativo. Esta multiplicacién fue realizada por
comodidad, para que todos los factores tengan coeficientes positivos de x.
Los factores x + 5y x + 3son0enx = —5yx = —3, respectivamente.
Esto lleva al diagrama de signos de la figura 6, donde los signos estan deter-
minados como en ejemplos previos. Vemos del diagrama que el signo resul-
tante, y por tanto el signo del cociente, es positivo en (—, —5) U (—3, ). El
cociente es 0 en x = —5 (incluido —5) y no definido en x = —3 (excluido —3).
En consecuencia, la solucién de (x + 5)/(x + 3) = 0 es (—%, —5] U (=3, «).

2 =0 hayaOun lado

0 combine en una fraccién

0 simplifique

0 multiplique por —1

FIGURA 6

Signo resultante + - +
Signodex +3 — - +
Signodex +5 — + +

Un método alternativo de solucién es empezar por multiplicar ambos
lados de la desigualdad dada por (x + 3)?, suponiendo que x # —3. En este
caso, (x + 3)> > 0y la multiplicacién es permisible; no obstante, después de
resolver la desigualdad resultante, el valor de x = —3 debe excluirse. ]
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EJEMPLO 6 Determinacién de niveles terapéuticos minimos

Para que un medicamento tenga un efecto benéfico, su concentracion en el
torrente sanguineo debe exceder de cierto valor, que se denomina nivel tera-
péutico minimo. Suponga que la concentracién ¢ (en mg/L) de un medica-
mento particular ¢ horas después de tomarlo oralmente estd dado por

_20¢
‘Tt s

Si el nivel terapéutico minimo es 4 mg/L, determine cudndo este nivel se
rebasa.

SOLUCION El nivel terapéutico minimo, 4 mg/L, se rebasa si ¢ > 4. Asi,
debemos resolver la desigualdad
2
200y
*+4

Como 7> + 4 > 0 para toda ¢, podemos multiplicar ambos lados por t> + 4 y
continuar como sigue:

20f > 4¢* + 16  permisible, porque 1> + 4 > 0

—41> + 20t — 16 >0 iguale a 0 un lado
t?P—=5t+4<0 divida entre el factor comin —4
t—-—1Dr—-4 <0 factorice

Los factores de la dltima desigualdad son O cuando r = 1 y t = 4. Estos son
los tiempos en los que ¢ es igual a 4. Al igual que en ejemplos previos, pode-
mos usar una tabla de signos o diagrama de signos (con ¢ = 0) para demostrar
que (t — 1)(r — 4) < 0 para toda ¢ en el intervalo (1, 4). Por lo tanto, el nivel
terapéutico minimo se rebasa si 1 <1 < 4. [ ]

Debido a que las gréficas en un plano de coordenadas se introducen en el
siguiente capitulo, seria prematuro demostrar aqui el uso de una calculadora
de gréficas o software de computadora para resolver desigualdades en x. Estos
métodos se van a considerar mas adelante en el texto.

Algunas propiedades bésicas de desigualdades se expusieron al principio
de la ultima seccién. Las siguientes propiedades adicionales son utiles para
resolver ciertas desigualdades. Las pruebas de las propiedades se dan después
de la tabla.

Propiedades adicionales de desigualdades

Ilustracion
. 1 1 . 1 1 1 1
(1) Si0 < a < b, entonces — > —. Si0 < — < 4, entonces — > — 0x > —.
a b X 1/x 4 4
(2) Si0 < a < b, entonces 0 < a*> < b*. Si0 < Vx < 4, entonces 0 < (\/;)2 <4o00<x<16.
(3) Si0 < a < b, entonces 0 < Va < Vb. Si0<x><4, entonces 0 < V&2 < Vido0< |x] < 2.
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DEMOSTRACIONES

(1) Si0 < a < b, entonces multiplicar por 1/(ab) da

1

._<b._
“ ab

1 1 - 1 deci 1 - 1
—<— ir, —>—.
ab © b a’ es dectl a b

(2) Si0 < a < b, entonces multiplicar poradaa - a < a - by multiplicar por
bdab-a<b-b,demodo que a* < ab < b?y por lo tanto a* < b°.
(3) Si0 < a < b, entonces b — a > 0 o bien, lo que es equivalente,

(Vb + Va(Vb — Va) > 0.

Al dividir ambos lados de la dltima desigualdad entre Vb + Va, obte-
nemos Vb — Va > 0; es decir, Vb > Va ]

Ejercicios

Ejer. 1-2: Establezca la solucién de cada desigualdad.
1@x2+4>0 (b) ¥ +4<0

2 @xX+9>0 (b) *»+9<0
Ejer. 3—-42: Resuelva la desigualdad y exprese las soluciones
en términos de intervalos siempre que sea posible.

3 Bx+ 1)(5—10x) >0 4 2-3x)4x—-7) =0

5 x+2)x—1)4—-x)=0

6 x—6)x+3)(—2—-—x<0

7x2—x—-6<0 8 x?+4x+3=0
9 x?—-2x—7>1 10 x>2—4x—-15=6
M x2x+3)=5 12 xBx—1)=4

13 8x — 15> 14 x+20=x

15 x2< 16 16 x>> 64

17 25x2 - 16<0 18 25x* — 16x <0

19 16x* = 9x 20 16x2>9

21 x* + 5x* =36 22 x* + 15x2 < 16

23 X3+ 2x2—4x—-8=0

24 2x3 —3x>—=2x+3=0

(x + 2
g X0+ 2%

(x2 + 1)(x—3)>0
x+2)x+1) -

x2=9

2 _ 29
g XX _ 28 (x + 3)*(2 x)S
X2+ 2x (x + 42— 4)
—2 +6
29 = =0 30 - —— =
x*—=3x— 10 x*=Tx + 12

—3x Sx
31 >0 32 <0

x2—=9 16 — x?

+ 1 -2
33> 34 27 <

2x — 3 3x +5

1 3 2 2
35 = 36 =

x—2 x+1 2x+3 x—5

4 2 3 1
37 = 38 =

3x—2 x+2 S5c+1 x—3
39 % = 2 0 =3

3x—5 x—1 2x—1 x+2
41 x3>x 42 x* = x?

Ejer. 43-44: Cuando una particula se mueve a lo largo de
una trayectoria recta, su velocidad v (en cm/s) en el tiempo
t (en segundos), esta dada por la ecuacion. ;Para qué subin-
tervalos del intervalo de tiempo dado [a, b] su velocidad sera
al menos k cm/s?

43 v =1 =312 — 4+ 20, [0,5]; k=38

44 v = 1* — 41* + 10; [1,6]; k=10
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ECUACIONES Y DESIGUALDADES

Récord de salto vertical El Libro Guiness de récords
mundiales informa que los perros pastores alemanes pue-
den dar saltos verticales de més de 10 pies cuando escalan
paredes. Si la distancia s (en pies) desde el suelo después de
t segundos estd dada por la ecuacién s = —16¢% + 24t + 1,
(durante cudntos segundos estd el perro a mas de 9 pies del
suelo?

Altura de un objeto lanzado Si un objeto se proyecta ver-
ticalmente hacia arriba desde el nivel del suelo con una
velocidad inicial de 320 ft/s, entonces su distancia s sobre
el suelo después de  segundos estd dada por s = — 1672 +
320¢. (Para qué valores de ¢ estard el objeto a mas de 1536
pies sobre el suelo?

Distancia de frenado La distancia d de frenado (en pies)
de cierto automévil que corre a v mi/h estd dada por la
ecuacion d = v + (v2/20). Determine las velocidades que
resulten en distancias de frenado de menos de 75 pies.

Rendimiento de combustible El nimero de millas M que
cierto auto compacto puede viajar con 1 galén de gasolina,
estd relacionado con su velocidad v (en mi/h) por

Mz—%vz-i-%v para 0 < v < 70.

(Para qué velocidades serd M al menos de 457

Propagacién de salmén Para una poblacion particular de
salmon, la relacién entre el ndmero S de peces hembra y el
nimero R de descendientes que sobreviven hasta la edad
adulta estd dada por la férmula R = 4500S/(S + 500). ;En

51

52

53

Peso en el espacio Después de que un astronauta es lan-

zado al espacio, su peso disminuye hasta alcanzar un estado

de ingravidez. El peso de un astronauta de 125 libras a una

altitud de x kilémetros sobre el nivel del mar estd dado por
6400 \

6400 + x /)

(A qué altitudes el peso del astronauta es menor que 5

libras?

W= 125(

Férmula de contraccién de Lorentz La férmula de con-
traccion de Lorentz, en teoria de la relatividad, relaciona la
longitud L de un objeto que se mueve a una velocidad de
v mi/s con respecto a un observador y su longitud L, en
reposo. Si c¢ es la velocidad de la luz, entonces

2
= Lg<1 - V2>
c

P . p 1
(Para qué velocidades L serd menor que 5L,? Exprese la
respuesta en términos de c.

Velocidad de aterrizaje de aviones En el disefio de cierto
avién pequeiio de turbohélice, la velocidad V de aterrizaje
(en ft/s) estd determinada por la formula W = 0.00334 V23S,
donde W es el peso bruto (en libras) de la nave y S es el drea
superficial (en ft?) de las alas. Si el peso bruto de la nave
estd entre 7500 y 10,000 libras y S = 210 ft?, determine el
intervalo de las velocidades de aterrizaje en millas por hora.

o Ejer. 54-55: Use una tabla de valores para ayudar en la

solucion de la desigualdad en el intervalo dado.

< i 2 —x)(3x—9)
qué condiciones es R > §? 54 (7 >0 ~2.35
(1 —-—x)x+1) ’ [=2,35]
Densidad de poblacién La densidad D de poblacion (en
habitantes/mi2) en una gran ciudad esté relacionada con la 55 x* — x3 — 16x? + 4x + 48 <0, [—3.5,5]
distancia x desde el centro de la ciudad por D = 5000x/(x?2
+ 36). (En qué partes de la ciudad la densidad de poblacién
rebasa las 400 personas/mi??
W YARUVINIVE EJERCICIOS DE REPASO
Ejer. 1-24: Resuelva la ecuacién. -1
! 7 xGx+4) =2 g -~
3+ 1 6x+ 11 1 3 x+1 2x+3
= 22—-——=1+—
S5x+7 10x—3 X X
9 x—2)x+1)=6 10 4x* = 37x*+75=0
2 3 5
x+5 2x+1 6x+3
N xP-2x"—-15=0
7.6 3
x—2 x*—4 2x+4
12 20x% + 8x> = 55x — 22 =0
1 1 -3V
—F——3=— 6 22+ 7x—15=0
Vax Vx S 13 5x>=2x—3 14 X +ix+2=0
3



15 6x*+29x2+ 28 =0 16 x*—3x2+1=0

17 |[4x—1]=7 18 22x+1|+1=15

19 1+6 > 20 Vax—-5-3=0
1 -2 Var —5—3 =
x Vi

21 Vix+2+x=6 22 Vx+4=Vox+ 19

23 V3x+1-—Vx+4=1 24 x* =16

Ejer. 25-26: Resuelva la ecuacién completando el cuadrado.
25 3x? - 12x+3=0 26 x>+ 10x + 36 =0

Ejer. 27-44: Resuelva la desigualdad y exprese las solucio-
nes en términos de intervalos siempre que sea posible.

27 x—5°=0 28 10 —7x <4 + 8

1 2+
29 — L Zt3 3
2 5 2

30 Bx — D)(10x + 4) = (6x — 5)(5x — 7)

7
31 <0 32 [4x + 7| <21
10x + 3
3323 —x|+1>5 34 —2x-3|+1=-5
35 |16 — 3x| = 5 36 2<|x—6|<4
37 10> + 11x> 6 38 x(x —3) =18
x2(3 — x) x2—x-2
39 —= 40 — =
° x+2 0 x>+ 4x+ 3 0
3 1 x+2
41 < 42 =0
2x+3 x-—2 x2 =25
43 x3 > x?

44 (x* —x)(x2—=5x+6) <0
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Ejer. 45-50: Despeje la variable especificada.

45

46

47

48

49

50

c+2 .
P+N=? despeje C

c
A= B\3/D— E despeje D

V= %m’3 despeje r (volumen de una
esfera)
o 7PR* . - (ley de ?oiseuille
A espeje para fluidos)
¢ = V4h(2R — h) despeje h (base de un

segmento circular)

V= %71'h(r2 + R* + rR) despeje r  (volumen de un
tronco de un cono)

Ejer. 51-56: Exprese en la forma a + bi, donde a y b son
nimeros reales.

51

53

55

57

58

59

60

(7 + 5i) — (=2 + 3i) 52 (4 + 2i)(—5 + 4i)

1

5+ 8i)? 54 ————

( ) 9- V-4

6 — 3i 24 — 8i
56

2+7i 4i

Puntuaciones de bolos Para entrar en el Club 250, un
jugador debe tener un promedio de puntuacién de 250 en
una serie de tres juegos. Si un jugador de bolos tiene pun-
tajes de 267 y 225 de sus dos primeros juegos, ;cudl es la
puntuaciéon minima para su tercer juego que lo meteria en
el Club 250?

Calculo de un precio de preventa Una tienda de articulos
deportivos estd celebrando sus 37 afios en el negocio y
otorga un 37% de descuento en todo lo que vende y tam-
bién paga cualquier impuesto sobre las ventas. Un nifio
tiene $50 para gastar. ;Cudl es el precio maximo de pre-
venta que puede pagar?

Regla del 9o En un sindicato particular de profesores, un
profesor se puede retirar cuando la edad del profesor mds
sus aflos de servicio sean al menos 90. Si un profesor de 37
afios de edad tiene 15 aflos de servicio, ;a qué edad serd
elegible para retirarse? Haga suposiciones razonables.

Resistencia eléctrica Cuando dos resistores R, y R, se
conectan en paralelo, la resistencia neta R estd dada por
1/R = (1/R)) + (1/R,). Si R, = 5 ohms, ;qué valor de R,
hard que la resistencia neta sea de 2 ohms?
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61

62

63

64

65

66

67

68
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Ingreso por inversiones Un inversionista tiene una opcién
de dos inversiones: un capital en bonos y un capital en
acciones. El capital en bonos da 7.186% de interés anual,
que no paga impuestos a niveles federal y estatal. Suponga
que el inversionista paga impuestos sobre la renta federales
a una tasa de 28% e impuestos estatales a una tasa de 7%.
Determine cudl debe ser el rendimiento anual del capital en
acciones que paga impuestos para que los dos capitales
paguen la misma cantidad de interés neto al inversionista.

Ingresos por inversiones Una mujer tiene $216,000 para
invertir y quiere generar $12,000 por afio en ingresos por
intereses. Ella puede invertir en dos fondos libres de
impuestos. El primero es estable, pero paga s6lo el 4.5%. El
segundo paga 9.25%, pero tiene un riesgo mayor. Si se
quiere reducir al minimo la cantidad de dinero invertido en
el segundo fondo, ;cudnto se debe invertir en el primer
fondo?

Tasa de remocién de nieve Un hombre puede limpiar su
camino de entrada con un quitanieves en 45 minutos. A su
hijo le toma dos horas limpiar el camino de entrada con una
pala. (Cudnto tiempo les llevard despejar el camino de
entrada si trabajan juntos?

Mezcla de oro y plata Un anillo que pesa 80 gramos estd
hecho de oro y plata. Al medir el desplazamiento del anillo
en agua se ha determinado que tiene un volumen de 5 cm’.
El oro pesa 19.3 g/cm? y la plata pesa 10.5 g/cm?. ;Cudntos
gramos de oro contiene el anillo?

Preparacién de alimentos en un hospital La dietista de
un hospital desea preparar un platillo de 10 onzas de carne
y verduras que dard 7 gramos de proteina. Si una onza de la
porcién de verduras da % gramo de proteina y una onza de
carne da 1 gramo de proteina, ;cudnto debe usar de cada
una?

Preparaciéon de un bactericida Una solucién de alcohol
etilico que contiene 75% de alcohol en peso se ha de usar
como bactericida. La solucién se va a preparar agregando
agua a una solucién de alcohol etilico al 95%. ;Cudntos
gramos de cada uno deben usarse para preparar 400 gramos
del bactericida?

Calentamiento solar Un panel solar de calefaccion
requiere 120 galones de un fluido que es 30% anticonge-
lante. Este fluido viene en solucién al 50% o en solucion al
20%. {Cuantos galones de cada uno deben usarse para pre-
parar los 120 galones de solucién?

Fabrica de latén Una empresa desea fabricar aleaciones
de bronce compuestas de 65% cobre y 35% de zinc.
(Cudnto cobre se debe mezclar con 140 kg de zinc para
producir latén?

69

70
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72

73

74

75

Consumo de combustible Un bote tiene un tanque de 10
galones de gasolina y navega a 20 mi/h con un consumo de
combustible de 16 mi/gal cuando opera a toda velocidad en
aguas en calma. El bote se mueve corriente arriba en una
corriente de 5 mi/h. ;A qué distancia corriente arriba puede
navegar el bote y regresar gastando 10 galones de gasolina
si se opera a toda velocidad durante todo el viaje?

Viaje en tren Un tren de alta velocidad hace un viaje de 400
millas sin escala entre dos ciudades importantes en 5% horas.
El tren corre a 100 mi/h en el campo, pero los reglamentos de
seguridad exigen que corra a s6lo 25 mi/h cuando pase por
ciudades intermedias mds pequefias. ;Cudntas horas pasan
viajando por las ciudades mas pequefias?

Velocidad del viento Un avién volé a favor del viento
durante 30 minutos y regreso la misma distancia en 45 minu-
tos. Si la velocidad de crucero del avion fue de 320 mi/h,
(cudl fue la velocidad del viento?

Velocidad de rebase Un automdvil de 20 pies de largo
rebasa a un camién de 40 pies de largo que corre a 50 mi/h
(vea la figura). ;A qué velocidad constante debe correr el
auto para pasar al camién en 5 segundos?

EJERCICIO 72

Velocidad de una lancha réapida Una lancha deja un mue-
lle hacia el este a 30 mi/hr. Otra lancha sale desde el mismo
muelle 20 minutos mds tarde, hacia el oeste a 24 mi/hr.
(Cudnto tiempo después de la salida de la primera de las
lanchas rapidas estaran separadas 37 millas?

Rapidez de trote Una chica recorre 5 millas en 24 minu-
tos menos de lo que tarda en correr 7 millas. Suponiendo
que se mueve a una velocidad constante, encuentre su rapi-
dez de trote en millas por hora.

Llenado de una tolva Una médquina de moldeo puede lle-
nar una tolva vacia en 2 horas y el personal de empacado
puede vaciar una tolva llena en 5 horas. Si una tolva estd
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77
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80

81

llena a la mitad cuando una mdquina de moldeo empieza a
llenarla y el personal de empacado empieza a vaciarla,
;cudnto tiempo tardard en llenarse la tolva?

Rendimiento de combustible Una representante de ven-
tas de una empresa estima que el consumo de gasolina de
su automévil promedia 28 millas por galén en carretera y
22 mpg en la ciudad. En un viaje reciente recorrié 627
millas y consumié 24 galones de gasolina. ;Cudnto del
viaje se hizo en la ciudad?

Expansion de una ciudad El recorrido méds largo al centro
de una ciudad cuadrada desde las afueras es de 10 millas.
Dentro de la tltima década, la ciudad se ha expandido en un
area de 50 mi2. Suponiendo que la ciudad siempre ha tenido
forma cuadrada, encuentre el cambio correspondiente en el
recorrido mds largo al centro de la ciudad.

Dimensiones de la membrana de una célula La mem-
brana de una célula es una esfera cuyo radio mide 6 micro-
nes. (Qué cambio en el radio aumentard el drea superficial
de la membrana en un 25%?

Viaje en carretera Una carretera en sentido norte-sur cruza
otra carretera en sentido este-oeste en un punto P. Un auto-
movil cruza P alas 10 a.m., viajando al este a una velocidad
constante de 20 mi/h. En el mismo instante, otro automovil
estd a 2 millas al norte de P, viajando al sur a 50 mi/h.

(a) Encuentre una férmula para la distancia d entre los
automoviles ¢ horas después de las 10:00 a.m.

(b) ;Aproximadamente a qué hora estardn los autos a 103
millas entre si?

Cercado de una perrera El duefio de una perrera tiene 270
pies de material para cerca que ha de usarse para dividir un
area rectangular en 10 jaulas iguales, como se ve en la
figura. Encuentre las dimensiones que permitan tener 100
ft> para cada jaula.

EJERCICIO 80

Dimensiones de un acuario Un acuario sin tapa se va a
construir con costados de 6 pies de largo y extremos cua-
drados, como se ve en la figura.

(a) Encuentre la altura del acuario si el volumen ha de ser
de 48 ft3.

(b) Encuentre la altura si se van a usar 44 ft? de vidrio.
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EJERCICIO 81

82 Dimensiones de una piscina La longitud de una piscina

rectangular debe medir cuatro veces su ancho y una ban-
queta de 6 pies de ancho ha de rodear la piscina. Si se ha
reservado un érea total de 1440 ft> para la construccion,
(cudles son las dimensiones de la piscina?

83 Dimensiones de una bafiera Un contratista desea dise-

fiar una bafiera hundida rectangular con 40 ft* de drea de ba-
flo. Un pasillo de teja de 1 pie de ancho rodeard el drea de
bafio. La longitud total del drea con teja debe medir el doble
de su ancho. Encuentre las dimensiones del drea de baiio.

84 Crecimiento poblacional La poblacién P (en miles) de un

pequeilo poblado se espera que aumente de acuerdo con la
férmula

P=15+ V3t + 2,

donde 7 es el tiempo en aflos. (Cudndo serd de 20,000 la
poblacién?

85 Ley de Boyle La ley de Boyle para cierto gas expresa que

si la temperatura es constante, entonces pv = 200, donde p
es la presion (en 1b/in2) y v es el volumen (en in%). Si 25 <
v = 50, (cudl es el correspondiente intervalo para p?

86 Comision de ventas Un estudiante recién graduado de uni-

versidad tiene ofertas de trabajo para una posicién de ven-
dedor en dos empresas de computadoras. El trabajo A paga
$50,000 por afio mds 10% de comisién. El trabajo B pa-
ga s6lo $40,000 al afio, pero el porcentaje de comisién es
20%. (Cuéntas ventas al afio debe hacer el vendedor para
que el segundo trabajo sea mds lucrativo?

87 Velocidad del sonido La velocidad del sonido en el aire a

0°C (o 273 K) es 1087 ft/s, pero su velocidad aumenta
a medida que la temperatura sube. La velocidad v del sonido
a una temperatura T en K estd dada por v = 1087 V'T/273.
(A qué temperaturas la velocidad del sonido rebasa los 1100
ft/s?

88 Periodo de un péndulo Si la longitud del péndulo en un

reloj del abuelo es / centimetros, entonces su periodo 7 (en
segundos) estd dado por 7' = 277'\/1/ g, donde g es una cons-
tante gravitacional. Si, en ciertas condiciones, g = 980 y 98
= [ = 100, ;cudl es el correspondiente intervalo para 77
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CAPITULO 2

1

ECUACIONES Y DESIGUALDADES

Orbita de un satélite Para que un satélite mantenga una
Orbita de altitud & kilémetros, su velocidad (en km/s) debe
serigual a 626.4/Vh + R, donde R = 6372 km es el radio
de la Tierra. ;Qué velocidades resultardan en 6rbitas con una
altitud de mas de 100 kilémetros desde la superficie terres-
tre?

Instalar una cerca de un terreno Hay 100 pies de cerca
para encerrar un terreno rectangular. ;Para qué anchos el
terreno cercado contendra al menos 600 ft>?

Plantar una huerta de manzanas El propietario de una
huerta de manzanas estima que si planta 24 darboles por
acre, entonces cada drbol maduro dard 600 manzanas por
afio. Por cada drbol adicional plantado por acre, el nimero
de manzanas producidas por cada drbol disminuye en 12
por aflo. (Cudntos arboles debe plantar por acre para obte-
ner al menos 16,146 manzanas por afio?

92 Rentas de departamentos Una empresa de bienes raices

posee 218 departamentos en edificios, que estdn ocupados
por completo cuando la renta es $940 al mes. La empresa
estima que por cada $25 de aumento en renta, 5 departa-
mentos se desocupardn. ;Qué renta debe cobrarse para
pagar las facturas mensuales, que totalizan $205,920?

@ 93 Escoja la ecuacién que mejor describa la tabla de datos.

. 3 (D y = 15529 + 05684
1| 21213 3

2 | agm | @Y

31 AT | 5 Vi os

4 | 56125

5 | 63640 | (@) y =3¢ + 11213

Cuando factorizamos la suma o diferencia de cubos,
x* = y3, sel factor (x> ¥ xy + y?) es siempre factorizable
en los nimeros reales?

(Cudl es el promedio de las dos soluciones de la ecuacién
cuadratica arbitraria ax*> + bx + ¢ = 0? Discuta cémo es
que este conocimiento puede ayudarlo a probar facilmente
las soluciones de una ecuacion cuadrética

(a) Encuentre una expresion de la forma p + gi para el
a+

bi
dl., donde a, b, c 'y d son

inverso multiplicativo de
c+d

numeros reales.

(b) ¢La expresion encontrada se aplica a nimeros reales de
la forma a/c?

(c) ¢Hay alguna restriccion en su respuesta al inciso (a)?

-1
Al resolver la desigualdad xiz = 3, (qué estd mal al
X —
emplear x — 1 = 3(x — 2) como primer paso?

Considere la desigualdad ax* + bx + ¢ = 0, donde a, b, y
¢ son numeros reales con a # 0. Suponga que la igualdad
asociada ax®> + bx + ¢ =0 tiene discriminante D.
Clasifique las soluciones de la desigualdad de acuerdo con
los signos de a 'y D.

EJERCICIOS DE ANALISIS

6 Nivel de congelacién en una nube Consulte los ejercicios

37-39 de la seccién 2.2.

(a) Aproxime la altura del nivel de congelacién en una
nube si la temperatura del suelo es de 80°F y el punto
de rocio o condensacién es 68°F.

(b) Encuentre una férmula para la altura & del nivel de con-
gelacion en una nube para temperatura del suelo G y
punto de rocio D.

Explique por qué no debe tratar de resolver una de estas
ecuaciones.

Vax -3+ Vx+5=0
Voax—3+Vx+5=0

De la ecuacién

Vix =cx — 2
despeje x, donde ¢ = 2 X 10°%, Discuta por qué una de sus
soluciones positivas es extrafia.

Superficie de un tanque Usted sabe que un tanque esfé-
rico contiene 10 mil galones de agua. ;Qué es lo que nece-
sita saber para determinar el drea superficial del tanque?
Estime el drea superficial del tanque.
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.. Sx 45
Resuelva la ecuacién +—= para x.
x—=3 x xX*-3

. 3B .
Resuelva la ecuacion A = 2B —5 para B en términos de A.
Una accién aumenta su valor 20% el primer afio y 30% el siguiente. Su valor actual
es $2720. Defina una variable, escriba una ecuacion y resuélvala para determinar
el valor original.

Utilice la férmula cuadrética para resolver la ecuacién 3x* + V60xy + 5y =0
para x en términos de y.

Resuelva la ecuacion (x — y + z)*> = 9 para x en términos de y y z.

La altura & de un objeto sobre el nivel del suelo, # segundos después de ser lanzado,
estd dada por h = — 167 + 320z. ;En qué momento el objeto estard a 1584 pies
sobre el nivel del suelo?

Si x es cualquier nimero real y la expresion i3 estd simplificada y escrita en la
forma a + bi, determine los valores de a y b.

Encuentre tres soluciones para la ecuacién x* = 64.
Resuelva la ecuacién A = BV x? + r* para x.
Encuentre las soluciones de la ecuacién 3x2(x + 2)%(x — 5)B3(x** — 4) = 0.

Un globo tiene un volumen de 20,000 pulg?, el cual aumenta 25% hasta 25,000
pulg®. Encuentre el cambio correspondiente en el radio al décimo del porcentaje
mds cercano.

Una mujer desea retirarse a la edad de 55 afios (plan A) y recibir $3300 al mes por
el resto de su vida. En lugar de esto, si ella se retira a los 65 afios de edad (plan B)
recibird $4200 por mes. Escriba una desigualdad que relacione el total de pagos de
los planes y resuélvala para determinar cudnto tiempo le tomard al plan B para tener
un pago total tan grande al menos como el del plan A.

Resuelva la desigualdad —ﬂ 3 — 2x| + 6 = 2 para x y escriba su respuesta en
notacién de intervalo.

Resuelva la desigualdad x(2x + 1) = 3 para x, y escriba su respuesta en notacién
de intervalo.

x+1D*x—17)

Resuelva la desigualdad T =0 —4)

= 0 para x y escriba su respuesta en

notacién de intervalo.

Resuelva la desigualdad para x, y escriba su respuesta en notacion

=
i x—3 x+1
de intervalo.

La suma de la longitud y el ancho de un rectdngulo es 14. Encuentre los valores de
la anchura para los que el drea del rectangulo es al menos 45.
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Rectas
Definicion de funcién
Griéficas de funciones

Funciones
cuadraticas

Operaciones
en funciones

Funciones y graficas

El término matematico funcion (o su equivalente latino) data del siglo
XVvI, cuando el cdlculo estaba en las primeras etapas de desarrollo. Este
importante concepto es ahora la espina dorsal de cursos avanzados en
matematicas y es indispensable en todos los campos de las ciencias.

En este capitulo estudiamos las propiedades de las funciones con el
empleo de métodos algebraicos y graficos que incluyen la localizacion de
puntos, determinacion de simetrias y desplazamientos horizontales y
verticales. Estas técnicas son adecuadas para obtener bosquejos
aproximados de gréficas que nos ayudan a entender las propiedades de las
funciones; sin embargo, los métodos de nuestro tiempo utilizan programas
avanzados de computadoras y matemadticas avanzadas para generar

representaciones graficas sumamente precisas de funciones.
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L 31

Sistemas de coordenadas
rectangulares

En la seccion 1.1 estudiamos la forma de asignar un nimero real (coordenada)
a cada punto sobre una recta. Ahora mostraremos cémo asignar un par orde-
nado (a, b) de nimeros reales a cada punto en un plano. Aun cuando también
hemos empleado la notacién (a, b) para denotar un intervalo abierto, hay poca
probabilidad de confusién puesto que en nuestra exposicién siempre debe
estar claro si (a, b) representa un punto o un intervalo.

Introducimos un sistema de coordenadas rectangulares, o cartesianas,*
en un plano por medio de dos rectas perpendiculares coordenadas, llamadas
ejes de coordenadas, que se cruzan en el origen O, como se ve en la figura 1.
Muchas veces nos referimos a la recta horizontal como eje x y a la vertical
como eje y, y los marcamos como x y y, respectivamente. El plano es entonces
un plano coordenado, o plano xy. Los ejes coordenados dividen el plano en
cuatro partes denominadas primero, segundo, tercero y cuarto cuadrantes,
marcados como I, II, IIT y IV, respectivamente (vea la figura 1). Los puntos
sobre los ejes no pertenecen a cuadrante alguno.

A cada punto P en un plano xy se le asigna un par ordenado (a, b), como
se ve en la figura 1. A a le damos el nombre de coordenada x (o abscisa) de
P,y b es la coordenada y (u ordenada). Decimos que P tiene coordenadas
(a, b) y nos referimos al punto (a, b) o punto P(a, b). Reciprocamente, todo
par ordenado (a, b) determina un punto P con coordenadas a y b. Se repre-
senta un punto mediante un punto, como se ilustra en la figura 2.

FIGURA1 FIGURA 2
AY Y
4 0, 5)
o (—4.3)
\ ¢ 5,2)
4+ | [ ]
|
LT i L' T0.0)
T T T T 0 i T CI T T T '-x Eii’ O; T T 0 i T T T T '.x

Para hallar la distancia entre dos puntos en un plano coordenado se usa la
férmula siguiente.

Férmula de la distancia

La distancia d(P,, P,) entre dos puntos cualesquiera P(x,, y;) y P,(x,, y,) en
un plano coordenado es

d(Py, P)) = \/(xz — X))+ ()’2 - )ﬁ)z-

*El término cartesiano se usa en honor del matematico y filésofo francés René
Descartes (1596-1650), quien fue uno de los primeros en emplear estos sistemas de
coordenadas.
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DEMOSTRACION  Six # x,y y, # y,, entonces, como se ilustra en la figura 3,
los puntos P, P, y P;(x,, y;) son vértices de un tridngulo rectdngulo. Por el teo-
rema de Pitagoras,

[d(Py, P)J = [d(Py, P)F + [d(Ps, Py) T
De la figura vemos que
APy, Py) =[x — x|y dPyPy) = [y = yil.
Como |a|? = a2 para todo nimero real a, podemos escribir
[d(Py, P)J = (2 = x1)* + (32 — 2™

Sacando la raiz cuadrada de cada lado de la tltima ecuacién y usando el hecho
de que d(P;, P,) = 0 tendremos la férmula de la distancia.
Si y, = y,, los puntos P, y P, se encuentran en la misma recta horizontal y

d(PbPZ) = |X2 - X1| =V (Xz - Xl)z-
Del mismo modo, si x; = x,, los puntos estdn en la misma recta vertical y

dP,, P,) = |y2 _y1| = V(y — y)*

Estos son casos especiales de la férmula de la distancia.
Aun cuando nos referimos a los puntos mostrados en la figura 3, nuestra
demostracion es independiente de las posiciones de P, y P,. [ ]

Cuando aplique la formula de la distancia, observe que d(P,, P,) = d(P,,
P))y, por tanto, el orden en el que restemos las coordenadas x y las coordena-
das y de los puntos es intrascendente. Podemos considerar la distancia entre
dos puntos como la longitud de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo.

EJEMPLO 1 Hallar la distancia entre puntos

Localice los puntos A(—3, 6) y B(5, 1), y encuentre la distancia d(A, B).

SOLUCION Los puntos estdn trazados en la figura 4. Por la férmula de la
distancia,

dA,B) = V[5 — (=3)P + (1 — 6)
= V8 + (-5
= V64 + 25 = V89 ~ 9.43. m

EJEMPLO 2 Demostrar que un triangulo es un triangulo rectangulo.
(a) Localice A(—1, —3), B(6, 1) y C(2, —5), y demuestre que el tridngulo
ABC es un tridngulo rectangulo.

(b) Encuentre el drea del tridngulo ABC.

SOLUCION

(a) Los puntos estdn trazados en la figura 5. De acuerdo con la geometria, el
tridngulo ABC es un tridngulo rectangulo si la suma de los cuadrados de dos
de sus lados es igual al cuadrado del lado restante. Por la formula de la dis-
tancia,

dA,B) = V(6 + 12+ (1 +3)?2=V49 + 16 = V65

(contintia)
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dB,C) = V2 -6+ (-5 - 12 = V16 + 36 = V52
dA,C) = V2 + 17+ (-5+32=V9+4=V13.

Como d(A, B) = V65 es el mayor de los tres valores, la condicién por satis-
facer es

[d(A, B)J = [d(B, O)F + [d(A, O)F.
Sustituyendo los valores hallados usando la férmula de la distancia, obtenemos
[d(A, B)} = (V65) = 65
y  [dB,OF + [dA, O)P = (V52) + (V13) = 52 + 13 = 65.

Por tanto, el tridngulo es un tridngulo rectdngulo con hipotenusa AB.

Area de un tridngulo:
1
A = 5bh

(b) El drea de un tridngulo con base b y altura & es %bh. Consultando la figura
5, hacemos

b=dB,C)= V52 y h=dA,C) = VI3.
En consecuencia, el drea del tridngulo ABC es

bh =3V52 V13 =1-2V13 V13 = 13. n

EJEMPLO 3 Aplicacion de la formula de la distancia

FIGURA 6 Dados A(1,7),B(—3,2)y C(4, %), demuestre que C estd sobre la mediatriz del
segmento AB.

SOLUCION Los puntos A, B, Cy la mediatriz [ se ilustran en la figura 6. De
acuerdo con la geometria plana, / puede caracterizarse por cualquiera de las
siguientes condiciones:

(1) [es larecta perpendicular al segmento AB en su punto medio

(2) [ es el conjunto de todos los puntos equidistantes de los puntos extremos
del segmento AB.

Usaremos la condicién 2 para demostrar que C estd en [ al verificar que
d(A, C) = d(B, O).

Aplicamos la férmula de la distancia:

dA, C) = \/(4—1)2 __ \/32 _ \/9+169 \/—
d(B,C):v[4_(_3)]z G2y W =\ ri=yE

Por lo tanto, C es equidistante de A y B, y la verificacion estd completa. m

EJEMPLO 4 Hallar una férmula que describa una mediatriz
Dados A(1, 7) y B(—3, 2), encuentre una féormula que exprese el hecho de que
un punto arbitrario P(x, y) estd sobre la mediatriz [ del segmento AB.
SOLUCION Por la condicién 2 del ejemplo 3, P(x, y) estd en [ si y s6lo si
d(A, P) = d(B, P); esto es,
Vi =12+ (y =77 = VIx = (=3)F + (y - 2

Para obtener una férmula mas sencilla, elevemos al cuadrado ambos lados
y simplifiquemos términos de la ecuacion resultante como sigue:
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=1+ (=T =k—- (3P + (-2
X2=2x+1+y -4y +49=x>+6x+9+y —4y+4
—2x+1—-14y+49=6x+9—4y+4
—8x — 10y = =37

8x + 10y = 37
Observe que, en particular, la dltima férmula es verdadera para las coordena-
das del punto C(4, %) en el ejemplo 3, porque six = 4yy= %, la sustitucion
en 8x + 10y nos da

8-4+10-1 =37

En el ejemplo 9 de la seccién 3.3, encontraremos una férmula para la
mediatriz de un segmento usando la condicién 1 del ejemplo 3. [ ]

Podemos hallar el punto medio de un segmento de recta al usar la férmula
siguiente.

Férmula del punto medio

El punto medio M del segmento de recta de P,(x;, y;) a Py(x,, ;) es

X tx yt+tm
2 2 '

FIGURA7

Py

LY

Py (x5, y2)
/M/

|
|
|
|
|
Py

&

Al(xls 0)

M,

AZ('x2, 0)

X

DEMOSTRACION Las rectas que pasan por P, y P, paralelas al eje y se
intersectan con el eje x en A,(x;, 0) y A,(x,, 0). De la geometria plana, la recta
que pasa por el punto medio M paralelo al eje y corta al segmento A,A, en el
punto M, (vea la figura 7). Si x; < x,, entonces x, — x; > 0, y por tanto d(A,,
A,) = x, — x;. Como M, estd a la mitad de A, a A,, la coordenada x de M, es
igual a la coordenada x de A; mds la mitad de la distancia de A a A,, esto es,

1
coordenada x de M, = x; + 5(x, — xy).
La expresion en el lado derecho de la dltima ecuacién se simplifica a

X1 +.XQ
2

Este cociente es el promedio de los nimeros x; y x,. Se deduce que la coorde-
nada x de M es también (x; + x,)/2. Del mismo modo, la coordenada y de M es
(y; + y,)/2. Estas férmulas se cumplen para todas las posiciones de P,y P,. m

Para aplicar la férmula del punto medio, puede ser suficiente recordar que

La coordenada x del punto medio = el promedio de las coordenadas x,

Yy que

La coordenada y del punto medio = el promedio de las coordenadas y.

EJEMPLO 5 Hallar un punto medio

Encuentre el punto medio M del segmento de recta de P;(—2, 3) a P(4, —2),
y verifique que d(P,, M) = d(P,, M).

SOLUCION  Por la férmula del punto medio, las coordenadas de M son
(continiia)
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FIGURA 8 Co 44 34 (<) 1
2 0 2 °\ba)

Los tres puntos Py, P, y M se grafican en la figura 8. Por la férmula de la dis-
tancia,

AP M) =\ + 27+ (5 -3 =19 +2

dPo ) =\(1 —4p + G+ 2 =0+ 2

P,(4, —2)

Por lo tanto, d(P,, M) = d(P,, M) . [

El término dispositivo de graficas se refiere a una calculadora o compu-
tadora equipada con paquetes de software apropiados. El rectangulo de
observacion del dispositivo de gréficas es simplemente la porcién del plano
xy mostrado en la pantalla. Las fronteras (lados) del rectingulo de observacion
se pueden ajustar manualmente si asignamos un valor minimo x (Xmin), un
valor maximo x (Xmax), la diferencia entre las marcas o subdivisiones sobre
el eje x (Xscl) y valor minimo y (Ymin), un valor maximo y (Ymax) y la dife-
rencia entre las marcas o subdivisiones sobre el eje y (Yscl). En ejemplos,
muchas veces usamos los valores estdndar (o predeterminados) para el rectan-
gulo de observacion. Estos valores dependen de las dimensiones (medidas en
pixeles) de la pantalla del dispositivo de graficas. Si deseamos una vista dife-
rente de la grafica, usamos la frase

“usando [Xmin, Xmax, Xscl] by [Ymin, Ymax, Yscl]”

para indicar el cambio en el rectingulo de observacién Si Xscl y/o Yscl se
omiten, el valor “predeterminado” es 1.

' N
EJEMPLO 6 Graficacion de puntos en una calculadora de graficas

Las estimaciones de la poblacion de Estados Unidos para el 1 de julio de varios afos apare-
cen en la tabla.

Aiio Poblacion

(b) Use la formula del punto medio para estimar la poblacién en 2005 BRI
2007. 2006 298,593,212

(c) Encuentre el aumento porcentual en la poblacién de 2008 a | 2008 304,374,346
2009. 2009 | 307,006,550

(a) Grafique los datos

SOLUCION

Ingrese los datos. (a) Ponga afios en L1 (lista 1), poblaciones en L2.

2005 i
2006 (ENTER) 2008 (ENTER ) 2009 (ENTER) S
() 295,753,151 £hu8
298,593,212 304,374,846

307,006,550 | ENTER Lz(EY =

warers | F
E=17-11.}
L Om
mmm
mmm
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4 N
Encienda STAT PLOT. (STAT PLOT) (ENTER) E’j Fl ot
oFe: B8 L dhy
b HIH |
mlist.ald
MlistiLlz
Mark: B -+

Grafique los datos.

Compruebe los valores
en pantalla.

Asegtirese de apagar o borrar todas las asignaciones Y. Si usa ZOOM STAT, la calculado-
ra automadticamente seleccionara el rectangulo de observacion para que todos los datos se
exhiban.

(@) (2 :

RO

(b) Para estimar la poblacién en 2007, hallaremos el promedio de las estimaciones de pobla-
cién de 2006 y 2008.

(2nd) (QuIT ) Lz22+lz03)
BEZIEIESS
2 Ans/2

s
(enTer) () 2 (ENTER)

El valor hallado, 301,484,029, es una buena aproximacién a la estimacion real de 2007, que
fue 301,579,895.

(c) Para hallar el aumento porcentual de poblacién de 2008 a 2009, necesitamos dividir la
diferencia en las poblaciones entre la poblacién de 2008.

(CLear) (2nd) (12) CO 4 OO CacaLaigy_

(=) (nd) (12) O 3 O (EnTer) Ans-Lz{3)

E] ond 3 « HASE4EZ259S

Hubo un aumento de alrededor de 0.86% de 2008 a 2009. ]
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m Ejercicios

1 Grafique los puntos A(5, —2), B(—5, —=2), C(5,2),
D(—5, 2), E(3, 0) y F(0, 3) en un plano de coordenadas.

2 Grafique los puntos A(—3, 1), B(3, 1), C(—2, —3), D(0, 3),
y E(2, —3) en un plano de coordenadas. Trace los segmentos
de recta AB, BC, CD, DE y EA.

3 Grafique los puntos A(0, 0), B(1, 1), C(3, 3), D(—1, —1),
y E(—2, —2). Describa el conjunto de todos los puntos de
la forma (a, a), donde a es un nimero real.

4 Grafique los puntos A(0, 0), B(1, —1), C(3, —3), D(—1, 1),
y E(—3, 3). Describa el conjunto de todos los puntos de la
forma (a, —a), donde a es un nimero real.

Ejer. 5-6: Encuentre las coordenadas de los puntos A-F.
5 6

Ejer. 7-8: Describa el conjunto de todos los puntos P(x, y) en
un plano de coordenadas que satisfaga la condicion dada.

7 @x=-2 b)y=>5 ©x=0
(d) xy >0 (€ y<0 ) x=0
8 (@y= -2 (b) x =4 (c) x/y <0
(d) xy = 0 (€) y>1 (f)y=0

Ejer. 9-14: (a) Encuentre la distancia d(A, B) entre A y B.
(b) Encuentre el punto medio del segmento AB.

9 A(4, —=3), B(6,2) 10 A(-2, —5), B(4,6)
n A(=7,0), B(-2, —4) 12 A(5,2), B(5, —2)

13 A(7, =3), B3, —3) 14 A(—4,7), B(0, —8)

Ejer. 15-16: Demuestre que el triangulo con vértices A, B y
C es un triangulo rectangulo, y encuentre su area.

17 Demuestre que A(—4, 2), B(1, 4), C3, —1) y D(—=2, —3)
son vértices de un cuadrado.

18 Demuestre que A(—4, —1), B(0, —2), C(6, 1) y D(2, 2)
son vértices de un paralelogramo.

19 Dado A(—3, 8), encuentre las coordenadas del punto B tal
que C(5, —10) sea el punto medio del segmento AB.

20 Dados A(5, —8) y B(—6, 2), encuentre el punto en el seg-
mento AB que esté a % de la distancia de A a B.

Ejer. 21-22: Demuestre que C esta sobre la mediatriz del
segmento AB.

21 A(—4, =3), B(6, 1), C(3, —6)

22 A(—3,2), B(5, —4), C(7,7)

Ejer. 23-24: Encuentre una formula que exprese el hecho de
que un punto arbitrario P(x, y) esta sobre la mediatriz [ del
segmento AB

23 A(—4, =3),B(6, 1) 24 A(-3,2),B(5, —4)

25 Encuentre una férmula que exprese el hecho de que P(x, y)
estd a una distancia 5 del origen. Describa el conjunto de
todos esos puntos.

26 Encuentre una férmula que exprese que P(x, y) estd a una
distancia r > 0 de un punto fijo C(h, k). Describa el con-
junto de todos esos puntos.

27 Encuentre todos los puntos sobre el eje y que estén a una
distancia 6 de P(5, 3).

28 Encuentre todos los puntos sobre el eje x que estén a una
distancia 5 de P(—2, 4).

29 Encuentre el punto con coordenadas de la forma (2a, a) que
esté en el tercer cuadrante y a una distancia 5 de P(1, 3).



30 Encuentre todos los puntos con coordenadas de la forma (a,
a) que estén a una distancia 3 de P(—2, 1).

31 (Para qué valores de a la distancia entre P(a, 3) y Q(5, 2a)
es mayor que V267

32 Dados A(—2, 0) y B(2, 0), encuentre una férmula que no
contenga radicales que exprese el hecho de que la suma de
las distancias de P(x, y) a A y B, respectivamente, es 5.

33 Demuestre que el punto medio de la hipotenusa de cual-
quier tridngulo rectdngulo es equidistante de los vértices.
(Sugerencia: marque los vértices del triangulo O(0, 0),

E%
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(a) Grafique los datos en la pantalla [1982,2012] por
[80 x 10% 120 X 10° 10 X 10°].

(b) Examine la forma en que estd cambiando el nimero de
familias.

Peridédicos publicados La tabla siguiente indica el nimero
de periddicos publicados en Estados Unidos durante varios
anos.

(a) Grafique los datos en la pantalla [1895, 2005, 10] por
[0, 3000, 1000].

A(a, 0) y B0, b).)

34 Demuestre que las diagonales de cualquier paralelogramo

(b) Use la formula del punto medio para estimar el nimero
de periddicos en 1930. Compare su respuesta con el
verdadero valor, que es 1942.

se bisecan entre si. (Sugerencia: marque tres de los vértices

del paralelogramo O(0, 0), A(a, b) y C(0, c).)

“n Ejer. 35-36: Trace la grafica de los puntos en el rectingulo

de observacion dado.

35 A(—5, —3.5), B(=2,2), C(1,0.5), D4, 1) y E(7, 2.5) en
[—10, 10] por [—10, 10]

36 A(—10, 4),

B(—-7, —1.1),

(0, —6),

E(9, 2.1) en[—12, 12] por [—8, 8]

Aio Periédicos
1900 2226
1920 2042
1940 1878
1960 1763
D@3, —5.1), y 1980 1745
2000 1480

a% 37 Familias con una computadora La tabla siguiente indica
el nimero de familias con computadora para los afios se-
leccionados en Estados Unidos.

Aio Familias (en miles)
1984 87,073
1993 98,736
2003 113,126
2009 119,296

B 32

Graficas de ecuaciones

Con frecuencia se usan graficas para ilustrar cambios en cantidades. Una gra-
fica en la seccién financiera de un periddico puede mostrar la fluctuacion del
promedio Dow-Jones durante un mes determinado; un meteordlogo podria
usar una gréfica para indicar la forma en que vari6 la temperatura en todo un
dia; un cardiélogo emplea gréficas (electrocardiogramas) para analizar irregu-
laridades en el corazén; un ingeniero o fisico puede recurrir a una grafica para
ilustrar la forma en que la presién de un gas confinado aumenta cuando se
calienta el gas. Estas ayudas visuales por lo general revelan el comportamiento
de cantidades con mas facilidad que una larga tabla de valores numéricos.
Dos cantidades se relacionan a veces por medio de una ecuacién o férmula
que contiene dos variables. En esta seccién examinamos cdmo representar geo-
métricamente una de esas ecuaciones mediante una grafica en un plano coor-
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FIGURA1

FUNCIONES Y GRAFICAS

denado. La grafica puede entonces usarse para descubrir propiedades de las
cantidades que no son evidentes a partir s6lo de la ecuacidn. La tabla siguiente
introduce el concepto basico de la grafica de una ecuacién con dos variables x
y y. Desde luego, también se pueden usar otras letras para los variables.

Terminologia Definicion Tlustracion
Solucién de una Un par ordenado (a, b) (2, 3) es una solucién de y* = 5x — 1,
ecuaciébnen xy y que hace verdadero porque al sustituir x = 2y y = 3 nos da
un enunciado si L:3*=9
xX=ayy=»b LD:52)—-1=10—-1=09.

Para cada solucién (a, b) de una ecuacioén con x y y hay un punto P(a, b)
en un plano coordenado. El conjunto de todos estos puntos se denomina gra-
fica de la ecuacion. Para trazar la grdfica de una ecuacion, ilustramos las
caracteristicas significativas de la grafica en un plano coordenado. En casos
sencillos, una gréfica se puede trazar al localizar algunos pocos puntos, si
acaso. Para una ecuacién complicada, localizar los puntos puede dar muy poca
informacién acerca de la grafica. En estos casos, con frecuencia se emplean
métodos de calculo o de graficas de computadoras. Empecemos con un ejem-
plo sencillo.

EJEMPLO 1 Trazar una gréfica sencilla localizando los puntos

Trace la gréfica de la ecuaciéon y = 2x — 1.

SOLUCION Deseamos hallar los puntos (x, y) en un plano coordenado que
corresponde a las soluciones de la ecuacién. Es conveniente hacer una lista de
las coordenadas de varios de tales puntos en una tabla, donde para cada x obte-
nemos el valor de y a partirde y = 2x — 1:

x | -3 2 -1 01 2 3
y | =7 -5 -3 -1 1 3 5

Los puntos con estas coordenadas parecen estar en una recta y podemos
trazar la grafica de la figura 1. Por lo general, los pocos puntos que hemos
localizado no serian suficientes para ilustrar la grafica de una ecuacién, pero
en este caso elemental podemos estar razonablemente seguros de que la gra-
fica es una recta. En la siguiente seccidn estableceremos este hecho. ]

Es imposible trazar toda la grafica del ejemplo 1 porque podemos asignar
valores a x que sean numéricamente tan grandes como se desee. No obstante,
al dibujo de la figura 1 lo denominamos grdfica de la ecuacion o trazo de la
grdfica. En general, el trazo de una gréifica deberia ilustrar sus caracteristicas
esenciales para que las partes restantes (no dibujadas) sean evidentes por si
mismas. Por ejemplo, en la figura 1, el comportamiento final, la forma de la
grifica a medida que x toma valores positivos y negativos mds grandes (es
decir, la forma de los extremos derecho e izquierdo) es evidente para el lec-
tor. Para el trabajo escrito, utilice la notaciéon de flecha de la siguiente tabla
cuando describa las funciones y su comportamiento final.
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Notacion Terminologia

xX—a” X se aproxima a a por la izquierda (pasa por valores menores que a).

x—>at X se aproxima a a por la derecha (pasa por valores mayores que a).

X —a X se aproxima a a por cada lado de a (x estd cada vez mds cerca del nimero a).
flx) > oo Jix) (0 y) crece sin limite (puede hacerse tan grande y positivo como se quiera).
flx) > —> f(x) (0 y) decrece sin limite (puede hacerse tan grande y negativo como se quiera)

Los simbolos 0 (se lee “infinito”) y — (se lee “menos infinito”’) no repre-
sentan nimeros reales, sino simplemente, determinados tipos de comporta-
miento de las funciones y variables.

Si una grafica termina en algin punto (como seria el caso para una semi-
rrecta o segmento de recta), ponemos un punto en el punto extremo apropiado
de la grafica. Como observacién general final, si las marcas o subdivisiones en
los ejes coordenados no tienen leyenda (como en la figura 1), entonces cada
marca representa una unidad. Aplicaremos leyendas sélo cuando se usen dife-
rentes unidades en los ejes. Para graficas arbitrarias, donde las unidades de
medida son irrelevantes, omitimos por completo las marcas (vea, por ejemplo
las figuras 5 y 6).

EJEMPLO 2 Trazar la grafica de una ecuacion

Trace la gréfica de la ecuacién y = x? — 3.

SOLUCION  Sustituyendo valores por x y encontrando los correspondientes
valores de y usando y = x2 — 3, obtenemos una tabla de coordenadas de varios

FIGURA 2 .
puntos en la gréfica:

(=3,6) x -3 -2 -1 0 1 2 3

y 6 1 -2 -3 -2 1 6

Valores més grandes de | x| producen valores mds grandes de y. Por ejem-
plo, los puntos (4, 13), (5, 22), y (6, 33) estdn en la gréfica, al igual que (—4,
13), (=5, 22) y (—6, 33). Localizar los puntos dados por la tabla y dibujar una
curva suave que pase por estos puntos (en orden de valores crecientes de x) nos
da el trazo de la figura 2.

Podemos ver que cuando x - 2, y — 1. (De manera similar, cuando
x — 27,0 cuando x —» 2%, y — 1.) También, vemos que cuando x — =, f{x)
— o ya que el valor de y se incrementa sin limite tanto como x sea grande posi-
tiva o grande negativa. ]

La gréfica de la figura 2 es una parabola, y el eje y es el eje de la para-
bola. El punto mds bajo (0, —3) es el vértice de la parabola y decimos que la
pardbola abre hacia arriba. Si invertimos la gréafica, entonces la pardbola abre
hacia abajo y el vértice es el punto mds alto en la grafica. En general, la gra-
fica de cualquier ecuacion de la forma y = ax? + ¢ con a # 0 es una pardbola
con vértice (0, ¢), que abre hacia arriba si a > 0 o hacia abajo si a < 0. Si
¢ = 0, la ecuacion se reduce a y = ax?y el vértice esté en el origen, (0, 0). Las
pardbolas también pueden abrir a la derecha o a la izquierda (vea el ejem-
plo 5) o en otras direcciones.
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Usaremos la siguiente terminologia para describir el lugar donde la gra-
fica de una ecuacién en x y y se cruza con el eje x o el eje y.

Puntos de interseccién de la grafica de una ecuaciénenxyy

Terminologia Definicion Interpretacion grafica Como hallar
interseccion Las coordenadas x AY Seay =0y
con eje x de puntos donde despeje x.
la gréfica corta Aqui, ay ¢ son
al eje x intersecciones
con el eje x.

interseccion Las coordenadas y AY Seax =0y
con eje y de puntos donde despeje y.

la grafica corta Aqui, besla

al eje y b interseccion

con el eje y.

Una interseccién con el eje x a veces se conoce como cero de la grafica de
una ecuaciéon o como raiz de una ecuacién. Cuando se use un dispositivo
de gréficas para hallar una interseccién con el eje x, diremos que estamos
usando una funcion raiz.

EJEMPLO 3 Hallar intersecciones con el eje x e intersecciones
conel ejey

Encuentre las intersecciones con los ejes x y y de la grafica de y = x> — 3.

SOLUCION La grafica estd trazada en la figura 2 (ejemplo 2). Encontramos
las intersecciones como se indica en la tabla precedente.

(1) intersecciones con el eje x:

y=x>-3 enunciado
0=x>-3 seay =0
x*=3 ecuacién equivalente

x = *V3 = *1.73 saque la raiz cuadrada

Asi, las intersecciones con el eje x son — V3 y V3. Los puntos en los que
la grafica cruza el eje x son (— 3, 0) y (\/g, 0).

(2) intersecciones con el eje y:
y=x>-3 enunciado
y=0—-3=-3 seax=0

Asi, la interseccion con el eje y es —3 y el punto en el que la gréfica intersecta
eleje yes (0, —3) . |
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Haga asignaciones Y.

Grafique en una
pantalla estandar.

Encuentre la
interseccion con el eje y.

Estime los
intersecciones
con el eje x.

EJEMPLO 4 Trazar la grafica de una ecuacion y hallar las intersecciones

conlosejesxyy

Trace la gréifica de y = x> — 3 y encuentre (0 estime) sus intersecciones con los ejes x y y.

SOLUCION

Apague la funcién STAT PLOT 1 antes de continuar. Aparece “Done” en la pantalla inicial al

terminar la ejecucion.

(STAT PLOT) (ENTER)
(=)
(e )

(2nd) (Coatc ) (1) o (EnTeR]

Hallaremos la interseccién con el eje x positivo.
En respuesta a “Left Bound?” mueva el cursor
a la derecha para que la coordenada y sea un

nimero negativo pequefio y luego pulse ( ENTER J.

En respuesta a “Right Bound?” mueva el cursor
a la derecha para que la coordenada y sea un

nimero positivo pequefio y luego pulse [ ENTER J.

En respuesta a “Guess?” sélo pulse ( ENTER ),
porque estamos muy cerca de la interseccion

con el eje x.

f1=Hz=-Z

Wi=Hz-Z

)

LeFtEound?
i Wl ey

7

V= 10zFeiN

f1=Hz-3

)

RidhEEound?
n=1.91489z6

o

Y=.666H17EH

f1=Hz-3

H

]

55T

S

i
H=1.914896

Y=.666H175H

~

(contintia )/
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Del ejemplo previo sabemos que las intersecciones
con el eje x estdn en aproximadamente *1.73.

wE

Fi
1.7zz0508 IV=n

2%
=)

Nota de calculadora: si el lector conoce una aproximacion de la interseccion con el
eje x, entonces puede introducir valores de x para sus respuestas. Las siguientes respuestas
producen el mismo resultado que el de lineas antes.

(A la izquierda? 1 ( ENTER
(A la derecha? 2 ( ENTER

(Adivinar? 1.5 |
o %

Si el plano de coordenadas de la figura 2 se dobla a lo largo del eje y, la
grafica que se encuentra en la mitad izquierda del plano coincide con la de
la mitad derecha, decimos que la grdfica es simétrica con respecto al eje y.
Una grafica es simétrica con respecto al eje y siempre que el punto (—x, y) esté
en la gréfica cuando (x, y) esté en la gréfica. La grdfica de y = x2 — 3 del ejem-
plo 2 tiene esta propiedad, puesto que la sustituciéon de x por —x da la misma
ecuacion:

y=(—x?—-3=x*-3

Esta sustitucién es una aplicacion de la prueba 1 de simetria en la tabla
siguiente. Otros dos tipos de simetria y las pruebas apropiadas también se
muestran aqui. Las graficas de x = y? y 4y = x3 de la columna de ilustracién
se examinan en los ejemplos 5 y 6, respectivamente.

Simetrias de graficas de ecuacionesenxyy

Terminologia Interpretacion grafica Prueba de simetria Tlustracion
La grafica es Ay (1) La sustitucién de y
simétrica con x por —x
respecto .

p, lleva a la misma
alejey. ecuacion

Cx)X" "7~ y) '
J I\

La gréfica J (2) La sustitucion de

es simétrica

con respecto .
lleva a la misma

4
al eje x. L.
/ ecuacion.
™ (x, y)

ypor —y

=Y

(contintia)
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Terminologia

Interpretacion grafica Prueba de simetria Tustracion

La gréfica
es simétrica
con respecto
al origen.

y de
vl"j) —y pory

(3) La sustitucién
simultanea de

—X por x

lleva a la misma

—

el
(—x, —y)

=Y

ecuacion.

FIGURA3

Si la gréfica es simétrica con respecto a un eje, es suficiente determinar la
grafica en la mitad del plano de coordenadas, puesto que podemos trazar el
resto de la gréfica al tomar una imagen de espejo, o reflexion, en el eje apro-
piado.

EJEMPLO 5 Una gréfica que es simétrica con respecto al eje x

Trace la gréfica de la ecuacién y? = x.

SOLUCION Como la sustitucién de —y por y no cambia la ecuacion, la gra-
fica es simétrica con respecto al eje x (vea prueba de simetria 2). En conse-
cuencia, si el punto (x, y) estd en la grifica, entonces el punto (x, —y) estd en
la gréfica. Por tanto, es suficiente hallar puntos con coordenadas y no nega-
tivas y luego reflejarlas en el eje x. La ecuacién y?> = x es equivalente a
y = +Vx. Las coordenadas y de puntos arriba del eje x (y es positiva) estdn
dadas por y = \/;c, mientras que las coordenadas y de puntos abajo del eje x
(y es negativa) estdn dadas por y = — Vx. Las coordenadas de algunos pun-
tos sobre la gréfica aparecen a continuacion. La gréfica se traza en la figura 3.

x | 01 2 3 4 9
y | 01 V2a=14 V3=17 2 3

La gréfica es una pardbola que abre a la derecha, con su vértice en el origen.
En este caso, el eje x es el eje de la pardbola. [

EJEMPLO 6 Una grafica que es simétrica con respecto al origen

Trace la gréfica de la ecuacién 4y = x3.

SOLUCION  Si simultdneamente sustituimos —x por x y —y por y, entonces
4(—y) = (—x)* o bien, lo que es equivalente, —4y = —x3.

Multiplicando ambos lados por —1, vemos que la udltima ecuacion tiene las
mismas soluciones que la ecuacién 4y = x3. Por lo tanto, de la prueba de sime-
tria 3, la grafica es simétrica con respecto al origen y si el punto (x, y) estd en

(continiia)



140 caPiTULO 3

FIGURA 4

FIGURA 5
LY

/
r/

/
YCh, k)

FUNCIONES Y GRAFICAS

(x — h)? + &y — k?=r?

=Y

la grafica, entonces el punto (—x, —y) estd en la grafica. La tabla siguiente
contiene coordenadas de algunos puntos en la gréfica.

1 1 27 125
y 0 5 7 5% 2 %

Debido a la simetria, podemos ver que los puntos (— 1, —Zl), (=2, =2), y asi
sucesivamente, también estan en la grafica. La grafica aparece en la figura 4. m

Si C(h, k) es un punto en un plano de coordenadas, entonces una circun-
ferencia con centro C y radio r > 0 estd formado por todos los puntos en el
plano que estén a r unidades de C. Como se ve en la figura 5, un punto P(x, y)
estd en la circunferencia siempre y cuando d(C, P) = r o bien, por la férmula
de la distancia,

\/()c—h)2 +(y—k?=r

Esta ecuacion es equivalente a la siguiente, a la que llamaremos ecuacién
estandar de una circunferencia.

Ecuacion estandar de
una circunferencia

con centro (i, k) y radior

(= hP + (= 7=

FIGURA 6

0, 1)

(=r,0)

(r,0)

0, —7r)

=Y

)

Sih=0yk =0, esta ecuacion se reduce a x> + y2 = r2, que es una ecuacién
de una circunferencia de radio r con centro en el origen (vea figura 6). Si r = 1,
a la gréfica la llamamos circunferencia unitaria.

EJEMPLO 7 Hallar la ecuacién de una circunferencia
Encuentre la ecuacién de la circunferencia que tiene centro C(—2, 3) y con-
tiene el punto D(4, 5).
SOLUCION La circunferencia se muestra en la figura 7. Como D estd en la

circunferencia, el radio r es d(C, D). Por la formula de la distancia,

r=V@+27+(5-32=V36+4=V40.

Usando la ecuacién estdndar de una circunferencia con h = =2, k = 3y
r= \/40, obtenemos

(x + 22 + (y — 3)? = 40.

Si elevamos al cuadrado términos y simplificamos la dltima ecuacién, pode-
mos escribirla como

x4+ y2 4+ 4x — 6y — 27 = 0. |
Al igual que en la solucién del ejemplo 7, elevar al cuadrado términos de

una ecuacién de la forma (x — h)*> + (y — k)*> = r* y simplificar lleva a una
ecuacion de la forma

x}+y’+ax+by+c=0,



FIGURA7

FIGURA 8

42, -3-49H=2, -7

Recuerde que una recta tangente a
una circunferencia es una recta que
contiene exactamente un punto de la
circunferencia. Toda circunferencia
tiene cuatro puntos de tangencia aso-
ciados con rectas horizontales y verti-
cales. Es titil localizar estos puntos
cuando se trace la grdfica de una cir-
cunferencia.

FIGURA 9
AY
0, 9)
(—=9,0) 9,0)
X
x2+ y2=81 |[(0,-9)
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donde a, b y ¢ son nimeros reales. Reciprocamente, si empezamos con esta
ecuacion, siempre es posible, al completar cuadrados, obtener una ecuacién
de la forma

(x—h?+ (y—k?=d.

Este método se ilustrard en el ejemplo 8. Si d > 0, la grifica es una circunfe-
rencia con centro (h, k) y radio r = \Vd.Sid = 0, la grafica consta de sdlo el
punto (h, k). Por dltimo, si d < 0, la ecuacién no tiene soluciones reales y por
lo tanto no hay gréfica.

EJEMPLO 8 Hallar el centro y radio de una circunferencia
Encuentre el centro y radio de la circunferencia con ecuacién

3x% + 3y? — 12x + 18y = 0.

SOLUCION Como es mds fécil completar el cuadrado si los coeficientes de
x2y y? son 1, empezamos por dividir entre 3 la ecuacién dada, obteniendo

x*+y? = 4dx + 6y = 3.

Ahora, reescribimos la ecuaciéon como sigue, donde los espacios subrayados
representan nimeros por determinar:

(xP=dx+ )+ (*+6y+ )=3+_ +

Entonces completamos los cuadrados para las expresiones dentro de paréntesis,
teniendo cuidado de sumar los nimeros apropiados en ambos lados de la ecua-
cién. Para completar el cuadrado para una expresion de la forma x2 + ax, suma-
mos el cuadrado de la mitad del coeficiente de x (esto es, (a/2)%) en ambos
lados de la ecuacién. Del mismo modo, para y*> + by, sumamos (b/2)? en
ambos lados. En este ejemplo, a = —4,b = 6, (a/2)?> = (=2)* = 4y (b/2)* =
3% = 9. Estas sumas llevan a

(x?—dx+ 4)+ (*+6y+9)
(x =22+ (y+3)2

3+ 4 + 9 completando los cuadros

16. ecuacion equivalente

Comparando la ultima ecuacién con la ecuacién estdndar de una circunferen-

cia, vemos que 7 = 2y k = —3 y concluimos que la circunferencia tiene cen-
tro (2, —3) y radio V16 = 4. Un dibujo de esta circunferencia se ve en la
figura 8. [ ]

En algunas aplicaciones es necesario trabajar con s6lo la mitad de una
circunferencia, es decir, una semicircunferencia. El siguiente ejemplo indica
como hallar ecuaciones de semicircunferencias con centros en el origen.

EJEMPLO 9 Hallar ecuaciones de semicircunferencias

Encuentre ecuaciones para la mitad superior, mitad inferior, mitad derecha y
mitad izquierda de la circunferencia x> + y? = 81.

SOLUCION La gréfica de x> + y*> = 81 es una circunferencia de radio 9 con
centro en el origen (vea figura 9). Para hallar ecuaciones para las mitades supe-
rior e inferior, despejamos y en términos de x:
x? +y? =81
y? = 81 — x?
y = £V81 — x? saque la raiz cuadrada

enunciado

reste x?

(continiia)
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Como V81 — x? = 0, se deduce que la mitad superior de la circunferencia
tiene la ecuacion y = V81 — x? (y es positiva) y la mitad inferior estd dada

pory = — V81 — x2 (v es negativa), como se ilustra en la figura 10(a) y (b).
FIGURA 10
(@ y= V8l — x2 (b) y=—V8l — x?

AY LY

Del mismo modo, para hallar ecuaciones para las mitades derecha e
izquierda, despejamos x de la ecuacién x2 + y> = 81 en términos de y, obte-
niendo

x = *V81 — y2.
Como V81 — y* = 0, se deduce que la mitad derecha de la circunferencia
tiene la ecuacion x = V81 — y? (x es positiva) y la mitad izquierda estd dada

por la ecuacién x = — V81 — y? (x es negativa), como se ilustra en la figura
10(c) y (d). |

En muchas aplicaciones es esencial hallar los puntos en los que las grafi-
cas de dos ecuaciones en x y y se cruzan. Para aproximar esos puntos de inter-
seccién con un dispositivo de gréficas, con frecuencia es necesario despejar y
de cada ecuacion en términos de x. Por ejemplo, suponga que una ecuacion es

4x? = 3x+ 2y + 6 =0.

Si despejamos y tendremos
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—4x*+3x — 6 3
y=——"-—"7—/=—2x>4+ —x — 3.
2 2

La grafica de la ecuacién se encuentra entonces al hacer la asignacién
3
Y =-2x+35x—3

en el dispositivo de gréficas. (El simbolo Y, indica la primera ecuacién, o el
primer valor y). También despejamos y de la segunda ecuacién en términos de
x 'y hacemos la asignacién

Y, = una expresién con x.

Al pulsar las teclas apropiadas tendremos dibujos de las graficas, que llamare-
mos graficas de Y, y Y,. A continuacién usamos una funcién de la calculado-
ra de graficas, por ejemplo intersect, para estimar las coordenadas de los
puntos de interseccion.

En el siguiente ejemplo demostramos esta técnica para las graficas
expuestas en los ejemplos 1y 2.

Hacer asignaciones Y.

Grafica en una pantalla
estandar.

Encuentre un punto
de interseccion.

\
EJEMPLO 10 Estimar puntos de interseccion de graficas

Use una calculadora de grificas para estimar los puntos de interseccion de las graficas de
y=x>—3yy=2x—1.

SOLUCION

(=)s Flotl Fletz Flots
> () () 1 WiBzN-1

W3S
wAly=
wYes
wNe=
wNWes

(zoom) (6 )

Vemos de las graficas de Y, y Y, que hay dos puntos de interseccién: P, en el primer cua-
drante y P, en el tercer cuadrante. Encontraremos P;.

CALC
En respuesta a “First Curve?” s6lo pulse [ ENTER =tz
para indicar que Y, es la primera curva.

=™

FEE CUF YT
¥

1)
o=
=

n

[
e

(contintia)
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-~

para indicar que Y, es la segunda curva.

En respuesta a “Second Curve?” s6lo pulse ( ENTER | [t&=z#-1 \

SeCand CUFYs:
"= . 1¥=-1

En respuesta a “Guess?” mueva el cursor cerca E=zhi-1

de P, y luego pulse (ENTER ).

VY
p

Guess?
W=&.FAEAERE Iy=y Bxiaiye

Estimamos las coordenadas de P; como (2.73, 4.46). JV

Luego usamos de nuevo la funcién de interseccion \

para obtener (—0.73, —2.46) como coordenadas z‘ﬁr

aproximadas de P,. -"'r
RoEiTaean Dr=w.ugniois

Nota de calculadora: Una respuesta alternativa a “Guess?” es introducir una estimacion
del valor de x del punto de interseccion. La siguiente respuesta produce el mismo resultado
que en lineas anteriores:

Guess? 3 ]
/

\
EJEMPLO 11 Estimar puntos de interseccion de graficas

Use una calculadora de gréficas para estimar los puntos de interseccién de las circunferencias
x2+y =25yx*+y?—4y=12.
SOLUCION Al igual que en el ejemplo 9, de x> + y? = 25 despejamos x para obtener
y=*+V25 — 2,
y hacemos las siguientes asignaciones:
Y, =V25—x y Y,=-Y,

(Muchas veces asignamos Y, en términos de Y, para evitar tecleo repetitivo.)
Podemos considerar la ecuacién de la segunda circunferencia como una ecuacién cua-
drética de la forma ay? + by + ¢ = 0 en y al reacomodar términos como sigue:

yV2—=4y+ (x2—-12) =0

La aplicacién de la férmula cuadritica cona = 1, b = —4y ¢ = x> — 12 (x> — 12 se consi-
dera como el término constante, puesto que no contiene una variable y) nos da

(=4 = V(42 — 412 — 12)
A 2(1)
_ 4= V16 — 4(x> — 12):412\/4—(;&’— 12)
2 2

=2+ V16 — x2.
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Hacer asignaciones Y.

Apagar Y,.

Graficar en pantalla
cuadrada.

Hallar un punto
de interseccién.

~

(No es necesario simplificar la ecuacién mas de lo que ya hemos hecho, pero la forma sim-
plificada es mas fécil de introducir en una calculadora de gréficas.)
Ahora hacemos las asignaciones

V16 —x% Y,=2+Y; y Ys=2-—Y,.

Y

Flotl Fletz Fletx
SR C2S-HE D
~NMeE -V
“Mr=lolg—He )
~MyB2+h:
~NeBE-Y:
“ME=

wMr=

Usaremos una pantalla cuadrada para que las circunferencias se vean como circunferencias en
lugar de 6valos.

£
I/

Vemos de las graficas de las circunferencias que hay dos puntos de interseccion: P; en el pri-
mer cuadrante y P, en el segundo. De nuevo, hallaremos P;.

En respuesta a “First Curve?” s6lo pulse K,d: :\'*4'

L A

para indicar que Y, es la primera curva. En res- I"-h__,-f"'

puesta a “Second Curve?” presién (V) para sal-

W=x7EgeFL V=3l

tarse Y, como la selecciéon para la segunda

curva, puesto que no se cruza con Y;. Ahora

pulse (ENTER| para seleccionar Y, como la

segunda curva. En respuesta a “Guess?” mueva

el cursor cerca de P; y luego pulse ( ENTER | o
escriba 3.5 para un calculo y pulse ( ENTER ).

Asi, estimamos las coordenadas de P, como (3.8, 3.25). Como ambas circunferencias son
simétricas con respecto al eje y, P, es aproximadamente (—3.8, 3.25). [

/

Debe observarse que las soluciones aproximadas halladas en los ejemplos
10 y 11 no satisfacen las ecuaciones dadas debido a la imprecision de las esti-
maciones hechas a partir de la grafica. En un capitulo mas adelante explicare-
mos la forma de hallar los valores exactos para los puntos de interseccion.
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m Ejercicios

Ejer. 1-20: Trace la grafica de la ecuacién y marque las
intersecciones con los ejes x y y.

1y=2x—-3 2 y=4x+2
3 y=-—x+2 4 y=-2x—-3
5 y=—2x2 6 y=73x2

7 y=2*-1 8 y=-—x*+2
9 Xziyz 10 x = —2)?
Mx=-y*+5 12 x=2y"—4
13 y= —ix3 14 y=%x3

15 y=x>-38 16 y=—x*+1
7 y=Vx 18 y=V-x
19 y=Vx—4 20 y=Vx—4

Ejer. 21-22: Use pruebas de simetria para determinar cua-
les graficas de los ejercicios indicados son simétricas con
respecto a (a) el eje y, (b) el eje x y (c) el origen.

21 Los ejercicios de nimero impar en 1-20

22 Los ejercicios de nimero par en 1-20

Ejer. 23-24: Complete los enunciados.
23

(@) Cuandox > —17,flx) >
(b) Cuando x —»> 2%, flx) >
(c) Cuando x —» 3, flx) >
(d) Cuando x —» oo, fix) >

(e) Cuando x » —, fix) > ____

(@) Cuandox - 27, flx) >
(b) Cuando x > —17,fix) >
(c) Cuando x > 0, filx) > ____
(d) Cuando x — o, fix) >
(e) Cuando x - —, flx) >

Ejer. 25-36: Trace la graifica de la circunferencia o semicir-
cunferencia.

25 x>+ y? =11 26 x>+ y*=5

27 (x+37+(y—-2°=9
28 x =3P+ (y+2=4
29 (x+ 32+ y2=16 30 2+ (y—22=25

31 4x* + 4y* =1 32 9x2+9y2 =4

33 y=-V16 — x> 34 y= V44—

35 x= V9 —y? 36 x = —V25 —y?

Ejer. 37-48: Encuentre una ecuacion de la circunferencia
que satisfaga las condiciones expresadas.

37 Centro C(2, —3), radio 5

38 Centro C(—35, 1), radio 3

39 Centro C(%, O), radio V5

40 Centro C(%, —%), radio 32

41 Centro C(—4, 6), pasando por el punto P(3, 1)

42 Centro en el origen, pasando por el punto P(4, —7)
43 Centro C(—3, 6), tangente al eje y

44 Centro C(4, —3), tangente al eje x

45 Tangente a ambos ejes, centro en el segundo cuadrante,
radio 2



46 Tangente a ambos ejes, centro en el cuarto cuadrante, radio 3
47 Puntos extremos de un didmetro A(4, —3) y B(—2, 7)

48 Puntos extremos de un didmetro A(—5, 2) y B(3, 6)

Ejer. 49-58: Encuentre el centro y radio de la circunferen-
cia con la ecuacion dada.

49 x>+ y? —4x+ 6y —36=0

50 X + 32 + 8x — 10y + 37 =0
51 22+ + 4y —7=0

52 x2+ 32— 10x + 18 = 0

53 20242y — 12x + 4y — 15 =0
54 4x2 + 4y2 + 16x + 24y + 31 = 0
55 x2+y2+4x -2y +5=0

56 x?+y?—6x—4y+13=0

57 X2+ y?—=2x—8y+21 =0

58 X2+ y?+4x+6y+16=0

Ejer. 59-62: Encuentre ecuaciones para la mitad superior,
mitad inferior, mitad derecha y mitad izquierda de la cir-
cunferencia.

59 x4 y2 =25
60 (x +3)> + )y’ =64
61 (c— 27+ (y+ 1) = 49

62 x =3P+ (y—5°=4

Ejer. 63-66: Encuentre una ecuacion para la circunferencia
o semicircunferencia.
63 64

y y
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65 66
y y

Ejer. 67-68: Determine si el punto P estd dentro, fuera o
sobre la circunferencia con centro C y radio r.

67 (a) P(2,3), C(4,0), r=4
(b) P4,2), C(1,-2), r=5
(c) P(=3,5), C(2,1), r==o6
68 (a) P(3, 8),

(=2, —4), 13

‘
Il

(b) P(—=2,5), C(3,7) r==6
(C) P(l’ _2)’ C(6, _7)5 r = 7

Ejer. 69-70: Para la circunferencia dada, encuentre (a) los
puntos de interseccion con el eje x y (b) los puntos de inter-
seccion con el eje y.

69 x> +y?—4dx—6y+4=0

70 24+ y2—10x + 4y + 13 =0

71 Encuentre la ecuacién de la circunferencia que es concén-
trica (tiene el mismo centro) con x> + y? + 4x — 6y + 4
= 0y pasa por P(2, 6).

72 Alcances de transmisores de radio La sefial de una esta-
cién de radio tiene un alcance circular de 50 millas. Una
segunda estacion de radio, situada a 100 millas al este y 80
millas al norte de la primera estacién, tiene un alcance de
80 millas. ;Hay lugares donde se puedan recibir las sefiales
de ambas estaciones de radio? Explique su respuesta.

73 Una circunferencia C, de radio 5 tiene su centro en el ori-
gen. Dentro de esta circunferencia hay una circunferencia
C, de radio 2 en el primer cuadrante que es tangente a C,.
La coordenada y del centro de C, es 2. Encuentre la coorde-
nada x del centro de C,.

74 Una circunferencia C; de radio 5 tiene su centro en el ori-
gen. Fuera de esta circunferencia estd una circunferencia C,
de radio 2 en el primer cuadrante que es tangente a C,. La
coordenada y del centro de C, es 3. Encuentre la coordenada
x del centro de C,.
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Ejer. 75-78: Exprese, en forma de intervalo, los valores x
tales que y; < y,. Suponga que todos los puntos de la inter-
seccion se muestran en el intervalo (— o, ).

77

e 79

@80

- E

78

1 usando
las ecuaciones Y, = V1 — x2 y Y, = =Y, en la panta-
lla dada. A continuacién explique cémo es que la pantalla
afecta la grafica y determine la pantalla que resulte en una
gréfica que mds se parezca a una circunferencia.

Grafique la circunferencia unitaria x2 + y? =

@) [-2, 2] por[-2, 2]
() [=2. 2] por[-5, 5]

Grafique la ecuacién |x| + |y| = 5, usando las ecuacio-
nes Y; =5 — |x|y Y, = —Y, en la pantalla [—5, 5] por
[=5,5]

() [-3, 3] por[-2, 2]
@) [-5, 5] por[-2, 2]

(a) Encuentre el nimero de intersecciones con x y y.

(b) Use la gréfica para determinar la regién donde
|x| + |y| <5.

s Ejer. 81-82: Grafique la ecuacion y estime las intersecciones

con el eje x.
9 43 24
81 y=x'— x> —5x + 55
82 y = x*+ 0.85x* — 2.46x* — 1.07x + 0.51

86

87

88

89

@90

Ejer. 83-86: Grafique las dos ecuaciones en el mismo plano
de coordenadas y estime las coordenadas de sus puntos de

interseccion.

83 y=x+x x2+yr=1
84y=3x4—%, X H+yr=1

8 x>+ (y—12=1; (x—%)z-i-yz:l

(x+1)2+(y—1)2=;11; (x+%)2+(y—%)2=1
Distancia entre autos La distancia D (en millas) entre dos
autos que se encuentran en la misma carretera en el tiempo
t (en minutos), estd descrita por la ecuacién D = |2t — 4|
en el intervalo [0, 4]. Grafique D y describa el movimiento
de los autos.

Agua en una piscina La cantidad de agua A en una piscina
en el dia x estd dada por A = 12,000x — 2000x2, donde A
estd en galones y x = 0 corresponde al mediodia de un
domingo. Grafique A en el intervalo [0, 6] y describa la
cantidad de agua en la piscina.

Velocidad del sonido La velocidad del sonido v en el aire
varia con la temperatura. Se puede calcular en ft/s usando

T+ 273
la ecuacién v = 1087 \/

7 donde T es la tempera-
tura (en °C).
(a) Aproxime v cuando T = 20°C.

(b) Determine la temperatura al grado mds cercano, tanto
algebraica como graficamente, cuando la velocidad del
sonido es 1000 ft/s.

El drea A de un tridngulo equildtero con un lado de longi-
V3 ,
tudses A = Tsz. Suponga que A debe ser igual a 100 ft?

con un error mdximo de *1 ft2. Determine gréificamente con
qué precision debe medirse s para satisfacer este requisito de
error. (Sugerencia: grafiquey = A,y = 99y y = 101.)

Rectas

Uno de los conceptos basicos en geometria es el de recta. En esta seccion res-
tringiremos nuestro andlisis a rectas que se encuentran en un plano de coorde-

nadas, lo que nos permitird usar métodos algebraicos para estudiar sus
propiedades. Dos de nuestros principales objetivos pueden expresarse como

sigue:

(1) Dada unarecta / en un plano de coordenadas, encontrar una ecuacién cuya
gréfica corresponda a /.

(2) Dada una ecuacion de la recta [ en un plano de coordenadas, trazar la gra-
fica de la ecuacidn.
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El siguiente concepto es fundamental para el estudio de las rectas.

Definicion de la pendiente
de unarecta

Sea [ una recta que no es paralela al eje y, y sean P(x}, y;) y Py(xy, ¥5)
puntos distintos en /. La pendiente m de [ es

Y2 W
m=—-,.
X2 — X

Si [ es paralela al eje y, entonces la pendiente de / no esta definida.

La letra griega A se usa en matemditi-
cas para denotar “cambio en”. Asi,
podemos pensar en la pendiente m
como

Ay  cambioeny
m=——=——>=
Ax cambioen x

FIGURA1

(a) Pendiente positiva (la recta sube)

A

-

-
——— Pi(x5, y)

Xo 7 X

x
(b) Pendiente negativa (la recta cae)
AY
Py(xy, y1)
Py(x5, y5)
x

Los puntos tipicos P, y P, sobre la recta [ se muestran en la figura 1. El
numerador y, — y; en la férmula para m es el cambio vertical en direccion de
P, a P, y puede ser positivo, negativo o cero. El denominador x, — x; es el
cambio horizontal de P a P,, y puede ser positivo o negativo, pero nunca cero,
porque / no es paralela al eje y si existe una pendiente. En la figura 1(a) la pen-
diente es positiva y vemos que la recta sube. En la figura 1(b) la pendiente es
negativa y la recta cae.

En el proceso de hallar la pendiente de una recta, no importa cudl punto
marquemos como P; y cudl como P,, porque

o= V1 _ W

Xy — X X2

_Y1.(_1) _ Ty
-x (=1 xl_xz.

Si los puntos se marcan de modo que x; < x,, como en la figura 1, entonces x,
— x; > 0, y por lo tanto la pendiente es positiva, negativa o cero, dependiendo
desiy, >y, y, <y, 0y, =y, respectivamente.

La definicién de pendiente es independiente de los dos puntos que se
escojan en /. Si se usan otros puntos P{(x{, y{) y P5(x3, y3), entonces, como en
la figura 2, el tridngulo con vértices P{, P;, y Pi(x5, y}) es semejante al tridn-
gulo con vértices P, P, y P5(x,, y;). Como las razones entre lados correspon-
dientes de tridngulos semejantes son iguales,

Y2~ Vi _ Y2 i
X —x Xy =i
FIGURA 2
AY
Py(x3, ¥5)
Py(xy, y2)
Pi(x1, y1)

[ ]
P3(x3, 1)

P]()ﬁ./)l‘)/

P}(-‘éa ,\'|)

=Y
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Hallar pendientes

Trace la recta que pasa por cada par de puntos y encuentre su pendiente m:
(@ A(=1,4)yB(3,2) (b)) A2,5) yB(=2,~1)

() A4,3)yB(=2,3)  (d) A4, —1)y B4, 4)

SOLUCION Las rectas se trazan en la figura 3. Usamos la definicién de pen-
diente para hallar la pendiente de cada recta.

FIGURA 3
(@) m=—73

(c)m=20 (d) m no definida
AY y
B(-2.3) L A@.3) B(4,4)
SIS BN -
T X A4, -1 *
2—4 -2 1
@m="H~2 " 2
5-(-1) 6 3
®)m=7 (-2) 4 2
3-3 0
@m=—3"7="6=0

(d) La pendiente no estd definida porque la recta es paralela al eje y. Note que
si se usa la férmula para m, el denominador es cero. ]

EJEMPLO 2 Trazar una recta con una pendiente determinada
Trace la recta que pasa por P(2, 1) que tiene

(a) pendiente% (b) pendiente —§

SOLUCION  Sila pendiente de una recta es a/b y b es positiva, entonces por
cada cambio de b unidades en la direccién horizontal, la recta sube o cae |a|
unidades, dependiendo de si a es positiva o negativa, respectivamente.
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(@) Si P(2, 1)estaenlarectay m = %, podemos obtener otro punto sobre la
recta al iniciar en P 'y mover 3 unidades a la derecha y 5 unidades hacia arriba.
Esto nos da el punto Q(5, 6) y la recta estd determinada como en la figura 4(a).

(b) Si P2, 1)estiaenlarectaym = —%, nos movemos 3 unidades a la dere-
cha y 5 unidades hacia abajo, obteniendo la recta que pasa por Q(5, —4),
como en la figura 4(b). [ |
FIGURA 4
@)nz=§

El diagrama de la figura 5 indica las pendientes de varias rectas que pasan
por el origen. La recta que se encuentra en el eje x tiene pendiente m = 0. Si
esta recta se hace girar alrededor de O en sentido contrario al giro de las
manecillas de un reloj (como se indica con la flecha azul), la pendiente es
positiva y aumenta, llegando al valor 1 cuando la recta biseca al primer cua-
drante y continia aumentando a medida que la recta se acerca al eje y. Si hace-
mos girar la recta de pendiente m = 0 en el sentido de las manecillas de un
reloj (como se indica con la flecha roja), la pendiente es negativa, llegando al
valor —1 cuando la recta biseca el segundo cuadrante y se hace grande y nega-
tiva a medida que la recta se acerca al eje y.

FIGURA 5

Las rectas que son horizontales o verticales tienen ecuaciones sencillas,
como se indica en la tabla siguiente.
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Terminologia Definicion Grafica Ecuacién Pendiente
Recta horizontal Una recta oY y=>b La
paralela la intersecciéon pendiente
al eje x (0, b) conel eje yes b es 0
—
X
Recta vertical Una recta AY x=a La
paralela la interseccion pendiente
alejey (a, 0) conelejexesa no estd
definida
X

FIGURA 6

<

FIGURA7
AY

oY

Un error comtn es considerar que la grafica de y = & consiste solo de un
punto (0, b). Si expresamos la ecuacién en la forma O - x + y = b, vemos que
el valor de x es inmaterial; asi, la grafica de y = b estd formada por los puntos
(x, b) para toda x y por tanto es una recta horizontal. Del mismo modo, la gra-
fica de x = a es la recta vertical formada por todos los puntos (a, y), donde y
es un ndmero real.

EJEMPLO 3 Hallar ecuaciones de rectas horizontales y verticales

Encuentre una ecuacién de la recta que pasa por A(—3, 4) y paralela a

(a) el eje x (b) elejey

SOLUCION Las dos rectas estdn trazadas en la figura 6. Como se indica en
la tabla precedente, las ecuaciones son y = 4 para el inciso (a) y x = —3 para
el inciso (b). [

A continuacién busquemos una ecuacion de una recta / que pasa por un
punto P,(x;, y,) con pendiente m. Si P(x, y) es cualquier punto con x # x; (vea
figura 7), entonces P estd en [ si y s6lo si la pendiente de la recta que pasa por
P,y P es m; es decir, si

Y 0 _
X — X

m.

Esta ecuacion se puede escribir en la forma
y =y = mlx = x).

Note que (x;,y;) es una solucién de la tltima ecuacién, y por tanto los puntos
en [ son precisamente los puntos que corresponden a las soluciones. Esta ecua-
cién para [ se conoce como forma punto-pendiente.

Forma punto-pendiente
para la ecuacién de una recta

Una ecuacién para la recta que pasa por el punto (x;, y,) con pendiente m es

y =y =mx = x).




FIGURA 8

FIGURA 9
AY

y=mx+b
}h)‘/

=Y
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La forma punto-pendiente es sélo una posibilidad para una ecuacién de
una recta. Hay numerosas ecuaciones equivalentes. A veces simplificamos la
ecuacion obtenida usando la forma punto-pendiente para

ax + by =c¢ 0 ax + by +d =0,

donde a, b y c son enteros sin factor comin,a > 0y d = —c.

EJEMPLO 4 Hallar una ecuacién de una recta que pasa por dos puntos

Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por A(1, 7) y B(—3, 2).

SOLUCION La recta estd trazada en la figura 8. La férmula para la pen-

diente m nos da
_7-2 _5
1—-(=3) 4°

m

Podemos usar las coordenadas de A o de B para (x;, y,) en la forma punto-
pendiente. Con el uso de A(1, 7) tenemos:

y—17= %(x — 1) forma punto-pendiente
4(y —7) = 5(x — 1) multiplique por 4
4y — 28 = 5x — 5  multiplique factores
—5x +4y =23 reste 5x y sume 28
S5x — 4y = =23 multiplique por —1

La ultima ecuacién es una de las formas deseadas para una ecuacién de una
recta. Otra es 5x — 4y + 23 = 0. [ ]

La forma punto-pendiente para la ecuacion de una recta se puede reescri-
bir como y = mx — mx; + y;, que es de la forma

y=mx+b

con b = —mx; + y,;. El nimero real b es la interseccion de la grafica con el
eje y, como se indica en la figura 9. Como la ecuacién y = mx + b muestra la
pendiente m y la interseccion b con el eje y de /, se denomina forma pendiente
ordenada al origen para la ecuacion de una recta. Reciprocamente, si comen-
zamos con y = mx + b, podemos escribir

y—b=m(x—0).

Comparando esta ecuacion con la forma punto-pendiente, vemos que la gra-
fica es una recta con pendiente m y que pasa por el punto (0, ). Hemos demos-
trado el siguiente resultado.

Forma de ordenada en el origen
para la ecuacién de una recta

La grafica de y = mx + b es una recta que tiene pendiente m
e interseccién b con el eje y.

EJEMPLO 5 Expresar una ecuacién en la forma pendiente-ordenada
al origen

Exprese la ecuacién 2x — 5y = 8 en la forma pendiente-ordenada al origen.
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SOLUCION Nuestra meta es despejar y de la ecuacion dada para obtener la
forma y = mx + b. Podemos proceder como sigue:

2x — 5y =8 enunciado
—S5y=-—2x+8 reste 2x
-2 8 .
=|—)x+ |—=|] dividaentre =5
-5 -5
y = %x + (—gg) ecuacién equivalente

La dltima ecuacién es la forma pendiente-ordenada al origen y = mx + b con
. 2 . . . 8
pendiente m = 3 e interseccion con el eje yde b = —<. ]

Se deduce de la forma punto-pendiente que toda recta es una grafica de
una ecuacion

ax + by = ¢,

donde a, b y ¢ son nimeros reales y a y b no pueden ser cero ambas. A esta
ecuacion se le llama ecuacion lineal en x y y. Demostremos, reciprocamente,
que la grafica de ax + by = ¢, con a y b sin que ambas sean cero, es siempre
una recta. Si b # 0, podemos despejar y y obtener

_(a), . <
Y b )N b

que, por la forma pendiente-ordenada al origen, es una ecuacion de una recta con
pendiente —a/b e interseccion ¢/b con el eje y. Si b = 0 pero a # 0, podemos
despejar x, obteniendo x = c/a, que es la ecuacién de una recta vertical con
interseccion ¢/a con el eje x. Esta discusion establece el siguiente resultando.

Forma general
para la ecuacion de una recta

La grifica de una ecuacion lineal ax + by = c es una recta y, reciprocamente,
toda recta es la grafica de una ecuacion lineal.

FIGURA 10

Para mayor sencillez, usamos la terminologia la recta ax + by = c en vez
de la recta con ecuacion ax + by = c.

EJEMPLO 6 Trazar la grafica de una ecuacién lineal
Trace la gréfica de 2x — 5y = 8.

SOLUCION Sabemos de la exposicion precedente que la grafica es una recta
y que es suficiente hallar dos puntos en la grafica. Encontremos los puntos de
interseccion con los ejes x y y al sustituir y = 0 y x = 0, respectivamente, en
la ecuacion dada 2x — S5y = 8.

Interseccién con el eje x: siy = 0, entonces 2x = § o x = 4.

Interseccién con el eje y: si x = 0. entonces —5y = 8oy = —gg.

Localizando los puntos (4, 0) y (O, —gg) y trazando la recta que pase por ellos
nos da la gréfica de la figura 10. ]
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El siguiente teorema especifica la relacion entre rectas paralelas (rectas
en un plano que no se cruzan) y pendiente.

Teorema de pendientes
de rectas paralelas

Dos rectas no verticales son paralelas si y s6lo si tienen la misma pendiente.

FIGURATI

FIGURA 12

DEMOSTRACION  Sean [, y [, rectas distintas de pendientes m, y m,, respectiva-
mente. Si los puntos de interseccién con el eje y son b, y b, (vea la figura 11),
entonces, por la forma pendiente-ordenada al origen, las rectas tienen ecuaciones

y=mx + b, y y = mox + b,.

Las rectas se cruzan en algtin punto (x, y) si y s6lo si los valores de y son igua-
les para alguna x es decir, si
mx + b, = myx + b,,
o bien, (m; — my)x = b, — b,.
De la dltima ecuacion se puede despejar x si y sélo si m; — m, # 0. Hemos

demostrado que las rectas /; y [, se cruzan si y sélo si m; # m,. Por lo tanto,
no se cruzan (son paralelas) si y sélo si m; = mj,. [ |

EJEMPLO 7 Hallar una ecuacién de una recta paralela a una recta
determinada

Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por P(5, —7) que es paralela a la
recta 6x + 3y = 4.

SOLUCION  Primero expresamos la ecuacion dada en forma pendiente-orde-
nada al origen:

6x + 3y =4 original
3y = —6x + 4 reste 6x

y=—2x+ % divida entre 3

La ultima ecuacion estd en la forma pendiente-ordenada al origen, y = mx +
b, con pendiente m = —2 y pendiente-ordenada al origen de §. Como las rec-
tas paralelas tienen la misma pendiente, la recta requerida también tiene pen-
diente —2. Usando el punto P(5, —7) nos da lo siguiente:

y — (=7) = —2(x — 5) forma pendiente-ordenada al origen
y+ 7= —2x+ 10 simplifique
y=—-2x+3 reste?

La dltima ecuacién estd en la forma pendiente-ordenada al origen y mues-
tra que la recta paralela que hemos encontrado tiene interseccion 3 con el eje
y. Esta recta y la recta dada se trazan en la figura 12.

Como solucién alternativa, podriamos usar el hecho de que rectas de la
forma 6x + 3y = k tienen la misma pendiente que la recta dada y por tanto son

paralelas a ella. Sustituyendo x = 5y y = —7 en la ecuacién 6x + 3y = k nos
da 6(5) + 3(—7) = k o bien, lo que es equivalente, k = 9. La ecuacién 6x +
3y = 9esequivalente ay = —2x + 3. |

Si las pendientes de dos rectas no verticales no son iguales, entonces las
rectas no son paralelas y se cruzan en exactamente un punto.
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El siguiente teorema nos da informacién acerca de rectas perpendicula-
res (rectas que se cruzan en un dngulo recto).

Teorema de pendientes
de rectas perpendiculares

Dos rectas con pendiente m, y m, son perpendiculares si y sélo si

mm, = —1.

FIGURA 13
AY
Y = myX
y=mx
B(xy, myx,) &1~~~ =
e A(xy, myx,)
0 x
FIGURA 14
AY
Yy _ b
m=x=a
(a, b)
x
FIGURA 15
AY
(=b,a)
x
_Y_a _ _al~
mTXT =T T

DEMOSTRACION  Para mayor sencillez, consideremos el caso especial de dos
rectas que se cruzan en el origen O, como se ilustra en la figura 13. Las ecua-
ciones de estas rectas son y = m;xy y = m,x. Si, como en la figura, escoge-
mos los puntos A(x;, m;x,) y B(x,, m,x,) diferentes de O en las rectas, entonces
las rectas son perpendiculares si y sé6lo si el angulo AOB es un dngulo recto.
Aplicando el teorema de Pitdgoras, sabemos que el dngulo AOB es recto si y
s6lo si

[d(A, B) = [d(O, B)J + [d(0, A)F
o bien, por la férmula de la distancia,
(6 — x)? + (moxy — myxy)? = x3 + (moxy)? + x1 + (mx)>
Elevar al cuadrado los términos, simplificar y factorizar nos da

—2m1m2x1x2 - 2)(:1)(:2 =0
=2x1x,(mym, + 1) = 0.

Como x,; y x, no son cero, podemos dividir ambos lados entre —2x,x,, obteniendo

mym, + 1 = 0. Asi, las rectas son perpendiculares si y solo si mym, = —1.
El mismo tipo de demostracién se puede dar si las rectas se cruzan en
cualquier punto (a, b). ]

Una forma comoda de recordar las condiciones sobre pendientes de rec-
tas perpendiculares es notar que m, y m, deben ser reciprocos negativos entre
si, es decir, m; = —1/myym, = —1/m,.

Podemos visualizar el resultado del dltimo teorema como sigue. Trace un
tridngulo como en la figura 14; la recta que contiene su hipotenusa tiene pen-
diente m; = b/a. Ahora haga girar el tridngulo 90° como en la figura 15. La
recta ahora tiene pendiente m, = a/(—b), que es el reciproco negativo de m,.

EJEMPLO 8 Hallar una ecuacién de una recta perpendicular a una
recta determinada

Encuentre la forma pendiente-ordenada al origen para la recta que pasa por
P(5, —7) que es perpendicular a la recta 6x + 3y = 4.

SOLUCION Consideramos la recta 6x + 3y = 4 en el ejemplo 7 y encon-
tramos que su pendiente es —2. En consecuencia, la pendiente de la recta
requerida es el reciproco negativo —[1/(—2)], o sea % El uso de P(5, —7) nos
da lo siguiente:

y—(=7) =
y+7=

(x — 5) forma punto pendiente
simplifique

y =3x — %  poner en forma pendiente-ordenada al origen



FIGURA 16

6x + 3y =4

FIGURA 17
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La ultima ecuacidn estd en la forma pendiente-ordenada al origen y mues-
tra que la recta perpendicular tiene interseccién — 179 con el eje y. Esta recta 'y
la recta dada se trazan en la figura 16. [ ]

EJEMPLO 9 Hallar una ecuacién de una mediatriz

Dados A(—3, 1) y B(5, 4), encuentre la forma general de la mediatriz [ del seg-
mento de recta AB.

SOLUCION El segmento de recta AB y su mediatriz [ se muestran en la figura
17. Calculamos lo siguiente, donde M es el punto medio de AB:

-3+51+4 5
Coordenadas de M: T, T =1|1, E féormula del punto medio
. 4—-1 3 i .
Pendiente de AB: — = — férmula de la pendiente
5-(-3) 8
) 1 8 . . 3
Pendiente de [: -3 = 3 reciproco negativo de 3

8

Usando el punto M(l, %) y la pendiente —% nos da las siguientes ecuaciones
equivalentes de /:
y — % = —3§(x — 1) forma punto-pendiente
6y — 15 = —16(x — 1) multiplique por el med, 6
6y — 15 = —16x + 16 multiplique
16x + 6y = 31 ponga en forma general |

Dos variables x y y estdn relacionadas linealmente si y = ax + b, donde
a 'y b son nimeros reales y a # 0. Las relaciones lineales entre variables se
presentan con frecuencia en problemas de aplicacion. El siguiente ejemplo da
una ilustracion.

EJEMPLO 10 Relacionar temperatura del aire con la altitud

La relacién entre la temperatura del aire 7 (en °F) y la altitud 4 (en pies sobre
el nivel del mar) es aproximadamente lineal para 0 = /4 = 20,000. Si la tem-
peratura al nivel del mar es 60°, un aumento de 5000 pies en altitud baja la
temperatura del aire en alrededor de 18°.

(a) Exprese T en términos de A, y trace la grafica en un sistema de coordena-
das hT.

(b) Aproxime la temperatura del aire a una altitud de 15,000 pies.

(c) Aproxime la altitud a la que la temperatura sea 0°.

SOLUCION
(a) Si T esté linealmente relacionada con &, entonces
T=ah+b

para algunas constantes a y b (a representa la pendiente y b el punto de in-
tersecciéon 7). Como 7' = 60° cuando # = 0O ft (nivel del mar), el punto de inter-
seccién T es 60, y la temperatura 7 para 0 = h = 20,000 esta dada por

T = ah + 60.

(contintia)
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FIGURA 18

A

60 -

10 T

T (temperatura en °F)

1 1 -

5000 h
(altitud en ft)

FUNCIONES Y GRAFICAS

De los datos dados, observamos que cuando la altitud 2 = 5000 ft, la tempe-
ratura 7' = 60° — 18° = 42°. En consecuencia, podemos hallar a como sigue:

42 = a(5000) + 60 seaT = 42y h = 5000
_42-60_ 9
5000 2500 CPeed

Sustituyendo @ en T = ah + 60 nos da la férmula siguiente para 7:
T = —s555h + 60

La grafica aparece en la figura 18 con diferentes escalas en los ejes.

(b) Usando la dltima férmula para T obtenida en el inciso (a), encontramos
que la temperatura (en °F) cuando 7 = 15,000 es

T = —55(15,000) + 60 = —54 + 60 = 6.

(c) Para hallar la altitud & que corresponde a T = 0°, procedemos como sigue:

T = —55h + 60 del inciso (a)
O:_Fgooh—i_&) seal =0
o 9
355 = 60 sume 5555/
h =60 - % multiplique por 2550
50,000 .
= T =~ 16,667 pies simplifique y aproxime |

Un modelo matematico es una descripcion matemadtica de un problema.
Para nuestros fines, estas descripciones serdn graficas y ecuaciones. En el
mejor ejemplo, la ecuacién T = —zsgmh + 60 modela la relacion entre tempe-
ratura del aire y altitud.

En el siguiente ejemplo encontramos un modelo de la formay = mx + b,
llamado recta de regresion lineal. Podemos considerar esta recta como la recta
de mejor ajuste, es decir, la tnica recta que describe mejor el comportamiento
de los datos.

EJEMPLO 11 Hallar una recta de mejor ajuste

(a) Encuentre la recta de mejor ajuste que aproxime los datos siguientes de tiempos que fue-
ron récord mundial en carreras de 100 metros planos para mujeres.

(b) Grafique los datos y la recta de regresion.

~

Afio (x) Corredora Tiempo en segundos (y)
1952 Marjorie Jackson 11.4
1960 Wilma Rudolph 11.3
1972 Renate Stecher 11.07
1984 Evelyn Ashford 10.76
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Introduzca los datos.

Encuentre la recta de
mejor ajuste (la ecuacién
de regresion) y guardela
enY,.

Encienda STAT PLOT 1.

Grafique los datos
en la recta de regresion.

~

(c) Wyomia Tyus tenia el récord en 1968 en 11.08 segundos. ;Qué tiempo pronostica el
modelo para 1968? Esta pregunta se llama interpolacién, puesto que debemos estimar un
valor entre valores conocidos. {Qué tiempo predice el modelo para 19887 Esta pregunta
requiere de extrapolacion, porque debemos estimar un valor fuera de los valores conocidos.

(d) Interprete la pendiente de la recta.

SOLUCION

(a) Ponga afios en L1, tiempos en L2.

Borre todas las asignaciones y listas Y en este momento. Una lista se puede borrar al poner el

cursor en el nombre de la lista y pulsar y(%).
(CSTAT) (1) 1952 (ENTER) T o

1960 ( ENTER ) 1972 ( ENTER ) 1984 ( ENTER ) 1850 ﬁ

1.3 11.07 (ENTER ) 10.76 (ENTER) |

=i
=1

A (> (4) [irreatasts v |
(VARS ) (> ) ({1 )(1 )(ENTER) :

Linkeg
J=gx+h
F=-. B2A
b=54. FA

En la pantalla vemos que la recta de mejor ajuste tiene la ecuacién (aproximada) y = —0.02x +
50.71. En la TI-83/4 Plus, para ver valores 12 y r encienda DiagnosticOn desde el CATALOG.

(b)
(STAT PLOT) (1 )(ENTER) E’j Fltz Flots
o

Fei B = dh
Hh- HIH |~
mlistil

list:il:
Mark: B +

(@) (o) =

(contintia)

/
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-~

Encuentre Y, (1968). S EEE

Encuentre Y, (1988). 2nd)( ENTRY ) (<1 (3 veces) ) 8 (ENTER )

(o)

11, 11238895
(Qars) (=) () (1) (0 1968 (0] (ENTER) vicisgel

B.71

De acuerdo con el modelo, obtenemos una estimacién de 11.11 segundos para 1968; el
tiempo real fue 11.08 segundos. Para x = 1988, obtenemos y = 10.71. En 1988, Florence
Griffith-Joyner destrozé el récord mundial con un tiempo de 10.49 segundos (una marca que
aun se mantiene) demasiado para esa prediccion.

(d) La pendiente de la recta de regresion es alrededor de —0.02, lo cual indica que el tiempo

de récord mundial estd decreciendo en 0.02 segundos/afio.

/

N
m Ejercicios

Ejer. 1-6: Trace la recta que pasa por A y B, y encuentre su 16 P(—2, 4); m=1, =2, _5'
pendiente m.
1 A(=3,2), B, —4) 2 A4, =1), B(=6, =3)
3 A(3,4), B(—6,4) 4 A4, -3), B4,2) Ejer. 17-18: Escriba las ecuaciones de las rectas.
17

5 A(-3,2), B(—3,5) 6 A(4, =2), B(—3, —2)

Ejer. 7-10: Use las pendientes para demostrar que los pun-
tos son vértices del poligono especificado.

7 A(=2, 1), B(6, 3), C(4, 0), D(—4, —2); paralelogramo
8 A(0, 3), B(3, —1), C(—=2, —6), D(—8, 2); trapecio
9 A(6, 15), B(11, 12), C(—1, —8), D(—6, —5); rectdngulo

10 A(1, 4), B(6, —4), C(—15, —6); tridngulo rectangulo

11 Si tres vértices consecutivos de un paralelogramo son
A(—1, =3), B(4, 2) y C(—7, 5), encuentre el cuarto vértice.

12 Sean A(x,, y,), B(xs, ¥2), C(x3, ¥3) y D(x4, y4) que denotan
los vértices de un cuadrildtero arbitrario. Demuestre que los
segmentos de recta que unen los puntos medios de lados
adyacentes forman un paralelogramo.

Ejer. 13-14: Trace la grafica de y = mx para los valores
dados de m.

B m=3-23 —1 4 m=5-3,1, —3
Ejer. 15-16: Trace la grafica de la recta que pasa por P para
cada valor de m.

15 P(3, 1); m=31 -1, -

=



Ejer. 19-20: Trace las graficas de las rectas en el mismo
plano de coordenadas.

19 y=x+3, y=x+1, y=—-x+1
20y=-2x—1, y=—-2x+3, y:%x+3

Ejer. 21-32: Encuentre una forma general de una ecuacion
de la recta que pasa por el punto A que satisfaga la condi-
cién dada.

21 AG3, —1)

(a) paralela al eje y

(b) perpendicular al eje y
22 A(—4,2)

(a) paralela al eje x

(b) perpendicular al eje x

. . 2
23 A(5, —3); pendiente —4 24 A(—1,4); pendiente 3

25 A4, 1); pendiente —% 26 A(0, —2); pendiente 5

27 A(4, —5); que pase por B(—3, 6)
28 A(—1, 6); interseccién con el eje x en 5

29 A(3, —1); paralelo alarecta5x — 2y = 4

30 A(—3,5); paraleloalarectax + 3y =1

31 A(7, —3); perpendicular a la recta 2x — 5y = 8

32 A(5,4); perpendicular a la recta 3x + 2y = 7

Ejer. 33-36: Encuentre la forma pendiente-ordenada al ori-
gen de la recta que satisface las condiciones dadas.

33 Interseccion con el eje x en 4, interseccion con el eje y
en —3

34 Interseccién con el eje x en —6, interseccion con el eje y
en —1

35 Que pase por los puntos A(5, 2) y B(—1, 4)

36 Que pase por los puntos A(—3, 1) y B(2, 7)

Ejer. 37-38: Encuentre la forma general de una ecuacion

para la mediatriz del segmento AB.

37 A3, —1),B(-2, 6) 38 A4, 2),B(—2, —6)

Ejer. 39—40: Encuentre una ecuacion para la recta que
biseca los cuadrantes dados.

39 MylIV 40 1y I

Ejer. 41-44: Use la forma pendiente-ordenada al origen
para hallar la pendiente e interseccion con el eje y de la
recta dada y trace su grafica.

41 2x =15 — 3y 42 Tx = —4y — 8

43 4x—-3y=9 44 x — 5y =—15
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Ejer. 45-46: Encuentre una ecuacion de la recta mostrada
en la figura.

45 (a) (b)

[ -

() (d)

46 (a) (b)

RS

(d)
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Ejer. 47-48: Si una recta / tiene puntos de interseccion a y b
distintos de cero con los ejes x y y, respectivamente, enton-
ces su forma canonica (forma de interseccion) es

X Yy
S =1
a b

Encuentre la forma de interseccion para la recta dada.
47 4x — 2y =6 48 x — 3y = -2

49 Encuentre la ecuacién de la circunferencia que tiene centro
C(3, —2) y es tangente a larectay = 5.

50 Encuentre la ecuacién de la recta que es tangente a la cir-
cunferencia x2 + y2 = 25 en el punto P(3, 4).

51 Crecimiento fetal El crecimiento de un feto de més de 12
semanas de edad se puede aproximar con la férmula
L = 1.53t — 6.7, donde L es la longitud (en centimetros) y
t es la edad (en semanas). La longitud prenatal se puede
determinar por ultrasonido. Aproxime la edad de un feto
cuya longitud es 28 centimetros.

52 Estimacién de salinidad La salinidad del océano se refiere
a la cantidad de material disuelto encontrado en una mues-
tra de agua de mar. La salinidad S se puede estimar a partir
de la cantidad C de cloruro en agua de mar usando S = 0.03 +
1.805C, donde S y C son medidos por peso en partes por
mil. Aproxime C si S es 0.35.

53 Peso de una ballena jorobada El peso esperado E (en
toneladas) de una ballena jorobada se puede aproximar a
partir de su longitud L (en pies) con la férmula W = 1.70L
— 428 para 30 = L = 50.

(a) Estime el peso de una ballena jorobada de 40 pies.

(b) Si el error al estimar la longitud pudiera ser de hasta 2 pies,
;cudl es el error correspondiente para el peso estimado?

54 Crecimiento de una ballenaazul Las ballenas azules recién
nacidas miden aproximadamente 24 pies de largo y pesan 3
toneladas. Las ballenas jévenes son amamantadas durante 7
meses Y, llegado el tiempo de destete, con frecuencia miden
53 pies de largo y pesan 23 toneladas. Denotemos con Ly W
la longitud (en pies) y el peso (en toneladas), respectiva-
mente, de una ballena que tiene # meses de edad.

(a) Si Ly testan relacionadas linealmente exprese L en tér-
minos de ¢.

(b) (Cual es el aumento diario en la longitud de un balle-
nato? (Use 1 mes = 30 dias.)

(c) Si Wy r estédn relacionados linealmente exprese W en
términos de .

(d) ;Cudl es el aumento diario en el peso del ballenato?

55 Estadisticas de beisbol Suponga que un jugador de beis-
bol de las ligas mayores ha conectado 15 cuadrangulares en
los primeros 14 juegos, y mantiene este paso en toda la
temporada de 162 juegos.
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(a) Exprese el nimero y de cuadrangulares en términos del
nimero x de juegos jugados.

(b) (Cuéntos cuadrangulares conectard el jugador en la
temporada?

Produccién de queso Un fabricante de queso produce
18,000 libras de queso del 1 de enero al 24 de marzo.
Suponga que este ritmo de produccién continda para el
resto del afio.

(a) Exprese el nimero y de libras de queso producidas en
términos del nimero x del dia en un afio de 365 dias.

(b) Prediga, a la libra més cercana, el nimero de libras pro-
ducidas en el afio.

Peso en la infancia Un bebé pesa 10 libras al nacer y tres
afios mds tarde el peso del niflo es 30 libras. Suponga que
el peso W (en libras) en la infancia estd linealmente rela-
cionado con la edad ¢ (en afios).

(a) Exprese W en términos de z.
(b) (Cudl es W en el sexto cumpleafios del nifio?
(c) (A qué edad el nifo pesara 70 libras?

(d) Trace, en un plano W, una grafica que muestre la rela-
ciéonentre Wy tparaQ = r = 12.

Pago de préstamo Un estudiante universitario recibe un
préstamo sin intereses de $8250 de un familiar. El estu-
diante pagara $125 al mes hasta pagar el préstamo.

(a) Exprese la cantidad P (en ddlares) pendiente de pago en
términos del tiempo ¢ (en meses).

(b) ¢Después de cudntos meses el estudiante deberd $5000?

(c) Trace, en un plano 7P, una grafica que muestre la rela-
cién entre Py t para la duracién del préstamo.

Vaporizar agua La cantidad H (en joules) necesaria para
convertir un gramo de agua en vapor estd linealmente rela-
cionada con la temperatura 7 (en °C) de la atmdsfera. A
10°C esta conversion requiere 2480 joules y cada aumento
en temperatura de 15°C baja la cantidad de calor necesaria
en 40 joules. Exprese H en términos de 7.

Potencia aerébica En fisiologia del ejercicio, la potencia
aerdbica P se define en términos de la maxima inhalacion
de oxigeno. Para altitudes de hasta 1800 metros, la poten-
cia aerdbica es Optima, es decir, 100%. A mds de 1800
metros, P disminuye linealmente desde el mdximo de 100%
a un valor cercano a 40% a 5000 metros.

(a) Exprese la potencia aerébica P en términos de la altitud
h (en metros) para 1800 = h = 5000.

(b) Estime la potencia aerdbica en la ciudad de México
(altitud 2400 metros), sede de los Juegos Olimpicos de
Verano de 1968.
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Isla de calor urbano El fenémeno de una isla de calor
urbano se ha observado en Tokio. El promedio de tempera-
tura fue de 13.5°C en 1915 y desde entonces ha subido
0.032°C por afio.

(a) Suponiendo que la temperatura T (en °C) estd lineal-
mente relacionada con el tiempo ¢ (en afios) y que t = 0
corresponde a 1915, exprese T en términos de ¢.

(b) Prediga el promedio de temperatura en el afio 2020.

Aumento de temperatura del suelo En 1870, el prome-
dio de temperatura del suelo en Paris fue de 11.8°C. Desde
entonces, ha subido a un ritmo casi constante, llegando a
13.5°C en 1969.

(a) Exprese la temperatura T (en °C) del tiempo 7 (en afios),
donde t = 0 corresponde al afio 1870y 0 = ¢ = 99.

(b) (Durante qué afo el promedio de temperatura del suelo
fue de 12.5°C ?

Gastos en un negocio El propietario de una franquicia de
helados debe pagar a la casa matriz $1000 por mes mds 5%
de los ingresos mensuales R. El costo de operacién de la
franquicia incluye un costo fijo de $2600 por mes por con-
ceptos como utilidades y mano de obra. El costo de helados
y abastecimientos es 50% del ingreso.

(a) Exprese el gasto mensual E del propietario en términos
de R.

(b) Exprese la utilidad mensual P en términos de R.

(c) Determine el ingreso mensual necesario para no perder
ni ganar.

Dosis de medicamento Los productos farmacéuticos
deben especificar dosis recomendada para adultos y nifios.
Dos férmulas para modificar los niveles de dosificacion
para adulto y hacerlos adecuados para nifios, son

Regla de Cowling: y = 2—14(1‘ + 1a

y Regla de Friend: y = %m,

donde a denota dosis de adulto (en miligramos) y ¢ denota
la edad del nifio (en afios).

(@) Si a = 100, grafique las dos ecuaciones lineales en el
mismo plano de coordenadas para 0 =t = 12.

(b) (Para qué edad las dos férmulas especifican la misma
dosis?

Juego de video En el juego de video que se muestra en la
figura, un avién vuela de izquierda a derecha a lo largo de
la trayectoria dada por y = 1 + (1/x) y dispara balas en la
direccion tangente a criaturas colocadas sobre el eje x en
x=1,2,3,4.

De acuerdo con el cdlculo, la pendiente de la recta tan-
gente allta trayectoria en P(1,2)esm = —1 yen Q(%, %) es
m= —g.
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EJERCICIO 65

Determine si una criatura serd blanco de las balas cuando el
avion esté en

@r ()0

66 Escalas de temperatura La relacion entre la lectura de

temperatura F en la escala Fahrenheit y la lectura de tem-
peratura C en la escala Celsius, estd dada por
C=3(F-32).

(a) Encuentre la temperatura a la que la lectura es igual en
ambas escalas.

(b) (Cuéndo es la lectura Fahrenheit el doble de la lectura
Celsius?

67 Cortante de viento vertical Un cortante de viento vertical

se presenta cuando la velocidad del viento varia a alturas
diferentes sobre el suelo. El cortante de viento es de gran
importancia para pilotos durante despegues y aterrizajes. Si
la velocidad del viento es cv; a una altura &, y v, a una
altura h,, entonces el promedio de cortante de viento s estd
dado por la férmula de la pendiente
Vo TV
§=——.

hy = h
Si la velocidad del viento al nivel del suelo es 22 mi/h y se
ha determinado que s es 0.07, encuentre la velocidad del
viento a 185 pies sobre el suelo.

68 Cortante de viento vertical En el estudio del cortante de

viento vertical, a veces se usa la férmula

vi_ (Y
Vo hz

donde P es una variable que depende del terreno y de las
estructuras cerca del nivel del suelo. En Montreal, el pro-
medio de valor diurno para P con vientos del norte sobre 29
mi/h se determiné que es 0.13. Si un viento del norte de 32
mi/h se mide a 20 pies sobre el suelo, aproxime el prome-
dio de cortante de viento (vea ejercicio 67) entre 20 y 200
pies.
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Los puntos dados se encontraron usando métodos empiricos.

Determine si se encuentran en la misma rectay = ax + b, y,
si es asi, encuentre los valores de a y de b.

69 A(—1.3, —1.3598), B(—0.55, —1.11905),
C(1.2, —0.5573), D(3.25, 0.10075)

70 A(—0.22, 1.6968),
C(1.3, 1.028)

B(—0.12, 1.6528),
D(1.45, 0.862)

an Ejer. 71-72: Grafique las rectas en el mismo plano de coor-
denadas y encuentre las coordenadas de los puntos de inter-
seccion (las coordenadas son enteros.)

M x—3y=-58; 3x—y=-70

72 x + 10y =123; 2x —y = —6

+ Ejer. 73-74: Grafique las rectas en el mismo plano de coor-
denadas y estime las coordenadas de los puntos de intersec-
cion. Identifique el poligono determinado por las rectas.
73 2x—y=—-1; x+2y=-2; 3x+y=11

74 10x — 42y = —7.14;
0.5x — 2.1y = 2.73;

8.4x + 2y = —3.8;
16.8x + 4y = 14

aw Ejer. 75-76: Para la tabla de datos, determine una recta en
la forma y = ax + b que aproximadamente modele los
datos. Trace la recta junto con los datos sobre los mismos
ejes de coordenadas. Nota: Para ejercicios que requieran un
modelo aproximado, las respuestas pueden variar depen-
diendo de los puntos de datos seleccionados.

75 . y 76 . y
0.6 1.3 0.4 2.88
1.8 33 2.2 1.88
3 6.2 3.6 1.12
4.6 8.5 44 0.68

77 Distancias récord en el salto triple Los récords mundia-
les de distancia (en metros) para el salto triple se muestran
en la tabla.

i

|E78

Aiio Distancia
1911 15.52
1932 15.72
1955 16.56
1975 17.89
1995 18.29

(a) Grafique los datos.

(b) Determine una recta de la forma D = aY + b, que apro-
xime estos datos, donde D es la distancia y Y es el afio.
Grafique esta recta junto con los datos en los mismos
ejes de coordenadas.

(c) Use esta recta para predecir el récord de distancia en
1985 y compdrelo con el récord real de 17.97 metros.

(d) Interprete la pendiente de esta recta.

Tiempos récord en la milla Los tiempos récord mundiales
(en segundos) para la carrera de una milla aparecen en la tabla.

Aiio Tiempo
1913 254.4
1934 246.8
1954 238.0
1975 229.4
1999 223.1

(a) Grafique los datos.

(b) Encuentre una recta de la forma 7 = aY + b que apro-
xime estos datos, donde T es el tiempo y Y es el afio.
Grafique esta recta junto con los datos en los mismos
ejes de coordenadas.

(c) Use la recta para pronosticar el tiempo récord en 1985,
y compdrela con el récord real de 226.3 segundos.

(d) Interprete la pendiente de esta recta.

B 3.4

Definicion de funcién

ILUSTRACION

Correspondencia

La nocion de correspondencia se presenta con frecuencia en nuestra vida dia-
ria. Algunos ejemplos se dan en la ilustracion siguiente.

B A cada libro de una biblioteca le corresponde el nimero de paginas del

libro.

B A cada ser humano le corresponde una fecha de nacimiento.
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B Sila temperatura del aire se registra durante todo el dia, entonces a cada
instante la corresponde una temperatura.

Cada correspondencia de la ilustracién previa comprende dos conjuntos,
Dy E. En la primera ilustracién, D denota el conjunto de libros de una biblio-
tecay E es el conjunto de enteros positivos. A cada libro x en D la corresponde
un entero positivo y en E, es decir, el nimero de paginas del libro.

A veces describimos correspondencias por diagramas del tipo que se
muestra en la figura 1, donde los conjuntos D y E estin representados por pun-
tos dentro de las regiones en un plano. La flecha curvada indica que el ele-
mento y de E corresponde al elemento x de D. Los dos conjuntos pueden tener
elementos en comun. En realidad, con frecuencia tenemos D = E. Es impor-
tante observar que a cada x en D le corresponde exactamente una y en E, pero
el mismo elemento de E puede corresponder a elementos diferentes de D. Por
ejemplo, dos libros pueden tener el mismo nimero de paginas, dos personas
pueden tener el mismo cumpleafios y la temperatura puede ser igual a dife-
rentes horas.

En casi todo nuestro trabajo, D y E serdn conjuntos de nimeros. Para ilus-
trar, denotemos con D y E al conjunto R de los nimeros reales, y a cada
niimero real x asignémosle su cuadrado x2. Esto nos da una correspondencia
de RaR.

Cada uno de nuestros ejemplos de una correspondencia es una funcion,
que definimos como sigue:

Definicion de funcion

Una funcién f de un conjunto D a un conjunto E es una correspondencia
que asigna a cada elemento x de D exactamente un elemento y de E.

Para muchos casos, simplemente
recordemos que el dominio es el con-
junto de valores x y el rango es el
conjunto de valores Yy.

FIGURA 2

w
o T \fW)
z X ”N(Z)
a .’\
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El elemento x de D es el argumento de f. El conjunto D es el dominio de la
funcién. El elemento y de E es el valor de fen x (o la imagen de x bajo f) y
estd denotado por f(x), que “f de x”. El rango de f es el subconjunto R de E
formado por todos los posibles valores f(x) para x en D. Note que puede haber
elementos en el conjunto £ que no estan en el rango R de f.

Considere el diagrama de la figura 2. Las flechas curvadas indican que los
elementos f(w), f(z), f(x) y f(a) de E corresponden a los elementos w, z, x y a
de D. Para cada elemento de D hay asignado exactamente un valor de funcion
en E; no obstante, diferentes elementos de D, como por ejemplo w y z en la
figura 2, pueden tener el mismo valor en E.

Los simbolos

DLE,  fD—E vy /\

D E

significan que f es una funcién de D a E, y decimos que f mapea (relaciona)
D en E. Inicialmente, las notaciones f'y f(x) pueden ser confusas. Recuerde que
[ se usa para representar la funcién; no estd en D ni en E. Sin embargo, f(x) es
un elemento del rango R; el elemento que la funcién f asigna al elemento x,
que estd en el dominio D.

Dos funciones fy g de D a E son iguales, y escribimos

f = gsiempre que f(x) = g(x) paratodaxen D.
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Notese que, en general,

fla + D) # fla) + f(b).

Por ejemplo, si g(x) = %(2x2 — 6) + 3y f(x) = x* para toda x en R, entonces

g=r

EJEMPLO 1 Hallar valores de funcién

Sea f'la funcién con dominio R tal que f(x) = x? para toda x en R.

(a) Encuentre f(—6),f(\/§),f(a + D)y f(a) + f(b), donde a y b son nime-
ros reales.

(b) (Cuadl es el rango de f?

SOLUCION
(a) Encontramos valores de f al sustituir x en la ecuacién f(x) = x2:
f(=6) = (=6)> = 36
f(V3)=(V3) =3
fla + b) = (a + b)* = a®> + 2ab + b?
fla) + f(b) = @ + I

(b) Por definicion, el rango de f estd formado por todos los nimeros de la
forma f(x) = x? para x en R. Como el cuadrado de todo nimero real es no
negativo, el rango estd contenido en el conjunto de todos los nimeros reales
no negativos. Ademads, todo niimero real no negativo c¢ es un valor de f, porque
f ( \/c% = (\/2)2 = ¢. En consecuencia, el rango de fes el conjunto de todos
los nimeros reales no negativos. ]

Si una funcion estd definida como en el ejemplo 1, los simbolos emplea-
dos para la funcion y variable no importan; es decir, expresiones como f{x) =
X2 f(s) = 5%, g(f) = 2y k(r) = r* definen todas la misma funcién. Esto es cierto
porque si a es cualquier ndmero del dominio, entonces el mismo valor a® se
obtiene cualquiera que sea la expresién que se use.

En el resto de nuestro trabajo, la frase f es una funcion quiere decir que el
dominio y rango son conjuntos de nimeros reales. Si una funcidn esta definida
por medio de una expresion, como en el ejemplo 1, y el dominio D no se
expresa, entonces consideraremos que D es la totalidad de los nimeros reales
x tales que f(x) es real. Esto a veces recibe el nombre de dominio implicado
de f. Para ilustrar, si f(x) = Vx — 2, entonces el dominio implicado es el con-
junto de los nimeros reales x tales que Vx — 2 esreal, estoes,x —2 =0, 0
x = 2. Asi, el dominio es el intervalo finito [2, ). Si x estd en el dominio, deci-
mos que f estd definida en x o que f(x) existe. Si un conjunto S estd contenido
en el dominio, f estd definida sobre S. La terminologia f no estd definida en x
significa que x no estd en el dominio de f.

EJEMPLO 2 Hallar valores de funcién
V4 + x

Sea g(x) = -

(a) Hallar el dominio de g.
(b) Hallar g(5), g(=2), g(=a) y —gla).
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SOLUCION

(a) Laexpresion V4 + x/(1 — x) es un ndmero real si y s6lo si el radicando
4 + x es no negativo y el denominador 1 — x es diferente de 0. Entonces, g(x)
existe si y solo si

4+x=0 y I—x#0
o bien, lo que es equivalente,
x=—-4 vy x # 1.

Podemos expresar el dominio en términos de intervalos como [—4 1) U (1 ).

(b) Para hallar valores de g, sustituimos por x:

V4a+s5 V9 3
=75 Ty

V4a+(-2) V2

g(—Z)——l_(_z) =5
(_)_\/4+(—a)_\/4—a
ga_l—(—a)_l—i-a
Va+a Via+a

—gla) = —— == .

a a—1

Las funciones son comunes en la vida diaria y aparecen en gran variedad
de formas. Por ejemplo, el ment en un restaurante (figura 3) se puede consi-
derar que es una funcién f de un conjunto de articulos y un conjunto de pre-
cios. Note que f estd dado en formato de tabla. Aqui flhamburguesa) = 1.69,
flpapas fritas) = 0.99 y f(refresco) = 0.79.

Un ejemplo de una funcién dada por una regla se puede hallar en las tablas
de impuesto federal (figura 4). Especificamente, en 2009, para un soltero con
ingreso gravable de $120,000, el impuesto pagadero estaba dado por la regla

$16,750.00 mds 28% de la cantidad sobre $82,250.

FIGURA 4

Cédula de tasa
de impuesto federal 2009

Cédula X —Usar si su estatus de presentacion es soltero

Siel

ingreso

gravable de la

es mds Pero no El impuesto cantidad

de— mas de— es: sobre—
$0 BRED  essssses 10% $0

$835.00 + 15% 8,350
$4,675.00 + 25% 33,950
82,250 171,550 16,750.00 + 28% 82,250
171,550 372,950 41,754.00 + 33% 171,550
372,950 ------- 108,216.00 + 35% 372,950

8,350 33,950
33,950 82,250

En este caso, el impuesto seria
$16,750.00 + 0.28($120,000 — $82,250) = $27,320.00.

Con frecuencia se usan graficas para describir la variacién de cantidades fisi-
cas. Por ejemplo, un cientifico puede usar la gréfica de la figura 5 para indicar la
temperatura 7 de cierta solucién en varios tiempos ¢ durante un experimento.
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El diagrama muestra que la temperatura aumenté gradualmente para el tiempo
t = 0 al tiempo ¢ = 5, no cambi6 entre = 5y t = 8 y luego disminuy6 rdpida-
mentede s =8ar=0.

Del mismo modo, si f'es una funcién, podemos usar una grafica para indi-
car el cambio en f{x) a medida que x varia en el dominio de f. Especificamente,
tenemos la siguiente definicion.

Definicion de grafica
de una funcién

La grafica de una funcién fes la gréafica de la ecuacién y = f(x) para x
en el dominio de f.

A veces aplicamos la leyenda y = f{x) a un diagrama de la grafica. Si P(a,
b) es un punto en la grifica, entonces la ordenada al origen b es el valor fla)
de la funcién, como se ilustra en la figura 6. La figura muestra el dominio de
f (el conjunto de posibles valores de x) y el rango de f (los valores correspon-
dientes de y). Aun cuando hemos descrito el dominio y rango de intervalos
cerrados, pueden ser intervalos infinitos u otros conjuntos de nimeros reales.

Como hay exactamente un valor f{a) para cada a en el dominio de f, sélo
un punto de la grifica de f tiene abscisa a. En general, podemos usar la
siguiente prueba grafica para determinar si una gréfica representa una funcion.

Prueba de la recta vertical

La grafica de un conjunto de puntos en un plano de coordenadas es la grifica
de una funcidn si toda recta vertical cruza la grafica en un punto como
maximo.

FIGURA 6

Rango
de f

|
|
i f(a)
|

a
~

Dominio de f

Asi, toda recta vertical cruza la grdfica de una funcion en un punto como
mdximo. En consecuencia, la grafica de una funcién no puede ser una figura
como una circunferencia, en la que una recta vertical puede cruzar la grafica
en mds de un punto.

Las intersecciones con el eje x de la grafica de una funcién f son las solu-
ciones de la ecuacion f{x) = 0. Estos nimeros se denominan ceros de la fun-
cion. La interseccidn con el eje y de la grafica es f{0), si existe.

Trazar la grafica de una funcién
Sea f(x) = Vx — 1.

(a) Trace la grafica de f.

(b) Encuentre el dominio y rango de f.

SOLUCION

(a) Por definicion, la grafica de fes la grafica de la ecuaciény = Vx — 1. La
tabla siguiente es una lista de las coordenadas de varios puntos sobre la gra-
fica.

x 1 2 3 4 5 6

y=fx) | 0 1 V2=~14 V3=17 2 V5=22




FIGURA7

Rango:
[0, =)

L <— Dominio: [1, %) —>

3.4 Definicién de funcién 169

Al graficar los puntos, obtenemos el diagrama que se ve en la figura 7. Note
que la interseccién con el eje x es 1 y no hay interseccién con el eje y

(b) Con respecto ala figura 7, note que el dominio de f'esta formado por todos
los nimeros reales x tales que x = 1 o bien, lo que es equivalente, el intervalo
[1,00). El rango de f'es el conjunto de todos los nimeros reales y tales que y =
0 o, lo que es equivalente, [0, ). ]

La funcién raiz cuadrada, definida por f(x) = Vx, tiene una gréfica
semejante a la de la figura 7, pero el punto extremo esta en (0, 0). El valor y
de un punto sobre esta grafica es el niimero que se ve en la pantalla de una cal-
culadora cuando se le pide una raiz cuadrada. Esta relacion grafica puede ayu-
darle a recordar que V9 es 3 y que V9 no es +3. Del mismo modo, f(x) =
X2, fl) =3,y flx) = V/x se conocen a veces como la funcién elevar al cua-
drado, la funcion elevar al cubo y la funcién raiz cibica, respectivamente.

En el ejemplo 3, conforme x aumenta, el valor f{x) de la funcién también
aumenta, y decimos que la grafica de f sube (vea figura 7). Una funcién de este
tipo se dice que es creciente. Para ciertas funciones, f(x) disminuye cuando x
aumenta. En este caso la grafica cae y f es una funcion decreciente. En general,
consideraremos funciones que aumentan o disminuyen en un intervalo /, como
se describe en la tabla siguiente, donde x, y x, denotan nimeros en /.

Funciones crecientes, decrecientes y constantes

Terminologia Definicion Interpretacion grafica

fes creciente fx) < flxy) LY
en un intervalo / | siempre que x; < x;,

|
|
i f(x)
i
I

\

=
S
=

fes decreciente | f(x;) > f(x,)

. ) AY
en un intervalo / | siempre que x; < x,
l
i I
Sx) :
I
i -
X Xy X
[ es constante flx) = f(x) LY
en un intervalo / | para cada x; y x,
T T
I I
I ) I
flxp) | f(xy) !
I I
| |

=Y
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FIGURA 8

Dominio:
[—3,3]

FUNCIONES Y GRAFICAS

Un ejemplo de una funcion creciente es la funcién identidad, cuya ecua-
cion es flx) = x y cuya grafica es la recta que pasa por el origen con pendiente
1. Un ejemplo de una funcion decreciente es f{x) = —x, una ecuacién de la
recta que pasa por el origen con pendiente —1. Si f{x) = ¢ para todo niimero
real x, entonces f se denomina funcion constante.

Usaremos las frases f es creciente y f(x) es creciente indistintamente.
Haremos lo mismo con los términos decreciente y constante.

EJEMPLO 4 Uso de una grafica para hallar el dominio, rango
y dénde una funcién aumenta o disminuye

Sea f(x) = V9 — x2
(a) Trace la gréfica de f.
(b) Encuentre el dominio y rango de f.

(c) Encuentre los intervalos en los que f es creciente o decreciente.

SOLUCION

(a) Por definicién, la gréfica de f es la gréfica de la ecuacion y = V9 — x2
Sabemos de nuestro trabajo con circunferencias en la seccion 3.2 que la grafica
de x> + y* = 9 es una circunferencia de radio 3 con centro en el origen. Si despe-
jamos y de la ecuacién x> + y?> = 9 tendremos y = =V9 — x% Se deduce que
la grafica de f'es la mitad superior de la circunferencia, como se ilustra en la
figura 8.

(b) De acuerdo con la figura 8, vemos que el dominio de f es el intervalo
cerrado [—3, 3], y el rango de f'es el intervalo [0, 3].

(c) La grifica sube a medida que x aumenta de —3 a 0, de modo que f'es cre-
ciente en el intervalo cerrado [—3, 0]. Por lo tanto, como se muestra en la gra-
fica precedente, si x; < x, en [—3, 0], entonces f(x;) > f(x,) (note que
posiblemente x, = —3 0 x, = 0).

La gréfica cae conforme x se incrementa de 0 a 3, asi que f decrece en el
intervalo cerrado [0, 3]. En este caso, la tabla indica que si x; < x, en [0, 3],
entonces f(x;) > f(x,) (observe que posiblemente x;, = 0 0 x, = 3). [ |

Un problema del siguiente tipo es de especial interés en calculo.

Problema: Encuentre la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos
Py Q que se muestran en la figura 9.

FIGURA 9

AY

recta secante

Oa+h, fla+h) =)
}A,v =fla+ h) — f(@)

a a+h X
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La pendiente mp, estd dada por
Ay flat ) fa)
e Ax h '

La dltima expresién (con i # 0) por lo comin se denomina cociente de dife-
rencias. Echemos una mirada al dlgebra involucrada en la simplificacién de un
cociente de diferencias. (Vea en el ejercicio de andlisis 5, al final del capitulo,
un problema relacionado.)

EJEMPLO 5 Simplificar un cociente de diferencias

Simplifique el cociente de diferencias

S+ h) — fx)
h

usando la funcién f(x) = x> + 6x — 4.
SOLUCION

f(x+h)—f(x):[(x+h)2+6(x+h)—4]—[x2+6x—4]
h h

definicion de f
(P +2xh+ R+ 6x+ 6h —4) — (x> + 6x — 4)
h

expanda numerador

:(x2+2xh+h2+éof+6h—4)—(x2+éof—4)

h
reste términos
2xh + h* + 6h ) )
= simplifique
h
h(2x + h + 6) .
= factorice h
h
=2x+h+6 cancele h # 0 ]

El siguiente tipo de funcién es uno de los mas elementales en dlgebra.

Definicién de funcion lineal

Una funcién fes una funcion lineal si
flx) = ax + b,

donde x es cualquier nimero real y a y b son constantes.

La gréfica de f en la definicién precedente es la grafica de y = ax + b,
que, por la forma pendiente-ordenada al origen, es una recta con pendiente a
e interseccion b con el eje y. Asi, la grdfica de una funcion lineal es una recta.
Como f{x) existe para toda x, el dominio de fes R. Como se ilustra en el ejem-
plo siguiente, si a # 0, entonces el rango de f también es R.
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FIGURA 10

FIGURA 11

y=ax+b

Trazar la gréfica de una funcién lineal
Sea f(x) = 2x + 3.

(a) Trace la gréfica de f.

(b) Encuentre el dominio y rango de f.

(c) Determine dénde f es creciente o es decreciente.

SOLUCION

(a) Como f(x) tiene la forma ax + b, cona = 2y b = 3, fes una funcién
lineal. La gréafica de y = 2x + 3 es la recta con pendiente 2 y punto de inter-
seccion 3 con el eje y, ilustrado en la figura 10.

(b) Vemos de la gréfica que x y y pueden ser cualesquiera nimeros reales, de
modo que el dominio y el rango de f'son R.

(c) Como la pendiente de a es positiva, la grifica de f sube cuando x aumenta;
esto es, flx;) < flx,) siempre que x; < x,. Asi, f'es creciente en todo su dominio.
|

En aplicaciones a veces es necesario determinar una funcién lineal espe-
cifica a partir de los datos dados, como en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 7 Hallar una funcién lineal

Si f es una funcién lineal tal que f(—2) = 5 y f(6) = 3, encuentre f(x), donde
x es cualquier nimero real.

SOLUCION  Por la definicién de funcién lineal, fix) = ax +b, donde a y b
son constantes. Ademads, los valores de la funcién dada nos dicen que los pun-
tos (—2, 5) y (6, 3) estan en la grafica de f, es decir, sobre la receta y = ax +
b ilustrada en la figura 11. La pendiente a de esta recta es

53 _ 2 1
-2-6 -8 4°
y en consecuencia f{x) tiene la forma
fx) = —3x + b.
Para hallar el valor de b, podemos usar el hecho de que f{6) = 3, como sigue:
f6) = —i(6) +b seax=6enf(x) = fﬁx + b
3=-3+b  f(6)=3
b=3 +%=g despeje b
Por lo tanto, la funcién lineal que satisface f{—2) = 5y f(6) = 3 es

flx) = —%x+g. ]

Numerosas férmulas que se presentan en matemadticas y ciencias determi-
nan funciones. Por ejemplo, la formula A = 7r* para el drea A de una circun-
ferencia de radio r asigna a cada nimero real positivo r exactamente un valor
de A. Esto determina una funcién f'tal que f(r) = 772, y podemos escribir A =
f(r). La letra r, que representa un nimero arbitrario del dominio de f, se deno-
mina variable independiente. La letra A, que representa un nimero del rango



FIGURA 12

FIGURA 13
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de f, es una variable dependiente porque su valor depende del nimero asig-
nado a r. Si dos variables r y A estan relacionadas de este modo, decimos que
A es una funcion de r. En aplicaciones, la variable independiente y la variable
dependiente a veces se conocen como la variable de entrada y la variable de
salida, respectivamente. Como otro ejemplo, si un automévil viaja a un paso
uniforme de 50 mi/h, entonces la distancia d (millas) recorrida en un tiempo ¢
(horas) esta dada por d = 50¢, y por lo tanto la distancia d es una funcion del
tiempo t.

EJEMPLO 8 Expresar el volumen de un tanque como funcién
de su radio

Un tanque de acero para gas propano se va a construir en forma de cilindro cir-
cular recto de 10 pies de altura, con una semiesfera unida a cada extremo. El
radio r estd por determinarse. Exprese el volumen V (en ft?) del tanque como
funcién de r (en pies).

SOLUCION El tanque se ilustra en la figura 12. Podemos hallar el volumen
de la parte cilindrica del tanque al multiplicar su longitud 10 por el drea 7r?
de la base del cilindro. Esto nos da

volumen del cilindro = 10(7r?) = 10772

Los dos extremos semiesféricos, tomados juntos, forman una esfera de radio r.
Usando la férmula para el volumen de una esfera, obtenemos

volumen de los dos extremos = %mﬁ.
Por lo tanto, el volumen V del tanque es
V="4%m + 10w,

Esta formula expresa V como funcién de r. En forma factorizada,

V(r) = 3ar(dr + 30) = $7r°(2r + 15). n

EJEMPLO 9 Expresar una distancia como funcién del tiempo

Dos barcos salen de puerto al mismo tiempo, uno de ellos navega al oeste a una
velocidad de 17 mi/hy el otro al sur a 12 mi/h. Si 7 es el tiempo (en horas) des-
pués de su salida, exprese la distancia d entre los barcos como funcién de z.

SOLUCION Para ayudar a visualizar el problema, empezamos por hacer un
dibujo y marcarlo como se ve en la figura 13. Por el teorema de Pitdgoras,
P=a+bp o d=Va+P

Como distancia = (velocidad)(tiempo) y las velocidades son 17 y 12, respec-
tivamente,

a=17t y b =12t
La sustitucién en d = Va* + b nos da

d= V7 + (12t = V28912 + 14412 = V43312 ~ 20.8)r. m

Es posible usar pares ordenados para obtener un enfoque alternativo de las
funciones. Primero observamos que una funcién f de D a E determina el
siguiente conjunto W de pares ordenados:
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W = {(x, fix)): xestien D}

Por lo tanto, W estd formado por todos los pares ordenados tales que el primer
nimero x estd en D y el segundo nimero es el valor f{x) de la funcién. En el
ejemplo 1, donde f(x) = x2, W es el conjunto de todos los pares ordenados de
la forma (x, x?). Es importante observar que, para cada x, hay exactamente un
par ordenado (x, y) en W que tiene x en la primera posicion.

En forma reciproca, si empezamos con un conjunto W de pares ordenados
tales que cada x en D aparece exactamente una vez en la primera posicion de
un par ordenado, entonces W determina una funcién. De manera especifica,
para cada x en D hay exactamente un par (x, y) en W, y al hacer que y corres-
ponda a x, obtenemos una funcién con dominio D. El rango estd formado por
todos los nimeros reales y que aparecen en la segunda posicion de los pares
ordenados.

Del andlisis precedente se deduce que el siguiente enunciado también
podria usarse como definiciéon de funcién.

Definicion alternativa Una funcién con dominio D es un conjunto W de pares ordenados tales

de funcién

que, para cada x en D, hay exactamente un par ordenado (x, y) en W que
tiene a x en la primera posicion.

En términos de la definicién precedente, los pares ordenados
(x, Vx — 1) determinan la funcién del ejemplo 3 dada por f(x) = Vx — 1.
Note, sin embargo, que si

W= {(x, y): x> = y7,

entonces W no es una funcién, puesto que para una x determinada puede haber
mads de un par en W con x en la primera posicién. Por ejemplo, si x = 2, enton-
ces (2,2)y (2, —2) estdn en W.

En el siguiente ejemplo ilustramos la forma en que algunos de los con-
ceptos presentados en esta seccion se pueden estudiar con ayuda de una cal-
culadora de gréficas. En adelante, cuando hagamos asignaciones en una
calculadora de gréficas, con frecuencia nos referiremos a variables como Y, y
Y, como las funciones Y,y Y,.

EJEMPLO 10 Analizar la grafica de una funcién

Sea f(x) = x?* — 3.

(a) Encuentre f(—2).

(b) Trace la grifica de f.

(c) Exprese el dominio y rango de f.

(d) Exprese los intervalos en los que f'es creciente o decreciente.

(e) Estime los puntos de interseccién con el eje x de la gréfica con una precisiéon de un lugar
decimal.




3.4 Definicién de funcion 175

e N

SOLUCION
(a) A la derecha aparecen cuatro representaciones Flati Flotz Flotz
de f, todas ellas validas en la TI-83/4 Plus. :3;5%:,,:&%{%%;%3 -z

En algunos otros modelos anteriores de calculado- -
ras de graficas se puede obtener sélo el lado MYRBCRE 201503
derecho de la grafica de la figura 14, que aparece Sy RCET R E-S

abajo. Si eso ocurre, cambie su representacion de f. 5=

A la derecha se muestran dos métodos para [i1 % =}

hallar un valor de funcién. En el primero, Ty 1.412335345
simplemente encontramos el valor de -2

Y ,(—2). En el segundo, guardamos —2 en ¥ -1. 417592945
X y luego hallamos el valor de Y,

Quars) (=) (1) () (0 -2 @D (Ewter)

(b) El uso de la pantalla [—15, 15] por [—10, 10] para graficar Y, nos da una pantalla seme-
jante a la de la figura 14. La parte en forma de V de la grafica de fen x = 0 se llama cispide.

(c) El dominio de f'es R, porque podemos introducir cualquier valor para x. La figura indica
que y = —3, de modo que concluimos que el rango de fes [—3, ).

(d) En la figura vemos que f es decreciente en (—<, 0] y creciente en [0, ).

(e) Con el uso de la funcion de raiz, encontramos que el punto de interseccion positivo con
el eje x de la figura 14 es aproximadamente 5.2. Como f'es simétrica con respecto al eje y, el
punto de interseccién con el eje x negativo es alrededor de —5.2.

FIGURA14 [-15, 15] por [—10, 10]

- /

Como ayuda de referencia, algunas graficas comunes y sus ecuaciones
aparecen en el apéndice 1. Muchas de éstas son graficas de funciones.

m Ejercicios

1 Sif(x) = —x* — x — 4, encuentre f(—2), f(0) y f(4). 3 Sif(x) = Vix — 2 + 3x, encuentre f(3), £(6) y f(11).

2 Sif(x) = —x’ — x> + 3, encuentre f(—3), f(0) y f(2). 4 Sif(x) = . al T encuentre f(—2), f(0) y f(3).
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Ejer. 5-10: Si a y h son nimeros reales, encuentre

@ f@ ®) f—a)  © ~f@ @ f@+h)
© f@ + f) 0 LOED =T G4
5 f(x) = 5¢— 2 6 fx) = 1 — 4x
7 fx) = —x? + 3 8 f) =3 —x°

9 fx) =x>—x+3 10 f(x) =2x>+3x =7

Ejer. 11-14: Si a es un niimero real positivo, encuentre

1 1 — —
(a) g<a> b o © g(Va) (@ Ve
1N g(x) = 4x? 12 glx) =2x—7
2 2
3 g(x):x2i1 MW=

Ejer. 15-16: Explique por qué la grafica es o no es la repre-
sentacion de una funcién.

—_
v

16

b
~

Ry,

Ejer. 17-18: Determine el dominio D y el rango R de la fun-
cion que se muestra en la figura.

4, =3)

17 18
| Y AY
T (} 2) @.3) (—4,3) T
- ﬁ <7zﬁk T
4—0—0—74 S S I
(-4, -3) te-n * (-2 —13_5\ *

Ejer. 19-20: Para la grifica de la funcién f trazada en la
figura, determine
(a) el dominio (b) el rango
(d) toda x tal que f(x) = 1

(e) toda x tal que f(x) > 1

(©) f()

1, =D

(7, =1)

Ejer. 21-32: Encuentre el dominio de f.

21 f(x) = V2x + 7 22 f(x) = V4 — 3x

23 f(x) = V16 — x? 24 f(x) = Vx*—25

1 4
3 fo) = xf i_ Ox 2% f) = 6x2 + lx3x -5
Noer Vi =3
TG nrs BIW=
—4 1
2 ) = Vxx—Z 30 f(X):(x—3)\/x+3

31 f) = Vx +3+ V3 —x
32 flx) = V(x — 2)(x — 6)

Ejer. 33-34: (a) Encuentre el dominio D y rango R de f. (b)
Encuentre los intervalos en los que f es creciente, decre-
ciente o constante.

33 y
(-5,3)  4)
12,2
(-3, 1):
(=4, —1) T (3,0) X
’ o—+-e
(=1,-3)7,-3)




35 Trace la grifica de una funcién que sea creciente en
(—,—3] y [2, ©) y sea decreciente en [—3, 2].

36 Trace la gréifica de una funcién que sea decreciente en
(—o,—2] y [1, 4] y sea creciente en [—2, 1] y [4, ).

Ejer. 37-46: (a) Trace la grafica de f. (b) Encuentre el domi-
nio D y rango R de f. (c) Encuentre los intervalos en los que
f es creciente, decreciente o constante.

37 f(x) = —2x+ 1 38 flx) =2x— 1

39 f(x) =4 —x2 40 f(x) =x*—-1

a1 fx) = Vx—1 42 f(x) = V4 —x

43 f(x) = —4 44 f(x) =3

45 f(x) = —V36 — x2 46 f(x) = V16 — x?

Ejer. 47-48: Simplifique el cociente de diferencias
SC+h —fQ2)
h
47 f(x) = x* — 6x

sih # 0.
48 f(x) = —2x*+5

Ejer. 49-50: Simplifique el cociente de diferencias
f&+h) - fx)
h
49 f(x) =x>+5

sih # 0.
50 f(x) = 1/x?

Ejer. 51-52: Simplifique el cociente de diferencias

J® ~J@ six # a.
x—a

51 f(x) = Vx — 3 (Sugerencia: racionalice el numerador.)

52 fx) =x*—2

Ejer. 53-54: Si una funcion lineal f satisface las condiciones
dadas, encuentre f(x).

53 f(=3)=1yf3) =2
54 f(=2)=T7yf@4) = -2
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Ejer. 55-64: Determine si el conjunto W de pares ordenados
es una funcion en el sentido de la definicion alternativa de
funcion de la pagina 174.

55 W ={(x,y):3y = x>+ 7}
56 W = {(x,y): x =3y + 2}
57 W= {(x, y): x> + y> = 4}
58 W ={(x, y):y>— x>=4}

59 W={kx,y):y=5} 60 W ={(x,y): x =3}

61 W= {(x, y): xy = 0} 62 W={x,y):x+y=0}

63 W={wy:|yl=Ixl} 64 W={@y:y<a

65 Construcciéon de una caja De una pieza rectangular de
cartén que tiene dimensiones de 20 pulgadas X 30 pulga-
das, se ha de construir una caja abierta al cortar un cua-
drado idéntico de drea x* de cada esquina y voltear hacia
arriba los lados (vea la figura). Exprese el volumen V de la
caja como funcién de x.

EJERCICIO 65

66 Construccién de un tanque de almacenamiento
Consulte el ejemplo 8. Un tanque de acero para almacena-
miento de gas propano se ha de construir en forma de cilin-
dro circular recto de 10 pies de largo con una semiesfera
unida en cada extremo. El radio r estd por determinarse.
Exprese el drea superficial S del tanque como funcién de r.

67 Dimensiones de un edificio Una pequefia unidad para ofi-
cinas debe contener 500 ft? de espacio de piso. Un modelo
simplificado se ilustra en la figura.

(a) Exprese la longitud y del edificio como funcién del
ancho x.

(b) Si las paredes cuestan $100 por pie lineal de piso, ex-
prese el costo C de las paredes como funcién del ancho
x. (No considere el espacio de pared arriba de las puer-
tas ni el grosor de las paredes.)
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EJERCICIO 67

-

y |

68 Dimensiones de un acuario Un acuario de 1.5 pies de
altura debe tener un volumen de 6 ft>. Con x denote la lon-
gitud de la base y con y el ancho (vea la figura).

(a) Exprese y como funcién de x.

(b) Exprese el nimero total S de pies cuadrados de vidrio
necesario como funcién de x.

EJERCICIO 68

69 Reglamento de construccion El ayuntamiento de una ciu-
dad estd proponiendo un nuevo reglamento de construc-
cion, el cual requiere que el rebajo S para cualquier edificio
desde una residencia sea un minimo de 100 pies, mds otros
6 pies por cada pie de altura arriba de 25 pies. Encuentre
una funcion lineal para S en términos de A.

EJERCICIO 69

EEEE EEEEEE EEEE
EEEE EEEEEE EEEE
EEEE EEREEE EREE
RERE REREEE REEE
EEEE EEREEE EREE
EEEEEEEEEEEEER
EEEE EEREEE REEE
EEEE EEEEEE EEE
EEEE SEEEEE EEEE

Rebajo

$

70 Impuesto de energia Un impuesto de energia T propuesto
a la gasolina, que afectarfa el costo de conducir un vehicu-
lo, se ha de calcular al multiplicar el nimero x de galones
de gasolina que una persona compra por 125,000 (el nime-
ro de Btu por galén de gasolina) y luego multiplicar el total
de Btu por el impuesto, 34.2 centavos por millén de las Btu.
Encuentre una funcién lineal para T en términos de x.

71 Crecimiento en la infancia Para nifios entre 6 y 10 afios,
la estatura y (en pulgadas) es frecuentemente una funcién
lineal de la edad ¢ (en afios). La estatura de cierto nifio es de
48 pulgadas a los 6 afios de edad y 50.5 pulgadas a los 7.

(a) Exprese y como funcién de ¢.
(b) Trace la recta del inciso (a) e interprete la pendiente.
(c) Prediga la estatura del nifio a la edad de 10 afios.

72 Contaminacién radiactiva Se ha estimado que 1000
curies de sustancia radiactiva, introducida en un punto en la
superficie del mar abierto, se extenderian sobre un drea de
40,000 km? en 40 dias. Suponiendo que el drea cubierta por
la sustancia radiactiva sea una funcion lineal del tiempo ¢y
que es siempre de forma circular, exprese el radio r de la
contaminacién como funcién de 7.

73 Distancia a un globo de aire caliente Un globo de aire
caliente se lanza a la 1:00 p.m. y sube verticalmente a razén
de 2 m/s. Un punto de observacion estd situado a 100
metros de un punto en el suelo, directamente abajo del
globo (vea la figura). Si ¢ denota el tiempo (en segundos)
después de la 1:00 p.m., exprese la distancia d entre el
globo y el punto de observacién como funcién de 7.

EJERCICIO 73




74

75

76

El tridngulo ABC esta inscrito en un semicirculo de didme-
tro 15 (vea la figura).

(a) Si x denota la longitud del lado AC, exprese la longitud
y del lado BC como funcién de x. (Sugerencia: el
angulo ACB es un dngulo recto.)

(b) Exprese el area s del tridngulo ABC como funcién de
xy exprese el dominio de esta funcién

EJERCICIO 74

Distancia a la Tierra Desde un punto exterior P que estd a
h unidades de una circunferencia de radio r, se traza una
recta tangente a la circunferencia (vea la figura). Denote
con y la distancia desde el punto P al punto de tangencia 7.

(a) Exprese y como funcién de h. (Sugerencia: si C es el
centro de la circunferencia, entonces PT es perpendicu-
lar a CT.)

(b) Si res el radio de la Tierra y & es la altitud de un tras-
bordador espacial, entonces y es la distancia maxima
a la Tierra que un astronauta puede ver desde el tras-
bordador. En particular, si # = 200 mi y r = 4000 mi,
aproxime y.

EJERCICIO 75

Longitud de una cuerda floja La figura ilustra el aparato
para un equilibrista. Dos postes se colocan a 50 pies uno del
otro, pero el punto de unién P para la cuerda no se ha deter-
minado.

(a) Exprese la longitud L de la cuerda como funcién de la
distancia x de P al suelo.

(b) Si la caminata total debe ser de 75 pies, determine la
distancia de P al suelo.
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EJERCICIO 76
P

77 Pista de un aeropuerto Las posiciones relativas de una

pista para aviones y una torre de control de 20 pies de altura
se ven en la figura. El principio de la pista estd a una dis-
tancia perpendicular de 300 pies desde la base de la torre.
Si x denota la distancia que un avién se ha movido por la
pista, exprese la distancia d entre el avién y la parte supe-
rior de la torre de control como funcién de x.

EJERCICIO 77
. 20’
. ~~d
~ .
'\x
i

78 Tiempo de llegada a un destino Un hombre en un bote de

remos que estd a 2 millas del punto A mds cercano en una
orilla recta desea llegar a su casa situada en un punto B que
estd 6 millas mas abajo por la orilla (vea la figura). El pla-
nea remar a un punto P que estd entre A y B a x millas de la
casa, y luego caminard el resto de la distancia. Suponga que
puede remar a 3 mi/h y puede caminar a 5 mi/h. Si T'es el
tiempo total necesario para llegar a la casa, exprese 7' como
funcidn de x.

EJERCICIO 78
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s Ejer. 79-82: Trace la grafica de f en el intervalo dado [a, b].

(b) Estime el rango de f en [a, b]. (c) Estime los intervalos en

los que f es creciente o decreciente.
173

(b) Si una funcién se grafica en el modo de puntos, deter-
mine el nimero maximo de pixeles que tipicamente se
oscurecerian en la pantalla de la calculadora para mos-
trar la funcion.

79 ) = T [-2.2]
@ 86 Distancias de parada La tabla siguiente es una lista de
80 f(x) = x* — 04> — 0.8x2 + 0.2x + 0.1;  [—1, 1] dllstanmas de par.ada précticas D (en pies) para au.tos a velo-
cidades S (en millas por hora) en superficies a nivel, como
la usa la American Association of State Highway and
81 flx) = x> — 3x*+ 1; [-0.7, 1.4] Transportation Officials.
82 f(x) = 1 ;xz; [—4, 4] S 20 30 40 50 60 70
* 33 86 167 278 414 593

+ Ejer. 83-84: En los ejercicios 51-52 de la seccién 2.5, se usa-

ron métodos algebraicos para hallar soluciones a cada una
de las siguientes ecuaciones. Ahora resuelva la ecuacion gra-
ficamente, al asignar la expresion del lado izquierdo a Y, y
el nimero en el lado derecho a Y,, y luego encuentre las
coordenadas x de todos los puntos de interseccion de las dos
graficas.

8 (@x? =32  (b)x*=16 © x° = —64 Y
(d) x* =125  (e) x> = —27 @
84 (@) x=-27 (B)x¥=25 (g« =-49
d) =64  (e) xV = -8

85 Pantalla de calculadora La pantalla de una calculadora
de gréficas particular mide 95 pixeles de ancho y 63 pixe-
les de alto.

(a) Encuentre el nimero total de pixeles en la pantalla.

(a) Grafique los datos.

(b) Determine si la distancia de parada es una funcién
lineal de la velocidad.

(c) Examine las implicaciones practicas de estos datos para
conducir con seguridad un auto.

Precios de autos nuevos En 1993 y 2000, los precios pro-
medio pagados por un auto nuevo fueron $16,871 vy
$20,356, respectivamente. Suponga que el precio promedio
aument6 linealmente.

(a) Encuentre una funcién f que modele el precio pagado
promedio por un auto nuevo. Grafique f junto con los
dos puntos de datos.

(b) Interprete la pendiente de la gréfica de f.

(c) Gréficamente aproxime el afio cuando el precio pagado
promedio seria $25,000.

B 35

Graficas de funciones

En esta seccion estudiamos ayudas para trazar graficas de ciertos tipos de fun-
ciones. En particular, una funcién f'se llama par si f{—x) = f(x) para toda x en

su dominio. En este caso, la ecuacién y = f(x) no se cambia si —x es sustituida
por x y, por lo tanto, por la prueba de simetria de la seccién 3.2, la grafica de
una funcién par es simétrica con respecto al eje y.

Una funcién f se denomina impar si f{—x) = —f{x) para toda x en su
dominio. Si aplicamos la prueba de simetria 3 de la seccién 3.2 a la ecuacién
y = fix), vemos que la grafica de una funcién impar es simétrica con respecto

al origen.

Estos datos se resumen en las primeras dos columnas de la tabla siguiente.

Funciones pares e impares

Tipo de simetria
Terminologia Definicién Tlustracion de la grafica
fes una f(=x) = f(x) y = flx) = x? con respecto al eje y
funcioén par. para toda x en el dominio.
fesuna f(=x) = —f(x) y=flx) =x° con respecto al origen
funcién impar. para toda x en el dominio.
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Determinar si una funcién es par o impar
Determine si f es par, impar o ninguna de éstas.

@) fx) =3x*—2x2+5 (b) f(x) = 2x> — 7x® + 4x
(@ fx) =x* +x?

SOLUCION En cada caso el dominio de fes R. Para determinar si f es par o
impar, empezamos por examinar f(—x) donde x es cualquier nimero real.

@) f(—x) = 3(—x)* = 2(—x)*+ 5 sustituya x por —x en f(x)
=3x*—2x2+5 simplifique
= f(x) definicién de f

Como f(—x) = f(x), f es una funcién par.

(b) f(—x) = 2(=x)° — 7(—x)* + 4(—x) sustituya x por —x en f(x)

= —2x° + 7x° — 4x simplifique
= —(2x° = I + 4x) factorice —1
= —f(x) definicién de f
Como f(—x) = —f(x), f es una funcién impar.
(©) f(=x) = (=% + (—x)? sustituya x por —x en f(x)
= —x*+x2 simplifique
Como f(—x) # f(x) y f(—x) # —f(x) (note que —f(x) = —x3 — x2), la fun-
cién fno es ni par ni impar. [ ]

En el siguiente ejemplo consideramos la funcion valor absoluto f, defi-
nida por f(x) = |x|.

Trazar la grafica de la funcién valor absoluto
Sea f(x) = |x]|.

(a) Determine si f'es par o impar.

(b) Trace la gréifica de f.

(c) Encuentre los intervalos en los que f'es creciente o decreciente.

SOLUCION

(a) El dominio de f es R, porque el valor absoluto de x existe para todo
ndmero real x. Si x estd en R, entonces

f=x) = |=x| = [x] = f(x).
Por lo tanto, fes una funcién par porque f(—x) = f(x).

(b) Como fes par, su gréfica es simétrica con respecto al eje y. Si x = 0, enton-
ces | x| = x 'y por lo tanto la parte del primer cuadrante de la grafica coincide
con la recta y = x. Trazar esta semirrecta y usar simetria nos da la figura 1.

(c) Al consultar la grafica vemos que f es decreciente en (—, 0] y es cre-
ciente en [0, ). ]
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Si conocemos la grafica de y = f(x), es facil trazar las graficas de

y=f)+c 'y y=flx)—c

para cualquier nimero real positivo c. Al igual que en la siguiente grafica, para
y = f(x) + ¢, sumamos c a la coordenada y de cada punto en la graficade y =
f(x). Esto desplaza la gréfica de f hacia arriba una distancia c. Para y = f(x)
— c con ¢ > 0, restamos ¢ de cada coordenada y, por lo tanto se desplaza la
gréfica de funa distancia ¢ hacia abajo. Estos se denominan desplazamientos
verticales de gréficas.

Desplazamiento vertical de la grafica dey = f(x)

Ecuacién y=fx)+cconc>0 y=f(x) —cconc>0
Efecto La gréfica de f se desplaza La gréfica de f'se desplaza
en la grafica verticalmente hacia arriba verticalmente hacia abajo

una distancia c. una distancia c.
Interpretacién A AY

grafica

c>0

I
y=fx /|

(a,b — cl
\/ :

y =)~ e

.

EJEMPLO 3 Desplazamiento vertical de una grafica
Trace la grafica de f:

@ fx)=x* (b)) f)=x>+4 (o) fx) =x>—4

SOLUCION  Trazaremos todas las gréficas en el mismo plano de coordenadas.

(@) Como
fl=x) = (=x)* = x* = f(x),

la funcidn fes par y por lo tanto su gréifica es simétrica con respecto al eje y.
Varios puntos en la grifica de y = x2 son (0, 0), (1, 1), (2, 4) y (3, 9). Trazando
una curva suave que pase por estos puntos y que se refleje a través del eje y
nos da el trazo de la figura 2. La gréfica es una pardbola con vértice en el ori-
gen y que abre hacia arriba.

(b) Para trazar la grdfica de y = x> + 4, sumamos 4 a la coordenada y de cada
punto en la grifica de y = x?; esto es, desplazamos la gréfica del inicio (a)
hacia arriba 4 unidades, como se ve en la figura.

(c) Para trazar la grafica de y = x2 — 4, disminuimos las coordenadas y de
y = x2 en 4; esto es, desplazamos la grafica del inciso (a) hacia abajo 4 uni-
dades. ]
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También consideramos desplazamientos horizontales de gréficas.
Especificamente, si ¢ > 0, considere las grificas de y = f(x) y y = gx) = flx
— ¢) trazadas en el mismo plano de coordenadas, como se ilustra en la tabla
siguiente. Como

gla+c)=flla+c]—c) = fla),

vemos que el punto con abscisa a en la grafica de y = f(x) tiene la misma coor-
denada y que el punto con abscisa a + c en la grificade y = g(x) = f(x — ¢).
Esto implica que la grafica de y = g(x) = f(x — ¢) se puede obtener al des-
plazar la grafica de y = f(x) a la derecha una distancia c. Andlogamente, la
grafica de y = h(x) = f(x + c) se puede obtener al desplazar la grafica de fa
la izquierda una distancia ¢, como se muestra en la tabla.

Desplazamiento horizontal de la grifica de y = f(x)

Ecuacion Efecto en la grafica Interpretacion grafica
y = gx) La grafica de f Ay
=f(x — ¢) se desplaza
conc >0 horizontalmente .
a la derecha y =1 y=8W = flx—o
una distancia c.
x
y = h(x) La gréfica de fse LY
= f(x + ¢) desplaza
conc >0 horizontalmente _ )
a la izquierda y=hx =fx+c) y = f(x)
una distancia c.
(a—c,b)
|
|
|
|
1 X
a— ¢ a 76
:4— c>0 —»:

Los desplazamientos horizontales y verticales también se conocen como
traslaciones.

FIGURA3

EJEMPLO 4 Desplazamiento horizontal de una grafica
Trace la gréfica de f:

@ f) =& =47 (b) fx) = (x +2)

SOLUCION La gréfica de y = x? se traza en la figura 3.

(a) Desplazar la gréfica de y = x? a la derecha 4 unidades nos da la grafica de
y = (x — 4)*> mostrada en la figura.

X

(b) Desplazar la grafica de y = x*ala izquierda 2 unidades nos lleva a la gra-
ficadey = (x + 2)> mostrada en la figura. ]
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Para obtener la grafica de y = ¢f(x) para algin nimero real ¢, podemos
multiplicar las coordenadas y de los puntos sobre la grafica de y = f(x) por c.
Por ejemplo, si y = 2f(x), duplicamos las coordenadas y; o siy = % f(x), mul-
tiplicamos cada coordenada y por % . Este procedimiento se conoce como elon-
gacion vertical de la gréafica de f(si ¢ > 1) o compresion vertical de la gréfica
(si0 < ¢ < 1)y seresume en la tabla siguiente.

Elongacion o compresion vertical de la grafica de y = f(x)

Ecuacion

y = ¢f(x) conc > 1

y=cf(x)con0 <c¢ <1

Efecto en
la grafica

La grafica de f'se
alarga verticalmente
por un factor c.

La gréfica de f
se comprime verticalmente
por un factor 1/c.

Interpretacion
grafica

(a, cb)

i v =cf) 1

conc>1 1

(a9 b) T

y = cf @)
con0<c<1

(Cl, b)_

y =fx)

y=f)

FIGURA 4

La sustitucion de y con —y refleja la
grdfica de y = f(x) a través del eje X.

EJEMPLO 5 Alargar o comprimir verticalmente una gréfica
Trace la gréfica de la ecuacion:
@ y=4 (b)) y=ja’

SOLUCION

(a) Para trazar la grdfica de y = 4x? podemos consultar la grifica de y = x>
de la figura 4 y multiplicar la coordenada y de cada punto por 4. Esto alarga la
gréfica de y = x? verticalmente por un factor de 4 y nos da una pardbola mds
angosta que es mas aguda en el vértice, como se ilustra en la figura.

(b) La grificadey = %xz se puede trazar al multiplicar las coordenadas y de
los puntos en la grafica de y =1 x?* por i. Esto comprime la grifica de y = x?
verticalmente por un factor 1/; = 4 y nos da una pardbola mds ancha que es
mds plana en el vértice, como se ve en la figura 4. ]

Podemos obtener la grafica de y = —f(x) al multiplicar la coordenada y
de cada punto sobre la grfica de y = f(x) por —1. Asf, todo punto (a, b) sobre
la grifica de y = f(x) que se encuentre arriba del eje x determina un punto (a,
—b) sobre la grafica de y = —f(x) que se encuentra debajo del eje x. Del
mismo modo, si (¢, d) estd debajo del eje x (esto es, d < 0), entonces (¢, —d)
se encuentra arriba del eje x. La grifica de y = —f(x) es una reflexion de la
gréfica de y = f(x) a través del eje x.

EJEMPLO 6 Reflejar una grafica por el eje x

Trace la grifica de y = —x>
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SOLUCION La grafica puede hallarse al localizar puntos; pero, como la gré-
fica de y = x2 nos es conocida, la trazamos como en la figura 5 y luego mul-
tiplicamos las coordenadas y de los puntos por — 1. Este procedimiento nos da
la reflexion a través del eje x indicada en la figura. [ ]

A veces es til comparar las graficas de y = f(x) y y = f(cx) sic # 0. En
este caso los valores de funcién f(x) para

a=x=0b
son los mismos que los valores de la funcion f(cx) para
a

b
=x=—.
c c

a=cx=b o bien, en forma equivalente,

Esto implica que la gréfica de f se comprime horizontalmente (si c > 1) o se
alarga horizontalmente (si 0 < ¢ < 1), como se resume en la tabla siguiente.

Compresion o elongacion horizontales de la graficadey = f(x)

Ecuacion Efecto en la grafica Interpretacion grafica
y = flcx) La grafica de f y
conc > 1 se comprime
horizontalmente
por un factor c.
y = f(cx) La gréfica de f y
con0) <c <1 se elonga
horizontalmente y = flex)
por un factor 1/c. con0<c<l1
@b) (4,p)

La sustitucion de x con —x refleja la
grdfica de y = f(x) a través del eje y.

Si ¢ < 0, entonces la grafica de y = f(cx) puede obtenerse por reflexién
de la graficade y = f (| c |x§ a través del eje y. Por ejemplo, para trazar la gra-
fica de y = f(—2x), reflejamos la grifica de y = f(2x) por el eje y. Como caso
especial, la grafica de y = f(—x) es una reflexion de la grifica de y = f(x) a
través del eje y.

E EJEMPLO 7 Elongacién o compresién horizontal de una grafica

Sif(x) = x3 — 4x?, trace las graficasde y = f(x),y = fCx) yy = f(%x).
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FIGURA 6
[—6, 15] por [—10, 4]
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SOLUCION  Tenemos lo siguiente:
y=fx) = x> —4x* = x*(x — 4)
y = f(2x) = (2x)* — 4(2x)* = 8x* — 16x* = 8x2(x — 2)
= 1lt) = (o) — e = 4 22 = e

Note que los puntos de interseccion con el eje x de la grafica de y = f(2x)
son 0 y 2, que son % de los puntos de interseccion con el eje x de 0 y 4 para
y = f(x). Esto indica una compresién horizontal por un factor de 2.

Los puntos de interseccién con el eje x de la graficade y = f (%x) son 0y
8, que son 2 veces los puntos de interseccidn con el eje x para y = f(x). Esto
indica una elongacion horizontal por un factor de por 1/ % = 2.

Las graficas, obtenidas con el uso de una calculadora de graficas con pan-
talla [—6, 15] por [—10, 4], se muestran en la figura 6. [

Las funciones se describen a veces con mds de una expresién, como en los
ejemplos siguientes. A estas funciones se les llama funciones definidas por
tramos.

EJEMPLO 8 Trazar la grafica de una funcién definida por tramos

Trace la gréfica de la funcién f'si

FIGURAT 2x+5 six=-—1
Y fl) = {x2 si|x| <1
2 six =1
SOLUCION Six = —1, entonces f(x) = 2x + 5y la grfica de f coincide
- con la recta y = 2x + 5 y estd representada por la parte de la grifica a la
izquierda de la recta x = —1 de la figura 7. El punto pequefio indica que el
punto (—1, 3) estd en la grafica.
Si [x| < 1 (o bien, lo que es equivalente, —1 < x < 1), usamos x2 para
hallar valores de f'y por lo tanto esta parte de la grafica de f que coincide con
la pardbola y = x2, como se indica en la figura. Note que los puntos (—1, 1) y
(1, 1) no estdn en la grafica.
Por tltimo, si x = 1, los valores de f son siempre 2. Asi, la grafica de f
para x = 1 es la semirrecta horizontal de la figura 7.
Nota: cuando el lector termine de trazar la grafica de una funcién definida
por tramos, verifique que pase la prueba de la recta vertical. ]
El siguiente ejemplo muestra la forma en que podemos graficar la funcién
definida por tramos del tltimo ejemplo en una calculadora de graficas.
e N
Trazar la gréfica de una funcion definida por tramos
Trace la gréfica de la funcion f'si
2x +5 six=—1
fx) = {x? si|x| <1
2 six=1
- /
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Haga asignaciones Y.

Ajustar la pantalla.

Cambiar a modo
de punto.

~

SOLUCION Empezamos por hacer la asignacion

Y, = 2x+35)x=—1) + xXabs(x) < 1) + 2(x = 1).
o =4

primera parte segunda parte  tercera parte

e 1 BT 5 1 )
~yq + ==

2 (xTon 5 12 abs (R4 1) +ET

(end) (TEST) (6 ) 1 rgl2
m '\.33:
Wy y=
atH) (] (1) (xTan) O wiE=
(51
2

(O xTen) (2nd) (TEST) (4 ) 1 (O

A medida que la variable x toma valores de Xmin a Xmax, la desigualdad x = —1 en la pri-
mera parte tendrd un valor de 1 (six = —1) 0 0 (si x > —1). Este valor se multiplica por el
valor de 2x + 5 y se asigna a Y. En la segunda parte, note que tanto —1 < x como x < 1
(equivalente a |x| < 1) deben ser verdaderos para que el valor de x2 sea asignado a Y. La

idea general es que cada parte estd “puesta’ sélo cuando x toma los valores del dominio aso-
ciado.

winoow ) -6 (v )6 (V)1 (V) lLI}I{HDDlIJ -
mlm= "
(s (@) M=t

=

N

=3 —_ ||
tallte
==
s|le
=] =]

—
m
n
=

Graficar la funcién en el modo conectado estandar nos permite ver las caracteristicas mas
importantes de la grafica. En modo conectado, la calculadora incluye rectas entre los puntos

extremos de las partes. Presione | GRAPH ).

Para eliminar estas rectas, podemos cambiar a modo de punto y rehacer la grafica. Note que

la calculadora de gréficas no hace distincion entre incluir y excluir un punto extremo (algu-
nos paquetes de software si lo hacen).

((MODE) (V7 (4 veces)) (> ) (ENTER)

(contintia)

=~/
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~

Nota: un método alternativo para representar la funcion f es asignar cada parte a un valor
Y como sigue:

Y, = 2x + 5 =—-1),Y, = x}abs(x) < 1), Y =2(x= 1)

Sin embargo, graficar las tres pantallas es un proceso mds bien lento. La rapidez se puede
mejorar al graficar Y, =Y, + Y, + Y; para obtener la grifica de f (asegirese de apagar Y,,Y,
y Y5). Para apagar Y, en la TI-84/4 Plus, ponga el cursor en el signo = a la derechade Y, y
presione ( ENTER ).

Otro método para representar la funcién f'es asignar cada parte a un valor Y usando divi-
sién, como sigue:

Y, = Q2x +5)/x=-1), Y,=x*(abs(x) <1), Y;=2/(x=1)

Graficar los tres valores Y nos da la grafica de f una vez mas. La ventaja de este método es
aparente cuando se usa el modo conectado. jInténtelo!

Nota de calculadora: Recuerde que |x| < 1, 0 bien, —1 < x < 1 también se puede escribir
como “—1 < x and x < 1”. Los operadores “and” y “or’” se encuentran bajo el mend TEST
LOGIC en la TI-83/4 Plus. Podemos usar “and” para hacer una asignacion alternativa para la
funcién del ejemplo 9, como se ve en la figura.

Flotl Flokz Flak:
SMIBCZE+S I RE -1
+HEC-14M and M4l
A+20EELY

wMe=

wMr=

~My=

wMe=

/

FIGURA 8
Cédula de tasa

Es una mala idea comun pensar que si se mueve a un grupo mas alto de
impuesto, fodo su ingreso es gravado a una tasa mds alta. El siguiente ejemplo
de una gréfica de una funcion definida por tramos ayuda a disipar esa nocién.

EJEMPLO 10 Aplicacién usando una funciéon definida por tramos

Trace una gréfica de la cédula X de tasa de impuesto federal 2009 mostrada en
la figura 8. Represente con x el ingreso gravable y con T la cantidad de
impuesto. (Suponga que el dominio es el conjunto de los niimeros reales no
negativos.)

de impuesto federal 2009 SOLUCION La tabla de impuesto puede ser representada por una funcién

Cédula X —Usar si su estatus de presentacion es soltero definida por tramos como Sigue:

Siel
ingreso
gravable
es mds
de—

Pero no
mas de—

El impuesto cantidad

) si x=0
dela 0.10x si 0 < x = 8350
500 o 835.00 + 0.15(x — 8350) si 8350 < x = 33,950

$0
8,350
33,950
82,250
171,550
372,950

$8,350
33,950
82,250
171,550
372,950

-------- 10% $0
$835.00 + 15% 8,350 T(x) = 4,675.00 + 0.25(x — 33,950) si 33,950 < x = 82,250

AUTENG TS €D 16,750.00 + 0.28(x — 82,250) si 82,250 < x = 171,550

16,750.00 + 28% 82,250
41,754.00 + 33% 171,550 41,754.00 + 0.33(x — 171,550)  si 171,550 < x = 372,950

108,216.00 + 35% 372,950

108,216.00 + 0.35(x — 372,950) si x > 372,950




ILUSTRACION

Para graficar y = [x], grafique

Y, = int(X) en el modo de punto.

En la TI-83/4 Plus y la TI-86, int estd
bajo MATH, NUM.
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Note que la asignacién para el grupo de 15% de impuestos no es 0.15x, sino
10% de los primeros $8350 en ingreso gravable méds 15% de la cantidad que
excede a $8350; esto es,

0.10(8350) + 0.15(x — 8350) = 835.00 + 0.15(x — 8350).

Los otros tramos se pueden establecer de un modo semejante. La grafica de T
se ilustra en la figura 9; note que la pendiente de cada tramo representa la tasa
de impuesto.

FIGURA 9

A\ T(x)

108,216.00 +

10% 1 +15%
|

25% 28% 33% 35%

41,754.00 +

16,750.00 +
4675.00 T

[
835.00

=Y

82,250 171,550 372,950

Si x es un nimero real, definimos el simbolo [[x] como sigue:
[x] = n, donde 7 es el mayor entero tal que n < x

Si identificamos R con puntos en una recta de coordenadas, entonces 7 es el
primer entero a la izquierda de (o igual a) x.

El simbolo [x]

B [05]=0 m 18] =1 m [V5]=2
B [3]=3 B [-3]=-3 B [-27]=-3
m [-V3]=-—2 m [-05]=-1

La funcién entero mayor f estd definida por f(x) = [x].

EJEMPLO 11 Trazar la grafica de la funcién entero mayor

Trace la gréfica de la funcién de entero mayor.

SOLUCION Las coordenadas x y y de algunos puntos en la grafica se pue-
den poner en lista como sigue:
(contintia)
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FIGURA 10

Valores de x fx) = [x]

—2=x<-1 -2
-1=x<0 -1
0=x<1 0
1l=x<2

2=x<3 2

Siempre que x se encuentre entre enteros sucesivos, la parte correspondiente
de la grafica es un segmento de una recta horizontal. Parte de la grafica se traza
en la figura 10. La grifica continda indefinidamente a la derecha y a la
izquierda. ]

El siguiente ejemplo contiene valores absolutos.

FIGURA 11

@) EJEMPLO 12 Trazar la grafica de una ecuacién que contiene un

valor absoluto

Trace la grificade y = |x> — 4.

SOLUCION La grafica de y = x2 — 4 se traz6 en la figura 2 y se vuelve a
trazar en la figura 11(a). Observamos lo siguiente:

(1) Six = —2o0x =2, entonces x> — 4 = 0 y por tanto [x2 — 4| = x2 — 4
(2) Si —2 < x < 2, entonces x> — 4 < 0y por tanto |x2 — 4| = —(x2 — 4).
Se deduce de (1) que las graficas de y = |x> — 4|y y = x2 — 4 coinciden para
|x| = 2. Vemos de (2) que si |x| < 2, entonces la grafica de y = |x> — 4] es

la reflexion de la grafica de y = x2 — 4 a través del eje x. Esto nos da el trazo
de la figura 11(b). [

(b)

En general, si la grafica de y = f(x) contiene un punto P(c, —d) con d
positiva, entonces la grafica de y = | f(x)| contiene el punto Q(c, d); es decir,
Q es la reflexion de P por el eje x. Los puntos con valores y no negativos son
los mismos para las graficasde y = f(x) y y = | f(x)|.

En el capitulo 2 empleamos métodos algebraicos para resolver desigual-
dades que contenian valores absolutos de polinomios de grado 1, tales como

|2x — 5| <7 y |5x + 2| = 3.

Desigualdades mucho mds complicadas se pueden investigar usando una cal-
culadora de gréficas, como se ilustra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 13 Resolver graficamente una desigualdad

con valor absoluto
Estime las soluciones de

10.14x> — 13.72] > [0.58x| + 11.



FIGURA 12
[—30, 30, 5] por [0, 40, 5]

Graficando y = f(|x\)

m Ejercicios

1
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SOLUCION  Para resolver la desigualdad, hacemos las asignaciones
Y, = ABS(0.14x* — 13.72) y Y, = ABS(0.58x) + 11

y estimamos los valores de x para los cuales la grafica de Y, estd arriba de la
grafica de Y, (porque deseamos que Y, sea mayor que Y,). Después quiza de
varios intentos, escogemos la pantalla [—30, 30, 5] por [0, 40, 5], obteniendo
gréaficas semejantes a las de la figura 12. Como hay simetria con respecto al
eje y, es suficiente hallar las coordenadas x de los puntos de interseccion de las
gréficas para x > 0. Usando la funcién de interseccion, obtenemos x = 2.80 y
x = 15.52. Por consulta de la figura 12, obtenemos la solucién (aproximada)

(=, —15.52) U (—2.80, 2.80) U (15.52, ). .

Mais adelante en este texto y en cdlculo, el lector encontrard funciones
como las siguientes

g(x) = In|x| y  h(x) = sen|x]|.

Ambas funciones son de la forma y = f(|x|). El efecto de sustituir |x| por x s
puede describir como sigue: si la grafica de y = f(x) contiene un punto P(c, d)
con ¢ positiva, entonces la grifica de y = f' (|x| contiene el punto Q(—c, d),
es decir, Q es el reflejo de P por el eje y. Los puntos sobre el eje y (x = 0) son
los mismos para las graficasde y = f(x) yy = f (|x|) Los puntos con valores
X negativos sobre la grafica de y = f(x) no estdn en la graficade y = f (|x ),
porque el resultado del valor absoluto es siempre no negativo.

Los procesos de desplazamiento, elongacién, compresion y reflexion de
una gréfica se pueden llamar de manera colectiva transformar una gréfica, y la
grafica resultante recibe el nombre de transformacion de la original. Un resu-
men gréfico de los tipos de transformaciones que se encuentran en esta seccién
aparece en el Apéndice II.

Ejer. 1-2: Suponga que f es una funcion par y g es una fun- Ejer. 13-26: Trace, en el mismo plano de coordenadas, las
cion impar. Complete la tabla, si es posible. graficas de f para los valores dados de c. (Haga uso de sime-
tria, desplazamiento, elongacion, compresion o reflexion.)
x -2 20 % -3 3
1B fx) =|x| + ¢ c=-3,1,3
S fx) -5
g(x) -6 g(x) 6 14 flx) =|x—cl; c=-313
15 f(x) = x>+ ¢; c=-4,24
16 f(x) = 2x* — ¢; c=—4,2,4

Ejer. 3-12: Determine si f es par, impar o ninguna de éstas.
3 flx) = 5x% + 2x

5 f(x) =3x* —6x>—5

7 f(x) = 8x3 — 3x?
9 fx) = Vx*+4
N fx) = Va? —x

4 1) = x| - 3

6 f(x) = 7x°+ 2x3

8 fly) =V5
10 f(x) =3x2+2x — 4

12 f(x) = x3 — 1
x

17 f(x) =2Vx + ¢ c=-3,0,2
18 fx)=V9—x*+¢ c=-302
19 f(x) = %\/:, c=-3,0,4
20 f(x) = —%(x - o) c=-3,0,4
21 f(x) = cV4 — x4 c=-2,1,3
22 f(x) = (x + ¢)% c=-2,1,2
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23 f(x) = cx; c= —51, 1,2
24 f(x) = (cx)* + I c=-1,1,4
25 f(x) = Vex — 1 c=-114

26 f() = V16— (@ c=1,14

Ejer. 27-32: Si el punto P esta sobre la grifica de una fun-
cion f, encuentre el punto correspondiente sobre la grafica
de la funcién dada.

27 P(0,5); y=flx+2)—1
28 P(3, —1); y=2f(x) +4

29 P(3,-2); y=2f(x—4) +1
30 P(-5,8); y=1f(x—3)+3
31 P(4,9);

32 P(—=2,1); y=—-3f2x) -5

Ejer. 33-40: Explique la forma en que la grafica de la fun-
cion se compara con la grafica de y = f(x). Por ejemplo,
para la ecuacion y = 2f(x + 3), la grafica de f esta despla-
zada 3 unidades a la izquierda y elongada verticalmente en
un factor de 2.

33 y=fx—2) +3
34 y=3f(x— 1)
35 y=f(—x) — 4
36 y = —f(x +2)
37 y= =5 f(x)

38 y=f(3x) -3
39 y = —2f(ix)

40 y = 3| f) |

Ejer. 41-42: La grafica de una funcién f con dominio [0, 4]
se muestra en la figura. Trace la grafica de la ecuaciéon dada.

41 LY

' X
@y = f0x +3) ) y=fx-3)
(© y=flx)+3 (d) y=fx) -3
(@) y = -3 ) y=-3/®
®y = f(=32) (h) y = f(2x)

@) y=-f&c+2)-3 (G y=fx—2+3

& y=|r0] O y=r(x)
: >

@y =fx—2) (b) y=flx+2)

©y=flx)—2 d) y=sfx)+2

(e) y = —2f(x) ) y=—1fk

@ y = f(—2) (h) y = f(3x)

) y=-fac+4-2 () y=f&c—4+2

® y=|r0] M y=r(x)



Ejer. 43-46: La grafica de una funcion f se muestra, junto
con graficas de otras tres funciones (a), (b) y (c). Use pro-
piedades de simetria, desplazamientos y reflexiones para
hallar ecuaciones para las graficas (a), (b) y (¢) en términos
de f.

43

44 AY

45 AY
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46 LY
N\

y=fx)

3 six=—1
2 six>-—1
—1 si xesun entero
2 sl x no es un entero

—4 six > 2
—2x six<—1

x?2 si—l1=x<1
-2 six=1

x+ 2 six = —1

3 six < —2
49 fx) =q—x+1 sijx|=2

51 flx) = ¢x* si x| <1
—x+3 six=1
x—3 six = —2

52 f(x) = —x2 si—2<x<1

—xt4 six=1

Ejer. 53-54: El simbolo [x]] denota valores de la funcién
entero mayor. Trace la grafica de f.

53 (a) f(&x) =[x = 3] (b) f&) =[] -3
(©) flx) = 2[x] (d) f(x) = [24]
(e) fx) =[]

54 (a) f(x) =[x + 2]
(© () =5[]
(e) fx) = —[—+]

Ejer. 55-56: Complete los enunciados.

(@) Cuandox - 17, fix) > ____

(b) f(x) =[] + 2
@ £ =[]

(b) Cuando x - 17, fix) > ____
(c) Cuando x > —2, filx) > ____
(d) Cuando x — oo, filx) > _____

(e) Cuando x > —o, fix) > ____
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56 y

(d) Cuando x — o, flx) »

(a) Cuando x — 27, fix) —
(b) Cuando x — 27, fix) —
(c) Cuando x - —1, fix) -»

(e) Cuando x - —o0, flx) —

Ejer. 57-58: Explique por qué la grifica de la ecuacién no es

la grafica de una funcién.

57 x =y 58 x=—|y]

Ejer. 59-60: Para la grafica de y = f(x) mostrada en la

figura, trace la graficadey = | f(x)|.
59 y 60 y

Ejer. 61-64: Trace la grafica de la ecuacién.
61 y = |4 — x?| 62 y=|x*—1]

63 y=|Vx—2| 64 y=||x| — 1]

65 Seay = f(x) una funcién con dominio D = [—2, 6] y rango
R = [—4, 8]. Encuentre el dominio D y el rango R para

cada funcién. Suponga que f(2) = 8 y f(6) = —4.

@y = —2(x) ®) vy =r(x)
@y=fe—-3)+1 () y=fx+2 -3
(e y =f(—x ) y=—f

@® y=£(x|) (h) y=1|s0]

[

66 Sea y = f(x) una funcién con dominio D = [—6, —2] y

67

68

rango R = [—10, —4]. Encuentre el dominio D y el rango
R para cada funcion.

@y =131k (b) y = f(2x)

@y=fx—-—2+5 d y=fx+4) -1

(e) y =f(—x () y=—

(8) v = f(|x]) ) y =/

Tasas de impuestos Cierto pais grava los primeros
$20,000 del ingreso de una persona a una razén de 15%, y
todo el ingreso de més de $20,000 se grava al 20%.
Encuentre una funcién 7 definida por tramos que especifi-
que el impuesto total sobre un ingreso de x ddlares.

Tasas de impuesto a la propiedad Cierto estado grava los
primeros $600,000 en valor de propiedad a una tasa de 1%;
todo el valor sobre $600,000 se grava a $1.25%. Encuentre
una funcién 7 definida por tramos que especifique el im-
puesto total sobre la propiedad valuada en x ddlares.

Tasas de regalias Cierto libro en encuadernacion ristica se
vende en $12. Al autor se le pagan regalias del 10% en los
primeros 10,000 ejemplares vendidos, 12.5% en los
siguientes 5,000 ejemplares y 15% en cualquier ejemplar
adicional. Encuentre una funcién R definida por tramos que
especifique las regalias totales si se venden x ejemplares.

Tarifas de electricidad Una compaiiia generadora de elec-
tricidad cobra a sus clientes $0.0577 por kilowatt-hora
(kWh) por los primeros 1000 kWh consumidos, $0.0532
por los siguientes 4000 kWh y $0.0511 por cualquier kWh
arriba de 5000. Encuentre una funcién C definida por tra-
mos para la cuenta de x kWh de un cliente.

Ejer. 71-74: Estime las soluciones de la desigualdad.

i
72
73

74

[13x + 28] < 12x + 5
|0.3x] — 2 > 2.5 — 0.63x2
[1.2x* — 10.8| > 1.36x + 4.08

| V16 — x* — 3] <0.12x* — 0.3

Ejer. 75-80: Grafique f en la pantalla [—12, 12] por [—8, 8].
Use la grafica de f para predecir la grafica de g. Verifique su
prediccion al graficar g en la misma pantalla.

75 f(x) = 0.5x* —4x — 5
76 f(x) = 0.25x3 — 2x + 1,
77 f(x) = x> = 5;

78 f(x) = |x + 2

79 f(x) = x* — 5x;

80 f(x) = 0.5x — 2x — 5;

glx) = 05x% —4x — 1
glx) = —0.25x + 2x — 1
¢ = b 5

g =[x—-3]-3

g0 =[x = 5x|

gx) =05x*+2x— 5
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81 Cargo por renta de autos Hay dos opciones de renta de

autos disponible para un viaje de cuatro dias. La Opcién 1
es $45 por dia, con 200 millas gratis y $0.40 por milla por
cada milla adicional. La Opcidn IT es de $58.75 por dia, con
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82 Flujo de transito Los automdviles cruzan un puente que

mide 1 milla de largo. Cada auto mide 12 pies de largo y se
requiere que conserve una distancia de al menos d pies del
auto que esté adelante (vea figura).

un cargo de $0.25 por milla.

(a) Determine el costo de un viaje de 500 millas para

ambas opciones.

(b) Modele los datos con una funcién de costo para cada

opcién de cuatro dias.

(c) Haga una tabla que contenga una lista del recorrido en
millas y el cargo para cada opcién en viajes de entre
100 y 1200 millas, usando incrementos de 100 millas.

(d) Use la tabla para determinar los recorridos en millas
para los cuales cada opcién es preferible.

(a) Demuestre que el nimero mas grande de autos que puede
estar en el puente en un tiempo es [5280/(12 + d)],
donde [ ] denota la funcién entero mayor.

(b) Si la velocidad de cada auto es v mi/h, demuestre que
el ritmo méximo de flujo de transito F (en autos/h) estd
dado por F = [5280v/(12 + d)].

EJERCICIO 82

L 36

Funciones cuadraticas

FIGURA1

Si a # 0, entonces la grafica de y = ax? es una pardbola con vértice en el ori-
gen (0, 0), un eje vertical, que abre hacia arriba si a > 0 o hacia abajo sia < 0
(vea, por ejemplo, las figuras 4 y 5 de la seccién 3.5). En esta seccién demos-
tramos que la grafica de una ecuacién de la forma

y=ax>+bx+c

se puede obtener por desplazamientos vertical y/o horizontal de la grafica de
y = ax? y por tanto también es una pardbola. Una aplicacién importante
de estas ecuaciones es describir la trayectoria, o recorrido, de un objeto cer-
ca de la superficie de la Tierra cuando la Unica fuerza que actda sobre el objeto
es la atraccién gravitacional. Para ilustrar, si un “jardinero” de un equipo de
beisbol lanza una pelota hacia el campo corto, como se ilustra en la figura 1 y
si la resistencia del aire y otras fuerzas externas son insignificantes, entonces
la trayectoria de la pelota es una pardbola. Si se introducen ejes de coordena-
das apropiados, entonces la trayectoria coincide con la grafica de la ecuacién
y = ax? 4+ bx + c para algunas a, b y c. A la funcién determinada por esta
ecuacioén se la denomina funcion cuadrdtica.

Definicién
de funcién cuadratica

Una funcién f es cuadratica si
f(x) = ax?* + bx + ¢,

donde a, b y ¢ son ntimeros reales con a # 0.

Si b = ¢ = 0 en la definicién precedente, entonces f(x) = ax?y la gréfica
es una pardbola con vértice en el origen. Si b = 0y ¢ # 0, entonces

fx) = ax?* + c,

y, de acuerdo con nuestra discusién de desplazamientos verticales de la sec-
cién 3.5, la gréfica es una pardbola con vértice en el punto (0, ¢) sobre el eje y.
El siguiente ejemplo contiene ilustraciones especificas.



196 CAPITULO 3 FUNCIONES Y GRAFICAS

FIGURA 2 Trazar la grafica de una funcién cuadratica
Trace la gréfica de f'si
(@ f0) = =32 (b) f) = —3x* + 4

SOLUCION
(a) Como fes par, la grifica de f (es decir,dey = —%xz) es simétrica con res-
pecto al eje y. Es semejante en forma pero mas ancha que la parabolay = —x2,

trazada en la figura 5 de la seccidn 3.5. Varios puntos sobre la grafica son (0,
0), (1, —%), 2, =2),y (3, —g) Localizando los puntos y usando simetria,
obtenemos el trazo de la figura 2.

FIGURA 3 (b) Para hallar la gréifica de y = —%xz + 4, desplazamos la grifica de
y = —%xz hacia arriba una distancia 4, obteniendo el trazo de la figura3. m

Sif(x) = ax? + bx + cy b # 0, entonces, al completar el cuadrado, pode-
mos cambiar la forma a
fx) = alx — h)* + k

para algunos nimeros reales & y k. Esta técnica se ilustra en el ejemplo
siguiente.

EJEMPLO 2 Expresar una funcién cuadratica como
fx)=alx —h)?+k

Si f(x) = 3x2 + 24x + 50, exprese f(x) en la forma a(x — h)* + k.

SOLUCION 1 Antes de completar el cuadrado, es esencial que factoricemos
el coeficiente de x* de los dos primeros términos de f(x), como sigue:

f(x) = 3x2 + 24x + 50 enunciado
=3(x*+ 8 + )+ 50 factorice 3 de 3x> + 24x

Ahora completamos el cuadrado para la expresiéon x> + 8x dentro de los
paréntesis al sumar el cuadrado de la mitad del coeficiente de x, es decir, (%)2,
o sea 16. No obstante, si sumamos 16 a la expresion dentro de los paréntesis,
entonces, debido al factor 3, estamos en realidad sumando 48 a f(x). Por lo
tanto, debemos compensar al restar 48:

fx) =32+ 8+ )+ 50 enunciado
= 3(x2 + 8x + 16) + (50 — 48) complete el cuadrado para x> + 8x
=3(x+4)?>+2 ecuacion equivalente
La dltima expresion tiene la forma a(x — h)> + kcona = 3,h = —4yk = 2.

SOLUCION 2 Empezamos por dividir ambos lados entre el coeficiente de x?.

Sfx) = 3x? + 24x + 50 enunciado
X 50
Lg,) =x2+ 8 + 3 divida entre 3
1 2 50 sume y reste 16, el nimero que completa
_ — = 32 - _ ’
[ ) (8)] = 16— =x 8+ 16+ 3 —16 el cuadrado para x> + 8x
2
=(x+4)?2+ 3 ecuacién equivalente

fx) =3+ 4?2+ 2 multiplique por 3 n
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Si f(x) = ax* + bx + ¢, entonces, al completar el cuadrado como en el
ejemplo 2, vemos que la grafica de f'es igual que la grafica de una ecuacién de
la forma

y =alx — h)* + k.

La gréfica de esta ecuacion se puede obtener a partir de la grafica de y = ax?
que se ve en la figura 4(a) por medio de un desplazamiento horizontal y uno
vertical, como sigue. Primero, como en la figura 4(b), obtenemos la grafica de
y = a(x — h)? al desplazar la grfica de y = ax? ya sea a la izquierda o a la
derecha, dependiendo del signo de /4 (la figura ilustra el caso con & > 0). A
continuacién, como en la figura 4(c), desplazamos la grafica en (b) vertical-
mente una distancia | k| (la figura ilustra el caso con k > 0). Se deduce que la
grdfica de una funcion cuadrdtica es una pardbola con un eje vertical.

FIGURA 4
@ LY (b) LY (c) 1Y
y =a(x — h)> +k
y = ax? y = ax? y = a(x — h)?
y = a(x = hy’
(h, k)
" (h, 0) X (h, 0) x

El trazo en la figura 4(c) ilustra una posible gréfica de la ecuacién y = ax?
+ bx + ¢. Sia > 0, el punto (4, k) es el punto mas bajo en la pardbola y la
funcion f tiene un valor minimo f(h) = k. Si @ < 0, la pardbola abre hacia
abajo y el punto (&, k) es el punto mas alto en la pardbola. En este caso, la fun-
cion ftiene un valor maximo f(h) = k.

Hemos obtenido el resultado siguiente.

Ecuacion estandar
de una parabola con eje vertical

La grafica de la ecuacién
y=alx—h?*+k

para a # 0 es una parabola que tiene vértice V(h, k) y un eje vertical. La
pardbola abre hacia arriba si @ > 0y hacia abajo si a < 0.

Por comodidad, con frecuencia nos referimos a la pardbola y = ax?® + bx
=+ ¢ cuando consideramos la gréfica de esta ecuacion.

EJEMPLO 3 Hallar una ecuacién estandar de una parabola

Exprese y = 2x2 — 6x + 4 como la ecuacién estandar de una parébola con eje
vertical. Encuentre el vértice y trace la grafica.
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FIGURA 5

FIGURA 6

(=19

FIGURA7

y=ax*+ bx+c

SOLUCION
y=2x>—6x+4
=22 —=3x+ )+ 4
= 2(x2 — 3x + %) + (4 - g) complete el cuadrado para x> — 3x

enunciado

factorice 2 de 2x*> — 6x

—2( —3)2—1 ivalent

= X B ) €cuacion equivalente

La dltima ecuacién tiene la forma de la ecuacion estandar de una parabola con
3 1 . o .

a =2,h =3yk = —5.En consecuencia, el vértice V(h, k) de la pardbola es

V(z —%) Como a = 2 > 0, la pardbola abre hacia arriba.

Para hallar la interseccion con el eje y de la grifica de y = 2x% — 6x + 4,
hacemos x = 0 y obtenemos y = 4. Para hallar las intersecciones con el
eje x, hacemos y = 0 y resolvemos la ecuacion 2x? — 6x + 4 = 0 o la ecua-
cion equivalente 2(x— 1)(x — 2) = 0, obteniendo x = 1 y x = 2. Localizar el
vértice y usar los puntos de interseccién con los ejes x y y dara suficientes pun-
tos para un trazo de forma razonablemente preciso (vea la figura 5). ]

EJEMPLO 4 Hallar una ecuacién estandar de una parabola

Exprese y = —x2 — 2x + 8 como ecuacion estdndar de una pardbola con eje
vertical. Encuentre el vértice y trace la grafica.

SOLUCION

y=—x>—2x+8

—(x*+2x+ )+ 8
—(2 4+ 2x + 1) + (8 + 1) complete el cuadrado para x> + 2x
—(x+172+9

enunciado

factorice —1 de —x? — 2x

ecuacion equivalente

Esta es la ecuacién estandar de una pardbola con i = —1, k = 9, y por tanto
el vértice es (—1,9). Como a = —1 < 0, la pardbola abre hacia abajo.

El punto de interseccion con el eje y de la graficade y = —x* — 2x + 8 es
el término constante, 8. Para hallar las intersecciones con el eje x, resolvemos
—x2 — 2x + 8 = 0, o bien, lo que es equivalente, x2 + 2x — 8 = 0. La facto-
rizacién nos da (x + 4)(x — 2) = 0 y por tanto los puntos de interseccién son
x = —4yx = 2. Usando esta informacién nos da el trazo de la figura 6. ]

Si una pardbola y = ax? + bx + c tiene intersecciones x; y x, con el eje
x, como se ilustra en la figura 7 para el caso a < 0, entonces el eje de la para-
bola es la recta vertical x = (x; + x,)/2 que pasa por el punto medio de (x;, 0)
y (2, 0). Por lo tanto, la coordenada & sobre el eje x del vértice (h, k) es h(x,
+ x,)/2. Algunos casos especiales se ilustran en las figuras 5 y 6.

En el siguiente ejemplo encontramos una ecuacién de una pardbola a par-
tir de los datos dados.

EJEMPLO 5 Hallar una ecuacién de una parabola con un vértice
dado

Encuentre la ecuacién de una parabola que tiene vértice V(2, 3), un eje verti-
cal y pasa por el punto (5, 1).
SOLUCION La figura 8 muestra el vértice V, el punto (5, 1) y una posible

posicion de la pardbola. Usando la ecuacién estandar

y=alx—h?+k
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con h = 2y k = 3 tendremos
y =alx — 2)* + 3.

Para hallar a, usamos el hecho de que (5, 1) estd en la pardbola y por tanto es
una solucion de la dltima ecuacion. Asi,

— 2 _ 2
1 =a(5—2)?+ 3, 0 a=—3.
En consecuencia, una ecuacién para la pardbola es

y=—§(x—2)2+3. [

El siguiente teorema nos da una férmula sencilla para localizar el vértice
de una pardbola.

Teorema para localizar
el vértice de una parabola

El vértice de la pardbola y = ax* + bx + c tiene coordenada x

b

2a°

DEMOSTRACION Empecemos por escribir y = ax* + bx + ¢ como

b
y=a<x2+—x+ >+c.
a

2
Ahora completamos el cuadrado al sumar <E —) a la expresion dentro de los
a

paréntesis:
b b? b*
y=alx*+—x+ + |c—
a 4a? 4a

Note que si b%/(4a?) se suma dentro del paréntesis, entonces, debido al factor
a del exterior, en realidad hemos sumado b%/(4a) a y. Por lo tanto, debemos
compensar al restar b2/(4a). La tltima ecuacion se puede escribir como

bV b?
y=alx+ — |+ - — .
2a 4a

Esta es la ecuacién de una pardbola que tiene vértice (h, k) con h = —b/(2a)
y k= c — b%/(4a). u

No es necesario recordar la férmula para la coordenada y del vértice de la
pardbola en el resultado precedente. Una vez hallada la coordenada x, pode-
mos calcular la coordenada y al sustituir —b/(2a) en lugar de x en la ecuacién
de la pardbola.

EJEMPLO 6 Hallar el vértice de una parabola

Encuentre el vértice de la pardbola y = 2x* — 6x + 4.
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SOLUCION Consideramos esta pardbola en el ejemplo 3 y hallamos el vér-
tice al completar el cuadrado. Usaremos la férmula del vértice cona = 2y
b = —6 para obtener la coordenada x

—b_—(=6) 6 3

2a 2(2) 4 27
A continuacién encontramos la coordenada y al sustituir % en lugar de x en la
ecuacion dada:

v= 23 - 6f3) + 4= -]

Entonces, el vértice es (%, —%) (vea la figura 5). u

Como la gréfica de f(x) = ax®> + bx + ¢ para a # 0 es una pardbola,
podemos usar la férmula del vértice para ayudar a encontrar el valor maximo
o minimo de una funcién cuadrética. Especificamente, como la coordenada x
del vértice V es —b/(2a), la coordenada y de V es el valor de la funcién
f(=b/(2a)). Ademds, como la pardbola abre hacia abajo si a < 0 y hacia arriba
si a > 0, el valor de esta funcién es el valor mdximo o minimo, respectiva-
mente, de f. Podemos resumir estos datos como sigue.

Teorema sobre el valor maximo
o minimo de una
funcién cuadratica

b

Si f(x) = ax® + bx + c, donde a # 0, entoncesf(— 2—) es
a

(1) el valor maximo de fsia < 0

(2) el valor minimo de fsia > 0

Usaremos este teorema en los siguientes dos ejemplos.

maximo.

EJEMPLO 7 Hallar un valor maximo (o minimo)

Encuentre el vértice de la pardbola y = f(x) = —2x> — 12x — 13.

SOLUCION Como el coeficiente de x*es —2y —2 < 0, la pardbola abre hacia abajo y el
valor y del vértice es un valor mdximo. Asignamos —2x> — 12x — 13 a Y, y graficamos Y,
en una pantalla estandar.

Encuentre un valor (4) 1= zn=-1zh-1F

Use la tecla izquierda del cursor para mover el cursor .fmﬁ.
intermitente a la izquierda del vértice y presione | ENTER .

LeFk Bound?“
W= - 404EEE WYV=4 A73IEES
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Use el operador
de maxima funcion.

~

Ahora mueva el cursor a la derecha del vértice 1= 'EHE-&EH-H

y presione . fﬂ"ul

Eound?
== EEZ101 WY=HENOFENE

Como célculo, ponga el cursor entre los 1imites M=ty s

izquierdo y derecho y presione [ ENTER J. ﬂ

QUesEs?
W=-z.9787 2> WV=4.9900945

Nota de calculadora: Alternativamente, podemos introducir valores de x para nuestras res-
puestas. Las siguientes respuestas producen un maximo de 5 en x = —3.

(A laizquierda? —4(ENTER
(A la derecha? —2(ENTER ﬁ".
(Calculo? —3 [ ENTER II|I

Haxiraun
W=-z.0009098 WV=£

La calculadora indica que el vértice estd en alrededor de (—3, 5). (Se pueden obtener resul-
tados diferentes dependiendo de las posiciones del cursor.)

Podemos hallar un valor maximo desde la pantalla inicial como sigue. (Suponga que
hemos visto la grifica y estimado que la coordenada x del vértice se encuentra entre —3.5 y
—2.5.) Primero encontramos el valor x del vértice.

) (7)) (VAR (=) o
@ 55 @ 25

A continuacion encontramos el valor y del vértice usando el resultado de fMax (estd guardado
en ANS).

(vars) (=) (1) (1) PAEE (Vi %, 5.5 -
2nd "oz, pR@Eal 138

"1 CHn=
3

Note los resultados “extrafios” dados por fMéx. (El profesor no se impresiona mucho si el
alumno dice que el vértice es (—3.000001138, 5).) En este caso una calculadora es util, pero
es fécil calcular que

b —12
——=—-——=——==-3 —3) =5,
oy 2(—2) y f(=3)
que nos da un vértice de (—3, 5) (y una respuesta que agradard al profesor). ]
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FIGURA 9

FUNCIONES Y GRAFICAS

EJEMPLO 8 Hallar el valor méximo de una funcién cuadratica

Una larga hoja rectangular metdlica, de 12 pulgadas de ancho, se ha de con-
vertir en canal al doblar hacia arriba dos lados, de modo que sean perpendicu-
lares a la hoja. {Cudntas pulgadas deben ser hacia arriba las que den al canal
su mayor capacidad?

SOLUCION  El canal se ilustra en la figura 9. Si x es el nimero de pulgadas
hacia arriba de cada lado, el ancho de la base del canal es de 12 — 12x pulga-
das. La capacidad serd mdxima cuando el drea de seccion transversal del rec-
tdngulo con lados de longitudes x y 12 — 2x tiene su valor mdximo. Si con f(x)
denotamos esta area, tenemos

fx) = x(12 — 2x)
= 12x — 2x?
= —2x% + 12x,
que tiene la forma f(x) = ax* + bx + ccona = —2,b = 12y ¢ = 0. Como f
es una funcién cuadritica y a = —2 < 0, se deduce del teorema precedente
que el valor mdximo de f se presenta en
b 12
= —-——— = —— = 3'
S VR Yo

Por lo tanto, 3 pulgadas deben doblarse hacia arriba en cada lado para lograr
maxima capacidad.

Como solucioén alternativa, podemos observar que la gréafica de la funcién
f(x) = x(12 — 2x) tiene intersecciones con el eje x en x = 0y x = 6. En con-
secuencia, el promedio de las intersecciones,

0+ 6
x=—=3,
2

es la coordenada x del vértice de la pardbola y el valor que da la maxima capa-
cidad. ]

En el capitulo 2 resolvimos algebraicamente ecuaciones cuadriticas y
desigualdades. El siguiente ejemplo indica la forma en que se pueden resolver
con ayuda de una calculadora de gréficas.

E EJEMPLO 9 Andlisis del vuelo de un proyectil

Un proyectil se dispara verticalmente hacia arriba desde una altura de 600 pies
sobre el suelo. Su altura /(f) en pies sobre el suelo después de ¢ segundos estd
dada por

h(r) = —16¢> + 803t + 600.
(a) Determine una pantalla razonable que incluya todas las caracteristicas per-
tinentes de la grafica de A.
(b) Estime cudndo la altura del proyectil serd de 5000 pies sobre el suelo.
(c) Determine cudndo la altura del proyectil serd mas de S000 pies sobre el suelo.

(d) (Cuanto tiempo estard en vuelo el proyectil?

SOLUCION

(a) La grafica de h es una pardbola que abre hacia abajo. Para estimar Ymax
(note que usamos x y y indistintamente con ¢ y /), aproximemos el valor
méximo de 4. Usando



FIGURA 10
[0, 60, 5] por [0, 11,000, 1000]
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2a 2(—16) T

vemos que la altura maxima es aproximadamente 2(25) = 10,675.

El proyectil sube durante aproximadamente los primeros 25 segundos y
debido a que su altura en ¢ = 0, 600 pies, es pequefia en comparacién con
10,675, tomard s6lo ligeramente mas que 25 segundos adicionales para caer al
suelo. Como £ y ¢ son positivas, una pantalla razonable es

[0, 60, 5] por [0, 11,000, 1000].

Nota de calculadora: Una vez que determinemos los valores Xmin y Xméx,
podemos usar la funcién ZoomFit (acercamiento) para graficar una funcién
sobre el intervalo [Xmin, Xmax]. En este ejemplo, asignamos 0 a Xmin y 51
a Xmax y luego seleccionamos ZoomFit bajo el meni ZOOM.

(b) Deseamos estimar donde la gréfica de i cruza la recta horizontal h(r) =
5000, de modo que hacemos las asignaciones

Y, = —16x* + 803x + 600 y Y, = 5000

y obtenemos una pantalla semejante a la figura 10. Es importante recordar que
la grafica de Y; muestra sélo la altura en el tiempo #; no es la trayectoria del
proyectil, que es vertical. Usando una funcién de interseccién, encontramos que
el valor mas pequefio de ¢ para el que h(f)= 5000 es alrededor de 6.3 segundos.

Como el vértice estd sobre el eje de la pardbola, el otro tiempo en el que
h(t) es 5000 es aproximadamente 25.1 — 6.3, o sea 18.8, segundos después de
t = 25.1; esdecir,en t = 25.1 + 18.8 = 43.9 segundos.

(c) El proyectil estd a mas de 5000 pies sobre el suelo cuando la grifica de la
parabola de la figura 10 esta arriba de la recta horizontal, es decir, cuando

6.3 <t<4309.

(d) El proyectil estard en vuelo hasta () = 0. Esto corresponde al punto de
interseccion en el eje x en la figura 10. Usando una funcién de raiz o cero,
obtenemos 7 = 50.9 segundos. (Note que como el punto de interseccion con el
eje y no es cero, es incorrecto simplemente duplicar el valor de ¢ del vértice
para hallar el tiempo total de vuelo; no obstante, esto seria aceptable para pro-
blemas con A(0) = 0.) [

Al trabajar con funciones cuadriticas, con frecuencia estamos mas intere-
sados en hallar el vértice y los puntos de interseccién con el eje x. Tipicamen-
te, una funcién cuadritica determinada se asemeja mucho a una de las tres
formas que se indican en la tabla siguiente.

Relacion entre formas de funciéon cuadratica y sus vértices y puntos de interseccion con el eje x

rorma

3) y=f(x) =ax’> + bx + ¢

M y=fx)=alx —h)?’+k

) y=/f) =alx —x)x — x) h

Puntos de interseccion con el eje x
veruce (1, K) ( S1 10s nay)
h'y k como en la forma x=h*V—kla (veael siguiente
parrafo)
X+ x
=== k=f0) | x=x,%
2
b b b* —
h=——, k = f(h) x=—-——= (vea el siguiente
2a 2a 2a pérrafo)
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Si los radicandos en (1) y (3) son negativos, entonces no hay puntos de
interseccion con el eje x. Para hallar éstos con la forma (1), use la ecuacién
cuadrdtica especial que aparece en la pagina 76. Si el lector tiene una funcién
cuadrdtica en la forma (3) y desea hallar el vértice y los puntos de interseccién
con el eje x, puede ser mejor primero hallar los puntos de interseccién con el
eje x con el uso de la férmula cuadratica. A continuacién puede obtener facil-
mente la coordenada x del vértice, h, porque

b . \V/b?* — 4ac b+ V' b* — 4dac
- =) * )

2a 2a 2a

Desde luego, si la funcién en la forma (3) es facilmente factorizable, no es
necesario usar la férmula cuadratica.

Estudiaremos pardbolas mds adelante en un capitulo posterior.

m Ejercicios

Ejer. 1-4: Encuentre la ecuacién estandar de cualquier
parabola que tenga vértice V.

1 V(=3,1)
2 V(5, —4)
3 V(0, —2)
4 V(=7,0)

Ejer. 5-12: Exprese f(x) en la forma a(x — h)* + k.
5 f(x) = —x>—4x -5

6 f(x) =x*—6x+ 11

7 f(x) = 202 — 16x + 35
8 f(x) = 5x>+ 20x + 14
9 flx) = —3x>—6x—5
10 f(x) = —4x% + 16x — 13
M f(x) = —3x2 + 9x — 34

12 flx) = gxz - lgzx-i- %3

Ejer. 13-22: (a) Use la formula cuadratica para hallar los
ceros de f. (b) Encuentre el valor maximo o minimo de f(x).
(c) Trace la grafica de f.

13 f(x) = x> — 6x
14 f(x) = —x* — 6x
15 f(x) = —12x2 + 11x + 15

16 f(x) = 6x> + 7x — 24

17 f(x) = 9x* + 24x + 16
18 f(x) = —4x> + 4x — 1
19 fx) =x>+4x+9

20 f(x) = —3x*>—6x — 6
21 f(x) = —2x> + 16x — 26
22 f(x) = 2x> — 4x — 11

Ejer. 23-26: Encuentre la ecuacion estandar de la parabola
que se muestra en la figura.

23 24

V(2,4)




Ejer. 27-28: Encuentre una ecuacion de la forma
Yy =alx — x)(x — x3)

de la parabola que se muestra en la figura. Vea la tabla
en la pagina 203.

27 28

2,4

Ejer. 29-34: Encuentre la ecuacion estandar de una para-
bola que tiene un eje vertical y satisface las condiciones
dadas.

29 Vértice (0, —2), que pasa por (3, 25)

30 Vértice (0, 7), que pasa por (2, —1)

31 Vértice (3, 1), intersecta en 0 el eje x

32 Vértice (4, —7), intersecta en —4 el eje x

33 Intersecta el eje x en —3 y 5, el punto mads alto tiene coor-
denada y en 4

34 Intersecta el eje x en 8 y 0, el punto mds bajo tiene coorde-
nada y en —48

Ejer. 35-36: Encuentre la maxima distancia vertical d entre
la parabola y la recta para la region de color verde.

35 L f(x)

fx)=—2x>+4x+3
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36 )

fx)=2x*+8x+ 4

f)=—x+3

Ejer. 37-38: Existe ozono en todos los niveles de la atmds-
fera terrestre. La densidad del ozono varia en funcién de la
estacion y la latitud. En Edmonton, Canada, se determino
experimentalmente, la densidad D(h) del ozono (en
1073 ¢cm/km) para altitudes & entre 20 kilémetros y 35 kilé-
metros . Para cada D(h) y estacién, aproxime la altitud a la
que la densidad del ozono es maxima.

37 D(h) = —0.058h* + 2.867h — 24.239 (otofio)
38 D(h) = —0.078/h* + 3.811h — 32.433 (primavera)

39 Rapidez de crecimiento infantil La rapidez de crecimiento
v (en libras por mes) de un infante esta relacionada con el
peso actual x (en libras) por la férmula y = cx(21 — x),
donde ¢ es una constante positivay 0 < x < 21. ;A qué peso
se presenta la maxima rapidez de crecimiento?

40 Rendimiento de gasolina El nimero de millas M que
cierto automovil puede recorrer con un galén de gasolina, a

una velocidad de v mi/h, estd dado por
M:—%vz-i-%v para 0 < v < 70.

(a) Encuentre la velocidad més econdémica para un viaje.

(b) Encuentre el mdximo valor de M.

41 Altura de un proyectil Un objeto se proyecta vertical-
mente hacia arriba desde lo alto de un edificio con una
velocidad inicial de 144 ft/s. Su distancia s(¢) en pies sobre
el suelo después de ¢ segundos estd dada por la ecuacién

s(t) = —1612 + 144t + 100.

(a) Encuentre su maxima distancia sobre el suelo.

(b) Encuentre la altura del edificio.
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42

43

44

45

46

47

FUNCIONES Y GRAFICAS

Vuelo de un proyectil Un objeto es proyectado vertical-
mente hacia arriba con una velocidad inicial de v, ft/s y su
distancia s(f) en pies sobre el suelo después de 7 segundos
estd dada por la férmula s(r) = —16¢> + vt.

(a) Si el objeto choca contra el suelo después de 12 segun-
dos, encuentre su velocidad inicial v,,.

(b) Encuentre su distancia maxima sobre el suelo.

Encuentre dos nimeros reales positivos cuya suma sea 40 y
cuyo producto sea un maximo.

Encuentre dos nimeros reales positivos cuya diferencia sea
60 y cuyo producto sea un minimo.

Construccion de jaulas Mil pies de cerca de tela de alam-
bre se van a usar para construir seis jaulas para animales,
como se ve en la figura.

(a) Exprese el ancho y como funcién de la longitud x.
(b) Exprese el drea encerrada total A de las jaulas como
funcién de x.

(c) Encuentre las dimensiones que maximizan el drea ence-
rrada.

EJERCICIO 45

Instalacién de una cerca en un campo Un agricultor
desea poner una cerca alrededor de un campo rectangular,
y luego dividir el campo en tres terrenos rectangulares al
poner dos cercas paralelas a uno de los lados. Si el agricul-
tor puede comprar s6lo 1000 yardas de cerca, ;qué dimen-
siones dardn el maximo de drea rectangular?

Animales saltarines Los vuelos de animales saltarines
tipicamente tienen trayectorias parabdlicas. La figura de la
pagina siguiente ilustra el salto de una rana sobrepuesto en
un plano de coordenadas. La longitud del salto es de 9 pies,
y la maxima altura desde el suelo es 3 pies. Encuentre una
ecuacion estandar para la trayectoria de la rana.

EJERCICIO 47
A

48 La bala de caiién humana En la década de 1940, la exhi-

bicién de la bala de cafion humana fue ejecutada regular-
mente por Emmanuel Zacchini para el circo Ringling
Brothers and Barnum & Bailey. La punta del cafién se ele-
vaba 15 pies del suelo y la distancia horizontal total reco-
rrida era de 175 pies. Cuando el cafién se apuntaba a un
angulo de 45°, una ecuacién del vuelo parabdlico (vea la
figura) tenia la forma y = ax* + x + c.

(a) Use la informacién dada para hallar una ecuacién del
vuelo.

(b) Encuentre la altura médxima alcanzada por la bala de
cafién humana.

EJERCICIO 48
AY

N
ARNN

49 Forma de un puente colgante Una seccién de un puente

colgante tiene su peso uniformemente distribuido entre
torres gemelas que estdn a 400 pies entre si y se elevan 90
pies sobre la calzada horizontal (vea la figura). Un cable
tendido entre los remates de las torres tiene la forma de una
pardbola y su punto central estd a 10 pies sobre la calzada.
Suponga que se introducen ejes de coordenadas, como se
ve en la figura.



EJERCICIO 49
L 400’

~<

(a) Encuentre una ecuacién para la pardbola.

(b) Nueve cables verticales igualmente espaciados se usan
para sostener el puente (vea la figura). Encuentre la lon-
gitud total de estos soportes.

50 Disefio de una carretera Unos ingenieros de transito estdn

disefiando un tramo de carretera que conectard una calzada
horizontal con una que tiene una pendiente de 20% (es
decir, pendiente %), como se ilustra en la figura. La transi-
cioén suave debe tener lugar sobre una distancia horizontal
de 800 pies, con una pieza parabdlica de carretera emple-
ada para conectar los puntos A y B. Si la ecuacion del seg-
mento parabélico es de la forma y = ax? + bx + ¢, se
puede demostrar que la pendiente de la recta tangente en el
punto P(x, y) sobre la pardbola esta dada por m = 2ax + b.

(a) Encuentre una ecuacién de la pardbola que tiene una
recta tangente de pendiente O enA 'y é enB.

(b) Encuentre las coordenadas de B.

EJERCICIO 50
y

51

52

| 800’ !

Entrada parabélica Una entrada tiene la forma de un arco
parabdlico y mide 9 pies de alto en el centro y 6 pies de
ancho en la base. Si una caja rectangular de 8 pies de alto
debe caber por la entrada, ;cudl es el ancho maximo que
puede tener la caja?

Trayectoria de una pelota de béisbol Suponga que una pe-
lota de beisbol golpeada en el plato de home sigue una tra-

yectoria que tiene la ecuacién
3 3
=———x+—x + 3,
Y7 20000 T 10"

donde x y y estdn medidas en pies.

53

54

55

56

i

57 fx) =x*—x—73

Ejer. 57-58: Grafiquey = x* — x
coordenadas y estime los puntos de interseccion.
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(a) Encuentre la altura médxima de la pelota de beisbol.

(b) ¢(La pelota podrd librar una cerca de 8 pies de alto que
estd a una distancia de 385 pies del plato de home?

Descuento por cantidad Una compaiiia vende zapatos
deportivos a distribuidores a razén de $40 el par si su
pedido es de menos de 50 pares. Si un distribuidor solicita
50 o mads pares (hasta 600), el precio por par se reduce a
razén de 4 centavos por el nimero pedido. {De qué canti-
dad debe ser el pedido para producir la mdxima cantidad de
dinero para la compaiiia?

Descuento por grupo Una agencia de viajes ofrece viajes
en grupo a razén de $60 por persona para los primeros 30
participantes. Para grupos mds grandes, de hasta 90, cada
persona recibe un descuento de $0.50 por cada participante
que pase de 30. Por ejemplo, si 31 personas participan,
entonces el costo por persona es $59.50. Determine el
tamafio del grupo que producird la médxima cantidad de
dinero para la agencia.

Tarifa de TV por cable Una empresa de televisién por
cable actualmente presta servicio a 8000 familias y cobra
$50 por mes. Una encuesta de marketing indica que cada
reduccion de $5 en el cobro mensual resultard en 1000 nue-
vos clientes. Con R(x) denote el ingreso mensual total
cuando el cobro mensual es de x ddlares.

(a) Determine la funcién de ingreso R.

(b) Trace la grifica de R y encuentre el valor de x que
resulte en el maximo ingreso mensual.

Renta de un departamento Una empresa de bienes raices
es propietaria de 218 departamentos en edificios,que estdn
ocupados en su totalidad cuando la renta es de $940 al mes.
La empresa estima que por cada $25 de aumento en renta, 5
departamentos se desocuparan. ;Cudl debe ser la renta para
que la compaiiia reciba el maximo ingreso mensual?

U3y f en el mismo plano de

1

58 f(x) = —x*>+ 0.5x + 0.4

o 59

E6O
E 61

Grafique, en el mismo plano de coordenadas, y = ax? +
x + 1paraa = }1, %, 1, 2 y A, describa la forma en que el
valor de a afecta la gréfica.

Grafique, en el mismo plano de coordenadas, y = x% +
bx + 1 parab =0, =1, £2 y =3,y describa la forma en
que el valor de b afecta la gréfica.

Precipitacion en Seattle El promedio de precipitacion
mensual (en pulgadas) en Seattle aparece en la tabla
siguiente. (Nota: no se da el promedio de abril.)

(a) Grafique los datos del promedio de precipitacién men-
sual.
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(b) Modele los datos con una funcién cuadrdtica de la
forma f(x) = a(x — h)* + k. Grafique f'y los datos en
los mismos ejes de coordenadas.

(c) Use f para pronosticar el promedio de lluvia en abril.
Compare su prondstico con el valor real de 2.55 pulga-

das.

Mes Precipitacién
Ene. 5.79
Feb. 4.02
Mar. 3.71
Abr.

May 1.70
Jun. 1.46
Jul. 0.77
Ago. 1.10
Sept. 1.72
Oct. 3.50
Now. 5.97
Dic. 5.81

62 Homicidios con pistola Los nimeros anuales de homici-

dios con pistola (en miles) de 1982 a 1993 aparecen en la
tabla siguiente. (Después de este periodo, el nimero de
homicidios con pistola disminuyd y se estabilizé en valores
semejantes a los de mediados de la década de 1980.)

Aiio Homicidios
1982 8.3
1983 8.0
1984 7.6
1985 7.9
1986 8.3
1987 8.0
1988 8.3
1989 9.2
1990 10.0
1991 11.6
1992 12.5
1993 13.3

(a) Grafique los datos. Discuta cualesquiera tendencias
generales en los datos.

(b) Modele estos datos con una funcién cuadritica de la
forma f(x) = a(x — h)> + k.

(c) Grafique fjunto con los datos.

|E63

Curvas verticales de cresta Cuando unos ingenieros dise-
fan carreteras, deben diseflar cuestas para asegurar una
correcta visibilidad para los conductores. Las cuestas se
conocen como curvas verticales de cresta que cambian la
pendiente de una carretera. Los ingenieros usan una forma
parabdlica para una cuesta de carretera, con el vértice loca-
lizado en lo alto de la cresta. Dos carreteras con diferentes
pendientes se van a enlazar con una curva de cresta para-
bdlica. La carretera pasa por los puntos A(—800, —48),
B(—500, 0), C(0, 40), D(500, 0) y E(800, —48), como se ve
en la figura. La carretera es lineal entre A y B, parabdlica
entre By D, y luego lineal entre D y E.

EJERCICIO 63

LSS

A E

(a) Encuentre una funcién f definida por tramos que mode-
le la carretera entre los puntos A y E.

(b) Grafique f en la pantalla [—800, 800, 100] por [—100,
200, 100].

E 64 Curvas verticales de pandeo Consulte el ejercicio 63. Los

valles o inflexiones en carreteras se conocen como curvas
verticales de pandeo, que también se modelan usando para-
bolas. Dos carreteras con diferentes pendientes que se
encuentran en una curva de pandeo necesitan enlazarse. La
carretera pasa por los puntos A( —-500, 243%), B(0, 110),

C(750, 10), D(1500, 110), y £(2000, 243%), como se mues-
tra en la figura. La carretera es lineal entre A y B, parabd-
licaentre By D, y lineal entre D y E.

EJERCICIO 64

W
B D

EGS

C

(a) Encuentre una funcién f definida por tramos que mode-
le la carretera entre los puntos A y E.

(b) Grafique fen la pantalla [—500, 2000, 500] por [0, 800,
100].

Trayectoria parabédlica En condiciones ideales, un objeto
lanzado desde el nivel del suelo seguird una trayectoria
parabdlica de la forma f(x) = ax?> + bx, donde a y b son
constantes y x representa la distancia horizontal recorrida
por el objeto.
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(a) Determine a y b para que el objeto alcance una altura (c) Grafique y = kax + bx, donde k = %, %, 1,2, 4, enel
mdxima de 100 pies y recorra una distancia horizontal mismo de [0, 600, 50] por [0, 400, 50]. ;En qué forma

de 150 pies antes de regresar al suelo.

la constante k afecta la trayectoria del objeto?

(b) Grafique f(x) = ax® + bx en la pantalla [0, 180, 50]

por [0, 120, 50].

B 3.7

Operaciones
en funciones

Si bien es cierto que
(f + &) = flx) + g,
recuerde que, en general,

fla+b) [# fla) + f)

Es frecuente que las funciones se definan usando sumas, diferencias, produc-
tos y cocientes de varias expresiones. Por ejemplo, si

h(x) = x> + V5x + 1,

Podemos considerar #(x) como una suma de valores de las funciones fy g
dadas por

flx) = x2 y gx) = V5x + 1.
Llamamos /4 a la suma de fy g y la denotamos por f + g. Entonces,
h(x) = (f+ @) = x> + V5x + 1.

En general, sify g son cualesquiera funciones, usamos la terminologia y nota-
cién dadas en la tabla siguiente.

Suma, diferencia, producto y cociente de funciones

Terminologia Valor de la funcién
suma f + g (f + &)k = flx) + gx)
diferencia f — g (f— o) =flx) — glx)
producto fg (fe)(x) = fx)g)
cociente i <i> (x) = @, glx) #0

g g g(x)

Los dominios de f + g, f — g, y fg son la interseccion 7 de los dominios de f'y
g; es decir, los nimeros que son comunes a ambos dominios. El dominio de
f/g es el subconjunto de I formado por toda x en I tal que g(x) # 0.

Hallar valores de funciénde f + g,f — g,fg y f/g
Si f(x) = 3x = 2 y g() = x°, encuentre (f + )(2). (f — D). () y
(f78)(2).
SOLUCION Como f(2) = 3(2) — 2 =4y g(2) = 2* = 8, tenemos
(f+8@2)=f2) +g2)=4+8=12
(f-8Q2)=f2) —g2)=4-8=—4
(/8)(2) = f(2)g(2) = (4)(8) = 32

Sy /@ _4_ 1
(E)Q)_ @ 8 2 .
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Hallar (f + g)(x), (f — £)(x), (f2)®) y (f/2)(x)

Si fx) = V4 —x2 y g(x) =3x + 1, encuentre (f+ g)x), (f— g)x),
(fo)(x) y (f/g)(x), y exprese los dominios de las funciones respectivas.

SOLUCION El dominio de fes el intervalo cerrado [—2, 2] y el dominio de g
es R. La interseccién de estos dominios es [—2, 2], que es el dominio de
f+ g f— gy fg Para el dominio f/g, excluimos cada nimero x en [—2, 2]

de maneraque g(x) =3x +1 =0 (es decir, x = —%) Por lo tanto, tenemos lo
siguiente:
(f+ex)=V4-—x>+0Cx+1), -2=x=2
(f—g)=V4—-x2—0@Bx+1), -2=x=2
(fe)(x) = V4 — x*(3x + 1), 2 =x=2
S V4 — x? 1
- =0 —2=x=2 -
(g W= x=2yx# 3 u

Una funcién f es una funcion polinomial si f(x) es un polinomio, es decir,
si

f(x) = anxn + an*lxrrl + oot ax + do,

donde los coeficientes ay, ay, . . . , a, son nimeros reales y los exponentes son
enteros no negativos. Una funcién polinomial puede ser considerada como una
suma de funciones cuyos valores son de la forma cx¥, donde ¢ es un nimero
real y k es un entero no negativo. Note que las funciones cuadréticas conside-
radas en la seccion previa son funciones polinomiales.

Una funcion algebraica es una funcién que se puede expresar en térmi-
nos de sumas finitas, diferencias, productos, cocientes o raices de funciones
polinomiales.

Funcioén algebraica

x(x? + 5)

S = 5xt = 2V + e

Las funciones que no son algebraicas son trascendentales. Las funciones
exponenciales y logaritmicas consideradas en el capitulo 5 son ejemplos de
funciones trascendentales.

En el resto de esta seccidn discutiremos cdmo dos funciones f'y g se pue-
den usar para obtener las funciones compuestas fo gy ge°f (que se leen
“f composicién g” y “g composicién f, respectivamente). Las funciones de
este tipo son muy importantes en cdlculo. La funcién fo g se define como
sigue.

Definicion de
funciéon compuesta

La funcién compuesta f° g de dos funciones f'y g esta definida por

(feo o)) = f(gx).

El dominio de fo g es el conjunto de toda x en el dominio de g tal que g(x)
estd en el dominio de f.

La figura 1 es un diagrama esquemadtico que ilustra relaciones entre f, g,
y fo g. Note que para x en el dominio de g, primero hallamos g(x) (que debe
estar en el dominio de f) y luego, en segundo término, encontramos f(g(x)).



Un niimero x estd en el dominio de
(f o g)x) siy slo si g(x)y flg(x))
estdn definidas.

FIGURA1

\
o g(x) f \
Dominio de g \
(]

Dominio de f f(g®)
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Para la funcién compuesta g © f, invertimos este orden, primero hallamos
f(x) y en segundo término hallamos g( f(x)). El dominio de g ° fes el conjunto
de toda x en el dominio de ftal que f(x) estd en el dominio de g.

Como la notacién g(x) se lee “g de x,” a veces decimos que g es una fun-
cion de x. Para la funciéon compuesta f ° g, la notacion f(g(x)) se lee “fde g de
X", y podriamos considerar una f como una funcién de g(x). En este sentido,
una funcion compuesta es una funcion de una funcion o, en forma mas precisa,
una funcidén de los valores de otra funcién.

Hallar funciones compuestas
Sea f(x) = x> — 1y g(x) 3x + 5.

(a) Encuentre (f° g)(x) y el dominio de f o g.

(b) Encuentre (g ° f)(x) y el dominio g ° f.

(c) Encuentre f(g(2)) en dos formas diferentes: primero usando las funciones
f'y g por separado y en segundo término usando la funcién compuesta f ° g.

SOLUCION
@) (fo gk = flgx) definicién de fo g
= f(3x + 5) definicién de g
=0Bx+5—-1 definicién de f
= Ox? + 30x + 24 simplifique
El dominio de fy g es R. Como para cada x en R (el dominio de g), el valor

de la funcién g(x) estd en R (el dominio de f), el dominio de f° g también es
R. Note que g(x) y f(g(x)) estan definidas para todos los nimeros reales.

(b) (g°f)x) = g(f(x)) definicion de g o f
=gl = 1) definicién de f
=3(x?— 1)+ 5 definicién de g
=3x*+2 simplifique

Como para cada x en R (el dominio de f), el valor de la funcién f(x) estd en R
(el dominio de g), el dominio de g ° f es R. Note que f(x) y g(f(x)) estdn defi-
nidas para todos los niimeros reales.

(c) Para hallar f(g(2)) usando f(x) = x> — 1y g(x) = 3x + 5 separadamente,
podemos continuar como sigue:

g2 =312 +5=11
flg2) = f(11) = 11> = 1 = 120
Para hallar f(g(2)) usando f ° g, consultamos el inciso (a), donde hallamos
(fo@)(x) = f(g(x) = 9x> + 30x + 24.
Por lo tanto,
f(g(2)) = 9(2)* + 30(2) + 24
=36 + 60 + 24 = 120. n

Note que en el ejemplo 3, f(g(x)) y g(f(x)) no son siempre iguales; es
decir, fog # go f.
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Si dos funciones f'y g tienen ambas un dominio R, entonces el dominio
de fo gy ge ftambién es R. Esto se ilustrd en el ejemplo 3. El siguiente ejem-
plo muestra que el dominio de una funcién compuesta puede diferir de los de
las dos funciones dadas.

EJEMPLO 4 Hallar funciones compuestas
Seaf(x) = x> — 16y glx) = V.
(a) Encuentre (f° g)(x) y el dominio de fo g.
(b) Encuentre (g © f)(x) y el dominio de g ° f.

SOLUCION  Primero observamos que el dominio de fes R y el dominio de
g es el conjunto de todos los nimeros reales no negativos, es decir, el intervalo
[0, o0). Podemos continuar como sigue.

(@) (f°gx) = f(gx) definicion of fo g
= f(Vx) definicion of g
= (Vx)* = 16 definicion of f
=x—16 simplifique

Si consideramos sélo la expresion final, x — 16, podriamos ser llevados a pen-
sar que el dominio de f ° g es R, porque x — 16 esta definido para todo niimero
real x. No obstante, este no es el caso. Por definicion, el dominio de f o g es el
conjunto de toda x en [0, %) (el dominio de g) tal que g(x) estd en R (el domi-
nio de f). Como g(x) = x estd en R para toda x en [0, ), se deduce que el
dominio de f o g es [0, «). Note que g(x) y f(g(x)) estdn definidas para x en [0,

),
(b) (g°f)(x) = g(f(x)  definicion de g o f
= g(x*> — 16) definicién de f
= Vx? — 16 definicién de g
Por definicion, el dominio de g ° fes el conjunto de toda x en R (el dominio

de f) tal que f(x) = x> — 16 estd en [0, ©) (el dominio de g). El enunciado “x2
— 16 estd en [0, »)” es equivalente a cada una de las desigualdades

x*—=16=0, x2>=16, |x| = 4.

Por lo tanto, el dominio de g © f es la unién (—%, —4] U [4, ). Note que f(x)
y g(f(x)) estdn definidas para x en (—%, —4] U [4, ). También observe que
este dominio es diferente de los dominios de f'y de g. ]

El siguiente ejemplo ilustra la forma en que valores especiales de funcio-
nes compuestas pueden a veces obtenerse de tablas.

EJEMPLO 5 Hallar valores de una funcién compuesta en tablas

Varios valores de dos funciones f'y g aparecen en las tablas siguientes.

X 1 2 3 4 X
fx) 3 4 2 1 g(x) 4 1 3 2

N

Encuentre (f° g)(2), (g °f)(2), (ff)(2)y (g ° &)
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SOLUCION Con el uso de la definicién de funcién compuesta y por consulta
de las tablas anteriores, obtenemos

(fe o)) =f(g2) =f(1) =3
(g°)2) = g(f(2) =g4) =2
(fof)2) =f(f2) =f4) =1
(g°9)2) = g(g(2) = g(1) = 4. =

En algunos problemas de aplicacion es necesario expresar una cantidad y
como funcién del tiempo . El ejemplo siguiente ilustra que a veces es mads
facil introducir una tercera variable x, expresar x como funcién de ¢ (es decir,
x = g(1)), expresar y como funcién de x (es decir, y = f(x)) y finalmente for-
mar la funcién compuesta dada por y = f(x) = f(g(1)).

EJEMPLO 6 Uso de una funcién compuesta para hallar
el volumen de un globo

Un meteordlogo estd inflando un globo esférico con helio. Si el radio del globo
estd cambiando a razén de 1.5 cm/s, exprese el volumen V del globo como
funcién del tiempo ¢ (en segundos).

SOLUCION Denotemos con x el radio del globo. Si suponemos que el radio
es 0 inicialmente, entonces después de ¢ segundos
x = 1.5t. radio del globo después de 7 segundos

Para ilustrar, después de 1 segundo, el radio es 1.5 centimetros; después de 2
segundos, es 3.0 centimetros; después de 3 segundos, es 4.5 centimetros y as{
sucesivamente.

A continuacion escribimos

3

4 .
V= 37X”. volumen de una esfera de radio x

Esto nos da una relacién de funcién compuesta en la que V es una funcién de
Xy x es una funcién de ¢. Por sustitucion, obtenemos

V=3m = 3m(1.50)° = 3m(30) = 3n(Fr).

Simplificando, obtenemos la férmula siguiente para V como funcién de :
V(1) = 3t n
Si fy g son funciones tales que
y=fw y u=gh,
entonces sustituyendo u# en y = f(u) dard
y = fg)).

Para ciertos problemas en cdlculo invertimos este procedimiento; es decir,
dada y = h(x) par alguna funcién s, encontramos una forma de funcion com-

puestay = f(u) y u = g(x) tal que h(x) = f(g(x)).

EJEMPLO 7 Hallar una forma de funcién compuesta

Exprese y = (2x + 5)8 como una forma de funcién compuesta.
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SOLUCION Suponga, para un nimero real x, que deseamos evaluar la
expresion (2x + 5)8 usando una calculadora. Primero calcularfamos el valor de
2x + 5 y luego elevariamos el resultado a la octava potencia. Esto sugiere que
hagamos

u=2x+5 y y = ub,

que es una forma de funcién compuesta paray = (2x + 5)3. [ ]

El método empleado en el ejemplo precedente se puede extender a otras
funciones. En general, suponga que nos dany = h(x). Para escoger la expresién
interior u = g(x) en una forma de funcién compuesta, haga la siguiente pre-
gunta: si se usa una calculadora, ;qué parte de la expresion h(x) se evaluaria pri-
mero? Esto con frecuencia nos lleva a una eleccién apropiada para u = g(x).
Después de escoger u, tome como base h(x) para determinar y = f(u). La
siguiente ilustracién contiene problemas tipicos.

Formas de funcién compuesta

Valor de la funcién Eleccion para Eleccion para
u = gx) y=fw
B oy=(x*—5+1)* u=x>—5+1 y = u
B oy= V-4 u=x*—4 y=Vu
y = u=3x-+7 y = 2
3x + 7 u

La forma de funcién compuesta nunca es tnica. Por ejemplo, considere la
primera expresion de la ilustracion precedente:

y= (3= 5x+ 1)

Si n es cualquier entero diferente de cero, podriamos escoger

u=(x*—5+1y y y = u*"
Entonces, hay un nimero ilimitado de formas de funcién compuesta. General-
mente, nuestro objetivo es escoger una forma tal que la expresion para y sea
sencilla, como hicimos en la ilustracion.

El siguiente ejemplo ilustra la forma en que una calculadora de graficas
puede ayudar a determinar el dominio de una funcién compuesta. Usamos las
mismas funciones que aparecieron en el ejemplo 4.

E EJEMPLO 8 Analizar graficamente una funcién compuesta

Seaf(x) = x> — 16y glx) = Vx.
(a) Encuentre f(g(3)).
(b) Trace y = (f° g)(x), y use la grafica para hallar el dominio de f° g.

SOLUCION

(a) Empezamos por hacer las asignaciones
Y.=Vx y Y,=(Y) - l6.

Note que hemos sustituido x por Y, en f(x) y asignado esta expresién a Y,, en
forma muy semejante a como sustituimos x por g(x) en el ejemplo 4.

A continuacién guardamos el valor 3 en la ubicacién de memoria para x
y luego pedimos el valor de Y,. Vemos que el valor de Y, en 3 es —13; es decir,

f(g(3) = —13.



FIGURA 2
[—10, 50, 5] por [—20, 20, 5]

FIGURA3
[=7,14] por [—3, 11]

FIGURA 4
[-1.3]por[-5,1]
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(b) Para determinar una pantalla para la gréfica de f g, primero observamos
que f(x) = —16 para toda x y por lo tanto escogemos Ymin menor que —16;
por ejemplo, Ymin = —20. Si deseamos que la pantalla tenga una dimensién
vertical de 40, debemos escoger Ymdx = 20.

Si su pantalla estd en proporcion 1:1 (horizontal:vertical), entonces una
opcion razonable para [Xmin, Xmdx] seria [—10, 30], una dimensién hori-
zontal de 40. Si su pantalla estd en proporcion 3:2, escoja [Xmin, Xméx] sea
[—10, 50], una dimensién horizontal de 60.

Seleccionar Y, y luego exhibir la grafica de Y, usando la pantalla [—10,
50, 5] por [—20, 20, 5] nos da una grafica semejante a la de la figura 2. Vemos
que la grafica es una semirrecta con punto final (0, —16). Por lo tanto, el domi-
nio de Y, es toda x = 0. [

El siguiente ejemplo demuestra cémo usar una calculadora de grificas
para graficar funciones compuestas de la forma af(bx). Usaremos la funcién
del ejemplo 7 de la seccién 3.5.

E EJEMPLO 9 Graficar funciones compuestas

Si f(x) = x* — 4x, trace la gréfica de y = —3 f(2 x),

SOLUCION De nuestra discusion sobre compresion y elongacién de gréfi-
cas en la seccion 3.5, reconocemos que la gréfica de f estard comprimida ver-

ticalmente por un factor de 2 y elongada horizontalmente por un factor de 3.
Para relacionar este problema con funciones compuestas, podemos considerar

y=—1f3x) como y=—1f(g(x)),  dondeg(x) = 1ix.
La ultima ecuacion para y sugiere las asignaciones
Y, = %x, Y,=(Y) —4Y), y Y= _]§Y2-

Note que Y, = f(Y,) = f(g(x)). Seleccionamos s6lo Y; por graficar y escoge-
mos una pantalla [—7, 14] por [—3, 11], para obtener la figura 3.
Hay dos ventajas al asignar las funciones en la forma citada lineas antes:
(1) No tuvimos en realidad que calcular la funcién polinomial por graficar,
como hicimos en el ejemplo 7 de la seccién 3.5.
(2) Con so6lo cambiar los coeficientes en Y, y Y3, facilmente podemos exami-
nar su efecto sobre la grafica de Ys;.
Como ilustracién del parrafo (2), el lector debe intentar graficar
y = %f(Sx) cambiando Y, por 3x, Y; por %Yz y la pantalla a [—1, 3] por [—5,
1] y luego graficandoY; , para obtener la figura 4. ]

Ejercicios

Ejer. 1-2: Encuentre
@ (f+23 (b (f—20O)
(© (f2)3) @ (f/2)3)

1 f(x) =x+3, gk =x?

2 flx) = —x% gx)=2x—1
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Ejer. 3-8: Encuentre 22 f(x) = Vx — 15, glx) = x* + 2x
(@ (f + &), (f — 9X), (fo)x),y (f/g)x)
(b) el dominiodef + g,f — g,y fe

(¢) el dominio de f/g 23 f(x) = x> — 4, gl = V3x
3 flx) =x>+2, glx) =2x> -1
4 f(x) — )C2 + X, g(x) — xz —4 24 f(x) = _)Cz + 1, g(x) = \/;

5 fx) = Vx + 5, gx) = Vx+5

25 f(x) = Vx — 2, gx) = Vx+5
6 f(x) = V5 — 2x, gx) = Vx+3
7 flx) = x2j4’ glx) = xTxS 26 f(x) = V3 —x, glx) = Vax + 2
e T

27 f(x) = V3 —x, gx) = Vx2 - 16

Ejer. 9-10: Encuentre

@ (feg) (b) (g°f)x)

(© (fof)x) @) (g°8)x) 28 f(x) =x* +5, g) = Vx =35
9 f=2x—1, gk =—x*

10 f(x) = 32, gl) =x—2 29 f) = = 5+ 3 o(x) = 5x2— 3
Ejer. 11-20: Encuentre
(@ (fe9 (b) (g°f)x) 30 f(x) = 1 ’ o) = x — 1
(©) f(g(=2)) (d) g(f(3)) x—1
1 f(x) = 2x — 5, gx) =3x+4
1
12 f(x) = 5x + 2. g(x) = 6x — 3 3£ =, $0 =5
13 f(x) = 3x* + 4, gx) = 5x
32 f) = ——. g) = =
14 f(x) =3x — 1, g(x) = 4x? x =2 X
15 fx) =2x>+3x—4, g)=2x—-1 _ _3
3 )=, g0 =2
16 f(x) =5x — 7, gx) =3x> —x+2
17 f() = 4x, =2 =5 _
T e 34 0 = 222, g0 =222
18 f(x) = x3 + 2x2, gx) = 3x
19 f(x) = |x], glx) = =7
20 f(x) = —5, glx) = x?

. . Ejer. 35-36: Resuelva la ecuacion (f° g)(x) = 0.
Ejer. 21-34: Encuentre (a) (f° g)(x) y el dominio de fo gy

(b) (g > f)(x) y el dominio de g ° f. 35 flx) = x* = 2, gl) =x+3
21 f(x) = x> — 3x, gx) = Vx +2 36 f(x) =x>—x— 2, gx)=2x -5



37 Varios valores de dos funciones f'y g aparecen en las tablas

siguientes:
x
foe) | 8 7
x 56 7 8
g(x) 7 8 6 5

Si es posible, encuentre
(@) (f8)6) (b) (g °f)(6)
(d) (g°8)(6) (&) (f°2))

(© (fof)6)

38 Varios valores de dos funciones 7'y S aparecen en las tablas
siguientes:

T® | 2 3 1 0

X 01 2 3 4
Sx) | 1. 0 3 2

Si es posible, encuentre
(@) (T°9)(1) (b) (S T)(1)
(d) (S 8)(1) (e) (T>9)4)

(@ (T-1)(1)

39 Si D(r) = V400 + 1>y R(x) = 20x, encuentre (D © R)(x).
40 Si S(r) = 47 y D(t) = 2t + 5, encuentre (S © D)(¢).

41 Si fes una funcién impar y g es una funcion par, ;es fg par,
impar, o ninguna de éstas?

42 Hay una funcién con dominio R que es par e impar.
Encuentre esa funcién.

43 Funciones de néminas Defina la funciéon SSTAX de
impuesto al seguro social como SSTAX(x) = 0.0765x,
donde x = 0 es el ingreso semanal. Sea ROUND?2 la fun-
cién que redondea un nimero a dos lugares decimales.
Encuentre el valor de (ROUND?2 o SSETAX)(525).

44 Funciones de ciencias de computadoras Sea la funcién
CHR definida por CHR(65) = “A”, CHR(66) = “B”, ...,
CHR(90) = “Z”. A continuacidn, sea la funciéon ORD defi-
nida por ORD(“A”) = 65, ORD(“B”) = 66, ...,
ORD(“Z”) = 90. Encuentre

(a) (CHR o« ORD)(“C”)  (b) CHR(ORD(*A”) + 3)

45

46

47

48

49

50

51
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Propagacién de unincendio Un incendio se ha iniciado en
un campo abierto y seco y se extiende en forma de circulo.
Si el radio de este circulo aumenta a razén de 5 ft/minu-
to, exprese el drea total A del incendio como funcién del
tiempo 7 (en minutos).

Dimensiones de un globo Un globo esférico estd siendo
inflado a razén de %77 ft’/min. Exprese este radio r = 0
cuando ¢ = 0.

Dimensiones de una pila de arena El volumen de una pila
cénica de arena estd aumentando a razén de 2437 ft3/min,
y la altura de la pila siempre es igual al radio r de la base.
Exprese r como funcién del tiempo ¢ (en minutos), supo-
niendo que r = 0 cuando ¢ = 0.

Diagonal de un cubo Una diagonal d de un cubo es la dis-
tancia entre dos vértices opuestos. Exprese d como funcién
de la arista x del cubo. (Sugerencia: primero exprese la dia-
gonal y de una cara como funcién de x.)

Altitud de un globo Un globo de aire caliente asciende
verticalmente desde el nivel del suelo cuando una cuerda
atada a la base del globo se suelta a razén de 5 ft/s (vea la
figura). La polea que suelta la cuerda estd a 20 pies de la
plataforma donde los pasajeros abordan el globo. Exprese
la altitud h del globo como funcién del tiempo ¢?.

EJERCICIO 49

Equilibrista Consulte el ejercicio 76 de la Seccién 3.4.
Comenzando en el punto mds bajo, el equilibrista sube por
la cuerda a un ritmo constante de 2 ft/s. Si la cuerda estad
unida a una altura de 30 pies en el poste, exprese la altura
h del equilibrista sobre el suelo como funcién del tiempo ¢.
(Sugerencia: denote con d la distancia total recorrida a lo
largo del alambre. Primero exprese d como funcién de 7, y
luego i como funcién de d.)

Despegue de un avién Consulte el ejercicio 77 de la sec-
cién 3.4. Cuando el avién avanza 500 pies por la pista,
alcanza una velocidad de 150 ft/s (o sea 102 mi/h), que
mantendra hasta el despegue. Exprese la distancia d del
avién desde la torre de control como funcién del tiempo ¢
(en segundos). (Sugerencia: en la figura, primero escriba x
como funcidn de t.)
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Corrosién de un cable Un cable de 100 pies de largo y
didmetro de 4 pulgadas se sumerge en agua de mar. Debido
a la corrosién, el drea superficial del cable disminuye a
razén de 750 pulgadas cuadradas por afio. Exprese el dia-
metro d del cable como funcién del tiempo 7 (en afios). (No
preste atencion a la corrosion de los extremos del cable.)

Ejer. 53-60: Encuentre una forma de funcién compuesta
paray.

53

55

57

59

61

62

CAPITULO 3

1

y = (x2+ 5x)"3 54 y=Vx'— 64

1 -
= 56 y =4+ Va2 + 1
y = (x* — 2x> + 50 58y=71
(x*+ 3x — 5)°
_Vxt4-2 60 vV
YT Nai+a+2 YT Vi
Si fo)=Vx—-1 y g)=x+1, aproxime

(f° £)(0.0001). Para evitar calcular un valor cero para
(f° £)(0.0001), reescriba la férmula para f ° g como

3

v
Va+1+1
Sif(x) = ,CZ+X7)3C+Z y g(x) = (V3x — x*)?, aproxime
(f +0.12) — (f/g)(1~12).

[(fef)52DF

EGB

IE64

Consulte el ejercicio 65 de la Seccién 3.5. Haga las asig-
naciones Y; =x y Y, = 3V(Y, + 2)(6 — Y;) — 4. De-
termine asignaciones para Y; (y Y; si es necesario) que hara
posible que el estudiante grafique cada funcién en (a)—(h),
y luego grafique la funcién. (Compruebe el dominio y
rango con la respuesta previamente citada.)

@y = —2f(x) ®) y=r(x)

@y=fx=3 +1 d y=f&c+2-3

(e) y =f(—x) ) y=—

@© y = f(lx]) () y=1|rw]

Consulte el ejercicio 66 de la Seccién 3.5. Haga las asigna-
ciones Yy =xy Y, =3V(=Y, — 6)(Y, +2) — 10. De-
termine asignaciones para Y; y Y; que hardn posible que
usted grafique cada funcién y luego grafique la funcién.

@y =5f() (b) y = f(2x)
@y=fx—=2+5 d y=fx+4) -1
(e) y =f(—x () y=—

@© v =r(x]) () y=|f0]

Escriba el conjunto de todos los puntos (x, y) en un plano
de coordenadas tal que y/x < 0.

Demuestre que el tridangulo con vértices A(3, 1), B(—5, —3),
y C(4, —1) es un tridngulo rectdngulo y encuentre su drea.

Dados P(—5, 9) y O(—8, —7), encuentre
(a) la distancia d(P, Q)
(b) el punto medio del segmento PQ

(c) el punto R tal que Q es el punto medio de PR

Encuentre todos los puntos sobre el eje y que estén a una
distancia 13 de P(12, 8).

(Para qué valores de a la distancia entre P(a, 1) y Q(—2, a)
es menor que 3?

6

10

n

EJERCICIOS DE REPASO

Encuentre la ecuacion de la circunferencia que tiene centro
C(7, —4) y pasa por el punto P(—2, 5).

Encuentre la ecuacion de la circunferencia que tiene puntos
extremos de un didmetro A(8, 10) y B(—2, —14).

Encuentre la ecuacion para la mitad izquierda de la circun-
ferencia dada por (x + 2)? + y2 = 7.

Encuentre la pendiente de la recta que pasa por C(11, —5)
y D(—6, 8).

Demuestre que A(—3, 1), B(1, —1), C(4, 1) y D(3, 5) son
vértices de un trapecio.

Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por A(%, —%)
que es

(a) paralela a la recta 6x + 2y +5 =10

(b) perpendicular a la recta 6x + 2y + 5 =0



12 Exprese 8x + 3y — 15 = 0 en la forma pendiente-inter-
seccidn al origen.

13 Encuentre la ecuacion de la circunferencia que tiene centro
C(—5, —1) y es tangente a la recta x = 4.

14 Encuentre la ecuacion de la recta que intersecta el eje x en
—3 y pasa por el centro de la circunferencia que tiene ecua-
cién x> + y? — 4x + 10y + 26 = 0.

15 Encuentre la forma general de una ecuacién de la recta que
pasa por P(3, —7) con pendiente 4.

16 Dados A(—1, 2) y B(3, —4), encuentre una forma general
de la ecuacién para la mediatriz del segmento AB.

Ejer. 17-18: Encuentre el centro y radio de la circunferen-
cia con la ecuacién dada.

17 x>+y>? =12y +31 =0

18 4x> + 4y* + 24x — 16y + 41 =0

19 Sif(x) = ;, encuentre
Vx +3
(@) f(1) () f(=1) (o) f(0) (d) f(—x)
(&) —f(x) () f(x?) (8 [f®F

Ejer. 20-21: Encuentre el signo de f(4) sin encontrar real-
mente f(4).

20 f(x) = _(;2?7;_)5,?)
R

22 Encuentre el dominio y rango de f'si

1

@) flx) = Vi3x — 4 m

(b) f(x) =

Ejer. 23-24: Encuentre # 0.

fath =f@
h
23 flx) = —x>+x+5

2% 0=

25 Encuentre una funcién lineal ftal que f(1) = 3y f(4) = 8.
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26 Determine si fes par, impar o ninguna de éstas.
@ fx) =V +4x  (b) flx) = Vm® — x°
©fx) = Vx*=32+5

Ejer. 27-40: Trace la grafica de la ecuacion y marque los
puntos de interseccion con los ejes x y y.

27 x+5=0 28 2y—7=0
29 2y +5x—8=0 30 x=3y+4
31 9y +2x2 =0 32 3x = 7y*=0
33 y=VI—x 34 y=(x—1)°

35 y2 =16 — x?

36 x>+ y*+4x— 16y +64=0

37 >+ =8 =0 38 x=—-V9 —)?
39 y=(x—3?%*—-2 40 y=—x>—2x+3

41 Encuentre el centro de la circunferencia pequefia.

EJERCICIO 41

42 Explique como se compara la graficade y = — f(x — 2)
con la gréfica de y = f(x).

Ejer. 43-52: (a) Trace la grafica de f. (b) Encuentre el domi-
nio D y rango R de f. (c) Encuentre los intervalos en los que
f es creciente, es decreciente o constante.

1 — 3x
2

43 fx) = 44 f(x) = 1000

45 f(x) = |x + 3| 46 f(x) = —V10 — x2

47 fx)=1— Vx+1 48 f(x) = V2 — x

49 f(x) =9 — x? 50 f(x) = x>+ 6x + 16
x? six<0

51 f(x) =43x si0=x<2 52 f(x) =1+ 2[x]
6 six=2
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Trace las graficas de las siguientes ecuaciones, haciendo
uso de desplazamiento, elongacién o reflexion:

@@ y= Vx b) y=Vx+4
©y=Vx+4 d) y=4Vkx
(€) y=3Vax ) y=—Vx

La gréfica de una funcién f con dominio [—3, 3] se mues-
tra en la figura. Trace la gréfica de la ecuacion dada.

@y =fx—2) (b) y=/f(x) -2
(@ y=/f(—x (d) y =/
(e) y = f(x) ) y =1,
@y =£(x|)
EJERCICIO 54

AY

Ejer. 55-58: Encuentre una ecuacion para la grafica mos-
trada en la figura.

55

56

Ejer. 59-62: Encuentre el valor maximo o minimo de f(x).
59 f(x) = 3x* — 24x + 46

60 f(x) = —2x> — 12x — 24

61 f(x) = —12(x + 4)> + 20

62 f(x) = 3(x + 2)(x — 10)

63

64

65

66

Exprese la funcién f(x) = —2x* + 12x — 14 en la forma
alx — h)?* + k.
Encuentre la ecuacién estdndar de la pardbola con un eje

vertical que tiene vértice V(3, —2) y pasa por (1, —5).

Sif(x) = V9 — x?y g(x) = Vx, encuentre el dominio de
@) fg (b) f/g

Sif(x) = 8x — 3y g(x) = Vx — 2, encuentre de
@) (f°9(2) (b) (g°f)2)

Ejer. 67-68: Encuentre (a) (f° g)(x)y (b) (g o f)(x).

67 f(x) =2x* —5x + 1,

68 f(x) = V3x + 2,

gx) =3x+2

gx) = 1/x

Ejer. 69-70: Encuentre (a) (f° g)(x) y el dominio de fo gy
(b) (g °f)(x)y el dominio de g ° f.

69 f(x) = V25 —x2, gx) = Vx—3

70 f(x) =

7

72

X
3x +2

\ glx) = 2
X

Encuentre una forma de funcién compuesta para
y = Vx2 - 5x.

Rampa para silla de ruedas La Americans with
Disabilities Act de 1990 garantiza a todas las personas el
derecho de accesibilidad a lugares publicos. Dar acceso a
un edificio con frecuencia requiere la construccién de una
rampa para sillas de ruedas. Las rampas deben tener apro-
ximadamente 1 pulgada de ascenso vertical por cada 12-20
pulgadas de distancia horizontal. Si la base de una puerta
exterior estd situada a 3 pies sobre una banqueta, determine
el rango de longitudes apropiadas para una rampa de silla
de ruedas.



73

74

75

76

77

Lanzamiento de disco Con base en récords olimpicos, la
distancia ganadora para el lanzamiento de disco se puede
aproxima mediante la ecuacién d = 181 + 1.065¢, donde d
estd en pies y t = 0 corresponde al afio 1948

(a) Pronostique la distancia ganadora para los Juegos
Olimpicos de Verano de 2016.

(b) Estime el afio olimpico en el que la distancia ganadora
serd de 265 pies.

Plusvalia de casas Hace seis afos, una casa fue comprada
en $179,000. Este afio fue valorada en $215,000. Suponga
que el valor V de la casa después de su compra es una fun-
cion lineal del tiempo ¢ (en afios).

(a) Exprese V en términos de ¢.

(b) (Cudntos afios después de la fecha de compra la casa
valia $193,000?

Escalas de temperatura El punto de congelacién del agua
es 0°C o 32°F, y el punto de ebullicién es 100°C o 212°F.

(a) Exprese la temperatura Fahrenheit F como funcién
lineal de la temperatura Celsius C.

(b) (Qué aumento de temperatura en °F corresponde a un
aumento en la temperatura de 1°C?

Rendimiento de gasolina Suponga que el costo de condu-
cir un automévil es una funcién lineal del nimero x de
millas recorridas y que la gasolina cuesta $3 por galon.
Cierto automdvil actualmente rinde 20 millas por galén y
una afinacién que mejorard en 10% su rendimiento cuesta
$120.

(a) Exprese el costo C; de conducir sin una afinacién en
términos de x.

(b) Exprese el costo C, de conducir con una afinacién en
términos de x.

(c) (Cudntas millas debe recorrer el automdvil después de
afinarlo para que el costo de la afinacion se justifique?

Las dimensiones de un corral Un corral se compone de
cinco rectangulos congruentes, como se muestra en la
figura.

(a) Exprese la longitud y en funcién de la longitud x.

(b) Si los lados tienen un costo de $10 por pie lineal
exprese el costo C del corral en funcién de la longitud
X.

EJERCICIO 77

78
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Ejercicios de repaso
Distancia entre autos Al mediodfa, el coche A estd a 10
pies a la derecha y 20 pies adelante del coche B, como se
muestra en la figura. Si el coche A continua a 88 pies/seg (0
60 mi/h), mientras que el coche B continda a 66 pies/seg
(0 45 mi/hr), exprese la distancia d entre los coches en fun-
cién de ¢, donde ¢ denota el nimero de segundos después
del mediodia.

EJERCICIO 78

79

Construcciéon de un cobertizo-almacén Un cobertizo
almacén rectangular abierto, formado por dos lados verti-
cales de cuatro pies de ancho y un techo plano, se va a cons-
truir adjunto a una estructura ya existente, como se ve en la
figura. El techo plano estd hecho de hojalata y cuesta $5 por
pie cuadrado, y los dos lados estdn hechos de madera con-
trachapada que cuesta $2 por pie cuadrado.

(a) Si se dispone de $400 para la construccidn, exprese la
longitud y como funcién de la altura x.

(b) Exprese el volumen V dentro del cobertizo como fun-
cion de x.

EJERCICIO 79

80

Construccion de un contenedor cilindrico Una compaiiia
planea manufacturar un contenedor que tiene forma de
cilindro circular recto, abierto en la parte superior y que
tiene capacidad de 24 pulgadas cubicas. Si el costo del
material para el fondo del cilindro es $0.30/in? y el de los
costados curvos es $0.10/in2, exprese el costo total C del
material como funcién del radio r de la base del contene-
dor.
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81 Llenado de una piscina Una seccién transversal de una
piscina rectangular con dimensiones de 80 pies por 40 pies
se muestra en la figura. La piscina se estd llenando con
agua a razon de 10 ft3/minuto.

EJERCICIO 81

[
A _._11

- e
\ b2 3=

e "

(a) Exprese el volumen V del agua en la piscina como fun-
cion del tiempo ¢.

(b) Exprese V como funcién de la profundidad 2 en el
extremo profundo para 0 = h = 6 y luego para 6 < h
=0.

(c) Exprese & como funcién de 7 para 0 = h = 6 y luego
para6 < h =09.

82 Filtracion de agua Suponga que 5 in3 de agua se vierten en
un filtro cénico y que posteriormente se reciben en una
taza, como se muestra en la figura. Denote con x la altura
del agua en el filtro y con y la altura del agua en la taza.

(a) Exprese el radio r mostrado en la figura como funcién
de x (Sugerencia: use tridngulos semejantes.)

(b) Exprese la altura y del agua en la taza como funcién de
x. (Sugerencia: ;cudl es la suma de los dos volimenes
mostrados en la figura?)

EJERCICIO 82 -

-
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83 Tronco de un cono La forma de la primera nave espacial
del programa Apollo era de un cono circular recto, sélido
formado al truncar un cono por un plano paralelo a su base.
Para el tronco que se muestra en la figura, los radios a 'y b
ya han sido determinados.

EJERCICIO 83 b

|
| |
<—a—>

(a) Use tridngulos semejantes para expresar y como fun-
cién de h.

(b) Deduzca una férmula para el volumen del tronco como
funcién de h.

(c) Sia = 6ftyb = 3 ft, jpara qué valor de & el volumen
del tronco es de 600 ft3?

84 Tarifas de uso de agua Cierta ciudad cobra $3.61 por 1000
galones de agua si se utilizan hasta 5000 galones y $ 4.17
por cada 1000 galones de agua si se utiliza por de 5000 galo-
nes. Busque una funcién B definida por tramos que especi-
fique el total de la cuenta para el uso del agua de x galones.

85 Récord de salto largo en 1991, Mike Powell de Estados
Unidos establecié el récord mundial de salto largo en 8.95
metros. Suponga que la ruta de su vuelo fue parabdlica y
que el punto mds alto fue de 1 metro de elevacién. Encuen-
tre una ecuacidén para su trayectoria.

86 Rectangulo de alambre Un trozo de alambre de 24 pulga-
das de largo se dobla en la forma de un rectangulo que tiene
anchura x y longitud y.

(a) Exprese y como una funcién de x.
(b) Exprese el drea A del rectangulo en funcién de x.

(c) Demuestre que el drea A es mayor si el rectdngulo es un
cuadrado.



87 Distancia entre barcos A la 1:00 p.m. el barco A estd a 30
millas al sur del barco B y estd navegando al norte a razén
de 15 mi/h. Si el barco B estd navegando al oeste a razon de
10 mi/h, encuentre el tiempo en el que la distancia d entre
los barcos es minima (vea la figura).

EJERCICIO 87

/

88 Dimensiones de una pista de carreras El interior de una
pista de carreras de media milla estd formado por un rec-
tdngulo con semicirculos en dos extremos opuestos.
Encuentre las dimensiones que maximicen el drea del rec-
tangulo.

89 Saltos verticales Cuando un jugador de baloncesto salta
para “clavar” el baldn en la canasta, la distancia del jugador
f(2) (en pies) desde el piso después de 7 segundos estd dada
por la féormula f(r) = —% gt* + 16t, donde g es la constante
gravitacional.

(a) Si g = 32, encuentre el tiempo en que el jugador estd
colgado, es decir, el nimero total de segundos que el
jugador estd en el aire.
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(b) Encuentre el salto vertical del jugador, es decir, la
maxima distancia entre los pies del jugador y el piso.

(c) EnlaLuna, g = % Repita los incisos (a) y (b) para el
jugador en la Luna.

Trayectoria de un cohete Un cohete es disparado hacia
una colina, siguiendo una trayectoria dada por y =
—0.016x% + 1.6x. La colina tiene pendiente 1/5, como se
ilustra en la figura.

(a) (En donde cae el cohete?

(b) Encuentre la médxima altura del cohete arriba del suelo.

EJERCICIO 90
AY
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(W YIRNVIROIER EJERCICIOS DE ANALISIS

8 Factura por unservicio Un método comun de expedir una

1 Compare las gréficas de y = Vx, y= Vi, y=xy=x%

yy = x*en el intervalo 0 =< x < 2. Escriba una generaliza-
ci6én basada en lo que investigue acerca de las gréficas de
ecuaciones de la forma y = x4, donde x = 0y p y ¢ son
enteros positivos.

Escriba una expresion para g(x) si la grafica de g se obtiene
de la gréfica de f(x) = %x — 3 por reflexion de falrededor de

@) eje x ) ejey

(c) rectay = 2 (d) rectax =3

Considere la grafica de g(x) = Vf(x), donde f estd dada
por f(x) = ax® + bx + c. Discuta la forma general de g,
incluyendo su dominio y rango. Discuta las ventajas y des-
ventajas de graficar g como una composicién de las funcio-
nes h(x) = Vx y f(x). (Sugerencia: puede usar las
siguientes expresiones paraf: x> — 2x — 8, —x? + 2x + 8,
x2—=2x+2,—x>+2x—2)

Simplifique el cociente de diferencias de los ejercicios 49 y
50 de la seccion 3.4 para una funcién cuadraitica arbitraria
de la forma f(x) = ax?* + bx + c.

Consulte el ejemplo 5 de la seccién 3.4. Geométricamente,
(qué representa la expresion 2x + h + 6 en la gréfica de f?
(qué piensa usted que representa si 1 = 0?

La férmula del punto medio podria considerarse que es la
férmula de “medio camino” porque nos da el punto que
estda % de la distancia del punto P(x,, y,) al punto Q(x,, y,).
Desarrolle una férmula “m-nésima” que dé el punto R(xs,
¥3) que esté a m/n de la distancia entre Py Q (suponga que
m'y n son enteros positivos con m < n).

Considere las gréificas de ecuaciones de la forma cuadratica
y = ax? + bx + ¢ que tiene dos puntos de interseccién con
el eje x. Con d la distancia del eje de la pardbola a cual-
quiera de los puntos de interseccién con el eje x y con £ el
valor de la coordenada y del vértice. Explore la relacién
entre d y h para varias ecuaciones especificas y luego desa-
rrolle una férmula para esta relacion.

@10

factura por una solicitud de servicio es cobrar una cuota fija
mads una cuota adicional por cada cuarto de hora empleado
en la llamada. Invente una funcién para una empresa de
reparacion de lavadoras de ropa que cobra $40 mds $20 por
cada cuarto de hora o fraccién; por ejemplo, una llamada de
30 minutos para una reparacion costaria $80, en tanto que
una llamada de 31 minutos para una reparacién costaria
$100. La entrada a su funcién es cualquier entero positivo.
(Sugerencia: vea el ejercicio 54(e) de la seccion 3.5.)

Densidad de la capa de ozono Se determiné experimen-
talmente que la densidad D (en 1073 cm/km) de la capa de
ozono a altitudes x entre 3 y 15 kilémetros durante el
invierno en Edmonton, Canadd, era de

D = 0.0833x% — 0.4996x + 3.5491.

Exprese x como una funcién de D.

Precipitacion en Minneapolis El promedio de precipitacién
mensual en pulgadas en Minneapolis aparece en la tabla.

Mes Precipitacion
Ene. 0.7
Feb. 0.8
Mar. 1.5
Abr. 1.9
May. 32
Jun. 4.0
Jul. 33
Ago. 32
Sept. 2.4
Oct. 1.6
Now. 1.4
Dic. 0.9

(a) Grafique el promedio de precipitacion mensual.

(b) Modele estos datos con una funcién f por partes que sea
primero cuadrdtica y luego lineal.

(c) Grafique f junto con los datos.
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El punto B(1, 2) es un décimo de la ruta del punto A(—3, 4) al punto P(x, y).
Encuentre x y y.

(Para qué valores de a la distancia entre los puntos P(2, 3) y Q(6, a) es mayor que 57

Encuentre la ecuacién normal de la circunferencia con centro en (4, 5) que inter-
secta al eje x en 0.

Encuentre las otras intersecciones de la circunferencia con centro en (4, 5) que
intersectan al eje x en 0.

Una circunferencia tiene su centro en (4, 5). Encuentre la ecuacién pendiente-inter-
seccion al origen de la recta tangente a la circunferencia en el origen.

Una circunferencia tiene su centro en (4, 5). Encuentre la ecuacion pendiente-inter-
seccion al origen de la recta que es perpendicular a la recta 2x — 7y = 3 y que inter-
secta al eje x en 4.

El costo de una pizza es $9.00 méds $0.80 por cada ingrediente extra. La tasa de
impuesto es de 10%. Encuentre una funcion para el costo total 7(x), donde x es el
ndmero de ingredientes extra.

/=

Encuentre el dominio de f(x) = 7)6. Escriba su respuesta en notacién
x+2)x—2)

de intervalos.

fla + h) = fla)

Simplifique el cociente de diferencias —————— para la funcién

flx) = x>+ 5x — 7. Luego, prediga el cociente de diferencias para
fx) = x* = 7x + 5 tomando como base su primera respuesta.

Una caja de tapa cerrada tiene una base cuadrada de lado y y 2 pies de altura. Exprese
el drea S de la superficie de la caja como una funcién del volumen V de la caja.

Si el punto P(3, —2) estd en la grafica de la funcidn f, encuentre el punto corres-
pondiente en la grifica de y = 2|fix — 3)| — 1.

Un vendedor vende cdpsulas por $12. Su comisién es de 10% en las primeras 1000
capsulas vendidas y 15% por cualquier cantidad adicional de capsulas vendida).
Encuentre una funcién definida por tramos C que especifique la comisién total si x
capsulas son vendidas.

Encuentre la ecuacién normal de la pardbola con eje vertical y vértice V(—2, 1).
(Qué restriccion debe hacerse en el coeficiente a si la gréfica de la pardbola no
intersecta al eje x?

Encuentre el valor minimo de la parabola que intersecta al eje x en —2 y 4, pasando
por el punto (3, —15).

Encuentre el valor minimo del producto p de dos nimeros, uno de los cuales es 9
menos el doble de otro.

Un parque ofrece visitas guiadas para grupos de 100 a 300 personas a la vez. Por
cada persona adicional a las primeras 100, el costo de cada boleto se reduce en un
centavo de los $4 que cuesta por persona. Encuentre el nimero de personas que
produzca el costo total maximo para el grupo y también encuentre el nimero de
personas que produzca el costo total minimo para el grupo.

Encuentre el dominio de (fo g)(x) si fix) = X’y gx) = Vx — 3.

Un fabricante produce 5 articulos por hora. El costo de producir y articulos estd dado
por C = y2 -2y + 10, donde C estd en miles de délares. Encuentre una funcién com-
puesta C en términos de ¢ horas y luego utilicela para encontrar el costo minimo.
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Funciones
polinomiales de
grado mayor que 2

Propiedades de la
divisiéon

Ceros de polinomios

Ceros complejos y
racionales de
polinomios

Funciones racionales

Variacion

Funciones polinomiales
y racionales

Las funciones polinomiales son las mds elementales en matematicas
porque estan definidas sélo en términos de adicién, sustraccion y
multiplicacién. En aplicaciones, a veces es necesario trazar sus graficas y
hallar (o aproximar) sus ceros. En la primera parte de este capitulo
discutimos resultados que son ttiles para obtener esta informacién. A
continuacién llevamos nuestra atencién a cocientes de funciones
polinomiales; es decir, funciones racionales. La tltima seccidn, sobre
variaciones, contiene aplicaciones de funciones polinomiales y racionales

sencillas.
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. ! l Si f'es una funcién polinomial de grado n con coeficientes reales, entonces

Funciones S =ax"+ ax" '+ - +ax + a,
pOIInomlaIes de grado con a, # 0. Los casos especiales que se ven en la tabla siguiente ya se discu-
mayor que 2 tieron antes.
Grafica de
Grado de f Forma de f(x) (con interseccion a,, con el eje y)

0 fx) = a Una recta horizontal

1 fx) = ax + a, Una recta con pendiente a,

2 fx) = ax* + a;x + ay Una pardbola con un eje vertical

En esta seccion estudiaremos gréficas de funciones polinomiales de grado
mayor que 2. Todas las funciones polinomiales son funciones continuas; es
decir, sus graficas se pueden trazar sin ninguna interrupcion.

Si f'tiene grado n y todos los coeficientes excepto a, son cero, entonces

f(x) = ax" paraalgunas a = a, # 0.

En este caso, si n = 1, la grafica de f es una recta que pasa por el origen. Si
n = 2, la gréfica es una pardbola con vértice en el origen. Dos ilustraciones
FIGURA1 con n = 3 (polinomios cibicos) se dan en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 1 Trazar graficasdey = ax?

Trace la gréfica de f'si

@ ) =3¢ (b) f) = —5x°

SOLUCION
3

(a) La tabla siguiente contiene varios puntos sobre la grafica de y = %x*.

X 0 % 1 % 2

N

27 125
o= L7 4 o =78

y | 0 | £=006

=

FIGURA 2

Como f es una funcién impar, la grafica de f es simétrica con respecto al ori-
gen y por tanto puntos como (—%, —1—16) y (—1, —%) estdn también sobre la
grafica. La grafica se traza en la figura 1.

(b) Siy = —glx3, la gréfica se puede obtener del inciso (a) al multiplicar todas
las coordenadas y por —1 (esto es, reflejando la grafica del inciso (a) a través

del eje x). Esto nos da el dibujo de la figura 2. ]

Si fix) = ax" y n es entero positivo impar, entonces f es una funcién impar
y la gréfica de f'es simétrica con respecto al origen, como se ilustra en las figu-
ras 1 y 2. Para a > 0, la gréfica es semejante en forma a la de la figura 1; sin
embargo, n 0 @ aumentan, la grafica sube mas rdpidamente para x > 1. Para el
comportamiento final, cuando x — %, y — %; y cuando x — —o, y — —x,
Sia < 0, reflejamos la grafica a través del eje x, como en la figura 2.




FIGURA 4

4

4

FIGURA 3
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Si fix) = ax" y n es un entero positivo par, entonces f es una funciéon par
y la grifica de f es simétrica con respecto al eje y, como se ilustra en la figu-
ra 3 para el caso a = 1 y n = 4. Note que cuando aumenta el exponente, la
gréifica se hace mds plana en el origen. También sube mds rdpidamente para
x > 1. Para el comportamiento final, como x — *%, y — %, Si a < 0, refle-
jamos la gréafica a través del eje x. También note que la grafica intersecta el
eje x en el origen, pero no lo cruza (cambia signo).

AY AY

Un andlisis completo de las gréaficas de funciones polinomiales de grado
mayor que 2 requiere métodos que se usan en calculo. A medida que aumenta
el grado, las graficas suelen hacerse mds complicadas, aunque tienen un
aspecto liso con varios puntos altos y puntos bajos, por ejemplo P, O, Ry S en
la figura 4. Esos puntos a veces se denominan puntos de inflexion para la gra-
fica. Debe observarse que un polinomio de grado » tiene a lo mds n — 1 pun-
tos de inflexién. Cada valor de la funcién (coordenada y) correspondiente a un
punto alto o bajo se denomina extremo de una funcién f. En un extremo, f
cambia de una funcién creciente a una funcién decreciente o viceversa.

El teorema de valor intermedio especifica otra propiedad importante de
las funciones polinomiales.

Teorema del valor intermedio

para funciones polinomiales

Si f'es una funcién polinomial y fla) # f(b) para a < b, entonces f toma
cada valor entre f{a) y f(b) del intervalo [a, b].

FIGURAS

fb)

fla)

4

LY

=Y

El teorema del valor intermedio para funciones polinomiales expresa que
si w es cualquier nimero entre f(a) y f(b), hay al menos un niimero c entre a
y b tal que f(c) = w. Si consideramos que la gréfica de f se extiende conti-
nuamente del punto (a, f(a)) al punto (b, f(b)), como se ilustra en la figura 5,
entonces para cualquier nimero w entre f(a) y f(b), la recta horizontal y = w
corta la grafica en al menos un punto p. La abscisa ¢ de P es un ntimero tal que
f(c) = w.

Una consecuencia del teorema de valor intermedio es que si f{a) y f(b) tie-
nen signos contrarios (uno positivo y uno negativo), hay al menos un nimero
centre a 'y b tal que flc) = 0; esto es, f tiene un cero en c. Asi, si el punto
(a, fla)) se encuentra abajo del eje x y el punto (b, f(b)) estd arriba del eje x, o
viceversa, la gréifica cruza el eje x al menos una vez entre x = a 'y x = b, como
se ilustra en la figura 6.
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FIGURA 6
AY AY

(b, (b)) (a, fla)

(a, f(a)) (b, f(b))

EJEMPLO 2 Uso del teorema del valor intermedio

Demuestre que f(x) = x° + 2x* — 6x* + 2x — 3 tiene un cero entre 1 y 2.

SOLUCION Sustituyendo 1 y 2 por x nos da los siguientes valores de fun-
cioén:
fA)y=1+2-6+2—-3=—4
f2)=32+32-48+4-3=17

Como f(1) y f(2) tienen signos contrarios (f(1) = —4 < 0y fi2)= 17 > 0),
vemos que f(c)= 0 para al menos un nimero real ¢ entre 1y 2. ]

El ejemplo 2 ilustra un método para localizar ceros reales polinomiales.
Con el uso de aproximaciones sucesivas, podemos aproximar cada cero a cual-
quier grado de precisién al localizarlo en intervalos cada vez menores.

Si ¢ y d son sucesivas en ceros reales de f(x); es decir, no hay otros ceros
entre ¢ y d, entonces f{x) no cambia signo en el intervalo (c, d). Asi, si esco-
gemos cualquier nimero k tal que ¢ < k < d 'y si f{k) es positiva, entonces f(x)
es positiva en todo (c, d). Del mismo, si f{k) es negativa, entonces f{x) es nega-
tiva en todo (c, d). Llamaremos a f(k) un valor de prueba para f(x) en el inter-
valo (c, d). También se pueden usar valores de prueba en intervalos infinitos
de la forma (—°, a) o (a, ®), siempre que f{x) no tenga ceros en estos interva-
los. El uso de valores de prueba al graficar es semejante a la técnica empleada
para desigualdades en la seccién 2.7.

EJEMPLO 3 Trazar la grafica de una funcién polinomial de grado 3

Sea f(x) = x* + x2 — 4x — 4. Encuentre todos los valores de x tales que
f(x) > 0y toda x tal que fix) < 0, y luego trace la gréfica de f.

SOLUCION Podemos factorizar f(x) como sigue:
fx) =x*+x2—4x — 4 enunciado
= (x* + x?) + (—4x — 4) agrupe términos
x*(x + 1) —4(x + 1) factorice x>y —4
x>=4Hx+1) factorice (x + 1)
= (x+ 2)(x = 2)(x + 1) diferencia de cuadrados



FIGURA7

FIGURA 8

y=x}+x2—4x — 4
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Vemos de la ultima ecuacién que los ceros de f(x) (los puntos de intersec-
cién de la grafica con el eje x) son —2, —1 y 2. Los puntos correspondientes
en la gréfica (vea figura 7) dividen el eje x en cuatro partes y consideramos los
intervalos abiertos

(=2, =2), (=2,-1), (=1,2), (2,%).

Al igual que con nuestro trabajo con desigualdades en la seccién 2.7, el sig-
no de f{x) en cada uno de estos intervalos se puede determinar usando una
tabla de signos. La gréfica de f se encuentra arriba del eje x para valores de x
tales que f{x) > 0 y abajo del eje x para toda x tal que fix) < 0.

Intervalo (=, =2) (=2,-1) (-1,2) 2, »)
Signo de x + 2 - + + +
Signo de x + 1 - - + +
Signodex — 2 — - — +
Signo de f(x) - + - +
Posicién de la Abajo del Arriba del | Abajo del | Arriba del
gréfica eje x eje x eje x eje x

Al consultar el signo de f(x) en la gréfica, concluimos que

fx) >0 sixestaen (=2, —1) U (2, )
y f(x) <0 sixestaen(—w, —=2) U (—1,2).
El uso de esta informacion lleva al trazo de la figura 8. Para hallar los pun-

tos de inflexién en la grafica, seria necesario usar equipo computacional
(como lo haremos en el ejemplo 6) o métodos desarrollados en célculo. ]

La gréfica de toda funcién con polinomios de grado 3 tiene un aspecto
semejante al de la figura 8 o tiene una version invertida de esa gréfica si el coe-
ficiente de x3 es negativo, pero a veces la gréfica puede tener s6lo un punto de
interseccion con el eje x o la forma puede esta elongada, como en las figuras
ly?2.

EJEMPLO 4 Trazar la grafica de una funcién polinomial de grado 4

Sea f(x) = x* — 4x + 3x2 Encuentre todos los valores de x tales que f{x) >
0y toda x tal que fix) < 0, y luego trace la grafica de f.

SOLUCION  Para iniciar se factoriza f(x):
flx) = x* — 4x® + 3x2  enunciado
= x*(x*> — 4x + 3) factorice x?
= x*(x — 1)(x — 3) factorice x> — 4x + 3
A continuacién, construimos el diagrama de signos de la figura 9, donde las
verticales indican los ceros 0, 1 y 3 de los factores. Como el factor x? es siem-
pre positivo si x # 0, no tiene efecto en el signo del producto y por tanto se

puede omitir del diagrama.
(contintia)
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FIGURA 9

Signo de f(x) + | + - +

Signodex —3 — | — - +

Signodex —1 — | — + +

0 1 3
FIGURA 10 Al consultar el signo de f{x) del diagrama, vemos que
fx) >0 sixestden(—,0) U (0,1) U (3, »)

y fx) <0 sixestaen (1,3).

Note que el signo de f(x) no cambia en x = 0. El uso de estos datos lleva al
trazo de la figura 10. ]

En el siguiente ejemplo construimos una grafica de un polinomio cono-
ciendo sélo su signo.

EJEMPLO 5 Trazar la grafica de un polinomio conociendo
su signo

Dado el diagrama de signos de la figura 11, trace una posible grafica del poli-

nomio f.
FIGURA 11
Signo de f(x) —‘ + ‘+‘ — ‘4—
-3 -1 0 2
FIGURA 12
LY SOLUCION Como el signo de f(x) es negativo en el intervalo (—o, —3), la
grafica de f debe estar abajo del eje x, como se ve en la figura 12. En el inter-
valo (—3, —1), el signo de f{x) es positivo, de modo que la grafica de f esta
arriba del eje x.
El signo de f{x) también es positivo en el siguiente intervalo, (—1, 0). Por
lo tanto, la gréfica de f debe tocar el eje x en el punto de intersecciéon —1 y luego
: AN : > permanecer arriba del eje x. (La gréafica de f es tangente al eje x en x = —1.)
-1 1 X En el intervalo (0, 2), el signo de f(x) es negativo, de modo que la grafica
de festd abajo del eje x. Por tltimo, el signo de f(x) es positivo en el intervalo
(2, ©) y la grafica de f estd arriba del eje x. ]
En el ultimo ejemplo usamos la funcién

f&) =& +3)x + D’0)(x — 2).

Note la forma en que la grafica de f se relaciona con las soluciones de las
siguientes desigualdades.

Posicion de la grafica
Desigualdad Solucién en relacion con el eje x
(1) fx) >0 (=3, -1) U (=1,0) U (2, %) Arriba
2) fx) =0 [—3,0] U[2, ) Arriba o en él
3) fx) <0 | (==, —3)U(0,2) Abajo
@) f) =0 (—o0, =31 U {~1} U [0, 2] Abajo o en €l
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Note que todo nimero real debe estar en la solucion de la desigualdad (1) o la
desigualdad (4); lo mismo puede decirse de las desigualdades (2) y (3).

En el siguiente ejemplo usamos una calculadora de graficas para estimar
coordenadas de puntos importantes en una grafica.

|E EJEMPLO 6 Estimar ceros y puntos de inflexién

(a) Estime los ceros reales de f{x) = x3 — 4.6x> + 5.72x — 0.656 a tres luga-
res decimales.
(b) Estime las coordenadas de los puntos de inflexién en la grifica.

SOLUCION

(a) Asignamos f(x) aY, y usamos una pantalla estdndar para obtener un trazo
semejante al de la figura 13(a). Como todas las raices reales parecen estar entre
0y 3, hagamos de nuevo la grafica usando la pantalla [— 1, 3] por [—1, 3]. Esto
nos da una pantalla semejante a la de la figura 13(b), que muestra que hay sélo
un punto de interseccion con el eje x y por tanto una sola raiz real. Usando un
cero o raiz, estimamos el cero real como 0.127.

FIGURA 13
(a) [—15, 15] por [—10, 10] (b) [—1,3]por[—1, 3]

(b) Con el uso de una caracteristica maxima, estimamos que el punto alto es
(0.867,1.497) y con una caracteristica minima estimamos que el punto bajo
es (2.200, 0.312). |

En la seccién 2.7 resolvimos desigualdades semejantes a la del siguiente
ejemplo, pero nos apoyamos en gran medida en el hecho de que podiamos fac-
torizar la expresion de algiin modo. Ahora usamos una calculadora de graficas
para resolver una desigualdad que contiene una expresién (un polinomio
ctibico) que no se factoriza facilmente.

lE EJEMPLO 7 Resolver graficamente una desigualdad

Estime las soluciones de la desigualdad

6x2 — 3x3 < 2.

SOLUCION Restemos 2 de ambos lados y consideremos la desigualdad
equivalente

6x2 — 3x3—2<0.

(contintia)
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FIGURA 14
[~2.3] por [-3,3]

Ay

\/

FUNCIONES POLINOMIALES Y RACIONALES

Asignamos 6x> — 3x® — 2y Y; y usamos la pantalla [—2, 3] por [ -3, 3] para
obtener una imagen semejante a la figura 14. Vemos que hay tres puntos de
interseccion con el eje x. Si los denotamos por x;, x, y X3 (con x; < x, < x3),
entonces las soluciones a la desigualdad estan dadas por

(x1, x2) U (x5, ),

porque estos son los intervalos donde Y, es menor que O (la grafica estd abajo
del eje x). Usando una caracteristica cero o raiz para cada punto de intersec-
cion con el eje x, encontramos que

x; = —0.515, x; = 0.722, x; = 1.793. ]

m Ejercicios

Ejer. 1-4: Trace la grafica de f para el valor indicado de ¢ o
a.

1 fx) =2x*+¢
@c=3 (b)

2 flx) = —2x* + ¢

(@c=-2 (b) c=2
3 flx) =ax®+ 2

@a=2 (b) a=—1
4 f(x) = ax® — 3

@a=-2 (b) a=35

Ejer. 5-10: Use el teorema del valor intermedio para
demostrar que f tiene un cero entre a y b.

5f0=x"—4x?+3x—-2 a=3  b=4 W f) =z — 27
(B) f(x) = —x*(x = 2)
6 f(x) = 2x* + 6x> — 3; a=-3  b=-2 @ [ =&+ Dx - DHx=2)
(D) f(x) = (x + D(x = D’(x = 2)
7 f)=—x"+3"—2x+1;, a=2, b=3 12 (a) LY (b) AY
8 f(x) = 20' + 3x — 2; a=0. b=l : T

9 flx) =x>+x—3x+ 1;

10 f(x) = x°—3x* — 9x — 6;

Ejer. 11-12: Relacione cada grafica con una ecuacion.

1 (@)

]

y (b)

y




(d) y

(A) f&) =x(x =D
(B) f(x) = —x(x + 2y

@ =&+ 2+ Dx—3)
(D) f) = (x +2(x + Dx = D

Ejer. 13-14: Utilice la notacion de flecha para describir el
comportamiento final de la funcién. No dibuje las graficas.

13 (a) f(x) =32 — 28 + 6
(b) fx) = —3x° — x* — 8
(c) flx) = 2x° + 562 — 3x
(d) fx) = —2x° + x> — 4

14 (a) flx) =3x* — 22> — 5
() fx) = =3x* = x>+ 9
(©) fx) = 2 + 22 — Tx

d) f(x) = =2 + 32— 6

Ejer. 15-30: Encuentre todos los valores de x tales que
f(x) > 0y toda x tal que f(x) < 0,y trace la grafica de f.

15 f(x) =4x° =2 16 f(x) = —3x° = 3
17 f(x) = —ex* + 1 18 f(x) =x°+ 1
19 f(x) = x* — 4x2 20 f(x) =9x — x*
21 f(x) = —x* + 2x% + 8x

22 f(x) = x* + 3x3 — 42

23 f(x) = $(x + 2)(x — 3)(x — 4)

24 f(x) = —3(x + H(x — 2)(x — 6)

25 f(x) =x3+2x2—4x — 8

26 f(x) = x> —x2—x+ 1

27 f(x) =x* —6x2 + 8

28 f(x) = —x* + 12x* — 27
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29 f(x) = xXx + 2)(x — 1)*(x — 2)

30 f(x) = x3(x + 1)*(x — 2)(x — 4)

Ejer. 31-32: Trace la grifica de una polinomial dado el dia-
grama de signos.

31
Signo de fix) + ‘ - ‘ - ‘ + ‘ —
—4 0 1 3
32
Signo de f(x) + ‘ + ‘ - ‘ + ‘ —
-3 =2 0 2

33 (a) Trace una gréfica de

f&) = (x = a)x = b)x — o),

dondea <0 <b<c.
(b) (Cudl es la interseccion con el eje y?
(c) (Cuil es la solucién a f(x) < 0?
(d) (Cuil es la solucién a f(x) = 0?
34 (a) Trace la gréfica de

f&x) = — a’x — b)x — o),
dondea < b<0<ec.

(b) (Cual es la interseccion con el eje y?
(c) (Cudl es la solucién a f(x) > 0?
(d) (Cuil es la solucién a f(x) = 0?

35 Seaf(x) una polinomial tal que el coeficiente de toda poten-
cia impar de x es 0. Demuestre que f es una funcién par.

36 Sea f(x) un polinomio tal que el coeficiente de toda poten-
cia par de x es 0. Demuestre que f es una funcién impar.

37 Sif(x) = 3x* — kx?> + x — 5k, encuentre un nimero k tal
que la gréfica de f contenga el punto (—1, 4).

38 Si f(x) = kx® + x* — kx + 2, encuentre un nimero k tal
que la gréfica de f contenga el punto (2, 12).

39 Si un cero de f(x) = x* — 2x* — 16x + 16k es 2, encuen-
tre otros dos ceros.

40 Siun cerode f(x) = x* — 3x* — kx + 12 is —2, encuentre
otros dos ceros.

41 Un polinomio de Legendre El polinomio de tercer grado
de Legendre P(x) = %(5)53 — 3x) se presenta en la solucién
de problemas de transferencia de calor en fisica e inge-
nieria. Encuentre todos los valores de x tales que P(x) > 0
y toda x tal que P(x) < 0, y trace la gréfica de P.
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42

43

a4

45

46

Un polinomio de Chebyshev El polinomio de cuarto
grado de Chebyshev f(x) = 8x* — 8x? + 1 se presenta en
estudios de estadistica. Encuentre todos los valores de x
tales que f(x) > 0. (Sugerencia: sea z = x?y use la férmula
cuadritica.)

Construccion de una caja De una pieza rectangular de
cartéon que tiene dimensiones de 20 pulgadas X 30 pul-
gadas se va a fabricar una caja abierta al cortar cuadrados
idénticos de drea x? de cada esquina y voltear hacia arriba
los lados (vea ejercicio 65 de la seccion 3.4).

(a) Demuestre que el volumen de la caja estd dado por la
funcién V(x) = x(20 — 2x)(30 — 2x).

(b) Encuentre todos los valores positivos de x tales que
V(x)> 0y trace la grafica de V para x > 0.

Construccion de una reja de madera El bastidor para una
reja de embarque se va a construir con 24 pies de madera
de 2 X 2 (vea la figura).

(a) Si la reja debe tener extremos cuadrados de x pies de
lado, exprese el volumen exterior V de la reja como fun-
cion de x (no considere el grosor de la madera).

(b) Trace la gréfica de V para x > 0.
EJERCICIO 44

Determinacién de temperaturas Un meteor6logo deter-
mina que la temperatura 7 (en °F) para cierto periodo de 24
horas en invierno estuvo dada por la férmula
T= ;fot(t — 12)(t — 24) para 0 =t < 24, donde 1 es el
tiempo en horas y + = 0 corresponde a las 6:00 a.m.

(a) (Cudndo fue T > 0y cudndo fue T < 0?

(b) Trace la grificade T

(c) Demuestre que la temperatura fue de 32°F en algin
momento entre las 12 del mediodia y la 1:00 p.m.
(Sugerencia: use el teorema del valor intermedio.)

Flexién de trampolines Un clavadista estd de pie en el
extremo de un trampolin antes de lanzarse al agua. La fle-
xion d del trampolin en una posicién a s pies del extremo
estacionario estd dada por d = ¢s*(3L — s) para0 = s =< L,
donde L es la longitud de la tabla y ¢ es una constante posi-
tiva que depende del peso del clavadista y de las propieda-
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des fisicas de la tabla (vea la figura). Suponga que la tabla
mide 10 pies de largo.

EJERCICIO 46

(a) Si la flexién en el extremo de la tabla es 1 pie, encuen-
tre c.

(b) Demuestre que la flexion es z ie en algln punto entre
q 2 p g p
s =06.5 ys—6.6.

47 Poblacién de venados Un rebaiio de 100 venados se intro-

duce en una pequeiia isla. Al principio el rebafio aumenta
rapidamente, pero al final los recursos se consumen y la
poblacion disminuye. Suponga que el nimero N(¢) de vena-
dos después de t afios estd dado por N(t) = —¢* + 212 +
100, donde ¢ > 0.

(a) Determine los valores de ¢ para los cuales N(r) > 0y
trace la grifica de N.

(b) (La poblacion se extingue? Si es asi, ;cudndo?

48 Poblacion de venados Consulte el ejercicio 47. Se puede

demostrar por medio del cdlculo que la tasa R (en venados
por afio) a la que cambia la poblacién de venados, en el
tiempo 7, estd dada por R = —41> + 42¢.

(a) (Cudndo deja de crecer la poblacién?

(b) Determine los valores positivos de ¢ para los cuales
R > 0.

W= 49 (a) Construya una tabla que contenga los valores de los

polinomios de cuarto grado

flx) = 2x*%,
glx) = 2x* = 5x2 + 1,
h(x) = 2x* + 5x2 — 1,

k(x) = 2x* — x* + 2x,
cuando x = *20, =40, y =60.

(b) Cuando | x| se hace grande, ;cémo son los valores para
cada funcién comparables entre si?

(c) (Cuadl término tiene la mayor influencia en el valor de
cada funcién cuando | x| es grande?



“ 50 (a) Grafique los polinomios cibicos
flx) = —=3x3,
glx) = =3x3 — x2 + 1,
h(x) = =3x3 + x2 — 1,

k(x) = —3x% — 2x* + 2x

en el mismo plano de coordenadas usando cada uno de
las siguientes pantallas:

(M [—2,2]por[—2,2]

) [-10, 10] por [—10, 10]

(3) [—50, 50, 10] por [—5000, 5000, 1000]

(4) [—100, 100, 10] por [—5 X 10%, 5 X 105, 10°]

(b) Cuando la pantalla aumenta de tamafio, {cémo son las
gréficas de las cuatro funciones comparadas entre si?

(c) ¢(Cudl término tiene la mayor influencia sobre el valor
de cada funcién cuando | x| es grande?

“% 51 (a) Grafique cada uno de los siguientes polinomios ctibicos
fen la pantalla [—9, 9] por [—6, 6].
M f)=x*—x+1
2 f&x) = —x*+4x>=3x— 1
3B) fx) =0.1x3 -1
@) fx) = —x>+4x+2

(b) Discuta la forma de la grifica de f cuando | x| se hace
grande.

(c) Haga una generalizacién acerca del comportamiento
final de la funcién f(x) = ax® + bx> + cx + d.

a% 52 (a) Grafique cada una de las siguientes polinomiales f de
cuarto grado en la pantalla [—9, 9] por [—6, 6].

M fx) = —x*—2x*+5x>+ 6x — 3
Q) f)=x*—2x*+1
3) fx) = —%x“ + 22 —x+1
@) fx) = éx“ — %x3 — %xz + %x +3
(b) Discuta la forma de la gréfica de f cuando | x| se hace

grande.

(c) Haga una generalizacién acerca del comportamiento
final de la funcién f(x) = ax* + bx® + cx? + dx + e.

+ Ejer. 53-56: Grafique f'y estime sus ceros.
53 f(x) = x* +0.2x% — 2.6x + 1.1

54 f(x) = —x*+4x — 1
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55 f(x) =x*=3x+1
56 f(x) = 2x* —4x? —3x + 1

wn Ejer. 57-60: Grafique f'y estime todos los valores de x tales

que f(x) > k.
57 f(x) = x* + 5x — 2; k=1

58 flx) =x*—4x*+3x2 -8 +5 k=3
59 f(x) = x* — 2x% + 10x — 26;

60 f(x) = x> — 2x2 + 2;

“n Ejer. 61-62: Grafique f'y g sobre el mismo plano de coorde-

nadas y estime los puntos de interseccion.

61 f(x) = x> — 2x2 — 1.5x + 2.8;
glx) = —x* = 1.7x* + 2x + 2.5

62 f(x) = x* — 5x2 + 4,
g(x) = x* — 3x3 — 0.25x% + 3.75x

lE 63 Beneficiarios de servicio médico La funcién f dada por

f(x) = —0.000015z* — 0.005z* + 0.75z + 23.5,

donde z = x — 1973, aproxima el nimero total de benefi-
ciarios de servicio médico en millones, de x = 1973 ax =
2005. Hubo 23,545,363 beneficiarios en 1973 y 42,394,926
en 2005.

(a) Grafique f, y discuta la forma en que ha cambiado el
nimero de beneficiarios de servicio médico en este
periodo.

(b) Invente un modelo lineal semejante a f que aproxime el
nimero de beneficiarios ;Cudl modelo es mds realista?

s 64 Participantes Con Ventaja La funcién f dada por

f(x) = —0.11x* — 46x> + 4000x*> — 76,000x + 760,000

aproxima el nimero total de nifios en edad preescolar que
participan en el programa gubernamental Con Ventaja entre
1966 y 2005, donde x = 0 corresponde al afio 1966.

(a) Grafique fen el intervalo [0, 40]. Discuta cémo ha cam-
biado el nimero de participantes entre 1966 y 2005.

(b) Aproxime el nimero de nifios inscritos en 1986.

(c) Estime graficamente los afios en los que hubo 500,000
nifios inscritos en Con Ventaja.
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B 4.2

Propiedades
de la division

En esta seccion empleamos f(x), g(x), etcétera, para denotar polinomios en x.
Si g(x) es un factor de f{x), entonces f(x) es divisible entre g(x). Por ejemplo,
x* — 16 es divisible entre x> — 4, entre x2 + 4, entre x + 2 y entre x — 2.

El polinomio x* — 16 no es divisible entre x> + 3x + 1, pero podemos
usar el proceso llamado division larga para hallar un cociente y un residuo,
como en la siguiente ilustracién, donde hemos insertado términos con coefi-
cientes cero.

ILUSTRACION Division larga de polinomios
cociente
f—/%
x>— 3x+ 8
B +3x+ 1x*+0x° +0x>+ O0x— 16
x4+ 30+ x? xX2(x*+3x+ 1)
—3x3 — x? reste
—3x% — Ox2 — 3x —3x(x>+3x+ 1)
8x2 4+ 3x — 16  reste
8x2+ 24x + 8 8(x*+3x+1)
—21x — 24 reste
—_——
residuo
El proceso de division larga termina cuando llegamos a un polinomio (el
residuo) que es 0 o tiene un menor grado que el divisor. El resultado de la
division larga de la ilustracion precedente se puede escribir
x*—16 —21x — 24
= -3+ 8 + | 5.
Gl TR <x2+3x+1)
Multiplicando ambos lados de esta ecuacién por x? + 3x + 1, obtenemos
xt =16 = (x> 4+ 3x + 1)(x> = 3x + 8) + (—21x — 24).
Este ejemplo ilustra el siguiente teorema.
Algoritmo de Si fix) y p(x) son polinomios y si p(x) # 0, entonces existen polinomios

division para polinomios

Unicos g(x) y r(x) tales que
f&) = pl) - qlx) + r(x),

donde r(x) = 0 o el grado de r(x) es menor que el grado de p(x). El poli-
nomio g(x) es el cociente y r(x) es el residuo en la division de f{x) entre

px).

Un 1til caso especial del algoritmo de divisién para polinomios se pre-
senta si f{x) se divide entre x — ¢, donde ¢ es un nimero real. Si x — ¢ es un
factor de f(x), entonces

&) = (x = c)qlx)

para algiin cociente g(x) y el residuo r(x) es 0. Si x — ¢ no es un factor de f{x),
entonces el grado del residuo r(x) es menor que el grado de x — ¢ y por tanto
r(x) debe tener grado 0. Esto significa que el residuo es un nimero diferente
de cero. En consecuencia, para toda x — ¢ tenemos

J&) = (x = )qlx) + 4,
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donde el residuo d es un nimero real (posiblemente d = 0). Si sustituimos ¢
por x, obtenemos

fle) = (c = c)qle) + d
=0-q(c) +d
—0+d=d

Esto demuestra el siguiente teorema.

Teorema del residuo

Si un polinomio f{x) se divide entre x — ¢, entonces el residuo es f(c).

EJEMPLO 1 Uso del teorema del residuo

Sifix) = x3 — 3x% + x + 5, use el teorema del residuo para hallar £(2)
SOLUCION  Segin el teorema del residuo, f(2) es el residuo cuando f(x) se
divide entre x — 2. Por divisién larga,

= x—1
x—=2x* =32+ x+5

x> — 2x? xX(x —2)
-2+ x reste
—x2 + 2x —x(x — 2)

—x +5 reste
—x+2 (-D)x—2)
3 reste

En consecuencia, f(2) = 3. Podemos comprobar este hecho por sustitucién
directa:

Q) =2 =327 +2+5=3 .

Usaremos el teorema del residuo para demostrar el siguiente resultado
importante.

Teorema del factor

Un polinomio f(x) tiene un factor x — ¢ si 'y sélo si fic) = 0.

DEMOSTRACION Por el teorema del residuo,

J&) = (x = o)glx) + fle)

para algtn cociente g(x).

Si flc) = 0, entonces fix) = (x — ¢)q(x); esto es, x — ¢ es un factor de f(x).
Reciprocamente, si x — ¢ es un factor de f(x), entonces el residuo de la divisién
de f(x) entre x — ¢ debe ser 0 y, por tanto, por el teorema del residuo, f(c) = 0.

[ ]

El teorema del factor es util para hallar factores de polinomios, como se

ilustra en el ejemplo siguiente.
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EJEMPLO 2 Uso del teorema del factor

Demuestre que x — 2 es un factor de f(x) = x> — 4x* + 3x + 2.

SOLUCION Como f(2) =8 — 16 + 6 + 2 = 0, vemos del teorema del fac-
tor que x — 2 es un factor de f(x). Otro método de solucién serfa dividir f{x)
entre x — 2 y demostrar que el residuo es 0. El cociente de la division seria
otro factor de f(x). ]

EJEMPLO 3 Hallar un polinomio con ceros prescritos

Encuentre un polinomio f{x) de grado 3 que tenga ceros 2, —1y 3.

SOLUCION Por el teorema del factor, f(x) tiene factores x — 2,x + 1,y x —
3. Por tanto,

f&) = alx = 2)(x + D(x = 3),

donde cualquier valor diferente de cero puede ser asignado a a. Si hacemos
a = 1 y multiplicamos, obtenemos

flx) =x3 —4x* + x + 6. [

Para aplicar el teorema del residuo es necesario dividir un polinomio f{x)
entre x — ¢. El método de division sintética se puede usar para simplificar este
trabajo. Las directrices siguientes expresan como hacerlo. El método puede
justificarse por medio de una cuidadosa (y prolongada) comparacién con el
método de division larga.

Directrices para division
sintética de
a,x"+ a,_; x" '+ -+ +ax+a,
entrex — ¢

1 Empiece con lo siguiente, escribiendo ceros para cualesquiera coeficien-
tes faltantes del polinomio dado.

cla, a a,n ... a a

an

2 Multiplique a,, por ¢ y ponga el producto ca,, bajo a,_, como lo indica
la flecha en el diagrama siguiente. (Esta flecha, y otras, se usa sélo para
aclarar estas directrices y no aparecerd en divisiones sintéticas especifi-
cas.) A continuacién, encuentre la suma b; = a,_; + ca, y péngala bajo
la linea como se indica.

d ay ay—1 ap—> a; [0
ca, ch, cb, . cb, , c¢b,
+ # #
a; b] b2 bnfz bn*l r

3 Multiplique b, por ¢ y ponga el producto cb, bajo a,_,, como lo indica
la segunda flecha. Continuando, en seguida hallamos la suma b, = a,_,
+ ¢b, y péngala bajo la linea como se indica.

4 Contintie este proceso, como lo indican las flechas, hasta obtener la
suma final r = a, + ¢b,_,. Los nimeros
(contintia)
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Ay, bl’ b2, ey bn*Z, bn*l

son los coeficientes del cociente g(x); esto es,
qgx) = ax"" + bx"?+ -+ b, ox + by,

y res el residuo.

La division sintética no sustituye a
una division larga; simplemente es
un método mds rdpido y es aplicable
solo cuando el divisor es de la forma
X —c

Los ejemplos siguientes ilustran divisién sintética para algunos casos
especiales.

EJEMPLO 4 Uso de division sintética para hallar un cociente
y un residuo

Use division sintética para hallar el cociente g(x) y el residuo r si el polinomio
2x* + 5x3 — 2x — 8 se divide entre x + 3.

SOLUCION Como el divisor es x + 3 = x — (—3), el valor de c en la expre-
sion x — ¢ es —3. En consecuencia, la division sintética toma esta forma:

-3/]2 50 -2 -8
-6 3 -9 33

2 —1 3 —11 25
NI L)

coeficientes residuo
del cociente

Como hemos indicado, los primeros cuatro niimeros del tercer renglén son los
coeficientes del cociente g(x), y el dltimo nimero es el residuo r. Asi,

q(x) = 2x* — x* +3x — 11 y r=25. [ ]

Se puede usar division sintética para hallar valores de funciones polino-
miales, como se ilustra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 5 Uso de division sintética para hallar valores
de un polinomio

Sif(x) = 3x°> — 38x® + 5x? — 1, use division sintética para hallar f(4).

SOLUCION Por el teorema del residuo, f{4) es el residuo cuando f(x) se
divide entre x — 4. Dividiendo sintéticamente, obtenemos

43 0 -38 5 0 -1
12 48 40 180 720

3 12 10 45 180, 719
——

'
coeficientes residuo

del cociente

En consecuencia, f(4) = 719. (]

Se puede usar division sintética como ayuda para hallar ceros de poli-
nomios. Por el método ilustrado en el ejemplo precedente, fic) = 0 siy sélo si
el residuo en la division sintética entre x — c es 0.
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EJEMPLO 6 Uso de division sintética para hallar ceros de un
polinomio

Demuestre que —11 es un cero del polinomio

fx) = x* + 8x* — 29x + 44.

SOLUCION Dividiendo sintéticamente entre x — (—11) = x + 11 da
—11/1 8 —29 44

—11 33 —44
VY]
coeficientes residuo

del cociente

Por lo tanto, {—11) = 0, y —11 es un cero de f. ]

El ejemplo 6 muestra que el nimero —11 es una solucién de la ecuacién
x> + 8x* — 29x + 44 = 0. En la seccién 4.4 usaremos divisién sintética para
hallar soluciones racionales de ecuaciones.

En esta etapa el lector debe reconocer que los siguientes tres enunciados
son equivalentes para una funcién polinomial f cuya grafica es igual que la de
la ecuacion y = f(x).

(1) El punto (a, b) estd en la grafica de f.

enunciados
equivalentes 1(2) El valor de fen x = a es igual a b; esto es, fla) = b.
fla) Ifrg (3) Si fix) se divide entre x — a, entonces el residuo es b.

Ademas, si b es igual a 0, entonces los siguientes cuatro enunciados tam-
bién son equivalentes.
(1) El nimero a es un cero de la funcién f.

enunciados | (2) El punto (a, 0) estd en la grifica de f; esto es, a es un punto de intersec-
equivalentes cién con el eje x.
adicionales ) '
para | (3) El nimero a es una solucién de la ecuacion flx) = 0.
fla)=0 (4) El binomio x — a es un factor del polinomio f(x).

El estudiante debe familiarizarse con estos enunciados hasta el punto en
que si sabe que uno de ellos es verdadero, pueda facilmente recordar y aplicar

cualquier enunciado equivalente apropiado.

FIGURA 1 @ EJEMPLO 7 Relacionar una grafica con una division
[—10, 10] por [—10, 10] Use la gréfica de

f(x) = 0.5x° + 3.5x* — 5.5x% — 7.5x% 4+ 2x + 2

para aproximar (a dos lugares decimales) el residuo si f{x) se divide entre x +
1.37.

SOLUCION  Asignamos f(x) a Y, y graficamos f con una pantalla estdndar,
como se ve en la figura 1. De la discusion precedente sabemos que para hallar
un residuo b mediante una gréfica, debemos hallar el punto (a, b) que corres-
ponde a dividir f{x) entre x — a. En este caso a = —1.37 y el punto sobre la
grafica —1.37 con coordenada x es aproximadamente (—1.37, 9.24). En con-
secuencia, el residuo b es aproximadamente 9.24.




4.2 Propiedades de la division 243

La forma mads facil de hallar el residuo usando una calculadora de grafi-
cas es simplemente hallar el valor de funcién Y, cuando x = —1.37. Sin
embargo, el propdsito de este ejemplo era sefialar la relacién grafica con el

proceso de division.

m Ejercicios

Ejer. 1-8: Encuentre el cociente y residuo si f(x) se divide
entre p(x).

1 f) =2x* —x* =32+ 7x — 12, px) =x>—-3

2 fx) =3x*+2x* —x2—x — 6 plx) = x>+ 1
3 flx) =3x%+2x — 4 plx) = 2x> + 1
4 f(x) =3x> —5x* —4x — 8§; plx) = 2x> + x

5 flx) = 7x + 2; px) =222 —x—4

6 f(x) = —5x*+ 3; px) =x—=3x+9
7 f(x) = 10x + 4; plx) =2x =5

8 f(x) = 7x* + 3x — 10; p(x) =x>—x+ 10

Ejer. 9-12: Use el teorema del residuo para hallar f(c).
9 f(x) =3x* — x> — 4, c=2
10 fx) =223 +4x2=3x—1; ¢

Il
w

N fx) =x*—6x>+4x -8, c¢c= -3
12 f(x) = x* + 322 — 12; c= -2

Ejer. 13-18: Use el teorema del factor para demostrar que
x — ¢ es un factor de f(x).

13 flx) = x>+ x2—2x + 125
14 f)=x>+x2—=11lx+10; c=2
15 f(x) = x'2 — 4096;
16 f(x) = X + 1024;
17 flx) =x*—=2x*4+3x—36;, ¢c=3
18 fx) =x*=3x3+5x—2; c¢c=2

Ejer. 19-24: Encuentre un polinomio f(x) con coeficiente
principal 1 y que tenga el grado y ceros dados.

19 grado 3; ceros—2,0,5
20 grado 3; ceros*2,3

21 grado 3; ceros =3, 1

22 grado 3; ceros —3,0,4
23 grado4; ceros—2,%*1,4
24 grado4; ceros—3,0,1,5

Ejer. 25-32: Use division sintética para hallar el cociente y
residuo si el primer polinomio se divide entre el segundo.

25 2 —3x2+4x—5;, x—2
26 3x* + 10x> —7x + 8; x+ 4
27 x3—8x —5; x+3

28 5x% — 18x%2 — 15; x—4

29 3x° + 6x2 + 7, x+2
30 —2x* + 10x — 3; x—3
31 4x* — 5x2 + 1; x—%

32 9 —6x2+3x— 4 x—1

Ejer. 33-40: Use division sintética para hallar f(c).
3B f) =23 +3x>—4x+ 4, c=3

34 f(x) = —x* + 4x> + x; c= -2

35 f(x) = 0.3x3 + 0.4x; c=—02

36 f(x) = 0.1x* + 0.5x c=03

37 f(x) =272 + 22 + 1 c=1

38 f(x) = 8x° —3x+ 7; c=1

39 f(x) = x>+ 3x — 5; c=2+V3
40 f(x) = x> — 3x2 — 8; c=1+\V2

Ejer. 41-44: Use division sintética para demostrar que c es
un cero de f(x).

4 f(x) =3x*+8x* —2x> = 10x + 4, ¢c= -2
42 f(x) = 4x3 — 9x> — 8x — 3; c=3
43 fl(x) = 4x° — 6x7 + 8x — 3 c=1
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44 f(x) =27x" — O3 + 32+ 6x + 1; ¢ = —1

Ejer. 45-46: Encuentre todos los valores de k tales que f(x)
sea divisible entre el polinomio lineal dado.

45 f(x) = kx> + X2+ kKx + 32+ 11; x+ 2

46 f(x) = k>3 — 4kx + 3; x—1

Ejer. 47—48: Demuestre que x — ¢ no es un factor de f(x)
para algin nimero real c.

47 f(x) =3x*+ x>+ 5 48 f(x) = —x* —3x* =2

49 Encuentre el residuo si el polinomio
3x100 + 5x8 — 4x3 + 2% — 6

se divide entre x + 1.

Ejer. 50-52: Use el teorema del factor para verificar el
enunciado.

50 x — y es un factor de x” — y” para todo entero positivo n.

51 x + yes un factor de x" — y” para todo entero positivo par
n.

52 x + y es un factor de x" + y” para todo entero positivo
impar n.

53 Sea P(x, y) un punto en el primer cuadrante en y = 6 — x,
y considere el segmento de recta vertical PQ que se mues-
tra en la figura.

(a) Si PQ se hace girar alrededor del eje y, determine el
volumen V del cilindro resultante.

(b) (Para qué punto P(x, y) con x # 1 el volumen V del
inciso (a) es igual que el volumen del cilindro de radio
1 y altura 5 mostrado en la figura?

EJERCICIO 53

54 Resistencia de unaviga La resistencia de una viga rectan-
gular es directamente proporcional al producto de su ancho
por el cuadrado de la profundidad de una seccidn transver-
sal (vea la figura). Una viga de 1.5 pies de ancho se ha cor-
tado de un tronco cilindrico de radio 1 pie. Encuentre el
ancho de una segunda viga rectangular de igual resistencia
que pueda haberse cortado del tronco.

EJERCICIO 54

55 Arco parabdlico Un arco tiene la forma de la pardbola
y = 4 — x% Un rectdngulo se ajusta bajo el arco al selec-
cionar un punto (x, y) en la pardbola (vea la figura).

(a) Exprese el drea A del rectdngulo en términos de x.

(b) Si x = 1, el rectangulo tiene base 2 y altura 3.
Encuentre la base de un segundo rectdngulo que tenga
la misma drea.

EJERCICIO 55

56 Dimensiones de una cdpsula Una pastilla de aspirina en
forma de cilindro circular recto tiene altura de % de centi-
metro y radio de% centimetro. El fabricante también desea
vender la aspirina en forma de cdpsula. La cdpsula debe
medir % centimetros de largo, en forma de cilindro circular
recto con semiesferas unidas en ambos extremos (vea la
figura).

(a) Si r denota el radio de una hemisferio, encuentre una
férmula para el volumen de la cdpsula.

(b) Encuentre el radio de la cdpsula para que su volumen
sea igual al de la pastilla.

EJERCICIO 56
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s Ejer. 57-58: Use la grafica de f para aproximar el residuo si [ Ejer. 59-60: Use la grafica de f para aproximar todos los

f se divide entre x — 0.21.

valores de k tales que f(x) sea divisible entre el polinomio

57 f(x) = x* — 7.9x% — 0.8x* + x* + 1.2x — 9.81 lineal dado.

59 f(x) = x> + k3%x? + 2kx — 2k% x— 1.6

58 f(x) = 3.33x° — 2.5x% + 6.9x% — 4.1x> + 1.22x — 6.78

60 f(x) = k°x3 — 2.1x> + k*%x — 1.2k* x + 04

B 43

Ceros de polinomios

Los ceros de un polinomio f{x) son las soluciones de la ecuacién fix) = 0.
Cada cero real es un punto de interseccién de la grafica de f con el eje x. En
campos de aplicacién, calculadoras y computadoras se suelen emplear para
hallar o aproximar ceros. Antes de usar una calculadora es conveniente cono-
cer qué tipo de ceros esperar. Algunas preguntas que podriamos hacer son

(1) ;Cuantos ceros de f(x) son reales?, ;e imaginarios?
8 8 g
(2) ;Cuadntos ceros reales de f(x) son positivos?, ;y negativos?
I p Ly neg
(3) (Cuantos ceros reales de f(x) son racionales?, ;e irracionales?

(4) (Hay ceros reales de f{x) grandes o pequeifios en valor?

En esta seccion y la siguiente discutiremos resultados que ayudan a contestar
algunas de estas preguntas. Estos resultados forman la base de la teoria de
ecuaciones.

Los teoremas del factor y del residuo se pueden extender al sistema de
nimeros complejos. Asi, un nimero complejo ¢ = a + bi es un cero de un
polinomio f{(x) si y sélo si x — ¢ es un factor de f{x). Excepto en casos espe-
ciales, los ceros de polinomios son muy dificiles de hallar. Por ejemplo, no hay
ceros obvios de filx) = x> — 3x* + 4x> — 4x — 10. Aun cuando no tenemos
formula que pueda usarse para hallar los ceros, el siguiente teorema expresa
que hay al menos un cero c y, en consecuencia, por el teorema del factor, f(x)
tiene un factor de la forma x — c.

Teorema fundamental
del algebra

Si un polinomio f{x) tiene grado positivo y coeficientes complejos,
entonces f(x) tiene al menos un cero complejo.

La demostracién estandar de este teorema requiere resultados de un
campo avanzado de las matematicas llamado funciones de variable compleja.
Un requisito previo para estudiar este campo es un fuerte antecedente en el
célculo. La primera demostraciéon del teorema fundamental del dlgebra fue
dada por el matematico aleman Carl Friedrich Gauss (1777-1855), conside-
rado por muchos como el mas grande matematico de todos los tiempos.

Como caso especial del teorema fundamental del dlgebra, si todos los coe-
ficientes de f{x) son reales, entonces f{x) tiene al menos un cero complejo. Si
a + bi es un cero complejo, puede ocurrir que b = 0, en cuyo caso el nimero
a es un cero real.

El teorema fundamental del dlgebra hace posible que, al menos en teoria,
expresemos todo polinomio f{x) de grado positivo como un producto de poli-
nomios de grado 1, como en el siguiente teorema.
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Teorema de factorizacion
completa para polinomios

Si f(x) es un polinomio de grado n > 0, entonces existen n nimeros
complejos ¢y, ¢, . . ., c, tales que

f&) =alx = c)x =)+ (x = ),

donde a es el coeficiente principal de f(x). Cada niimero c; es un cero

de fix).

DEMOSTRACION Si fix) tiene grado n > 0, entonces, por el teorema fun-
damental del dlgebra, f{x) tiene un cero complejo c¢,. En consecuencia, por el
teorema del factor, f(x) tiene un factor x — c;; esto es,

J&x) = (x = e fil),

donde f;(x) es un polinomio de gradon — 1. Sin — 1 > 0, entonces, por el mismo
argumento, f;(x) tiene un cero complejo ¢, y por tanto un factor x — ¢,. Asf,

[ix) = (x = ) folx),

donde f,(x) es un polinomio de grado n — 2. En consecuencia,

J&) = (x = e)lx = ) folx).

Continuando con este proceso, después de n pasos llegamos a un polinomio
J,(x) de grado 0. Por tanto, f,(x) = a para algiin nimero a diferente de cero y
podemos escribir

J&) = alx = c)x = ) (x = c),

donde cada niimero complejo ¢, es un cero de f(x). El coeficiente principal del
polinomio en el lado derecho de la dltima ecuacion es a y por tanto a es el coe-

ficiente principal de f{x). ]
ILUSTRACION Teorema de factorizacion completa para polinomios
Un polinomio f(x) Una forma factorizada de f(x) Ceros de f(x)
B 3x?— (124 6i)x +24i  3(x — 4)(x — 2i) 4,2i
B 6P —2x2—6x—2 —6(x + %)(x + i) — i) —gl, *i
B 5x* — 30x% + 65x 5x—0)[x— B+ 2)[x— 3 —2i)] 0,3=*2i
[ | §x3 + 8x? — %x -8 %(x +12)x+ Dx—1) —-12, +1

Ahora podemos demostrar lo siguiente.

Teorema sobre
el nimero maximo de ceros
de un polinomio

Un polinomio de grado n > 0 tiene a lo sumo n ceros complejos diferentes.

DEMOSTRACION Daremos una demostracion indirecta; esto es, supondre-
mos que f{x) tiene mds de n ceros complejos diferentes y demostraremos que
esta suposicion lleva a una contradiccién. Escojamos n + 1 de los ceros y los
marcamos como ¢y, ¢, . . ., ¢, y ¢. Podemos usar el ¢, para obtener la factori-
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zacién indicada en el enunciado del teorema de factorizacién completa para
polinomios. Sustituyendo x por ¢ y usando el hecho de que f{c) = 0, obtenemos

0=alc—c)lc—c) - (c—cp)

No obstante, cada factor del lado derecho es diferente de cero porque ¢ # ¢,
para toda k. Como el producto de nimeros diferentes de cero no puede ser
igual a cero, tenemos una contradiccion. u

EJEMPLO 1 Hallar un polinomio con ceros prescritos

Encuentre un polinomio f{x) en forma factorizada que tenga grado 3; tenga
ceros 2, —1 y 3; y satisfaga f(1) = 5.

SOLUCION Por el teorema del factor, f(x) tiene factores x — 2, x + 1 y x —
3. No existen otros factores de grado 1, porque, por el teorema del factor, otro
factor lineal x — ¢ produciria un cuarto cero de f(x), contrario al teorema prece-
dente. Por lo tanto, f(x) tiene la forma

S = alx — 2)(x + (x — 3)
para algin nimero a. Como f{(1) = 5, podemos encontrar a como sigue:
S5=a(l =2)1+ 1)1 —3) seax=1enf(x)
5=a(—1)2)(—=2) simplifique
5

a=7j despeje a

En consecuencia,
f) =2(x — 2)(x + Dix — 3).
Si multiplicamos los factores, obtenemos el polinomio

—5.3_ 5,245 15
f) =3x% = 5x + 3x + 5. [ |

Los nimeros ¢y, ¢, . . ., ¢, en el teorema de factorizacién completa no son
necesariamente todos diferentes. Para ilustrar, f(x) = x> + x* — 5x + 3 tiene
la factorizacion

f&) = (x +3)(x = Dlx — 1.

Si un factor x — ¢ se presenta m veces en la factorizacién, entonces ¢ es un
cero de multiplicidad m del polinomio f(x) o una raiz de multiplicidad m de
la ecuacién fix) = 0. En la exhibicién precedente, 1 es un cero de multiplici-
dad 2, y —3 es un cero de multiplicidad 1.

Si ¢ es un cero real de f{x) de multiplicidad m, entonces f(x) tiene el fac-
tor (x — ¢)™y la grafica de f tiene un punto c de interseccién con el eje x. La
forma general de la gréfica en (c, 0) depende de si m es entero impar o entero
par. Si m es impar, entonces (x — ¢)™ cambia de signo cuando x aumenta por
medio de ¢, y por tanto la grafica de f cruza el eje x en (c, 0), como se indica
en el primer renglén de la tabla siguiente. Las figuras de la tabla no muestran
la grafica completa de f, sino sélo su forma general cerca de (c, 0). Si m es par,
entonces (x — ¢)™ no cambia de signo en c y la grafica de f cerca de (c, 0) tiene
el aspecto de una de las dos figuras del segundo renglén.
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FIGURA1

Factor de f(x) Forma general de la grafica de f cerca de (c, 0)

(x — ¢)™, con Y

: A AY
m impary m # 1

\
a4
Y
I
" |

(x — ¢)", con Y
m par

S o
=Y
=Y

EJEMPLO 2 Hallar multiplicidades de ceros

Encuentre los ceros del polinomio f(x) = %(x — 2)(x — 4)*(x + 1)% exprese
la multiplicidad de cada uno y luego trace la gréfica de f.

SOLUCION  Vemos de la forma factorizada que f(x) tiene tres ceros distin-
tos, 2, 3y —1. El cero 2 tiene multiplicidad 1, el cero 4 tiene multiplicidad 3,
y el cero —1 tiene multiplicidad 2. Note que f(x) tiene grado 6.

Los puntos de interseccion con el eje x de la grifica de f son los ceros
reales —1, 2 y 4. Como la multiplicidad de —1 es un entero par, la grafica toca,
pero no cruza, el eje x en (—1, 0). Como las multiplicidades de 2 y 4 son
impares, la gréfica cruza el eje x en (2, 0) y (4, 0). (Note que la grafica es “mas
plana” en 4 que en 2.) El punto de interseccién con el eje y es

> f0)= %(—2)(—4)3(1)2 = 8. La gréfica se muestra en la figura 1. m

Si f(x) = alx — ¢)(x — ¢2) - (x — ¢,) es un polinomio de grado n,
entonces los n nimeros complejos ¢y, ¢, . . ., ¢, son ceros de f{x). Contando un
cero de multiplicidad m como m ceros nos dice que f{x) tiene al menos n ceros
(no necesariamente todos diferentes). Combinando este hecho con el hecho de
que f{x) tiene a lo mds n ceros nos da el siguiente resultado.

Teorema del niimero
exacto de ceros
de un polinomio

Si f(x) es un polinomio de grado n > 0 y si un cero de multiplicidad m
se cuenta m veces, entonces f{x) tiene precisamente n ceros.
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Note la forma en que el polinomio de grado 6 del ejemplo 2 se relaciona
con el dltimo teorema. Las multiplicidades son 1, 3 y 2, de modo que f tiene
precisamente 1 + 3 + 2 = 6 ceros.

EJEMPLO 3 Hallar los ceros de un polinomio

Exprese f(x) = x°> — 4x* + 13x* como producto de factores lineales y en-
cuentre los cinco ceros de f(x).
SOLUCION Empezamos por factorizar x3:

fl) = x3(x* — 4x + 13)

Por la férmula cuadratica, los ceros del polinomio x2 — 4x + 13 son

—(—4) = V(=472 —4(1)(13) 4+ V=36 4+6i
2(1) B 2 2

=2 =* 3

En consecuencia, por el teorema del factor, x2 — 4x + 13 tiene factores x — (2 +
3i) y x — (2 — 3i), y obtenemos la factorizacién

f)=x-x-x-(x—2-=3)x—2+ 3.

Como x — 0 se presenta tres veces como un factor, el nimero 0 es un cero de
multiplicidad 3 y los cinco ceros de f{x) son 0,0,0,2 + 3iy 2 — 3i. [ ]

A continuacién veremos como utilizar la regla de los signos de Descartes
para obtener informacién relacionada con los ceros de una polinomial f(x) con
coeficientes reales. En el enunciado de la regla suponemos que los términos de
f(x) estdn ordenados en potencias de crecientes de x y que no se consideran los
términos con coeficiente cero. También suponemos que el término constante,
es decir, el término que no contiene x, es diferente de cero. Decimos que hay
una variacién de signo en f(x) si dos coeficientes consecutivos tienen signos
opuestos. Para ilustrar, la polinomial f(x) en el siguiente ejemplo tiene tres
variaciones de signo, como lo indican las llaves, una variacion de 2x> a —7x*,
una segunda de —7x* a 3x?, y una tercera de 6x a —5.

Variaciones de signoenf(x) = 2x — 7x* + 3x2 + 6x — §

+a-— —a-+ sin variacion +a-—
— — — —
B f(x) =2x3 —7x* + 3x2 + 6x -5

La regla de Descartes también se refiere a las variaciones de signo en
f(—x). Usando la ilustracion previa, note que

f(=x) = 2(=x)® — 7(—x)* + 3(—x)> + 6(—x) — 5
= —2x> — Ix* + 3x> — 6x — 5.

Por lo tanto, como se indica en la ilustracién siguiente, hay dos variaciones de
signo en f(—x), una de —7x* a 3x? y una segunda de 3x% a —6x.

Variaciones de signo enf(—x) sif(x) = 2x5 — 7x* + 3x> + 6x — 5
sin variacion —a+ +a— sin variacion
—_— S — —

B f(—x) = -2x° — Ix* + 3x2  — 6x -5
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Podemos expresar la regla de Descartes como sigue.

Regla de signos de Descartes

Sea f(x) un polinomio con coeficientes reales y un término constante dife-

rente de cero.

(1) El nimero de ceros reales positivos de f(x) es igual al nimero de varia-
ciones de signo en f(x) o es menor que ese nimero por un entero par.

(2) El nimero de ceros reales negativos de f(x) es igual al nimero de varia-
ciones de signo en f{—x) o0 es menor que ese nimero por un entero par.

No se dard una demostracion de la regla de Descartes.

EJEMPLO 4 Uso de la regla de signos de Descartes

Discuta el nimero de posibles soluciones positivas y negativas, reales e ima-
ginarias de la ecuacidén f(x), donde

flx) = 2x3 — 7x* 4+ 3x* + 6x — 5.

SOLUCION El polinomio f(x) es el dado en las dos ilustraciones previas.
Como hay tres variaciones de signo en f(x), la ecuacién tiene tres soluciones
reales positivas o una solucién real positiva.

Como f{—x) tiene dos variaciones de signo, la ecuacidn tiene dos solu-
ciones negativas o ninguna solucién negativa. Debido a que f{x) tiene grado 5,
hay un total de 5 soluciones. Las soluciones que no son niimeros reales posi-
tivos o negativos son imaginarias. La tabla siguiente resume las diversas posi-
bilidades de soluciones de la ecuacién que se pueden presentar.

Numero de soluciones reales positivas

Numero de soluciones reales negativas

Numero de soluciones imaginarias

| O | W
NN O | W
[, T I NS T I NS I
DNk~ O | =

Numero total de soluciones

Laregla de Descartes estipula que el término constante del polinomio f{x)
es diferente de 0. Si el término constante es 0, como en la ecuacion

x* =33+ 2x2 - 5x =0,
factorizamos la potencia mds baja de x, obteniendo
x(x* = 3x*+2x —5) =0.

Asi, una solucién es x = 0, y aplicamos la regla de Descartes al polinomio x°
— 3x2 + 2x — 5 para determinar la naturaleza de las tres soluciones restantes.

Cuando apliquemos la regla de Descartes, contamos las raices de multi-
plicidad k como k raices. Por ejemplo, dado x2 — 2x + 1 = 0, el polinomio x2
— 2x + 1 tiene dos variaciones de signo y por tanto la ecuacién o tiene dos
raices reales positivas o ninguna. La forma factorizada de la ecuacién es
(x — 1)2 = 0y por tanto 1 es una raiz de multiplicidad 2.
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A continuacién discutimos las cotas para los ceros reales de un polinomio
f(x) que tiene coeficientes reales. Por definicidn, un nimero real b es una cota
superior para los ceros si ningin cero es mayor que b. Un nimero real a es
una cota inferior para los ceros si ningtin cero es menor que a. Asi, si r es
cualquier cero real de f(x), entonces a = r = b; esto es, r estd en el intervalo
cerrado [a, b], como se ilustra en la figura 2. Note que las cotas superior e infe-
rior no son unicas, puesto que cualquier nimero mayor que b también es una
cota superior y cualquier nimero menor que a también es una cota inferior.

FIGURA 2
Cualquier
cero real
1 1 1 -
T T T »
a r b
Cota inferior Cota superior
para ceros reales para ceros reales

Podemos usar division sintética para hallar cotas superior e inferior para
los ceros de f{x). Recuerde que si dividimos f{x) entre x — c, el tercer renglén
del proceso de division contiene los coeficientes del cociente g(x) junto con el
residuo f{c). El siguiente teorema indica la forma en que este tercer renglén se
puede usar para hallar cotas superior e inferior para las soluciones reales.

Primer teorema sobre cotas
para ceros reales de polinomios

Suponga que f{x) es un polinomio con coeficientes reales y un coeficiente
principal positivo y que f{x) estd dividido sintéticamente entre x — c.

(1) Sic > 0y sitodos los nimeros del tercer renglén del proceso de divi-
sién son positivos o cero, entonces ¢ es una cota superior para los ceros
reales de f(x).

(2) Sic <0y silos nimeros del tercer renglén del proceso de divisién son
alternadamente positivos y negativos (y un O en el tercer renglén se
considera positivo 0 negativo), entonces ¢ es una cota inferior para los
ceros reales de f(x).

EJEMPLO 5 Hallar cotas para las soluciones de una ecuacion

Encuentre las cotas superior e inferior para las soluciones reales de la ecuacién
fx) = 0, donde fix) = 2x> + 5x> — 8x — 7.

SOLUCION Dividimos f(x) sintéticamente entre x — 1y x — 2.
112 5 -8 -7 2|2 5 -8 -7
2 7 -1 4 18 20
2 7 -1 =8 29 10 13
El tercer renglén de la divisién sintética entre x — 1 contiene niimeros negati-
vos y por tanto la parte (1) del teorema sobre cotas para ceros reales de poli-
nomios no se cumple, pero como todos los nimeros del tercer renglén de la

divisién sintética entre x — 2 son positivos, se deduce de la parte (1) que 2 es
(continiia)
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FIGURA 3
J)

f) =2x*+5x2 —8x — 7

un cota superior para las soluciones reales de la ecuacion. Este hecho también
es evidente si expresamos la division entre x — 2 en la forma del algoritmo de
la divisién

2x3 +5x2 —8x — 7= (x —2)(2x% + 9x + 10) + 13,

porque si x > 2, entonces el lado derecho de la ecuacién es positivo (;por
qué?) y por tanto f{x) no es cero.

Ahora encontramos una cota inferior. Después de algunos intentos de
ensayo y error usando x — (—1), x — (—=2) y x — (—3), vemos que la divisién
sintética de fentre x — (—4) nos da

—4]2 5 -8 -7
-8 12 —16
2 -3 4 -23

Como los ntimeros del tercer renglén son alternadamente positivos y negati-
vos, se deduce de la parte (2) del teorema precedente que —4 es una cota infe-
rior para las soluciones reales. Esto también se puede demostrar al expresar la
divisién entre x + 4 en la forma

2x3 4+ 5x2—8x — 7 =(x+ 4)(2x> — 3x + 4) — 23,

porque si x < —4, entonces el lado derecho de esta ecuacion es negativo (;por
qué?) y por tanto f{x) no es cero.

Como las cotas inferior y superior para las soluciones reales son —4 'y 2,
respectivamente, se deduce que todas las soluciones reales estan en el intervalo
cerrado [—4, 2].

La gréfica de f en la figura 3 muestra que los tres ceros de f estin en los
intervalos [—4, —3], [—1, 0] y [1, 2], respectivamente. [

Cuando se usa una calculadora de gréficas, el siguiente teorema es util
para hallar una pantalla que muestre todos los ceros de un polinomio.

Segundo teorema sobre cotas
para ceros reales de polinomios

Suponga que f(x) = a,x" + a,-;x"' + -+ + a;x + a, es un polinomio
con coeficientes reales. Todos los ceros reales de f{x) estdn en el intervalo

(=M, M),

s | An—11]s««vs

a1|,|a0|)

méx(|a,

donde M = + 1.

|a]

En palabras, el valor de M es igual a la razén entre el maximo coeficiente
(en magnitud) y el valor absoluto del coeficiente principal, mas 1. Por ejem-
plo, usando el polinomio f{x) = 2x3 + 5x2 — 8x — 7 del ejemplo 5, tenemos

-8
M=u+l=4+1=5.
2]

Cuando se usa una calculadora de graficas solo para hallar los ceros de un
polinomio f{x), no es necesario ver los puntos de inflexién del polinomio. Por
lo tanto, se podria empezar a buscar los ceros de f{x) usando las dimensiones
de pantalla

[-M, M]por[—1,1].



FIGURA 5
[—4, 4] por [—35, 35, 5]
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Al graficar Y| = fix) = 2x* + 5x> — 8x — 7 (del ejemplo 5) en la pantalla [—5,
5] por [—1, 1, 0.5] como se ve en la figura 4, casi se pueden “ver muy de
cerca” las soluciones aproximadas —3.4, —0.7 y 1.5.

FIGURA 4
[-5,5]por[—1,1,0.5]

E EJEMPLO 6 Hallar un polinomio a partir de una grafica

En la figura 5 se muestran todos los ceros de una funcién polinomial f.
(a) Encuentre una forma factorizada para f que tenga grado minimo.

(b) Suponiendo que el coeficiente principal de f sea 1, encuentre el punto de
interseccién con el eje y

SOLUCION
(a) Elceroenx = —2 debe tener una multiplicidad que es un niimero par, por-
que f no cambia de signo en x = —2. El cero en x = 1 debe tener una multi-

plicidad impar de 3 o mayor, porque f cambia de signo en x = 1 y se nivela.
El cero en x = 3 es de multiplicidad 1, porque f cambia de signo y no se nive-
la. Por lo tanto, una forma factorizada de f'es

f) = alx + 2)"(x — 1)"(x — 3)".

Como deseamos que la funcién tenga grado minimo, hacemos m = 2y
n = 3, obteniendo

S = alx + 2)*(x — 1)°(x — 3),
que es un polinomio de sexto grado.

(b) Si el coeficiente principal de f debe ser 1, entonces, del teorema de facto-
rizacién completa para polinomios, sabemos que el valor de a es 1. Para hallar
el punto de interseccién con el eje y, hacemos x = 0 y calculamos f(0):

F(0) = 1(0 + 2)%(0 — 1)*%0 — 3) = 14)(=1)(=3) = 12

Por lo tanto, el punto de interseccién con el eje y es 12. ]

@ EJEMPLO 7 Explorar la grafica de un polinomio

Encuentre los ceros de f(x) = x* — 1000x? — x + 1000.

SOLUCION  Asignamos f{x) aY, y usamos una pantalla estdndar para obte-
ner la figura 6. Parece que el 1 es una raiz de f'y podemos demostrar este hecho
con division sintética:

(continiia)
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FIGURA 6
[—15,15] por [—10, 10]

FUNCIONES POLINOMIALES Y RACIONALES

1|1 —1000 -1 1000
1 —999 —1000
I =999 —1000 0

Usando la ecuacién degradada, x> — 999x — 1000 = 0, podemos tam-
bién demostrar que —1 es una raiz de f:
—1]1 =999 —1000
—1 1000
1 —1000 0

Para la tltima division sintética, vemos que x — 1000 es un factor de f'y por
lo tanto la tercera raiz es 1000.

Debido a los tamafios relativos de las raices 1 y 1000, es muy dificil obte-
ner una pantalla que muestre los tres ceros. No obstante, al ajustar Xmin en
—50, Xméx en 1050 y Xscl en 100 y usando ZoomFit (seleccién O en la TI-
83/4 Plus), obtenemos el trazo de f en la Figura 7, mostrando sus ceros y pun-
tos de inflexion.

Ahora compruebe los valores de Ymin y Ymadx para ver la pantalla nece-
saria.

FIGURA7 Usando ZoomFit
[-50, 1050, 100] por [?, 2, ?

[
Ejercicios
Ejer. 1-8: Encuentre un polinomio f(x) de grado 3 que tenga 9 Encuentre un polinomio fix) de grado 4 con coeficiente
los ceros indicados y satisfaga las condiciones dadas. principal 1 tal que —4 y 3 sean ceros de multiplicidad 2, y
1 —1.2.3: f(=2) = 80 trace la grafica de f.
2 —5,2,4; f3) = —-24 10 Encuentre un polinomio f{x) de grado 4 con coeficiente
principal 1 tal que —5 y 2 sean ceros de multiplicidad 2, y
3 —4,3,0; f(2) = =36 trace la gréfica de f.
4 -3,-2,0; —4) =16 . )
=4 11 Encuentre un polinomio f(x) de grado 6 tal que 0 y 3
5 —2i,2i,3; f(1) =20 sean ceros de multiplicidad 3 y f(2) = —24. Trace la
gréfica de f.
6 —3i,3i,4; f(=1) =50
7 —ii0 1(2) = 30 12 Encuentre un polinomio f{x) de grado 7 tal que —2 y 2 sean
B ceros de multiplicidad 2, O es un cero de multiplicidad 3 y
8 —4i, 4i,0; f4) =1 f(—1) = 27. Trace la grafica de f.



13 Encuentre la funcién polinomial de tercer grado cuya gra-
fica se ilustra en la figura.

14 Encuentre la funcion polinomial de cuarto grado cuya gra-
fica se ilustra en la figura.

Ejer. 15-16: Encuentre la funcion polinomial de grado 3
cuya grafica se muestra en la figura.

15 16

Ejer. 17-26: Encuentre los ceros de f(x) y exprese la multi-
plicidad de cada cero.

17 £(x) = x2G3x + 2)(2x — 5)°

18 f(x) = x(x + 1)*Gx — 7)

19 f(x) = 4x> + 12x* + 9x*?

20 f(x) = 16x° — 40x* + 25x°

21 fx) = (x* = 3)°

22 f(x) = (4x* = 5)°

23 f(x) = (2 + x — 12> — 9)?

24 f(x) = (6x> + 7x — 5)*(4x? — 1)?
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25 f(x) = x* 4+ Tx? — 144
26 f(x) = x* + 21x*> — 100
Ejer. 27-32: Demuestre que el nimero es un cero de f(x)

de la multiplicidad dada y exprese f(x) como un producto de
factores lineales.

27 f(x) = x* + 7x + 13x% — 3x — 18; -3
(multiplicidad 2)
28 f(x) = x* — 9x3 + 22x% — 32; 4
(multiplicidad 2)
29 f(x) = x* + 5x3 + 6x? — 4x — 8; -2
(multiplicidad 3)
30 f(x) = x* — 11x% + 36x> — 16x — 64; 4
(multiplicidad 3)
31 fx) = x® — 4x® + 5x* = 5x2+4x—1; 1
(multiplicidad 5)
32 flx) = x° +x* —6x° — 14x? — 11x — 3; —1
(multiplicidad 4)

Ejer. 33-40: Use la regla de los signos de Descartes para
determinar el nimero de posibles soluciones positivas,
negativas y complejas no reales de la ecuacion.

33 4xP —6x2+x—-3=0 34 55 —6x—4=0

35 4 +2x2+ 1 =0

36 3x* —4x*+3x+7=0

37 3x*+ 23 —4x+2=0

38 2t —x*+x*—3x+4=0

39 X+ 4x*+ 30 —4x+2=0

40 2x° + 5x° + 2x2 —3x +4 =0

Ejer. 41-46: Aplicando el primer teorema sobre cotas para
ceros reales de polinomios, determine los enteros minimos y
maximos que son cotas superiores e inferiores, respectiva-
mente, para las soluciones reales de la ecuacion. Con ayuda
de una calculadora de graficas, discuta la validez de los
limites.

41 ¥ —4x2—-5x+7=0

42 2x3 —5x2+4x—8=0
43 x* - -2+ 3x+6=0
44 2x* — 9x3 =8 — 10 =0
45 2x° — 13x*+2x —5=0

46 30+ 2t —xP -8 —7=0
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Ejer. 47-48: Encuentre una forma factorizada para una
funcién polinomial f que tenga un grado minimo. Suponga
que los valores de los puntos de interseccion son enteros y
que Xscl = Ysel = 1.

47

48

e

Ejer. 49-50: (a) Encuentre una forma factorizada para una
funcion polinomial f que tenga un grado minimo. Suponga
que los valores de los puntos de interseccion son enteros,
Xscl = 1y Yscl = 5. (b) Si el coeficiente principal de f es a,
encuentre el punto de interseccion con el eje y.

49 a =1

50

“. Ejer. 51-52: La funcién polinomial f tiene sélo ceros reales.

Use la grafica de f para factorizarla.
51 f(x) = x> — 16.75x + 12.75x> + 49.5x — 54

A
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52 f(x) = x> — 2.5x* — 12.75x3 + 19.625x* +
27.625x + 1.5

Ejer. 53-56: ;Hay un polinomio del grado dado n cuya gra-
fica contenga los puntos indicados?
53 n=4

(=2,0), (0, =24), (1, 0), (3,0), (2,0), (=1, =52)

54 n=235;

(0,0),(=3,0), (=1,0),(2,0),(3,0),(=2,5),(1,2)

55 n=23;

(1.1, —49.815), (2, 0), (3.5, 25.245), (5.2, 0),
(6.4, —29.304), (10.1, 0)

56 n =4,

(1.25,0), (2,0), (2.5, 56.25), (3, 128.625), (6.5, 0),
(9, —307.75), (10, 0)

57 Uso de datos limitados Un cientifico tiene datos limitados
sobre la temperatura 7 (en °C) durante un periodo de 24
horas. Si 7 denota el tiempo en horas y t = 0 corresponde a
la media noche, encuentre el polinomio de cuarto grado que
ajuste la informacidn en la tabla siguiente.

t (horas) 12 19 24
T (°C) 10 0 0
58 Polinomio de interpolacién de Lagrange Un polinomio

Jfix) de grado 3 con ceros en ¢y, ¢, y c3 y con f(c) = 1 para
¢, < ¢ < ¢z es un polinomio de interpolacién de Lagrange
de tercer grado. Encuentre una férmula explicita para f(x)
en términos de ¢y, ¢,, ¢3 'y C.

Ejer. 59-60: Grafique f para cada valor de n en el mismo
plano de coordenadas y describa la forma en que la multi-
plicidad de un cero afecta la grafica de f.

59 flx) = (x—0.5)x>+1); n=1,2,3,4

60 f(x) =x—1)(x+ 1) n=123,4

Ejer. 61-62: Grafique f, estime todos los ceros reales y
determine la multiplicidad de cada cero.

61 f(x) = x* + 1.3x* — 1.2x — 1.584

405 675
256X T 1024

62 f(x) = x°— %x4 - %X‘% - %xz +

63 Efecto invernadero Debido a la quema de combustibles
fésiles, la concentracion de didxido de carbono en la atmos-
fera estd creciendo. Investigaciones realizadas indican que
esto resultard en un efecto invernadero que cambiard el pro-
medio de temperatura de la superficie terrestre. Suponiendo
una vigorosa expansion de uso de carbdn, la cantidad futura
A(t) de concentracién de didxido de carbono en la atmos-
fera se puede aproximar (en partes por millén) con

Al = —551° +

L2, 7
7300 17+ 5t + 340,



donde ¢ es en afios, = 0 corresponde a 1980y 0 = t = 60.
Use la gréfica de A para estimar el aflo cuando la concen-
tracién de diéxido de carbono serd de 450.

Efecto invernadero El promedio de aumento en la tempe-
ratura de la superficie terrestre debido al efecto invernadero
se puede aproximar con

() = 21 b 127 o4 1293 ,

5,000,000 1,000,000 50,000

donde 0 =t = 60y t = O corresponde a 1980. Use la gra-
fica de T para estimar el afio cuando el promedio de tempe-
ratura habrd subido 1°C.

EM

4 Ejer. 65-66: El promedio de temperaturas mensuales en °F

para dos lugares en Canada aparecen en las tablas siguien-
tes.

Mes Ene. Feb. Mar. Abr.
Arctic Bay —-22 —26 —18 —4
Trout Lake —11 -6 7 25
Mes May. Jun. Jul. Ago.
Arctic Bay 19 36 43 41
Trout Lake 39 52 61 59
Mes Sept. Oct. Nov. Dic.
Arctic Bay 28 12 -8 —-17
Trout Lake 48 34 16 —4

(a) Si el 15 de enero corresponde ax = 1, el 15 de febrero a
x=2,...,Yy el 15 de diciembre a x = 12, determine
graficamente cual de los tres polinomios dados modela
mejor los datos.

e 69
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(b) Use el teorema del valor intermedio para funciones poli-
nomiales para aproximar un intervalo para x cuando se
presenta un promedio de temperatura de 0°F.

(c) Use su seleccion del inciso (a) para estimar x cuando el
promedio de temperatura es 0°F.

65 Temperaturas en Arctic Bay
M f(x) = —1.97x> + 28x — 67.95
(2) g(x) = —0.23x% + 2.53x2 + 3.6x — 36.28
(3) h(x) = 0.089x* — 2.55x% + 22.48x* — 59.68x + 19

66 Temperaturas en Trout Lake
(M) f(x) = —2.14x* + 28.01x — 55
2) glx) = —0.22x3 + 1.84x> + 11.70x — 29.90
(3) h(x) = 0.046x* — 1.39x* + 11.81x* — 22.2x + 1.03

Ejer. 67-68: Una esfera de madera solida, cuya densidad es
menor que la del agua, flotara. La profundidad d a la que la
esfera se hundira en el agua esta determinada por la ecua-
cién

4k 1

?ﬂ'r3 — mwd*r + ?wd3 =0,
donde r es el radio de la esfera y k es una constante positiva
menor o igual a 1. Sir = 6 cm, estime graficamente d para
cada constante k.

67 Esfera de pinoenagua k = 0.7

68 Esfera de roble en agua k = 0.85

Consulte los ejercicios 67 y 68. El agua tiene un valor k de
1. Si una esfera de radio 6 tiene un valor k de 1, ;jcudl es el
valor resultante de d? Interprete este resultado.

L 4.4

Ceros complejos y
racionales de polinomios

El ejemplo 3 de la seccién precedente ilustra un dato importante acerca de
polinomios con coeficientes reales: los dos ceros complejos 2 + 3iy 2 — 3i
de x> — 4x* + 13x3 son conjugados entre si. La relacién no es accidental,
puesto que el siguiente resultado general es verdadero.

Teorema sobre ceros de par
conjugado de un polinomio

Si un polinomio f{x) de grado n > 1 tiene coeficientes reales y siz = a + bi
con b # 0 es un cero complejo de f(x), entonces el conjugado z = a — bi
es también un cero de f(x).

Una demostracién se deja como ejercicio de andlisis al final del capitulo.
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EJEMPLO 1 Hallar un polinomio con ceros prescritos

Encuentre un polinomio f(x) de grado 4 que tenga coeficientes reales y ceros
2+iy—3i

SOLUCION Por el teorema sobre ceros de par conjugado de un polinomio,
fix) también debe tener ceros 2 — iy 3i. Aplicando el teorema del factor,
encontramos que f(x) tiene los siguientes factores:
x— Q24+, x—2—-1), x—(=3), x— (30
Multiplicando estos cuatro factores tendremos
fO=kx—-Q2+)x—2-)]x+ 3i)x — 30
= (2~ 4x + 5+ 9) )
= x* — 4x® + 14x> — 36x + 45. [

Note que en (x) el simbolo i no aparece. Esto no es coincidencia, porque
si a + bi es un cero de un polinomio con coeficientes reales, entonces a — bi
es también un cero y podemos multiplicar los factores asociados como sigue:

[x = (a + bi)][x — (@ — bi)] = x> — 2ax + a* + b*

En el ejemplo 1 tenemos @ = 2y b = 1, de modo que —2a = —4 y a*? +
b? = 5y el factor cuadrdtico asociado es x> — 4x + 5. Este factor cuadratico
resultante siempre tendrd coeficientes reales, como se indica en el teorema
siguiente.

Teorema sobre la expresion
de un polinomio como producto
de factores lineales
y cuadraticos

Todo polinomio con coeficientes reales y de grado positivo n se puede
expresar como un producto de polinomios lineales y cuadraticos con
coeficientes reales tales que los factores cuadraticos son irreducibles
sobre R.

DEMOSTRACION Como f(x) tiene precisamente n ceros complejos
Cl, Cay. .., Cyy podemos escribir

f&) =alx —c)x —c) - (x — ¢,

donde a es el coeficiente principal de f{x). Por supuesto, algunos de los ceros
pueden ser reales, en cuyos casos obtenemos los factores lineales referidos en
el enunciado del teorema.

Si un cero ¢, no es real, entonces, por el teorema sobre ceros de par con-
jugado de un polinomio, el conjugado ¢, es también un cero de f{x) y por tanto
debe ser uno de los nimeros c;, ¢,..., ¢,. Esto implica que x — ¢, y x — Cr
aparezcan en la factorizacién de f(x). Si esos factores se multiplican, obte-
nemos

(x —c)x — ) =2 — (e + c)x + ey,

que tiene coeficientes reales, porque ¢, + ¢, y c¢xc; son nimeros reales. Asi, si
¢, €s un cero complejo, entonces el producto (x — ¢;)(x — ¢;) es un polinomio
cuadrdtico que es irreducible sobre R. Esto completa la demostracion. ]
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EJEMPLO 2 Expresar un polinomio como producto de factores
lineales y cuadraticos
Exprese x> — 4x3 + x? — 4 como un producto de

(a) polinomios lineales y cuadriticos con coeficientes reales que son irredu-
cibles sobre R

(b) polinomios lineales

SOLUCION

@ x> —4x*+x>—4
= (5 —4x%) + (x2—4) agrupe términos
=32 —4) + 1(x? — 4) factorice x*
=@+ D2 —4) factorice (x> — 4)

=+ D> —x+ D(x + 2)(x — 2) factorice como la suma de cubos
y la diferencia de cuadrados

Usando la férmula cuadrética, vemos que el polinomio x> — x + 1 tiene los
ceros complejos
(D)= V(=12 —4D1) 1=V3i 1 V3.
= =+
2(1) 2 2 2

y por tanto es irreducible sobre R. Entonces, la factorizacién deseada es
E+DE2—x+ D +2)(x—2).

(b) Como el polinomio x> — x + 1 del inciso (a) tiene ceros % + (\@/ 2)1', se
deduce del teorema del factor que el polinomio tiene factores

o) v (a5)
X—\=+—i) y x— |7 ——1).
2 2 2 2

Sustituyendo en la factorizacién hallada el inciso (a), obtenemos la siguiente
factorizacion completa en polinomios lineales

(x + 1)(x—%—¥i>(x—%+%i>(x+2)(x—2) ]

Previamente sefialamos que por lo general es muy dificil hallar los ceros
de un polinomio de grado superior. Si todos los coeficientes son enteros, no
obstante, hay un método para hallar los ceros racionales, si existen. El método
es una consecuencia del siguiente resultado.

Teorema sobre ceros
racionales de un polinomio

Si el polinomio
fx) =ax"+ a,_ x4+ -+ ax + a
tiene coeficientes enteros y si ¢/d es un cero racional de f(x) tal que ¢ y d
no tienen factor primo comun, entonces
(1) el numerador ¢ del cero es un factor del término constante a,

(2) el denominador d del cero es un factor del coeficiente principal a,
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DEMOSTRACION Suponga que ¢ > 0. (La demostracién para ¢ < 0 es
similar.) Demostremos que c¢ es un factor de . El caso ¢ = 1 es trivial, por-
que 1 es un factor de cualquier niimero. Asi, suponga que ¢ # 1. En este caso,
¢/d # 1, porque si ¢/d = 1, obtenemos ¢ = d, y como ¢ y d no tienen factor
primo en comun, esto implica que ¢ = d = 1, una contradiccién. Por lo tanto,
en la siguiente discusién tenemos ¢ # 1y ¢ # d.
Como f(c/d) = 0,
n n—1

anE + an_l_d'ﬁl

¢
+ o da—+a =0
d
Multiplicamos por d" y luego sumamos —aed" a ambos lados:
a,c" + a,_cd A+ o+ aied’' = —ayd”

cla,c" "+ a,cdA+ -+ adY) = —ad”

La dltima ecuacién muestra que ¢ es un factor del entero a,d”. Como c y d no
tienen factor comun, ¢ es un factor de a,. Un argumento similar se puede usar
para demostrar que d es un factor de a,,. ]

Como ayuda para hacer una lista de posibles ceros racionales, recuerde el
siguiente cociente:

factores del término constante a,

Posibles ceros racionales = — —
factores del coeficiente principal a,

El teorema de ceros racionales de un polinomio se puede aplicar a ecuaciones
con coeficientes racionales con s6lo multiplicar ambos lados de la ecuacién
por el mcd de todos los coeficientes para obtener una ecuacién con coeficien-
tes enteros.

EJEMPLO 3 Mostrar que un polinomio no tiene ceros racionales

Demuestre que f(x) = x* — 4x — 2 no tiene ceros racionales.

SOLUCION  Si f{x) tiene un cero racional ¢/d tal que ¢ y d no tienen factor
primo comuin, entonces, por el teorema sobre ceros racionales de un polinomio,
¢ es un factor del término constante —2 y por lo tanto es 2 0 —2 (que escribi-
mos como *2) o = 1. El denominador d es un factor del coeficiente principal 1
y por lo tanto es = 1. Entonces, las unicas posibilidades para c¢/d son

*1

4
o Y ;—1 o bien lo que es equivalente, 1y *2.

Sustituyendo x por cada uno de estos niimeros, obtenemos
f==5 f=H=1 fQ=-2y f(-z2)=-2

Como f(*1) # 0y f(%2) # 0, se deduce que f{x) no tiene ceros racionales. m

En la solucién del siguiente ejemplo suponemos que no se dispone de una
calculadora de graficas. En el ejemplo 5 volveremos a trabajar el problema
para demostrar la ventaja de usar una calculadora de graficas.

EJEMPLO 4 Hallar las soluciones racionales de una ecuacién
Encuentre todas las soluciones racionales de la ecuacidn

3x* 4+ 14x3 + 14x> — 8x — 8 = 0.
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SOLUCION El problema es equivalente a hallar los ceros racionales del
polinomio del lado izquierdo de la ecuacién. Si ¢/d es un cero racional y ¢ y
d no tienen factor comun, entonces ¢ es un factor del término constante —8
y d es un factor del coeficiente principal 3. Todas las opciones posibles apare-
cen en la tabla siguiente.

Opciones para el numerador ¢ *1, £2, 4, £8
Opciones para el denominador d *1, %3
Opciones para c/d *1, £2, £4, £8, t%, i%, i%, i%

Podemos reducir el nimero de opciones al hallar cotas superior e inferior para
las soluciones reales, pero aqui no lo haremos. Es necesario determinar cudl
de las selecciones para c¢/d, si las hay, son ceros. Vemos por sustitucién que ni
I ni —1 es una solucién. Si dividimos sintéticamente entre x + 2 obtenemos

—2|3 14 14 -8 -8

-6 —16 4 8

3 8 -2 -4 0

Este resultado muestra que —2 es un cero. Ademds, la division sintética da los
coeficientes del cociente en la divisién del polinomio entre x + 2. Por lo tanto,
tenemos la siguiente factorizacién del polinomio dado:

(x +2)(3x* + 8x* — 2x — 4)

Las soluciones restantes de la ecuacién deben ser ceros del segundo fac-
tor, de modo que usamos ese polinomio para comprobar las soluciones. No use
el polinomio de la ecuacién original. (Note que i% ya no son candidatos, por-
que el numerador debe ser un factor de 4.) De nuevo procediendo por prueba
y error, finalmente hallamos que la division sintética entre x + % nos da el
siguiente resultado:

—33 8 -2 -4
-2 -4 4
3 6 6 0

Por lo tanto, —% también es un cero.

Usando los coeficientes del cociente, sabemos que los ceros restantes son
soluciones de la ecuacién 3x2 + 6x — 6 = 0. Dividiendo ambos lados entre 3
nos da la ecuacién equivalente x> + 2x — 2 = 0. Por la férmula cuadritica,
esta ecuacion tiene soluciones

-2+ V2 —4(1)(-2) -2=+V12

2(1) - 2
—2+2V3
2
= -1+ V3.

Por lo tanto, el polinomio dado tiene dos raices racionales, —2'y —%, y dos rai-
ces irracionales, —1 + V3 = 0.732 y —1-— V3 = —2.732.
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FIGURA 1
[-=7.5,7.5] por [—5, 5]

FIGURA 2
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@ EJEMPLO 5 Hallar las soluciones racionales de una ecuacién

Encuentre todas las soluciones racionales de la ecuacién

3x* + 14x3 + 14x> — 8x — 8 = 0.

SOLUCION  Asignando el polinomio indicado a Y, y escogiendo la pantalla
[=7.5, 7.5] por [—5, 5], obtenemos un trazo semejante a la figura 1. La gra-
fica indica que —2 es una solucién y que hay una solucién en cada uno de los
intervalos (—3, —2),(—1, 0) y (0, 1). Del ejemplo 4 sabemos que los posibles
ceros racionales son

+4 48
*+3,

1
+1, *2, 4, +§ 4 2 +5

+3,
. L - 8 2
Concluimos que las tinicas posibilidades son —3 en (=3, —2), —5en (=1, 0),
2. . . . .
y 5 in (0, 1). Asf, al consultar la grafica, hemos reducido el nimero de selec-
ciones para ceros de 16 a tres. La division sintética se puede usar ahora para
. - . . 2
determinar que las tnicas soluciones racionales son =2 y —3. ]

EJEMPLO 6 Hallar el radio de un silo para granos

Un silo para granos tiene la forma de un cilindro circular recto con una semies-
fera unida en la parte superior. Si la altura total de la estructura es de 30 pies,
encuentre el radio del cilindro que resulte en un volumen total de 10087 ft’.

SOLUCION  Sea x el radio del cilindro, como se muestra en la figura 2. El

volumen del cilindro es 7r*h = mx*(30 — x), y el volumen de la semiesfera
2 2 . .
es 37’ = 5mx?, de modo que despejamos x como sigue:

mx2(30 — x) + %77}63 100877 el volumen total es 10087

3x%(30 — x) + 2x* = 3024  multiplique pori

o
90x% — x* = 3024  simplifique

x3—90x2 + 3024 = 0 ecuacion equivalente
Como el coeficiente principal del polinomio del lado izquierdo de la tdltima
ecuacion es 1, cualquier raiz racional tiene la forma ¢/1 = ¢, donde ¢ es un
factor de 3024. Si factorizamos 3024 en primos, encontramos que 3024 = 24 -
33 - 7. Se deduce que algunos de los factores positivos de 3024 son

1, 2, 3, 4 6, 7, 8 9, 12,

Para ayudar a decidir cudl de estos nimeros probar primero, hagamos una esti-
macion aproximada del radio al suponer que el silo tiene forma de cilindro circu-
lar recto de 30 pies de altura. En ese caso, el volumen serfa 7rr’h = 3072
Como este volumen debe ser cercano a 10087, vemos que

3072 = 1008, 0 r? = 1008/30 = 33.6.
Esto sugiere que usaremos 6 en nuestra primera division sintética, como sigue:

6/1 —90 0 3024
6 —504 —3024
1 —84 -—504 0
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Por lo tanto, 6 es una solucién de la ecuacién x> — 90x2 + 3024 = 0.

Las dos soluciones restantes de la ecuacion se pueden hallar al resolver la
ecuacién degradada x> — 84x — 504 = 0. Estos ceros son aproximadamente
—5.62 y 89.62, ninguno de los cuales satisface las condiciones del problema.
En consecuencia, el radio deseado es 6 pies.

La gréfica de filx) = x> — 90x2 + 3024 de la figura 3 muestra el cero
x = 6. Una gréfica extendida también indicaria los otros dos ceros. ]

m Ejercicios

Ejer. 1-10: Un polinomio f(x) con coeficientes reales y coefi-

ciente principal 1 tiene el cero (o ceros) y grado dados.

Exprese f(x) como un producto de polinomios lineales y cua-
draticos con coeficientes reales que sean irreducibles sobre R.

18 f{x) = 8x* + 34x* + 33x + 9

Ejer. 19-30: Encuentre todas las soluciones de la ecuacién.

x=x>2—10x—8=0

X+ xr2—14x—-24=0

2x3 = 3x2—=17x + 30 =0

123 +8x2—3x—2=0

x4+ 33 =30k —6x+ 56 =0

x*—x3—0x?+ 3x + 18

2 =03+ x4+ x—3

30 — 10x* — 6x + 24x2 + 1lx — 6 =0

6x° + 19x* + x> —6x2=0

6x* + 53 — 17x> —6x =0

8x3 + 18x2 + 45x + 27 =0

33— x2+ 11x—20=0

Ejer. 31-32: Encuentre una forma factorizada con coefi-
cientes enteros del polinomio f que se muestra en la figura.
Suponga que Xscl = Yscl = 1.

19
1 3+ 25 grado 2
. 20
2 -4+ 3i; grado 2
32 -2 5i grado 3 21
4 —-3,1—-17i grado 3 22
5 —-1,0,3 +i; grado 4 23
6 0,2, -2 —1; grado 4 2
7 4+ 3i,-2+ i grado4
25
8 3+5i,—1—1i; grado4
9 0,—-2i,1—1 grado 5 26
10 0,3i,4 + i; grado 5 27
Ejer. 11-16: Demuestre que la ecuacion no tiene raiz racio- 28
nal.
Mx*+3x>—4x+6=0 29
122 33 — 42+ 7x+5=0 30
1B 5x*+3x2—-5
14 x*—9x+7
1B x5 —=3x3+4>+x—-2=0

16

2x°+3x3+7=0

Ejer. 17-18:

(a) Haga una lista de todos los posibles ceros racionales de f.

31 f(x) = 6x° — 23x* + 24 + x> — 12x + 4

(b) Use esta lista para determinar un rectangulo de obser-
vacion apropiado y genere una grafica de f.

(¢) Tomando la grafica como base, recorte la lista de posi-
bles ceros racionales a sélo aquellos que todavia sean

candidatos razonables.

17 fix) =4x —4x* — 1lx + 6
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32 f(x) = —6x° + 5x* + 14x* — 8x> — 8x + 3

f
i

“ Ejer. 33-34: La funcién polinomial f tiene sélo ceros reales.
Use la grafica de f para factorizarla.

33 f(x) = 2x* — 25.4x% + 3.02x + 24.75

34 f(x) = 0.5x + 0.65x> — 5.365x + 1.5375

35

36

37

38

39

40

a

(Existe un polinomio de grado 3 con coeficientes reales que
tenga ceros 1, —1 e i? Justifique su respuesta.

El polinomio fix) = x3 — ix? + 2ix + 2 tiene el nimero
complejo i como cero, pero el conjugado —i de i no es cero.
(Por qué este resultado no contradice el teorema sobre
ceros de par conjugado de un polinomio?

Si n es un entero positivo impar, demuestre que un polino-
mio de grado n con coeficiente real tiene al menos un cero
real.

Si un polinomio de la forma
X"+ @A e+ ax + ay,

donde cada g, es un entero, tiene una raiz racional 7,
demuestre que r es un entero y es factor de a.

Construcciéon de una caja De una pieza rectangular de
cartéon que tiene dimensiones 20 X 30 pulgadas, se ha
de hacer una caja abierta al quitarle cuadrados de édrea a? de
cada esquina y voltear hacia arriba los lados. (Vea ejercicio
43 de la seccién 4.1.)

(a) Demuestre que hay dos cajas que tienen un volumen de
1000 pulgadas ctbicas.

(b) (Cuaél caja tiene 1la menor drea superficial?

Construccion de una reja de embarque El bastidor para
una reja de embarque se va a construir con madera de 2 X
2 pulgadas por 24 pies de largo. Suponiendo que la reja
debe tener extremos cuadrados de x pies de longitud, deter-
mine el (los) valor(es) de x que resulte(n) en un volumen de
4 ft3. (Vea el ejercicio 43 de la seccién 4.1.)

Un tridngulo rectdngulo tiene drea de 30 ft* y una hipote-
nusa que mide 1 pie mas que uno de sus lados.

(a) Si x denota la longitud de este lado, entonces demues-
tre que 2x° + x2 — 3600 = 0.

42

43

44

FUNCIONES POLINOMIALES Y RACIONALES

(b) Demuestre que hay una raiz positiva de la ecuacién en
el inciso (a) y que esta raiz es menor que 13.

(c) Encuentre las longitudes de los lados del tridngulo.

Construccion de un tanque de almacenamiento Un tan-
que de almacenamiento para gas propano se va a construir
en forma de cilindro circular recto de 10 pies de altura, con
una semiesfera unida en cada extremo. Determine el radio
x para que el volumen resultante sea de 27 ft. (Vea ejem-
plo 8 de la seccion 3.4.)

Construccion de un cobertizo de almacenamiento Un
cobertizo de almacenamiento se va a construir en forma de
cubo con un prisma triangular formando el techo (vea la
figura). La longitud x de un lado del cubo estd por determi-
narse.

(a) Si la altura total de la estructura es 6 pies, demuestre
que su volumen V estd dado por V = x* + %x2(6 - X).

(b) Determine x para que el volumen sea de 80 ft.

EJERCICIO 43

Disefo de una tienda Una tienda de campafia hecha de
lona se va a construir en forma de pirdmide con base cua-
drada. Un poste de 8 pies formard el soporte del centro,
como se ilustra en la figura. Encuentre la longitud x de un
lado de la base para que la cantidad total de lona necesaria
para los costados y fondo sea de 384 ft2.

EJERCICIO 44
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an Ejer. 45-46: Use una grafica para determinar el nimero de D(h) = 1.2 — ah + bh* — ch’,
soluciones no reales de la ecuacion. donde
45 x° + 1.1x* — 3.21x* — 2.835x% + 2.7x + 0.62 = —1 a=1.096 X104 b =1342%X 10" ¢ = 3.6 X 107",

46 x* — 04x> —26x2+ 11x+35=2

y 0 = h = 30,000. Use la grafica de D para aproximar la
altitud & a la cual la densidad sea 0.4.

“ Ejer. 47-48: Use una grafica y division sintética para hallar

todas las soluciones de la ecuacion.

47 x* + 1.4x° + 0.44x* — 0.56x — 0.96 = 0

lﬁ 50 Densidad de la Tierra La densidad de la Tierra D(h) (en
g/cm?) h metros bajo la superficie se puede aproximar con

D(h) = 2.84 + ah + bh> — ch’,
donde

48 x5 + 1.1x* — 2.62x° — 4.72x* — 0.2x + 544 =0 a=14X1073b=249 X 1075 ¢ =219 X 10°°,

y 0 = h = 1,000. Use la grifica de D para aproximar la pro-

"~ 49 Densidad atmosférica La densidad D(/) (en kg/m?) de la fundidad / a la que la densidad de la Tierra es 3.7.
atmosfera terrestre a una altitud de 4 metros se puede apro-

Ximar con

L 45
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ILUSTRACION

FIGURA1

x> —4
x—2
=x+2
para x # 2

fx) =

FIGURA 2

/ pixel
faltante

e

Una funcién fes una funcion racional si

_ sk
donde g(x) y A(x) son polinomios. El dominio de fest4d formado por todos los
nimeros reales excepto los ceros del denominador A(x).

Funciones racionales y sus dominios

1
B flx) = m; dominio: toda x excepto x = 2

Sx
B fx) = 9; dominio: toda x excepto x = *£3
¥ —
x'—8 . .
B f(x) = m; dominio: todos los nimeros reales x
X

Previamente simplificamos las expresiones racionales como sigue:
six # 2
l
=4 (x+2)x—2) x+2
x—2 x—2 1

2 _

=x+2

4
Si hacemos f(x) = al 7Y g(x) = x + 2, entonces el dominio de f es toda x
Y-

excepto x = 2y el dominio de g es todos los nimeros reales. Estos dominios
y la simplificacion indicada lineas antes sugiere que las gréficas de fy g son
iguales excepto para x = 2. ;Qué le ocurre a la gréifica de fen x = 2? Hay un
hueco en la grifica, es decir, un solo punto estd faltante. Para hallar el valor y
del hueco, podemos sustituir 2 por x en la funcién reducida, que es simple-
mente g(2)= 4. Una gréfica de f se muestra en la figura 1.

Para alertar al usuario de la presencia de un hueco en la grifica, algunas
calculadoras de gréficas en realidad dibujan un hueco, como en la figura 1;
otras simplemente omiten un pixel, como en la figura 2. La revisién de una
tabla de valores para f (figura 3) indica que f estd indefinida para x = 2.

Abhora llevamos nuestra atencién a funciones racionales que no tienen un
factor comin en el numerador y el denominador.
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FIGURA3
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Al trazar la gréafica de una funcidn racional f, es importante contestar las
siguientes dos preguntas.

Pregunta 1 ;Qué se puede decir de los valores de funcién f(x) cuando x esta
cercana (pero no es igual) a un cero del denominador?
Pregunta 2 ;Qué se puede decir de los valores de funcién f(x) cuando x es

positiva grande o cuando x es negativa grande?

Como veremos, si a es un cero del denominador, una de varias situacio-
nes ocurre con frecuencia. Estas se ven en la figura 4.

FIGURA 4
fix) = o cuando x = a~ fix) = % cuando x = a™ fix) > —o cuando x = a~ fix) > —o cuando x — a*
AY AY AY AY
lx=a x=a|
| | |
| | |
| | ) |
: '\ v = |
I I AN | > >
. | | arl ” ”
y =f(x ! X X
S ! ! V= F) i
| | .
a a x |
i | 'x=a x

La recta discontinua x = a de la figura 4 se denomina asintota vertical,
como en la siguiente definicién.

Definicion de
asintota vertical

La recta x = a es una asintota vertical para la grafica de una funcion f si
Jx) > 2 0 flx) > —*

cuando x se aproxima a a por la izquierda o por la derecha.

FIGURAS

fix) = ¢ cuando x — ®©

Entonces, la respuesta a la pregunta 1 es que si a es un cero del denomi-
nador de una funcién racional f, entonces la gréfica de f puede tener una asin-
tota vertical x = a. Hay funciones racionales donde éste no es el caso (como
en la figura 1 de esta seccién). Si el numerador y denominador no tienen fac-
tor comun, entonces f debe tener una asintota vertical x = a.

Consideremos a continuacién la pregunta 2. Para x grande positiva o
grande negativa, la grafica de una funcién racional puede verse como cual-
quiera de la figura 5.

fix) = ¢ cuando x = —x

N
R‘
“ Y

.
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A la recta discontinua de la figura 5 se la denomina asintota horizontal,
como en la siguiente definicion.

Definicién de
asintota horizontal

La recta y = ¢ es una asintota horizontal para la grifica de una funcion f'si

fix) > ¢ cuando x > ocuando x — —o®

FIGURA 6

Asi, la respuesta a la pregunta 2 es que f(x) puede estar muy cerca de
algin nimero ¢ cuando x sea grande positiva o grande negativa; esto es, la gra-
fica de f puede tener una asintota horizontal y = c. Hay funciones racionales
donde éste no es el caso (como en los ejemplos 2(c) y 9).

Note que, como en los dibujos segundo y cuarto de la figura 5, la grafica
de f puede cruzar una asintota horizontal.

En el siguiente ejemplo encontramos las asintotas para la grafica de una
funcién racional sencilla.

EJEMPLO 1 Trazar la grafica de una funcién racional

Trace la grafica de f'si

1

f(X)=m~

SOLUCION  Empecemos por considerar la pregunta 1, expresada al principio
de esta seccion. El denominador x — 2 es cero en x = 2. Si x es cercana a 2 'y
x > 2, entonces f(x) es grande positiva, como se indica en la tabla siguiente.

x 2.1 2.01 2.001 2.0001 2.000 01

2 10 100 1000 10,000 100,000
x —

Como podemos hacer 1/(x — 2) tan grande como se desee al tomar x cer-
cana a2 (y x > 2), vemos que

fix) > cuando x— 2%,

Si f(x) es cercana a 2 y x < 2, entonces f(x) es grande negativa; por ejem-
plo, £(1.9999) = —10,000 y (1.99999) = —100,000. Asi,

fix) > —© cuando x— 2.

La recta x = 2 es una asintota vertical para la grafica de f, como se ilus-
tra en la figura 6.

A continuacién consideramos la pregunta 2. La tabla siguiente contiene
algunos valores aproximados para f(x) cuando x es grande y positiva.

x 100 1000 10,000 100,000 1,000,000

(aprox.) 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0.000001

x—2
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Podemos describir este comportamiento de f(x) al escribir
f(x) >0 cuando x — oo,

Del mismo modo, f(x) es cercana a 0 cuando x es grande negativa; por ejem-
plo, f(—100,000) = —0.00001. Asf,

f(x) >0 cuando x— —,

Larectay = 0 (el eje x) es una asintota horizontal, como se ve en la figura 6.
Ubicar los puntos (1, —1) y (3, 1) ayuda a darnos un trazo aproximado de
la grafica. ]

La funcién considerada en el ejemplo 1, f(x)= 1/(x — 2), se asemeja con
mucho a una de las funciones racionales mas sencillas, la funcion reciproca.
La funcién reciproca tiene ecuacion f(x) = 1/x, asintota vertical x = 0 (el eje
y) y asintota horizontal y = 0 (el eje x). La gréfica de la funcién reciproca
(mostrada en el Apéndice I) es la grafica de una hipérbola (que se estudia mas
adelante en el texto). Note que podemos obtener la grificade y = 1/(x — 2)
al desplazar la grafica de y = 1/x 2 unidades a la derecha .

El siguiente teorema es util para hallar la asintota horizontal para la gra-
fica de una funcién racional.

Teorema sobre
asintotas horizontales

ax" + a,_x" '+ -+ ax + a
bkxk + bk_lx’“] + -+ b,x + b()’

Sea f(x) = donde a, # 0y b, # 0.

(1) Sin < k, entonces el eje x (la recta y = 0) es la asintota horizontal
para la grafica de f.

(2) Sin = k, entonces la recta y = a,/b; (la razén entre coeficientes prin-
cipales) es la asintota horizontal para la gréfica de f.

(3) Sin > k, la gréafica de f no tiene asintota horizontal. En cambio,
f(x) > © 0 f(x) > — cuando x — % o cuando x — —®,

Las demostraciones para cada una de las partes de este teorema se pueden
copiar de las soluciones del siguiente ejemplo. Con respecto a la parte (3), si
g(x) es el cociente obtenido al dividir el numerador entre el denominador,
entonces f(x) — % si g(x) — % 0 f(x) = —% si g(x) — —c=.

EJEMPLO 2 Hallar asintotas horizontales

Encuentre la asintota horizontal para la gréafica de f, si existe.
3x— 1 5x2 + 1
- b == '
(@) f) = 5= ®) /0 =35,
2x* = 3x2+ 5

SOLUCION

(a) El grado del numerador, 1, es menor que el grado del denominador, 2, de
modo que por la parte (1) del teorema sobre asintotas horizontales, el eje x es
una asintota horizontal. Para verificar esto directamente, dividimos el numera-
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dor y el denominador del cociente entre x2 (porque 2 es la potencia mayor de
x en el denominador), para obtener

3x -1 31
x? x  x?
f(x):xz—x—6:1 1 6 para x # 0.
x? x  x?

Si x es grande positiva o grande negativa, entonces 3/x, 1/x2, 1/x y 6/x% son
cercanas a 0 y por lo tanto
0 0

0_
="~ 77°

En consecuencia,
fix) >0 cuando x —> % ocuando x —> —®,

Como f(x) es la coordenada y de un punto sobre la graifica, el dltimo enunciado
significa que la recta y = 0 (esto es, el eje x) es una asintota horizontal.

(b) Sif(x) = (5x* + 1)/(3x> — 4), entonces el numerador y el denominador
tienen el mismo grado, 2, y los coeficientes principales son 5 y 3, respectiva-
mente. En consecuencia, por la parte (2) del teorema sobre asintotas horizon-
tales, la recta y = % es la asintota horizontal. También podriamos demostrar
que y = % es la asintota horizontal al dividir el numerador y el denominador
de f(x) entre x2, como en el inciso(a).

(c) El grado del numerador, 4, es mayor que el grado del denominador, 2, de
modo que, por la parte (3) del teorema sobre asintotas horizontales, la grafica
no tiene asintota horizontal. Si usamos division larga, obtenemos

10
x2+ 1

flx) =2x2 =5+

Cuando x — @ 0 x — —, el cociente 2x2 — 5 aumenta sin limite y 10/(x% +
1) — 0. Por lo tanto, f(x) — % cuando x — % o cuando x — —c. [

A continuacién presentamos una lista de algunas guias para trazar la gra-
fica de una funcidn racional. Su uso se ilustrard en los ejemplos 3, 6y 7.

Directices para trazar la grafica
de una funcién racional

X . . .

Suponga que f(x) = % donde g(x) y h(x) son polinomios que no tienen

X

factor comun.

1 Encuentre los puntos de interseccion con el eje x; es decir, los ceros rea-
les del numerador g(x), y localice los puntos correspondientes sobre el
eje x.

2 Encuentre los ceros reales del denominador A(x). Para cada cero real a,
trace la asintota vertical x = a con guiones.

3 Encuentre el punto de interseccion f(0) con el eje y, si existe, y localice
el punto (0, f(0)) en el eje y.
4 Aplique el teorema sobre asintotas horizontales. Si hay una asintota hori-
zontal y = ¢, tricela con guiones.
(continiia)
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Directrices para trazar la gréfica
de una funcién racional
(continuacion)

5 Si hay una asintota horizontal y = ¢, determine si cruza la grafica. Las
coordenadas x de los puntos de interseccion son las soluciones de la
ecuacion f(x) = c. Localice estos puntos, si existen.

6 Trace la gréfica de fen cada una de las regiones del plano xy determina-
das por las asintotas verticales en la directriz 2. Si es necesario, use el
signo de valores de funcién especificos para saber si la grafica estd arriba
o0 abajo del eje x o de la asintota horizontal. Use la guia 5 para determinar
si la grafica se aproxima a la asintota horizontal desde arriba o desde
abajo.

FIGURA7

En los ejemplos siguientes, nuestro principal objetivo es determinar la
forma general de la gréfica, poniendo especial atencién a la forma en que
la grafica se aproxima a las asintotas. Localizaremos sélo unos pocos puntos,
como los correspondientes a los puntos de interseccién con los ejes x y y o la
interseccion de la grafica con una asintota horizontal.

EJEMPLO 3 Trazar la grafica de una funcién racional

Trace la grafica de f'si

Fo) = 3x + 4
X

2x — 5

SOLUCION Seguimos las directrices.

Directriz 1 Para hallar los puntos de interseccién con el eje x buscamos los
ceros del numerador. Resolver 3x + 4 = 0 nos da x = —%‘ y localizamos el
punto (—g, 0) en el eje x, como se ve en la figura 7.

. . . . 5 5
Directriz2  El denominador tiene el cero 3, de modo que larectax = 5 es una
asintota vertical. Trazamos esta recta con guiones, como en la figura 7.

Directriz 3 El punto de interseccién con el eje y es f(0) = —g y localizamos
el punto (O, —gﬁ) en la figura 7.

Directriz4 El numerador y el denominador de f(x) tienen el mismo grado, 1.
Los coeficientes principales son 3 y 2, de modo que por la parte (2) del teo-
rema sobre asintotas horizontales, la recta y = 5 es una asintota horizontal.
Trazamos la recta con guiones en la figura 7.

Directriz5 Las coordenadas x de los puntos donde la gréfica cruza la asintota
. _ 3 . o _ 3
horizontal y = 5 son soluciones de la ecuacién f(x) = 3. Resolvemos esta
ecuacién como sigue:
3x+4 3

= sea f() = 5

2—5 2

2(3x + 4) = 3(2x — 5) multiplique por 2(2x — 5)
6x + 8 = 6x — 15  multiplique
8§ =—15 reste 6x
Como 8 # —15 para cualquier valor de x, este resultado indica que la grafica

de f no cruza la asintota horizontal. Como ayuda en el trazo, podemos ahora
considerar la asintota horizontal como una frontera que no se puede cruzar.
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Directriz 6 La asintota vertical de la figura 7 divide el plano xy en dos regio-
nes:

L N 5
R,: laregion a laizquierda de x = 3

R,: laregién a la derecha de x = %

Para R, tenemos los dos puntos (—%, O) y (0, —g) por los que la gréfica
de f debe pasar, asi como las dos asintotas a las que la grafica debe aproxi-
marse. Esta parte de f se muestra en la figura 8.

Para R, la gréifica debe aproximarse de nuevo a las dos asintotas. Como la
gréifica no puede cruzar el eje x (no hay punto de interseccién con el eje x en
R,), debe estar arriba de la asintota horizontal, como se ve en la figura 8. =

EJEMPLO 4 Trazar una gréfica que tenga un hueco

Trace la gréfica de g si

()_(3x+4)(x—1)
B T o= — 1)

SOLUCION El dominio de g es todos los nimeros reales excepto % yl1.Sig
se reduce, obtenemos la funcién f'del ejemplo previo. La tnica diferencia entre

las gréficas de f'y g es que g tiene un hueco en x = 1. Como f(1) = —37, s6lo
necesitamos hacer un hueco en la grafica de la figura 8 para obtener la grafica
de g en la figura 9. [ ]

EJEMPLO 5 Hallar una ecuacién de una funcién racional
que satisfaga condiciones prescritas

Encuentre una ecuacién de una funcién racional f que satisfaga las condicio-
nes siguientes:
punto de interseccion con el eje x: 4, asintota vertical: x = —2,

asintota horizontal: y = —g3 y un huecoen x = 1

SOLUCION Un punto de interseccién con el eje x de 4 implica que x — 4
debe ser un factor en el numerador, y una asintota vertical de x = —2 implica
que x + 2 es un factor del denominador. Por lo tanto, podemos empezar con
la forma

x—4
x+2

La asintota horizontal es y = —g. Podemos multiplicar el numerador por —3
y el denominador por 5 para obtener la forma

—3(x —4)

5 +2)
(No escriba (—3x — 4)/(5x + 2), porque eso cambiarfa el punto de interseccion
con el eje x y la asintota vertical.) Por dltimo, como hay un hueco en x = 1,

debemos tener un factor de x — 1 en el numerador y en el denominador. Por lo
tanto, una ecuacion para f es

) 3 —4Hx—1) i al ) —3x2 4+ 15x — 12
= O que equivaile a =
VTS -1y oduesd A N N T
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EJEMPLO 6 Trazar la grafica de una funcién racional

Trace la gréfica de f'si

x—1
M=%

SOLUCION  Es iitil expresar el numerador y el denominador en forma fac-
torizada. Asi, empezamos por escribir

x— 1 B x— 1
—x—6 (x+2)(x-23)

1) =

FIGURA 10

Directriz1 Para hallar los puntos de interseccién con el eje x encontramos los
ceros del numerador. Resolviendo x — 1 = 0 nos da x = 1 y localizamos el
punto (1, 0) en el eje x, como se ve en la figura 10.

Directriz 2 El denominador tiene ceros —2 y 3. Por lo tanto, las rectas x =
—2 y x = 3 son asintotas verticales; las trazamos con guiones, como en la
figura 10.

Directriz3 El punto de interseccién con el eje y es f(0) = é y localizamos el
punto (0, gl), mostrado en la figura 10.

Directriz 4 El grado del numerador de f(x) es menor que el grado del deno-
minador, entonces, por la parte (1) del teorema sobre asintotas horizontales, el
eje x es la asintota horizontal.

Directriz5 Los puntos donde la grafica cruza la asintota horizontal (el eje x)
hallados en la directriz 4 corresponden a los puntos de interseccion con el eje
x. Ya localizamos el punto (1, 0) en la directriz 1.

Directriz 6 Las asintotas verticales de la figura 10 dividen el plano xy en tres
regiones:

R;: laregién ala izquierdade x = —2
R,: laregiénentrex = —2yx =3

R;:  laregion ala derechade x = 3

Para R, tenemos x < —2. Sélo hay dos opciones para la forma de la gra-
fica de fen R,: cuando x — —o° la gréfica se aproxima al eje x ya sea por arriba
o por abajo. Para determinar cudl opcién es correcta, examinaremos el signo
de un valor tipico de la funcién en R;. Escogiendo —10 para x, usamos la
forma factorizada de f(x) para hallar el signo de f(—10) (este proceso es seme-
jante al empleado en la seccion 2.7):

= _
(=)(=)

El valor negativo de f(—10) indica que la gréifica se aproxima a la asintota
horizontal por abajo cuando x — —o°. Ademds, cuando x — —27, la gréifica
se extiende hacia abajo; esto es, f(x) — —. Un trazo de f en R, se muestra
en la figura 11(a).

f(=10) =
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FIGURATI
C)) (b)

En R, tenemos —2 < x < 3y la grifica cruza el eje x en x = 1. Dado que,
por ejemplo, f(0) es positiva, se deduce que la gréifica se encuentra arriba del
ejexsi —2 < x < 1. Asi, cuando x — —27, la gréfica se extiende hacia arriba;
esto es, f(x) — . Como se puede demostrar que f(2) es negativa, la grafica se
encuentra abajo del eje x si 1 < x < 3. En consecuencia, cuando x — 37, la
grafica se extiende hacia abajo; esto es, f(x) — —. Un trazo de fen R, se
muestra en la figura 11(b).

Por dltimo, en R;, x > 3 y la gréafica no cruza el eje x. En vista de que, por
ejemplo, se puede demostrar que f(10) es positiva, la grafica se encuentra
arriba del eje x. Se deduce que f(x) — % cuando x — 3% y que la gréfica se
aproxima a la asintota horizontal por arriba cuando x — cc. La gréfica de f
se traza en la figura 11(c). [

EJEMPLO 7 Trazar la grafica de una funcién racional

Trace la gréafica de f'si

xZ

A

FIGURA 12

SOLUCION La factorizacién del denominador nos da

x? X2

—x-2 G+hHx-2)

De nuevo seguimos las directrices.

fx) ==
X

Directriz 1 Para hallar los puntos de interseccién con el eje x buscamos los
ceros del numerador. Resolviendo x2 = 0 nos da x = 0 y trazamos el punto (0,
0) en el eje x, como se muestra en la figura 12.

Directriz 2 El denominador tiene ceros —1 y 2. Por lo tanto, las rectas x =
—1 y x = 2 son asintotas verticales y las trazamos con guiones, como en la
figura 12.

Directriz 3  El punto de interseccién con el eje y es f(0) = 0. Esto nos da el
mismo punto (0, 0) hallado en la directriz 1.

(contintia)
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Directriz4 El numerador y denominador de f(x) tienen el mismo grado, y los
coeficientes principales son ambos 1. Por lo tanto, por la parte (2) del teorema
sobre asintotas horizontales, la recta y = % = 1 es una asintota horizontal.
Trazamos la recta con guiones, como en la figura 12.

Directriz5 Las coordenadas x de los puntos donde la grifica cruza la asintota
horizontal y = 1 son soluciones de la ecuacién f(x) = 1. Resolvemos esta
ecuacién como sigue:

2

X
— =1 sea f(x) = 1
xX—=x-2 S
x?=x?>—x — 2 multiplique por x> — x — 2
x= -2 reste x>y sume x

Este resultado indica que la grafica cruza la asintota horizontal y = 1 sélo en
x = —2; por lo tanto, trazamos el punto (—2, 1) mostrado en la figura 12.

Directriz 6 Las asintotas verticales de la figura 12 dividen el plano xy en tres
regiones:

R;: laregion alaizquierdadex = —1
R,: laregiénentrex = —lyx =2
R;: laregion ala derechade x = 2

Para R, primero consideremos la parte de la grifica que corresponde a —2
< x < —1. Del punto (—2, 1) en la asintota horizontal, la grifica debe exten-
derse hacia arriba cuando x — —17~ (no puede extenderse hacia abajo, porque
no hay punto de interseccion con el eje x entre x = —2 y x = —1). Cuando
x — —oo, habrd un punto bajo en la graficaentre y = 0y y = 1, y entonces la
gréfica se aproximard a la asintota horizontal y = 1 por abajo. Es dificil ver
doénde se presenta el punto bajo en la figura 12 porque los valores de funcién
estdn muy cercanos entre si. Usando célculo, se puede demostrar que el punto
bajo es (—4, g)

En R, tenemos —1 < x < 2y la gréfica cruza el eje x en x = 0. Como la
funcién no cruza la asintota horizontal en esta region, sabemos que la grafica
se extiende hacia abajo cuando x — — 17 y cuando x — 27, como se ve en la
figura 13(a).

FIGURA 13
() (b) ()




FIGURA 14
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En R; la gréfica se aproxima a la asintota horizontal y = 1 (por arriba o
por abajo) cuando x — . Ademds, la grafica debe extenderse hacia arriba
cuando x — 2% porque no hay puntos de interseccion con el eje x en R;. Esto
implica que cuando x — oo, la grafica se aproxima a la asintota horizontal por
arriba, como en la figura 13(b).

La grafica de f se traza en la figura 13(c). ]

En las soluciones restantes no escribiremos formalmente cada directriz.

EJEMPLO 8 Trazar la grafica de una funcién racional
Trace la grafica de f'si
2x*

X+ 1

&) =

SOLUCION Note que como f(—x) = f(x), la funcién es par y por lo tanto la
gréfica es simétrica con respecto al eje y.

La gréfica cruza el eje x en (0, 0). Como el denominador de f(x) no tiene
cero real, la grafica no tiene asintota vertical.

El numerador y el denominador de f(x) tienen el mismo grado. Como los
coeficientes principales son 2 y 1, respectivamente, la recta y = % =2esla
asintota horizontal. La grafica no cruza la asintota horizontal y = 2, porque
la ecuacién f(x) = 2 no tiene solucion real.

Localizar los puntos (1, 1) y (2, %) y hacer uso de la simetria que lleva al
trazo de la figura 14. [ ]

Una asintota oblicua (o inclinada) para una grafica es una recta y =
ax + b, con a # 0, tal que la grafica se aproxima a esta recta cuando x — % o
cuando x — —ce. (Si la gréfica es una recta, la consideramos su propia asin-
tota.) Si la funcién racional f(x) = g(x)/h(x) para polinomios g(x) y h(x) y si
el grado de g(x) es uno mayor que el grado de h(x), entonces la grafica de f
tiene una asintota oblicua. Para hallar esta asintota oblicua podemos usar divi-
sion larga para expresar f(x) en la forma
gx) r(x)
x)="—"—=(ax+b) + —,
fx) ) ( ) )
donde r(x) = 0 o el grado de r(x) es menor que el grado de h(x). De la parte
(1) del teorema sobre asintotas horizontales,
r(x)
—— — 0 cuando x — ®© ocuando x — —x.
h(x)
En consecuencia, f(x) se aproxima a la recta y = ax + b cuando x aumenta o
disminuye sin limite; esto es, y = ax + b es una asintota oblicua.

EJEMPLO 9 Hallar una asintota oblicua

Encuentre todas las asintotas y trace la grafica de f'si
x*—=9
2x — 4°

fx) =
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FIGURA 15 SOLUCION Una asintota vertical se presenta si 2x — 4 = 0 (esto es, si x = 2).

El grado del numerador de f(x) es mayor que el grado del denominador.
Por lo tanto, por la parte (3) del teorema sobre asintotas horizontales, no hay
asintota horizontal; pero como el grado del numerador, 2, es uno mayor que el
grado del denominador, 1, la grafica tiene una asintota oblicua. Por divisién
larga obtenemos

%x + 1
2x — 4]x? -9
x> — 2x (3x)(2x — 4)
2x — 9 reste
2x —4 (1)(2x —4)
— 5 reste

FIGURA 16 x2—9 1 5
Por lo tanto, - .
2x — 4

Como indicamos en la discusién que precede a este ejemplo, la recta
y = %x + 1 es una asintota oblicua. Esta recta y la asintota vertical x = 2 se
trazan con guiones en la figura 15.

Los puntos de interseccion de la grafica con el eje x son las soluciones de
x2 — 9 =0y por lo tanto son 3 y —3. El punto de interseccién con el eje y es
f0) = %. Los puntos correspondientes se trazan en la figura 15. Ahora pode-
mos demostrar que la grafica tiene la forma indicada en la figura 16. ]

En el ejemplo 9, la grifica de f se aproxima a la recta y = %x + 1 en
Jforma asintotica cuando x — % o cuando x — —. Las gréificas de funciones
racionales pueden aproximar tipos diferentes de curvas en forma asintdtica.
Por ejemplo, si

xt—x 1

fx) =

X X

Entonces para valores grandes de | x|, 1/x = 0 y por lo tanto f(x)= x2 Asfi, la

gréfica de f se aproxima a la pardbola y = x? en forma asintética cuando x — o

o cuando x — —oo, En general, si f(x) = g(x)/h(x) y si g(x) es el cociente obte-

nido al dividir g(x) entre h(x), entonces la grafica de f se aproxima a la grafica

de y = g(x) en forma asintética cuando x — % o cuando x — —. Nos podemos

referir a la funcién y = g(x) como una asintota cuadratica, una asintota cubica o,
en general, una asintota curvilinea.

@ EJEMPLO 10 Trazar la grafica de una funcién racional

Trace la grafica de f'si

x2—x

x> — 9x2 — 22x + 8’

fx) =
9
y encuentre ecuaciones de las asintotas verticales.

SOLUCION Comenzamos por hacer las asignaciones

Y=x2—x, L=9%-%*-22x+8 y Y5 =Y/Y.



FIGURA 17
[=2.3]por [~ 1.1]

FIGURA 18

[-2,3]por[—1,1]
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Seleccionando sélo Y; para ser graficada (apague Y; y Y,) y usando una panta-
lla estandar, obtenemos una gréafica que no nos da indicacién de la verdadera
forma de f. Cambiar a una pantalla de [—6, 6] por [—4, 4] nos da una suge-
rencia de que las asintotas verticales estdn confinadas al intervalo —2 < x
< 3.

Usando una pantalla de [—2, 3] por [—1, 1] y cambiando al modo de
punto (para no graficar la funcién al otro lado de las asintotas verticales) nos
lleva al trazo de la figura 17. Como el grado del numerador, 2, es menor que
el grado del denominador, 3, sabemos que la asintota horizontal es el eje x. Los
ceros del numerador, 0 y 1, son los tnicos puntos de interseccién con el eje x.

Para determinar las ecuaciones de las asintotas verticales, abandonamos la
grafica de Y; y examinamos la grafica de Y,, buscando sus ceros. Graficar Y,
con la misma pantalla, pero usando el modo conectado, nos da la figura 18.

Por el teorema sobre ceros racionales de un polinomio, sabemos que las
posibles raices racionales de 9x3 — 9x2 — 22x + 8 = 0 son

1 2 4 8 1 2 4
+1, =2, =4, £8, ig, ig, ig, ig, i;, ig, ig, +

38
5

En la gréafica vemos que la tnica opcion razonable para el cero en el inter-
valo (=2, —1) es —é. El nimero 2 parece ser un cero, y usando cero o una
caracteristica raiz indica que % es también buen candidato para un cero.
Podemos demostrar que —3, % y 2 son ceros de Y, con el uso de division sin-

tética. Asi, las ecuaciones de las asintotas verticales son

= _4 _1 —
xX=-3, x=35 y x=2 ]

Las graficas de funciones racionales se pueden hacer cada vez mas com-
plicadas cuando los grados de los polinomios en el numerador y denominador
aumentan. Técnicas desarrolladas en cdlculo son muy utiles para lograr un tra-
tamiento mas completo de esas graficas.

Las féormulas que representan cantidades fisicas pueden determinar fun-
ciones racionales. Por ejemplo, considere la ley de Ohm en teoria eléctrica,
que expresa que I = V/R, donde R es la resistencia (en ohms) de un conduc-
tor, V es la diferencia de potencial (en volts) en las terminales del conductor, e
I es la corriente (en amperes) que circula por el conductor. La resistencia de
ciertas aleaciones se aproxima a cero cuando la temperatura se aproxima al
cero absoluto (aproximadamente —273°C), y la aleacién se convierte en
superconductor de electricidad. Si el voltaje V es fijo, entonces, para ese
superconductor

\%
I=E—>Oc cuando R — 07,

esto es, cuando R se aproxima a 0, la corriente aumenta sin limite. Los super-
conductores permiten el uso de corrientes muy grandes en plantas generado-
ras y motores. También tienen aplicaciones en transporte experimental
terrestre de alta velocidad, donde los intensos campos magnéticos producidos
por imanes superconductores hacen posible que los trenes leviten para que en
esencia no haya friccion entre las ruedas y la via. Quiza el uso mas importante
de superconductores es en circuitos para computadoras, porque producen muy
poco calor.
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m Ejercicios

Ejer. 1-2: (a) Trace la grafica de f. (b) Encuentre el dominio
Dy el rango R de f. (c) Encuentre los intervalos en los que f
es creciente o decreciente.

FCEE

FUNCIONES POLINOMIALES Y RACIONALES

Ejer. 7-8: Identifique cualesquiera asintotas verticales,
horizontales y huecos.

_ —2(x + 5)x — 6)
Y
2x + Hx + 2)
5x +2)(x — 1)

2 ) =
8 /) =

Ejer. 3—4: Use la grafica para completar las afirmaciones.
3 y

Ejer. 9-10: Todas las asintotas, puntos de interseccion y hue-

cos de una funcién racional f estin marcados en la figura.

Trace una grafica de f'y encuentre una ecuacion para f.

(a) Cuando x = —oo, f(x) = .
(b) Cuando x — o, f(x) = .
(c) Cuando x = 37, f(x) > ____.

(d) Cuando x — 3%, f(x) > ____.

(e) Cuando x = 0, f(x) > ____. ) = i 2 ) = -3
4 x—4 x+3
—3x 4x
13f(x)_x+2 14f(x)_2x—5
4x — 1 5x +3
15 .f(x)—2x+3 16 f(x)—3x_7
(4 - Dx—2) _GBx+3)x+ 1)
TI0= ey YT e
x—2 x+ 1
R e 2010 =553
(@) Cuando x = —oo, f(x) > ____. @ —4 @
21 f(x) = 22 f(x) =
(b) Cuando x —> %, f(x) = ___. Y w2y MRCEE
(c) Cuandox = —27,f(x) > ____. 23 f(x) = ;2__31 24 f(x) = ;ti
9+
(d) Cuando x = —2F,f(x) > . s -2 — 4 - _ —3x2—-3x+6
(e) Cuando x — 0, f(x) —> ____. f) = x>+ x—12 o) = x2—=9
Ejer. 5—.6: Utilice notacién de flecha para describir el com- 27 f(x) = M 28 f(x) = w
portamiento final de la funcién. xTF3x—4 X Hx—6
2 2x
x—3 x—3 29 f) x+2)x—1) 30 f0) (x+ 5 —2)
-3 —3x —2x2 4+ 10x — 12 2x2+ 8 + 6
6 (a)f(x)*m (b)f(x)*x+2 31 f(x)*W 32 f(x)*ﬁ

Ejer. 11-36: Trace la grafica de f.




x—1 x2—2x+1
33 f(x) = 34 fy =27
@ x* — 4x e x* = 9x
—3x? x2—4
35 f(x)_x2+1 36 f(x)_xz-i-l

Ejer. 37-40: Encuentre la asintota oblicua y trace la grafica
de f.

x’=—x—6 2x2—x—3
FIO=T o BIO=T
39 ) =~ 20 fly = 5+
* 2x? YT
Ejer. 41-42: Encuentre la asintota de la curva.
*=x=5 X =33 —-x+1
N flx)=—F5—F— 2 fx)=——F——F
x> =2 x* =3

Ejer. 43-50: Simplifique f(x) y trace la grafica de f.

2x2+x—6 x2—x—6
83 fy="2 44 fx) = —— 22
1) x2+3x+2 1) x2—2x—3
x—1 x+2
4 = 4 =
550 =10 6 f) =55
47 1) xX24+x—2
) =T*"°
x+2
Do —4x + 8
48 f(x) = — =~
x—2
x*+4x + 4
49 f) = "2
&) x24+3x+2
> 4 )2 — 1
50 f(x) — &+ x)Q2x — 1)

x> —=3x+2)2x— 1)

Ejer. 51-54: Encuentre una ecuacion de una funcién racio-
nal f que satisfaga las condiciones dadas.

51 asintota vertical: x = 5
asintota horizontal: y = —1
interseccion con el eje x: 2

52 asintotas verticales: x = —2,x = 0
asintota horizontal: y = 0
interseccion con el eje x: 2; f(3) = 1
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53 asintotas verticales: x = —3,x = 1
asintota horizontal: y = 0
interseccién con el eje x: —1; f(0) = —2

huecoenx = 2

54 sintotas verticales: x = —1,x = 3
asintota horizontal: y = 2
puntos de interseccion con el eje x: —2, 1
huecoenx = 0

55 Un recipiente para desechos radiactivos Un recipiente
cilindrico para almacenar desechos radiactivos se va a
construir de plomo. Este recipiente debe tener paredes de 6
pulgadas de grueso. El volumen del cilindro exterior mos-
trado en la figura debe ser 167 ft*.

(a) Exprese la altura & del interior del cilindro como fun-
cion del radio interior r.
(b) Demuestre que el volumen interior V(r) estd dado por
16

V(r) = 77'}’2 m—l

(c) ¢(Qué valores de r deben excluirse en el inciso (b)?

EJERCICIO 55 6"

56 Dosis de medicamento La regla de Young es una férmula
que se usa para adaptar los niveles de dosis de medica-
mento de adultos para nifios. Si a denota la dosis de adul-
tos (en miligramos) y si ¢ es la edad del nifio (en afios),
entonces la dosis y para nifio estd dada por la ecuacién y =
ta/(tr + 12). Trace la gréfica de esta ecuacién paraz >0y
a = 100.

57 Concentraciéon de sal Agua salada de concentracién 0.1
libras de sal por galén entra en un gran tanque que inicial-
mente contiene 50 galones de agua pura.

(a) Si el caudal de agua salada que entra al tanque es 5
gal/min, encuentre el volumen V(¢) de agua y la canti-
dad A(7) de sal en el tanque después de ¢ minutos.

(b) Encuentre una férmula para la concentracion de sal ¢(7)
(en 1b/gal) después de ¢t minutos.

(c) Discuta la variacion de c(f) cuando t — .
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58 Cantidad de lluvia El ndmero total de pulgadas R(r) de
Iluvia durante una tormenta de duracién ¢ horas se puede
aproximar con

at

t+ b’

donde a y b son constantes positivas que dependen del

lugar geogrifico.

R(t) =

(a) Discuta la variacion de R(¢) cuando t — .

(b) La intensidad I de lluvia (en pulgadas/hora) esta defi-
nida por I = R(t)/t. Sia = 2y b = 8, trace la grafica
de R e I en el mismo plano de coordenadas para ¢ > 0.

59 Propagacion de salmén Para una poblacion particular de
salmon, la relacién entre el ndmero S de reproductores y el
nimero R de crias que sobreviven hasta la madurez estd
dada por la férmula

45008
R = .
S + 500
(a) ¢(En qué condiciones es R > S?

(b) Encuentre el nimero de reproductores que darfan 90%
del mayor nimero posible de crias que sobrevivan hasta
la madurez.

(c) Trabaje el inciso (b) con 80% sustituyendo a 90%.

(d) Compare los resultados para S y R (en términos de
aumentos de porcentaje) de los incisos (b) y (c).

60 Densidad de poblacién La densidad de poblacién D (en
habitantes/mi?) en una gran ciudad estd relacionada con la
distancia x (en millas) desde el centro de la ciudad por

_5000x
x>+ 36"
(a) (Qué le ocurre a la densidad cuando la distancia desde
el centro de la ciudad cambia de 20 a 25 millas?

(b) (Qué le ocurre finalmente a la densidad?

(c) ¢En qué éreas de la ciudad es que la densidad de pobla-
cién excede de 400 habitantes/mi%?

s Ejer. 61-64: Grafique f y encuentre las ecuaciones de las

asintotas verticales.
20x2 + 80x + 72

1 e e e
61 S0 = ToxT % d0x + 41
15x%2 — 60x + 68
62 /0 = 3 T v 13
(x — 1) x2—9.01
63 == 64 flx) =
S0 = 0999 f0) ==

65 Sea f(x) el polinomio
(x+3)x+2)x + Dx)x — Dx —2)(x — 3).
(a) Describa la gréfica de g(x) = f(x)/f(x).

(b) Describa la grafica de h(x) = g(x)p(x), donde p(x) es
una funcién polinomial.

66 Consulte el ejercicio 65.

(a) Describa la grafica de y = f(x).
(b) Describa la grafica de k(x) = 1/f(x).

67 Promedio de calificacion (GPA)

(@) Un estudiante ha terminado 48 horas-crédito con un
GPA de 2.75. ;Cudntas horas-crédito adicionales y en
4.0 subiran el GPA del estudiante a algin valor x desea-
do? (Determine y como funcion de x.)

(b) Escriba una tabla de valores para x y y, empezando con
x = 2.8 y usando incrementos de 0.2.

(c) Grafique la funcién en el inciso (a) en la pantalla [2, 4]
por [0, 1000, 100].

(d) (Cuadl es la asintota vertical de la gréfica del inciso (c)?

(e) Explique la importancia practica del valor x = 4.

L 4.6_

Variacion

En algunas investigaciones cientificas, la terminologia de variacion o propor-
cion se emplea para describir relaciones entre cantidades variables. En la tabla

siguiente, k es un nimero real diferente de cero llamado constante de varia-
cion o constante de proporcionalidad.



FIGURAT1

4.6 Variaciéon 281

Terminologia Férmula general Tlustracion

y = kx C = 27, donde C es la
circunferencia de un circulo,
reselradio,y k = 27

y varia directamente con x,
o y es directamente
proporcional a x

y varia inversamente con x, y =
0 y es inversamente
proporcional a x

10
I = ——,donde /esla
R

= |

corriente en un circuito
eléctrico, R es la resistencia,
y k = 110 es el voltaje

Cuando x aumenta, y aumenta,
o0 bien, cuando x disminuye, y disminuye tamente con el cuadrado del radio r, donde 7 es la constante de variacién. Del

4

FIGURA 2

.

Cuando x aumenta, y disminuye,
o bien, cuando x disminuye, y aumenta

A

LY

La variable x de la tabla también puede representar una potencia. Por
ejemplo, la formula A = 7772 expresa que el drea A de un circulo varia direc-

mismo modo, la formula V = ;iwr3 indica que el volumen V de una esfera es
directamente proporcional al cubo del radio. En este caso la constante de pro-
porcionalidad es %77.

En general, las graficas de variables relacionadas por variacion directa se
asemejan a las graficas de funciones potencia de la formay = x" con n > 0 (tal
comoy = Vxo y = x2 para valores de x no negativos, como se ve en la figura
1). Con variacion directa, cuando una variable aumenta, también aumenta la otra
variable. Un ejemplo de dos cantidades que estdn directamente relacionadas es
el nimero de millas recorridas y el nimero de calorias quemadas.

Las graficas de variables directamente relacionadas por variacion inversa
se asemejan a las graficas de funciones potencia de la forma y = x" con
n<0(omoy=1/Vxoy=1/x2 para valores positivos de x, como se ve
en la figura 2). En este caso, cuando una variable aumenta, la otra variable dis-
minuye. Un ejemplo de dos cantidades que estdn inversamente relacionadas es
el nimero de pulgadas de Iluvia y el nimero de incendios de pastizales.

EJEMPLO 1 Variables directamente proporcionales

Suponga que una variable g es directamente proporcional a una variable z.
(a) Sig = 12 cuando z = 5, determine la constante de proporcionalidad.

(b) Encuentre el valor de ¢ cuando z = 7 y trace una gréfica de esta relacion.

SOLUCION Como g es directamente proporcional a z,
q = kz,
donde k es una constante de proporcionalidad.
(a) La sustitucién de ¢ = 12y z = 5 nos da
12=k-5 o k=2

(b) Como k = %, la férmula ¢ = kz tiene la forma especifica

_n
L]—SZ.

Por lo tanto, cuando z = 7,

g=2-7=%=168
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La figura 3 ilustra la relacién de las variables g y z, una relacién sencilla.

FIGURA 3

A4

~Y

Las siguientes directrices se pueden usar para resolver problemas de apli-
cacion que contienen variacién o proporcion.

Directrices para resolver
problemas de variacién

1 Escriba una férmula general que contenga las variables y una constante
de variacién (o proporcion) k.

2 Encuentre el valor de k en la directriz 1 mediante los datos iniciales
dados en el enunciado del problema.

3 Sustituya el valor de k hallado en la directriz 2 en la férmula de la direc-
triz 1, obteniendo una férmula especifica que contiene las variables.

4 Use los nuevos datos para resolver el problema.

Seguiremos estas guias en la solucion del siguiente ejemplo.

EJEMPLO 2 Presién y volumen como cantidades inversamente
proporcionales

Si la temperatura permanece constante, la presiéon de un gas encerrado es
inversamente proporcional al volumen. La presion de cierto gas dentro de un
globo esférico de 9 pulgadas de radio es 20 Ib/in% Si el radio del globo
aumenta a 12 pulgadas, aproxime la nueva presion del gas. Trace una gréfica
de la relacién entre la presion y el volumen.

SOLUCION

Directriz1 Si denotamos la presion por P (en Ib/in?) y el volumen por V (en

in?), entonces como P es inversamente proporcional a V,

k
p=_—
Vv

para alguna constante de proporcionalidad k.

Directriz2 Encontramos la constante de proporcionalidad k en la directriz 1.
Como el volumen V de una esfera de radio res V = ;“’771’3, el volumen inicial
del globoes V = %77(9)3 = 972 in’. Esto lleva a lo siguiente:
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L
972
k = 2009727) = 19,4407 despeje k

20 = P = 20 cuando V = 9727

Directriz3  Sustituyendo k = 19,4407 en P = k/V, encontramos que la pre-
sién correspondiente a cualquier volumen V esta dada por
19,4407
pP=—-:
Vv

Directriz 4 Si el nuevo radio del globo es 12 pulgadas, entonces
V = 3m(12)* = 2304 in’.
Sustituyendo este nimero por V en la férmula obtenida en la directriz 3 nos da

19,4407 135

3040 T 8.4375.
Asi, la presion disminuye a aproximadamente 8.4 1b/in? cuando el radio
aumenta a 12 pulgadas.

La figura 4 ilustra la relacién de las variables P y V para V > 0. Como

P = 194407/VyV = %7773, podemos demostrar que (P ° V)(r) = 14,580/r3,
de modo que podriamos también decir que P es inversamente proporcional a 7.
Note que ésta es una grafica de una funcidn racional sencilla.

FIGURA 4

A P (Ib/in?)

204 19,4407
Y
8.4375 +
A | | -
972 2304 V (in%)
A | : >
9 12 r (in.)

Hay otros tipos de variacién. Si x, y y z son variables y y = kxz para algtin
ndmero real k, decimos que y varia directamente con el producto de x y z o que
y varia conjuntamente con x y z. Siy = k(x/z), entonces y varia directamente
con x e inversamente con z. Como ilustracion final, si una variable w varia
directamente con el producto de x y el cubo de y e inversamente con el cua-
drado de z, entonces

3
X
w= kL

2’

donde k es una constante de proporcionalidad. Las graficas y ecuaciones para
estos tipos de variacion no se considerardn en este texto.
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EJEMPLO 3 Combinar varios tipos de variacién

Una variable w varia directamente con el producto de u y v e inversamente con
el cuadrado de s.

(@) Siw =20 cuandou = 3,v = 5y s = 2, encuentre la constante de varia-
cion.

(b) Encuentre el valor de w cuandou = 7,v =4y s = 3.
SOLUCION Una férmula general para w es

w=k—
s2’

donde k es una constante de variacion.
(a) Sustituyendow = 20, u = 3,v = 5y s = 2 tendremos
3-5 80 16
k = -

20 = k=", =—=—
22 15 3

(b) Como k = 176, la férmula especifica para w es
16 uv
w=-——.
3 52
Entonces, cuandou = 7,v =4,y s = 3,

167 -4 448
-2t 6.
3 3 27 "

w

En el siguiente ejemplo de nuevo seguimos las directrices indicadas en
esta seccion.

EJEMPLO 4 Hallar la carga de soporte de una viga rectangular

El peso que con seguridad puede ser soportado por una viga de seccién trans-
versal rectangular varia directamente con el producto del ancho y el cuadrado
de la profundidad de la seccion transversal, e inversamente con la longitud de
la viga. Si una viga de 2 X 4 pulgadas que mide 8 pies de largo soporta con
seguridad una carga de 500 libras, ;qué peso puede ser soportado con seguri-
dad por una viga de 2 X 8 que mida 10 pies de largo? (Suponga que el ancho
es la dimension mds corta de la seccion transversal.)

SOLUCION

Directriz1  Si el ancho, profundidad, longitud y peso estdn denotados por w,
d, l'y W, respectivamente, entonces una férmula general para W es
wd?

W=k—,
l

donde k es una constante de variacion.

Directriz 2 Para hallar el valor de k en la directriz 1, vemos de los datos
dados que
2(4%)
500 = kT’ 0 k = 125.
Directriz3  Sustituyendo k = 125 en la férmula de la directriz 1 nos da la férmu-
la especifica
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2

wd
W= 1257.

Directriz4 Para contestar la pregunta, sustituimosw = 2,d = 8yl = 10en
la formula encontrada en la directriz 3, obteniendo

2

2
W =125 "

= 1600 Ib. [ |

m Ejercicios

Ejer. 1-16: Exprese el enunciado como una férmula que
contenga las variables dadas y una constante de proporcio-
nalidad k, y luego determine el valor de k a partir de las con-
diciones dadas.

1

10

n

u es directamente proporcional a v. Si v = 30, entonces
u=12.

s varia directamente con t. Si t = 10, entonces s = 18.

V varia directamente con el cubo de r. Si r = 3, entonces
V = 36m.

S es directamente proporcional al cuadrado de x. Six = 2,
entonces S = 24.

r varia directamente con s e inversamente con t. Si s = —2
y t = 4, entonces r = 7.

w varia directamente con z e inversamente con la raiz cua-
dradade u. Siz =2y u = 9, entonces w = 6.

y es directamente proporcional al cuadrado de x e inversa-
mente proporcional al cubo de z. Six = 5y z = 3, enton-
cesy = 25.

y es directamente proporcional a x e inversamente proporcio-
nal al cuadrado de z. Six = 4y z = 3, entonces y = 16.

z es directamente proporcional al producto del cuadrado de
xyalcubodey. Six =7yy= —2,entonces z = 16.

z es directamente proporcional al producto de x y y a la raiz
cubicade y. Six = 2yy = 8§, entonces z = 12.

z es directamente proporcional al producto de x y y e in-
versamente proporcional a la raiz ctbica de w. Si x = 6,
y=4yw = 27, entonces z = 16.

13

14

15

16

17

18

r es directamente proporcional al producto de s y v e inversa-
mente proporcional al cubode p. Sis =2, v=3yp =135,
entonces r = 40.

g es inversamente proporcional a la suma de x y y. Si
x =0.5yy= 0.7, entonces g = 1.4.

y es directamente proporcional a x e inversamente propor-
cionalalasumaderys.Six = 3,r = 5ys = 7, entonces
y = 2.

y es directamente proporcional a la raiz cuadrada de x e
inversamente proporcional al cubode z. Six =9y z = 2,
entonces y = 5.

y es directamente proporcional al cuadrado de x e inversa-
mente proporcional a la raiz cuadradade z. Six =5y z =
16, entonces y = 10.

Presion de un liquido La presién P que actiia en un punto
en un liquido es directamente proporcional a la distancia d
desde la superficie del liquido al punto.

(a) Exprese P como funcién de d por medio de una férmula
que contenga una constante de proporcionalidad k.

(b) En cierto tanque de petrdleo, la presién a una profundi-
dad de 2 pies es 118 Ib/ft2. Encuentre el valor de k del
inciso (a).

(c) Encuentre la presién a una profundidad de 5 pies para
el tanque de petréleo del inciso (b).

(d) Trace una gréfica de la relacién entre Py d parad = 0.

Ley de Hooke La ley de Hooke expresa que la fuerza F
necesaria para estirar un resorte x unidades mas que su lon-
gitud natural es directamente proporcional a x.

(a) Exprese F como funcién de x por medio de una férmula
que contenga una constante de proporcionalidad k.
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19

20

21

22

(b) Un peso de 4 libras estira cierto resorte a partir de su lon-
gitud natural de 10 pulgadas hasta una longitud de 10.3
pulgadas. Encuentre el valor de k en el inciso (a).

(c) (Qué peso estira el resorte en el inciso (b) hasta una lon-
gitud de 11.5 pulgadas?

(d) Trace una grafica de la relacién entre F'y x para x = 0.

Resistencia eléctrica La resistencia eléctrica R de un
alambre varfa directamente con su longitud / e inversa-
mente con el cuadrado de su didmetro d.

(a) Exprese R en términos de /, d y una constante de varia-
cién k.

(b) Un alambre de 100 pies de largo y 0.01 pulgadas de
diametro tiene una resistencia de 25 ohms. Encuentre el
valor de k del inciso (a).

(c) Trace una grafica de la relacién entre R y d para
[ =100andd > 0.

(d) Encuentre la resistencia de un alambre hecho del
mismo material que tiene un didmetro de 0.015 pulga-
das y mide 50 pies de largo.

Intensidad de iluminacién La intensidad de iluminacién /
de una fuente de luz varia inversamente con el cuadrado de
la distancia d desde la fuente.

(a) Exprese I en términos de d y una constante de variacién
k.

(b) Un reflector tiene una intensidad de 1,000,000 candelas
de potencia a una distancia de 50 pies. Encuentre el
valor de k del inciso (a).

(c) Trace una grifica de la relacién entre I 'y d para d > 0.

(d) Aproxime la intensidad del reflector del inciso (b) a una
distancia de 1 milla.

Periodo de un péndulo El periodo P de un péndulo sim-
ple, es decir, el tiempo necesario para una oscilaciéon com-
pleta, es directamente proporcional a la raiz cuadrada de su
longitud /.

(a) Exprese P en términos de [ y una constante de propor-
cionalidad k.

(b) Si un péndulo de 2 pies de largo tiene un periodo de 1.5
segundos, encuentre el valor de & del inciso (a).

(c) Encuentre el periodo de un péndulo de 5 pies de largo.
Dimensiones de un miembro humano Un cilindro circu-

lar se usa a veces en psicologia como representacion senci-
1la de un miembro humano.

(a) Exprese el volumen V de un cilindro en términos de su
longitud L y el cuadrado de su circunferencia C.
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23

24

25

26

(b) La férmula obtenida en el inciso (a) se puede usar para
aproximar el volumen de un miembro a partir de las
medidas de su longitud y circunferencia. Suponga que
la circunferencia (promedio) de un antebrazo humano
es de 22 centimetros y la longitud promedio es de 27
centfmetros. Aproxime el volumen del antebrazo al cm?
mds cercano.

Periodo de un planeta La tercera ley de Kepler expresa
que el periodo T de un planeta (el tiempo necesario para
hacer una revolucién completa alrededor del Sol) es direc-
tamente proporcional a la potencia% de su distancia prome-
dio d desde el Sol.

(a) Exprese T como una funcién de d por medio de una
férmula que contenga una constante de proporcionali-
dad k.

(b) Para el planeta Tierra, T = 365 dias y d = 93 millones
de millas. Encuentre el valor de k del inciso (a).

(c) Estime el periodo de Venus si su distancia promedio
desde el Sol es de 67 millones de millas.

Alcance de un proyectil Se sabe, de acuerdo con la fisica,
que el alcance R de un proyectil es directamente proporcio-
nal al cuadrado de su velocidad v.

(a) Exprese R como funcién de v por medio de una férmula
que involucre una constante de proporcionalidad k.

(b) Un motociclista temerario ha hecho un salto de 150 pies.
Si la velocidad a la salida de la rampa fue de 70 mi/h,
encuentre el valor de k del inciso (a).

(c) Si el motociclista puede alcanzar una velocidad de 80
mi/h saliendo de la rampa y mantiene un equilibrio
apropiado, estime la posible longitud del salto.

Marcas de patinazo de un automévil La velocidad V a la
que un automévil corria antes de aplicar los frenos se puede
estimar a veces a partir de la longitud L de las marcas de un
patinazo. Suponga que V es directamente proporcional a la
raiz cuadrada de L.

(a) Exprese V como funcién de L por medio de una férmula
que contenga una constante de proporcionalidad k.

(b) Para cierto automdvil en una superficie seca, L = 50 ft
cuando V = 35 mi/h. Encuentre el valor de k del inciso
(a).

(c) Estime la velocidad inicial del automdvil del inciso (b)
si las marcas del patinazo fueron de 162 pies de largo.

Ley de Coulomb La ley de Coulomb en teoria eléctrica
expresa que la fuerza F de atraccion entre dos particulas
con cargas opuestas varia directamente con el producto de
las magnitudes Q, y O, de las cargas e inversamente con el
cuadrado de la distancia d entre las particulas.

a) Encuentre una férmula para F en términos de Q,, Q,, d
p 1
y una constante de variacion k.
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28
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(b) (Cuadl es el efecto de reducir la distancia entre las par-
ticulas por un factor de un cuarto?

Umbral de peso El umbral de peso W se define como el
peso por encima del cual el riesgo de muerte aumenta consi-
derablemente. Para hombres de edad mediana, W es directa-
mente proporcional a la tercera potencia de la estatura 5.

(a) Exprese W como una funcién de 4 por medio de una
férmula que contenga una constante de proporcionali-
dad k.

(b) Para un hombre de 6 pies de estatura, W es de alrededor
de 200 libras. Encuentre el valor de k del inciso (a).

(c) Estime, a la libra mds cercana, el umbral de peso para
un hombre que mide 5 pies 6 pulgadas de estatura.

Laley de gasideal Laley de gas ideal expresa que el volu-
men V que un gas ocupa es directamente proporcional al
producto del nimero n de moles de gas y la temperatura 7,
en K, y es inversamente proporcional a la presién (en
atmosferas).

(a) Exprese V en términos de n, 7, P y una constante de
proporcionalidad k.

(b) (Cuadl es el efecto en el volumen si el nimero de moles
se duplica y tanto la temperatura como la presion se
reducen por un factor de 12?

Ley de Poiseuille La ley de Poiseuille expresa que el cau-
dal de sangre F (en L/min) que pasa por una arteria princi-
pal es directamente proporcional al producto de la cuarta
potencia del radio r de la arteria y la presién sanguinea P.

(a) Exprese F en términos de P, r y una constante de pro-
porcionalidad k.

(b) Durante un ejercicio intenso, los caudales normales de
sangre a veces se triplican. Si el radio de una arteria
principal aumenta en 10%, (aproximadamente cudnto
mds debe bombear el corazén?

Poblacién de truchas Suponga que se pescan 200 truchas,
se marcan y se sueltan en la poblacién general de un lago.
Denote con L el nimero de peces marcados que son recap-
turados cuando una muestra de n truchas se pesca en una
fecha posterior. La validez del método de marca-recaptura,
para estimar la poblacién total de truchas del lago estd
basada en la suposicién de que T es directamente propor-
cional a n. Si 10 truchas marcadas se recuperan de una
muestra de 300, estime la poblacion total de truchas del
lago.

Desintegracién radiactiva de un gas radén Cuando el
uranio se desintegra en plomo, un paso del proceso es la
desintegracion radiactiva del radio en el gas radén. El radén
entra por el suelo hacia los sétanos de las casas, donde pre-
senta un riesgo para la salud si se inhala. En el caso mas
sencillo de deteccion de radon, se toma una muestra de aire

32
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con volumen V. Después de establecer un equilibrio, la
desintegracion radiactiva D del radén se cuenta con una efi-
ciencia E en el tiempo ¢. La concentracién C del radén pre-
sente en la muestra de aire varia directamente con el
producto de D y E, e inversamente con el producto de V'y
t. Para una concentraciéon C fija de radén y un tiempo ¢,
encuentre el cambio en la cuenta de desintegracion radiac-
tiva D si V se duplica y E se reduce en 20%.

Concentraciéon de radén Consulte el ejercicio 31.
Encuentre el cambio en la concentracion de radén C si D
aumenta en 30%, t aumenta en 60%, V disminuye en 10%
y E permanece constante.

Densidad en un punto Una placa plana y delgada se sitda
en un plano xy, de modo que la densidad d (en 1b/ft2) en el
punto P(x, y) es inversamente proporcional al cuadrado de
la distancia desde el origen. ;Cual es el efecto en la densi-
dad en P si las coordenadas x y y se multiplican por %?

Temperatura en un punto Una placa metdlica plana se
coloca en un plano xy tal que la temperatura 7 (en °C) en el
punto (x, y) es inversamente proporcional a la distancia
desde el origen. Si la temperatura en el punto P(3, 4) es
20°C, encuentre la temperatura en el punto Q(24, 7).

Ejer. 35-38: Examine la expresion para el conjunto dado de
puntos de datos de la forma (x, y). Encuentre la constante
de variacion y una formula que describa la forma en que y
varia con respecto a x.

35
36

37

38

IE39

v/x; {(0.6, 0.72), (1.2, 1.44), (4.2, 5.04), (7.1, 8.52)}

xy; {(0.2, —26.5), (0.4, —13.25), (0.8, —6.625)}

x%y; {(0.8, —15.78125), (1.6, —3.9453125),
(3.2, —0.986328125)}

y/x% {(0.6,0.5616), (1.2, 4.4928), (2.4, 35.9424)}

Distancias de frenado Consulte el ejercicio 86 de la sec-
cién 3.4. La distancia D (en pies) necesaria para que un
auto se detenga con seguridad varia directamente con su
velocidad S (en mi/h).

(a) Use la tabla para determinar un valor aproximado para
k en la férmula de variacién D = kS>3.

S 20
33

30
86

40
167

50
278

60
414

70
593

(b) Compruebe su aproximacién al graficar los datos y D
en los mismos ejes de coordenadas.
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(WY IRUVINOIW'E EJERCICIOS DE REPASO

Ejer. 1-6: Encuentre todos los valores de x tales que
f(x) > 0y toda x tal que f(x) < 0, y trace la grafica de f.

1 fx) = +2)

2 flx) = x®— 32

3 f() = —7(x+2)(x — 1)2x — 3)
4 f(x) = 202 + x* — x*

5 f(x) = x* + 2x* — 8x

6 f(x) = 1= (x> — 20x* + 64x)

7 Si f(x) = x> —=5x>4+ 7x — 9, use el teorema del valor
intermedio para funciones polinomiales para demostrar que
hay un nimero real a tal que f(a) = 100.

8 Demuestre que la ecuacion x> — 3x* — 2x3 —x + 1 =0
tiene una solucién entre 0 y 1.

Ejer. 9-10: Encuentre el cociente y residuo si f(x) se divide
entre p(x).

9 flr) =3 —4*+x+5 p)=x*-2x+7
10 f(x) =4x° — x>+ 2x — 1; plx) =x?

1 Sif(x) = —4x* + 3x3 + 20x> + 7x — 10, use el teorema
del residuo para hallar f(—2).

12 Use el teorema del factor para demostrar que x — 3 es un
factor de f(x) = 2x* — 5x3 — 4x> + 9.

Ejer. 13-14: Use division sintética para hallar el cociente y
residuo si f(x) se divide entre p(x).

13 flx) = 6x° — 4x* + 8; plx) =x+2

14 fx) =2 +5x* = 2x+1; px) =x—3

Ejer. 15-16: Un polinomio f(x) con coeficientes reales tiene
el cero (o ceros) indicado y grado, y satisface la condicion
dada. Exprese f(x) como producto de polinomios lineales y
cuadraticos con coeficientes reales que sean irreducibles
sobre R.

15 =3 +5i,—1; grado3; f(1) =4
16 1—i,3,0; grado4; f(2) = —1

17 Encuentre un polinomio f(x) de grado 7 con coeficiente
principal 1 tal que —3 es un cero de multiplicidad 2 y O es
un cero de multiplicidad 5, y trace la gréfica de f.

18 Demuestre que 2 es un cero de multiplicidad 3 del poli-
nomio f(x) = x> — 4x* — 3x* + 34x> — 52x + 24 y ex-
prese f(x) como producto de factores lineales.

Ejer. 19-20: Encuentre los ceros de f(x) y exprese la multi-
plicidad de cada cero.

19 f(x) = (x* — 2x + 1)*(x> + 2x — 3)
20 f(x) = x® + 2x* + x?

Ejer. 21-22: (a) Use la regla de signos de Descartes para
determinar el nimero de posibles soluciones complejas
positivas, negativas y no reales de la ecuacion. (b) Encuentre
los enteros minimo y maximo que sean cotas superior e infe-
rior, respectivamente, para las soluciones reales de la ecuacion.

21 2x* = 4x* + 2x2 = 5x—7=0

22 ¥ -4+ 6x*+x+4=0

23 Demuestre que x® + 2x* + 3x? + 1 no tiene cero real.
Ejer. 24-26: Encuentre todas las soluciones de la ecuacién.
24 x* 4+ 9x3 + 31x> + 49x + 30 =0

25 16x* —20x* = 8x +3 =0

26 x*+ X —Tx?—x+6=0

Ejer. 27-28: Encuentre una ecuacion para el polinomio de
sexto grado f que se muestra en la figura.

27 y 28 y

29 Identifique cualesquiera asintotas verticales, asintotas
horizontales, puntos de interseccién y huecos para

A+ 2)x— 1)
J® = =5y

Ejer. 30-39: Trace la grafica de f.

-2
30 f® =5y
31 () = —
=Ty
X
3B [0 = (x+ 5 —5x + 4)
34 f() = x3 — 2x% — 8x

—x? + 2x



x*—=2x+ 1 3x*+x— 10
B =S a1 =T

—2x* —8x — 6 x>+ 2x—8
VW)= 3 f) =
7 x*—6x+8 s x+3

x* =16
39 fx) = ———

x

40 Encuentre una ecuacion de una funcién racional f que satis-

41

42

43

faga las condiciones dadas.

asintota vertical: x = —3

asintota horizontal: y = %

punto de interseccion con el eje x. S
huecoenx = 2

Suponga que y es directamente proporcional a la raiz
cubica de x e inversamente proporcional al cuadrado de z.
Encuentre la constante de proporcionalidad si y = 6 cuando
x=8yz=3.

Suponga que y es inversamente proporcional al cuadrado de
x. Trace una gréfica de esta relacién para x > 0, dado que
y = 18 cuando x = 4. Incluya un punto para x = 12.

Flexion de una viga Una viga horizontal de / pies de largo
estd apoyada en un extremo y no apoyada en el otro
extremo (vea la figura). Si la viga se somete a una carga
uniforme y si f denota la flexién de la viga en una posicién
a x pies del extremo con apoyo, entonces se puede demos-
trar que

y = cx*(x* — 4ix + 61°),
donde ¢ es una constante positiva que depende del peso de

la carga y de las propiedades fisicas de la viga.

(@) Si la viga mide 10 pies de largo y la flexién en el
extremo no apoyado de la viga es de 2 pies, encuentre c.

(b) Demuestre que la flexién es de 1 pie en algin punto
entre x = 6.1 yx = 6.2.

EJERCICIO 43

44 Cilindro elastico Un rectdngulo hecho de material eldstico

se va a convertir en cilindro al unir el lado AD con el lado
BC, como se ve en la figura. Un alambre de longitud fija /
se pone a lo largo de la diagonal del rectdngulo para dar
apoyo a la estructura. Denote con x la altura del cilindro.

(a) Exprese el volumen V del cilindro en términos de x.

(b) (Para qué valores positivos de x es V > 0?

45

46

47
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EJERCICIO 44
D C
l
A B

Determinar temperaturas Un meteor6logo determina que
la temperatura 7 (en °F) para cierto periodo de 24 horas en
invierno se da con la férmula T = 2'*01(1 — 12)(¢t — 24) para
0 =t = 24, donde ¢ es el tiempo en horas y r = 0 corres-
ponde a las 6:00 a.m. ;En qué tiempo(s) la temperatura fue
de 32°F?

Propagacion de venados Un rebafio de 100 venados se
introduce en una pequefia isla. Suponiendo que el nimero
N(1) de venados después de ¢ afios estd dada por N(r) = —¢*
+ 2172 + 100 (para ¢ > 0), determine cudndo el tamafio del
rebaio pasa de 180.

Curva de umbral de respuesta En bioquimica, la curva
general de umbral de respuesta es la grafica de una ecuacién
k n
S"+ a’
donde R es la respuesta quimica cuando el nivel de la sus-
tancia sobre la que se actda es Sy a, k y n son constantes
positivas. Un ejemplo es la tasa de remocién R de alcohol
del torrente sanguineo por el higado, cuando la concentra-

cién de alcohol en la sangre es S.

R =

(a) Encuentre una ecuacion de la asintota horizontal para la
gréfica.

(b) En el caso de la remocidn de alcohol, n = 1 y un valor
tipico de k es 0.22 gramos por litro por minuto. ;Cudl
es la interpretacion de k en esta situacion?

Limpieza de un derrame de petréleo El costo C(x) de
limpiar x por ciento de un derrame de petréleo que ha lle-
gado a la costa aumenta grandemente cuando x se aproxima
a 100. Suponga que

0.3
Clx) = lix (millones de ddlares).
—x

01
(a) Compare C(100) con C(90).

(b) Trace la grifica de C para 0 < x < 100.

Llamadas telefénicas En cierto condado, el nimero prome-
dio de llamadas telefénicas por dia, entre dos ciudades cua-
lesquiera, es directamente proporcional al producto de sus
poblaciones e inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia entre ellas. Las ciudades A y B estdn a 25 millas
una de otra y tienen poblaciones de 10,000 y 5000, respecti-
vamente. Los registros telefénicos indican un promedio de
2000 llamadas por dia entre las dos ciudades. Estime el
nimero promedio de llamadas por dia entre la ciudad A y
otra ciudad de 15,000 habitantes que estd a 100 millas de A.
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50 Potencia de un rotor de viento La potencia P generada

CAPITULO 4

1

por un rotor de viento es directamente proporcional al pro-
ducto del cuadrado del drea A recorrida por las palas y la
tercera potencia de la velocidad v del viento. Suponga que

FUNCIONES POLINOMIALES Y RACIONALES

el didmetro del drea circular recorrida por las palas es de 10
pies y P = 3000 watts cuando v = 20 mi/h. Encuentre la
potencia generada cuando la velocidad del viento es de 30
mi/h.

Compare el dominio, rango, nimero de intersecciones con
el eje x y forma general de los polinomios de grado par y de
grado impar.

Cuando usa division sintética, (podria usar un nimero
complejo ¢ en vez de un nimero real en x — ¢?

Discuta la forma en que la division sintética se puede usar
para ayudar a hallar el cociente y residuo cuando 4x3 — 8x?
— 11x + 9 se divide entre 2x + 3. Discuta cdmo se puede
usar division sintética con cualquier factor lineal de la
forma ax + b.

Trace (a mano) una gréafica de una funcién polinomial de
grado 3 que tenga intersecciones en 1, 2 'y 3 con el eje x,
tenga una interseccién con el eje y en 6 y pase por el punto
(—1, 25). (Puede tener realmente la grafica que acaba de
trazar?

(Cuantos puntos diferentes se necesitan para especificar un
polinomio de grado n?

Demuestre el teorema sobre ceros de par conjugado de
un polinomio (Sugerencia: para un polinomio f arbitrario,
examine los conjugados de ambos lados de la ecuacién

f2)=0)

D¢ un ejemplo de una funcién racional que tenga un factor
comtn en el numerador y el denominador, pero que no
tenga un hueco en su gréfica. Discuta, en general, la forma
en que esto ocurre.

| ax + b
(a) ¢Puede la grifica de f(x) = 4 (donde ax + b #
cx
cx + d) cruzar su asintota horizontal? Si es asf, ;dénde

es? 2
+ bx +
(b) (Puede la grifica de f(x) = %;ﬂi

que no hay factores semejantes) cruzar su asintota hori-

(suponga

zontal? Si es asi, ;donde es?

Férmula de supervivencia en juegos de azar Una férmu-
la empirica para la cantidad de dinero B (en ddlares), que se
necesita para sobrevivir a una sesién de juegos de azar con
confianza C (porcentaje expresado como decimal), estd
dada por la férmula
B = GW
29.3 + 53.1E — 22.7C°

donde G es el nimero de juegos jugados en la sesién, W es
la apuesta por juego y E es la ventaja del jugador en el
juego (expresada como decimal).

10

1

12

EJERCICIOS DE ANALISIS

(a) Aproxime la cantidad de dinero necesaria para un juga-
dor que juega 500 juegos por hora, durante 3 horas, a $5
por juego y ventaja de —5%, siempre que el jugador
desee un 95% de probabilidad de sobrevivir la sesién de
3 horas.

(b) Discuta la validez de la férmula; una tabla y una gréfica
pueden ayudar.

Multiplique entre si tres enteros consecutivos y luego sume
el segundo entero a ese producto. Use divisién sintética
para ayudar a demostrar que la suma es el cubo de un entero
y determine qué entero.

Tasa personal de impuesto Suponga que la cantidad total
de impuesto estatal pagada estd formada por una cantidad P
por propiedad personal y S por ciento del ingreso /.

(a) Encuentre una funcién que calcule la tasa R de
impuesto estatal de una persona, es decir, el porcentaje
del ingreso de esa persona que se paga en impuestos.
(Es util considerar valores especificos para crear la fun-
cion.)

(b) {Qué le ocurre a R cuando [ se hace muy grande?

(c) Discuta la frase: “La gente rica paga un porcentaje mas
bajo de sus ingresos en impuestos estatales que cual-
quier otro grupo”.

Calificacion de un pasador de la NFL La Nacional
Football League clasifica a sus pasadores al asignar una
calificacion R de pasador con base en los nimeros de pases
completos C, intentos A, yardas Y, touchdowns 7T e inter-
cepciones /. En una situacién normal, se puede demostrar
que la calificacion del pasador se puede calcular usando la
férmula
R= 25(A + 40C + 2Y + 160T — 20010)
12A '

(a) En 2004, Peyton Manning complet6 336 pases de 497
intentos para 4557 yardas y tuvo 49 pases para touch-
down, asi como 10 intercepciones. Calcule su califica-
cion que establecié un récord.

(b) ¢(Cudntas yardas mds hubiera necesitado para obtener
una calificacién de pasador de al menos 121.5?

(c) Si hubiera podido hacer un pase de touchdown mads, ;de
qué largo hubiera tenido que ser para que €l obtuviera
una calificacién de pasador de al menos 1227
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Trace la gréfica de f(x) = é(x + 3)(x — 2)(x — 4). ;Cudl es la interseccion con el
eje y?

La grifica de la funcién f intersecta al eje x en x = 0,1 y 2. Escriba una posible
ecuacion para f.
EJERCICIO 2

Use el teorema del valor intermedio para demostrar que f(x) = x* + 2x> — x — 1
tiene un cero entre 0 y 2.

(Cudl es la solucién para f(x) < 0, donde f(x) = (x — a)(x — b)*(x —¢) y
a<0<b<c?

Suponga que el nimero N(7) de cierto tipo de animal después de ¢ afios estd dado
por N(1) = —1* + 487 + 49, donde ¢ > 0. De acuerdo con el modelo, ;en qué
momento se extinguird la poblacién?

La figura muestra la gréifica de f(x) = 2x° —6x +2 y g(x) = 2x* + 2x — 30.
(Qué pasaria con las grédficas si se cambiara el rango de =50 =y =10 a
—2000 =y = 2000?
EJERCICIO 6

Use el teorema del factor para demostrar que x — 2 es un factor de
flx) = x* — 3x* — 10x + 24.

Dado que la gréfica de f(x) = a(x — 1) (x — 2) (x — 3) pasa por el punto (4, b),
encuentre el valor de a en términos de b.

Encuentre todos los valores de k para que f(x) = k*x* — kx* — 6 sea divisible
entre x — 1.

Un polinomio f'tiene 3 como un cero de multiplicidad 1, —1 como un cero de mul-
tiplicidad 2 y pasa por el punto (2, —27). Encuentre f'en la forma factorizada.

291
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1

12

13

14

15

16

17

18

19

Un polinomio f de tercer grado pasa por los siguientes puntos: (—2, 0), (0, 3),
(1, 0), (3, 0) y (4, b). Encuentre todos los valores posibles de b.

(Es posible tener un polinomio f de tercer grado que tenga ceros 0, 1 e i? Si es asi,
encuentre f.

Explique por qué % podria ser una raiz racional de
f(x) = 702x* — 57x% — 5227x> — 163x + 6545.

La funcién f(x) = 10x* — 27x*> — 7x + 30 tiene posibles raices racionales en =1,

1 1 1 2 3 3 3 5 6 15
ii’ ig, im, i2, ig, i?), ii’ ig, im, iS, ii’ i6, ig, ilO, ilS, i7 y *30.

La gréfica dada muestra todos los ceros de f. Use esta informacion para hacer una
lista de todos los ceros de f.

EJERCICIO 14 LY
10+
f F—t——+—>
) \/ —
10+
y 3x2 + x + 13 . ; .
La funcién f(x) = —————— intersecta su asintota horizontal. Encuentre el
x*+2x+ 1
punto (x, y) de la interseccion.
32+ x—2
Encuentre las coordenadas x y y del hueco de f(x) = )627)6
x> —8x + 4

20+ Dx—3) 2% —4x—6

(x—Dx—23) X2 —4x + 3
ciones con los ejes x y x, las asintotas horizontales y verticales y cualquier hueco.

Trace la gréfica de f(x) = . Marque las intersec-

Encuentre una ecuacién de una funcién racional f que intersecte al eje x en 4, una
asintota vertical de x = 2, una asintota horizontal de y = —3 y un hueco en
x = —1. proporcione su respuesta en forma factorizada.

z es directamente proporcional al cuadrado de x e inversamente proporcional a y.
Siz=6cuandox = 3yy =2, encuentre zcuandox = 6y y = 12.
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Funciones inversas,
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logaritmicas

Las funciones exponenciales y logaritmicas son funciones trascendentales,
porque no pueden ser definidas en términos sélo de adicidn, sustraccion,
multiplicacién y potencias racionales de una variable x, como es el caso
para las funciones algebraicas consideradas en capitulos previos. Esas
funciones son de la mayor importancia en matemadticas y tienen
aplicaciones en casi todos los campos del saber humano. Son
especialmente ttiles en los campos de quimica, biologia, fisica e
ingenieria, donde ayudan a describir la forma en que las cantidades en la
naturaleza crecen o disminuyen. Como veremos en el capitulo, hay una
estrecha relacién entre funciones exponenciales y logaritmicas

especificas; es decir, son funciones inversas entre si.
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L 5

Funciones inversas

Una funcién f puede tener el mismo valor para diferentes nimeros en su domi-
nio. Por ejemplo, si f(x) = x%, entonces f(2) = 4y f(—2) = 4, pero 2 # —2.
Para que la funcion inversa de una funcion se defina, es esencial que nimeros
diferentes del dominio siempre den valores diferentes de f. Esas funciones se
denominan funciones biunivocas.

Definicién de
funcién biunivoca

Una funcién f con dominio D y rango R es una funcién biunivoca si cual-
quiera de las dos condiciones equivalentes siguientes se satisface:

(1) Siempre que a # b en D, entonces f(a) # f(b) en R.
(2) Siempre que f(a) = f(b) en R, entonces a = b en D.

FIGURA1

a 0/\'
c Nﬂ)
X
"\z(c) 5

b of(x)
R
FIGURA 2
AY
y = f(x)
y = f(a)
I I
I I
I I
I I
if(a) if(b)
8 | |
I I
l l o
a b X

El diagrama de flechas de la figura 1 ilustra una funcién biunivoca. Note
que el valor de cada funcién del rango R corresponde a exactamente un ele-
mento del dominio D. La funcién ilustrada en la figura 2 de la seccién 3.4 no
es biunivoca, porque f(w) = f(z), pero w # z.

EJEMPLO 1 Determinar si una funcién es biunivoca

(@) Sif(x) = 3x + 2, demuestre que f es biunivoca.

(b) Si g(x) = x* — 3, demuestre que g no es biunivoca.

SOLUCION

(a) Usaremos la condicion 2 de la definicién precedente. Por lo tanto, suponga
que f(a) = f(b) para algunos niimeros a y b en el dominio de f. Esto nos da

3a + 2 =3b + 2 definicién de f(x)
3a = 3b reste 2

a=>b divida entre 3

Como hemos concluido que a debe ser igual a b, f es biunivoca.

(b) Demostrar que una funcién es biunivoca requiere una demostracion gene-
ral, como en la parte (a). Para demostrar que g no es biunivoca sélo necesita-
mos hallar dos niimeros reales distintos en el dominio que produzcan el mismo
valor de funcién. Por ejemplo —1 # 1, pero g(—1) = g(1). De hecho, como g
es una funcidn par, g(—a) = g(a) para todo nimero real a. [

Si conocemos la grafica de una funcioén f, es facil determinar si fes biu-
nivoca. Por ejemplo, la funcién cuya grifica se traza en la figura 2 no es biu-
nivoca porque a # b, pero f(a) = f(b). Note que la recta horizontal y = f(a)
(o y = f(b)) cruza la grifica en mds de un punto. En general, podemos usar la
siguiente prueba grafica para determinar si una funcién es biunivoca.

Prueba de la recta horizontal

Una funcién f es biunivoca si y s6lo si toda recta horizontal cruza la gréafica
de f'a lo mds en un punto.
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Apliquemos la prueba de la recta horizontal a las funciones del ejemplo 1.

EJEMPLO 2 Uso de la prueba de la recta horizontal

Use la prueba de la recta horizontal para determinar si la funcion es biunivoca
@) fx) =3x + 2 (b) gx) =x*—3
SOLUCION

(a) La grafica de f(x) = 3x + 2 es una recta con punto de interseccién 2 con
el eje y y pendiente 3, como se ve en la figura 3. Vemos que cualquier recta
horizontal cruza la grafica de f'a lo mds en un punto. Entonces, fes biunivoca.

FIGURA 3 FIGURA 4

/1 I

(b) La gréfica de g(x)= x2—3 es una pardbola que abre hacia arriba con vér-
tice (0, —3), como se ve en la figura 4. En este caso, cualquier recta horizon-
tal con ecuacién y = k, donde k > —3, cruzard la grifica de g en dos puntos.
Por lo tanto, g no es biunivoca. [ ]

Podemos suponer del ejemplo 2 que toda funcién creciente o decreciente
pasa la prueba de la recta horizontal. En consecuencia, obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema: las funciones
crecientes o decrecientes
son biunivocas

(1) Una funcién que es creciente en todo su dominio es biunivoca.

(2) Una funcién que es decreciente en todo su dominio es biunivoca.

Sea f una funcién biunivoca con dominio D y rango R. Asi, para cada
nimero y en R, hay exactamente un nimero x en D tal que y = f(x), como lo
ilustra la flecha de la figura 5(a). Podemos, por lo tanto, definir una funcién g
de R a D por medio de la siguiente regla:

x = g(y)

Como en la figura 5(b), g invierte la correspondencia dada por f.
Denominamos g a la funcion inversa de f, como en la siguiente definicion.
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FIGURAS
(@ y=fx (b) x = g(y)
S 8
D y=F0 D Y
R R

Definicion de funcién inversa

Sea f una funcién biunivoca con dominio D y rango R. Una funcién g con
dominio R y rango D es la funcién inversa de f, siempre que la condicion
siguiente sea verdadera para toda x en D y toda y en R:

y = f(x) siy sélo si x = g(y)

Recuerde que para definir la inversa de una funcion f, es absolutamente
esencial que f sea biunivoca. El siguiente teorema, expresado sin demostra-
cion, es ttil para verificar que una funcién g es la inversa de f.

Teorema de funciones inversas

Sea f una funcién biunivoca con dominio D y rango R. Si g es una funcién
con dominio R y rango D, entonces g es la funcion inversa de f'si y sélo si
son verdaderas las dos condiciones siguientes:

(1) g(f(x)) = x paratodaxen D
(2) f(g(y)) = yparatodayin R

Las condiciones 1 y 2 del teorema precedente estdn ilustradas en la figura
6(a) y (b), respectivamente, donde la flecha azul indica que f'es una funcién de
D a Ry la flecha roja indica que g es una funcién de R a D.

FIGURA 6
(a) Primero f, luego g (b) Primero g, luego f

f f
X /\ f(x) g(y)./\> y
8(f(x)) g f(g(»)

8
D R D R

Note que en la figura 6(a) primero aplicamos f al nimero x en D, obte-
niendo el valor de funcién f(x) en R, y luego aplicamos g a f(x), obteniendo el
nimero g(f(x)) en D. La condicién 1 del teorema expresa que g(f(x)) = x para
toda x; esto es, g invierte la correspondencia dada por f.

En la figura 6(b) usamos el orden opuesto para las funciones. Primero
aplicamos g al nimero y en R, obteniendo el valor de funcién g(y) en D y luego
aplicamos f'a g(y), obteniendo el nimero f(g(y)) en R. La condicién 2 del teo-
rema expresa que f(g(y)) = y para toda y; esto es, f invierte la corresponden-
cia dada por g.
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Si una funcidn ftiene una funcidén inversa g, con frecuencia denotamos g
por f~1. El —1 empleado en esta notacién no debe confundirse con un expo-
nente; esto es,

f7'(y) no significa 1/[ f(y)].

El reciproco 1/[f(y)] puede ser denotado por [f(y)]~!. Es importante recordar
los datos siguientes acerca del dominio y rango de fy f~!.

Dominio e imagendefyf!

dominio of f~! = rango de f
rango de f ' = dominio de f

Cuando estudiamos funciones, a veces denotamos con x a un nimero arbi-
trario en el dominio. Asi, para la funcién inversa f~!, podemos considerar
fXx), donde x estd en el dominio R de f~!. En este evento, las dos condicio-
nes del teorema sobre funciones inversas se escriben como sigue:

1) f'(f(x)) = x para toda x en el dominio de f
(2) f(f'(x)) = x para toda x en el dominio de f

La figura 6 contiene una sugerencia para hallar la inversa de una funcién
biunivoca en ciertos casos: si es posible, de la ecuacion y = f(x) despejamos
X en términos de y, obteniendo una ecuacién de la forma x = g(y). Si las dos
condiciones g(f(x)) = x y f(g(x)) = x son verdaderas para toda x en los domi-
nios de f'y g, respectivamente, entonces g es la funcién inversa f~! requerida.
Las directrices siguientes resumen este procedimiento; en la directriz 2, en
anticipacion a hallar f~!, escribimos x = f~!(y) en lugar de x = g(y).

Directrices para hallar
f~'en casos simples

1 Verifique que f'sea una funcién biunivoca en todo su dominio.

2 De la ecuacién y = f(x) despeje x en términos de y, obteniendo una
ecuacion de la forma x = f~1(y).

3 Verifique las dos condiciones siguientes
(@) f'(f(x)) = x para toda x en el dominio de f
(b) f(f '(x)) = x para toda x en el dominio de £

El éxito de este método depende de la naturaleza de la ecuacién y = f(x),
porque debemos estar en aptitud de despejar x en términos de y. Por esta razén,
incluimos la frase en casos simples en el titulo de las directrices. Seguiremos
éstas en los siguientes tres ejemplos.

EJEMPLO 3 Hallar la inversa de una funcién
Sea f(x) = 3x — 5. Encuentre la funcién inversa de f.

SOLUCION

Directriz1 La gréfica de la funcién lineal f es una recta de pendiente 3 y por
lo tanto f es creciente de principio a fin en R. Asi, f es biunivoca y existe la

(continiia)
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funcién inversa f~! Ademds, como el dominio y rango de f son R, lo mismo

es cierto para f L

Directriz2 De la ecuacién y = f(x) despeje x:

y=3x—35 seay=f(x)

y+5 . .
X = 3 despeje x en términos de y
Ahora formalmente hacemos x = f~!(y); es decir,
~ y+5
[y = 3

Como el simbolo empleado para la variable no tiene importancia, también
podemos escribir
x+5

3 9

[ =

donde x estd en el dominio de /.

Directriz3 Como el dominio y rango de f'y de f~' son R, debemos verificar
las condiciones (a) y (b) para todo nimero real x. Procedemos como sigue:
@) (/) =f1'3x —5) definicién de f
_(Bx—=5+5
- 3

=X simplifique

definicién de !

(b) f(f') = f<x il 5) definicién de f~!

x+5 L
=3 3 — 5 definicién de f

=X simplifique

Estas verificaciones demuestran que la funcion inversa de f estd dada por

x+5
3

FIGURA7 f—l(x) — . -

EJEMPLO 4 Hallar la inversa de una funcién

Sea f(x) = Encuentre la funcién inversa de f.

3x
2x— 5

SOLUCION

Directriz1 La gréfica de la funcion racional f aparece en la figura 7 (refiérase
al ejemplo 3 de la seccidn 4.5). Esta es decreciente a lo largo de su dominio
(—00, %) U (%, 00). Por lo tanto, f es biunivoca y existe la funcién inversa f .
También sabemos que el dominio mencionado es el rango de f~! y que el rango
de f, (—oe, %) U (%, 00), es el dominio de f .

!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
+
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
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Directriz 2 Despeje x de la ecuacién y = f(x).

3x+4

2x—5

y(2x —5) = 3x + 4 multiplique por 2x — 5

y= sea y = f(x)

2xy — 5y = 3x + 4 multiplique
2xy —3x = 5y + 4 agrupe todos los términos de x en un
solo lado

x(2y —3) =5y +4 saque como factor a x

Sy+4
X = divida entre 2y — 3
2y —3
Por tanto,
5 5x + 4
[y = u o bien, lo que es equivalente, f~'(x) = * .
2y — 3 2x =3

Directriz 3 Verificamos las condiciones (a) y (b) para x en los dominios de f'y

Para un ejemplo especifico de la /™!, respectivamente. a4 S b )+ 40 — S
directriz 3, si x = 3, entonces (x) Gr+d) + 4 )
&) =5 =13 @ £ (f() = /" <3" * 4) R i/ AR Ak
yf1(13) =%) = 3. Por lo tanto, 26 =3 2(%) -3 Ox + 2)_35( *— 9)

-1 — f-1 _ x — Y —
@) =f713)=3y
;):(ff(13))=ff(3):13.} _15x+20+8-20 23x_
’ ’ 6x +8 —6x + 15 23
Sugerencia: después de encontrar

una funcion inversa f~, escoja un S+ 4 3(5x + 4) + 4(2x — 3)
niimero arbitrario en el dominio de Sc+4 (Zx — 3> 4 3

“(c 1 [ —1 = = =
f(como 3 arriba) y verifique las ~ (b} f(f7'() = f < 2x — 3) Sx+ 4 25x + &) — 5(2x — 3)
condiciones (a) y (b) en la directriz 3 3

X — X —

3. Es muy probable que si estas st 12 48— 12 2k

condiciones “se verifican”, = =—=x
. 10x + 8 — 10x + 15 23
entonces la inversa correcta ha
sido encontrada. o
Entonces, la funcion inversa estd dada por
5x + 4
-1 —
x) = . ]
f7) 7 —3

EJEMPLO 5 Hallar la inversa de una funcién

Sea f(x) = x> — 3 para x = 0. Encuentre la funcion inversa de f.

FIGURA 8

SOLUCION

Directriz1 La grafica de f aparece en la figura 8. El dominio de fes [0, »), y
el rango es [—3, ). Como f es creciente, es biunivoca y por tanto tiene una
funcién inversa f~! con dominio [—3, %) y rango [0, ).

Directriz2 Consideremos la ecuacion
y=x>—-3

y despejamos x, para obtener

(contintia)
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FIGURA 9

Note que las grdficas de fy f~' se
cruzan en la rectay = x.

FIGURA 10
y

Como x es no negativa, rechazamos x = —Vy + 3 y hacemos
fi(y)=Vy+3 o bien, lo que es equivalente,  f~'(x) = Vx + 3.

(Note que si la funcién f tuviera dominio x = 0 hubiéramos escogido la fun-
cién f1(x) = = Vx + 3)

Directriz 3 Verificamos las condiciones (a) y (b) para x en los dominios de f
y f 7!, respectivamente.

@ (&) =1 = 3)
=VG?—3)+3=Vxl=xparax =0
() f(/(x) = f(Vax+3)
=(Vx+3)—-3=(x+3)—3=xparax= —3
Entonces, la funcién inversa estd dada por

fYx) = Vx+3 parax= —3. [

Hay una relacién interesante entre la grafica de una funcién f'y la grafica
de su funcidén inversa f~!. Primero observamos que b = f(a) es equivalente a
a = f~Y(b). Estas ecuaciones implican que el punto (a, b) estd sobre la grdfica
de fsi y solo si el punto (b, a) estd sobre la grdfica de f".

Como ilustracién, en el ejemplo 5 encontramos que las funciones f'y f~!
dadas por

fO=x*=3 'y [f=Vx+3

son funciones inversas entre si, siempre que x se restrinja de modo apropiado.
Algunos puntos sobre la gréfica de f son (0, —3),(1, —2),(2, 1) y (3, 6). Los
puntos correspondientes sobre la grafica de f~! son (=3, 0),(=2, 1),(1, 2) y
(6, 3). Las gréficas de f'y f~! se trazan en el mismo plano de coordenadas en
la figura 9. Si la pagina se dobla a lo largo de la recta y = x que corta los cua-
drantes I y III (como se indica con la linea interrumpida de la figura), enton-
ces las graficas de fy ! coinciden. Las dos graficas son reflexiones una de la
otra a través de la recta y = x, o0 son simétricas con respecto a esta recta. Esto
es tipico de la gréfica de toda funcién f que tiene una funcién inversa f ! (vea
el ejercicio 56)

EJEMPLO 6 La relacion entre las graficas de fy f !

Sea f(x) = x3. Encuentre la funcién inversa f ' de f, y trace las graficas de f'y
/" en el mismo plano de coordenadas.

SOLUCION La gréfica de f se traza en la figura 10. Note que f es una fun-
cioén impar y por tanto la grafica es simétrica con respecto al origen.

Directriz1 Como fes creciente en todo su dominio, R, es biunivoca y por lo
tanto tiene una funcién inversa f~!.

Directriz 2 Consideremos la ecuacién
y=x
y despejamos x al sacar la raiz cubica de cada lado, obteniendo
x =y = \%fy
A continuacién hacemos

1) = Vy 0, bien lo que es equivalente, ') = Vx.
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Directriz 3  Verificamos las condiciones (a) and (b):
@ f'(f(x) =f"x* = Vx*=x paratodaxenR
(b) f(f'(x) =f(Vx)=(Vx) =x paratodaxenR
La grafica de f ! (esto es, la grifica de la ecuacién y = \7;) puede obte-
nerse por reflexion de la gréafica de la figura 10 a través de la recta y = x, como
se ve en la figura 11. Tres puntos sobre la gréfica de f~! son (0,0), (1,1) y
(8,2). n
El siguiente ejemplo muestra cémo graficar la inversa de una funcién
usando una calculadora de gréficas.

Haga asignaciones Y.

Grafique la inversa.

Grafique las funciones.

EJEMPLO 7 Graficar la inversa de una funcién

(a) Trace la grafica de la funcién inversa de
() =503 + 9.

(b) Aproxime las soluciones de la ecuacion f(x) = f~!(x).

SOLUCION

(a) Asignaremos (x* + 9x)/35 a Y|, asignamos x a Y,, ajustamos la pantalla a [—12, 12] por
[—38, 8], y graficamos las funciones.

Flofl Flotz Flors
S BT+ D30

it
“-.
™

=) ET % L L
nmimwnnn

inlmininlnin

Como f es creciente en todo su dominio, es biunivoca y tiene una inversa. Si f no fuera
biunivoca e hiciéramos el siguiente tecleo, entonces la calculadora trazaria la relacion inversa,
pero no serfa una funcion.

Quars) (=) (1) (1) (EneR)

(contintia)
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e N
(b) f(x) = f !(x) en larecta y = x. Usando la
funcién de interseccion con Y, y Y, da la
solucién x = 5.1. Por la simetria de las grafi-
cas, tenemos las soluciones x = Oy x = £5.1.

Inbewegction
H=E.ooghigs |y=c_omogioc
[
- /
m Ejercicios
Ejer. 1-2: Si es posible, encuentre Ejer. 5-16: Determine si la funcion f es biunivoca.
-1 -1
@ /75 (b) g7(6) 5 f) = 26+ 5 R —
! 2|4 |6 x 1 ro2
* 7 fx) =x*-=5 8 flx) =x>+3
ftx) 3 5 9 g(x) 6 2 6
9 f(x) = Vx 10 f(x) = Vx
1 flx) = |x] 12 fx) =3
13 flx) = V4 —x? 14 f(x) =2x°—4
2
! - ! 15 () = 16 /() = 5
f® 2 | 5|6 g 316 x x

Ejer. 17-18 Use la grafica de f junto con la relacién dominio-
rango de f'y f~! para completar las declaraciones. (Sugeren-
cia: si x se aproxima a 2 en f, entonces y se aproxima a 2 en

1
Ejer. 3—-4: Determine si la grafica corresponde a una funcion
biunivoca. I
3 (@ (b) (@
y y y

4 (a)

b
Y ® y Y (a) Cuando x — —4, f~1() = .
(b) Cuando x — oo, f1(x) > ____.
Y X Y (c) Cuando x = —oo, fl(x) > ____.
(d) Cuandox = 4+, f1(x) > ___.

(e) Cuandox > 4, f1x) > ___.



(@) Cuandox — 0, '(x) > .
(b) Cuando x — o, fl(x) > .
(c) Cuandox — —oo, f~l(x) > .
(d) Cuandox — 2%, f"lx) > .
(e) Cuandox — =27, lx) > .

Ejer. 19-22: Use el teorema sobre funciones inversas para

demostrar que fy g son funciones inversas una de otra, y

trace las graficas de f'y g en el mismo plano de coordenadas.
x+2

3

19 f(x) = 3x — 2; glv) =

20 f(x) = x>+ 5,x=0; gx)=—-Vx—-5x=5
glx) = V3—-xx=3

g) = Vx+4

21 f(x) = —x>+ 3,x=0;
22 f(x) =x3— 4

Ejer. 23-26: Determine el dominio y rango de f~! para la
funcién dada sin hallar en realidad f~!. Sugerencia: pri-
mero encuentre el dominio y rango de f

B )=~ 2 ) = ——

25 f(x) =

dx+5 2 — 7
26 f(x) =
3 — 8 & =55

Ejer. 27—48: Encuentre la funcion inversa de f.
27 f(x) =3x+5 28 f(x) =17 — 2x

1

20 =5 0 /0=
3 2 4

N ) =5 2 fl) = —

33 fx) =2 —-3x%,x=0 34 f(x) =5x*+2,x=0

5.1 Funciones inversas 303

35 flx) =2x3 =5 36 f(x) = —x*+2

37 fx) = V3 —x 38 f(x) = Vx+4

39 f(x) = Vx+ 1 40 flx) = Vx — 4

4 fx) = (& —6)° 42 fx) = (¢ + 1)

43 f(x) = x 44 f(x) = —x

45 f(x) = —V9—x%, 3=x=0

46 f(x) = V4 —x,0=x=2

47 f(x) = x> —6x,x=3
48 f(x) = x> —4x +3,x =2

Ejer. 49-50: Sea h(x) = 4 — x. Use h, la tabla y la grafica
para evaluar la expresién.

x | 2103 |4]5s
for | -1 ] o | 1] 2

49 (@) (g7 '°f N2
(@ (h'efog™)3)

50 (@) (gof (=1
() (h'og o f)(6)

Ejer. 51-54: Se ilustra la grafica de una funcion biunivoca f.
(a) Utilice la propiedad de reflexion para trazar la grafica
de f~L (b) Encuentre el dominio D y el rango R de la fun-
cion f. (c) Encuentre el dominio D, y el rango R, de la funcién
inversa f~1.

(b) (g7'°hnB)

(b) (f'og )
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51 52 58 Sea n cualquier entero positivo. Encuentre la funcién
inversa de f'si

@) f(x) = x"parax =0

(b) f(x) = x™ para x = 0 y m cualquier entero positivo

“w Ejer. 59-60: Use la grafica de f para determinar si f es

biunivoca.

59 f(x) = 0.4x° — 0.4x* + 1.2x — 1.2x> + 0.8x — 0.8
x—8

60 f() =

“n Ejer. 61-62: Grafique f sobre el intervalo dado. (a)
Estime el intervalo mas grande [a, b] con a < 0 < b sobre
el cual f es biunivoca. (b) Si g es la funcién con dominio
[a, b] tal que g(x) = f(x) paraa = x = b, estime el domi-
nio y rango de g~.

61 f(x) = 2.1x* — 2.98x% — 2.11x + 3; [—1, 2]

62 f(x) = 0.05x* — 0.24x* — 0.15x + 1.18x + 0.24;
[-2,2]
* Ejer. 63-64: Grafique f en la pantalla dada. Use la grafica de
f para predecir la forma de la grifica de f~'. Verifique su
prediccion al graficar f~!y la rectay = x en la misma pan-
talla.

63 flx) = Vx—1; [—12, 12] por [—38, 8]

55 (a) (a) Demuestre que la funcién definida por f(x)= ax +
b (una funcién lineal) para @ # 0O tiene una funcién

_ _ o) .
inversa y encuentre f'(x). 64 f0x) =2 =2+ 3x=2; [0, 12] por [0, 8]

(b) (Una funcion constante tiene inversa? Explique. 65 Necesidades de ventilacion La ventilacion es una forma
eficiente de mejorar la calidad del aire en interiores. En
56 Demuestre que la grafica de /' es la reflexion de la grafica restaurantes donde no se permite fumar, las necesidades de
de f a través de la recta y = x verificando las siguientes circulacién de aire (en ft>/min) estan dadas por la funcién
condiciones: V(x) = 35x, donde x es el nimero de personas en el drea de
comedor.
(1) Si P(a, b) esté sobre la grafica de f, entonces Q(b, a)
estd sobre la gréfica de . (a) Determine las necesidades de ventilacién para 23 per-
(2) El punto medio del segmento de recta PQ estd sobre la sonas.
rectay = x.

(3) La recta PQ es perpendicular a la recta y = x. (b) Encuentre V~!(x). Explique el significado de V.

57 Verifique que f(x) = f'(x) si (c) Use V! para determinar el nimero méximo de per-
ax + b sonas que deben estar en un restaurante que tenga
@) fx) = —x+b (b) fv) = o _ gPMac# 0 capacidad de ventilacién de 2350 ft*/min.
© f (x) tiene la |E 66 Estaciones radioemisoras La tabla siguiente es una lista
g'rafl'ca AY de nimeros totales de radioemisoras en Estados Unidos
siguiente para ciertos aflos
’ Afio Nimero
1950 2773
y =/ 1960 4133
\ x 1970 6760
1980 8566
1990 10,770
2000 12,717




(a) Grafique los datos
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(c) Encuentre f~'(x). Explique el significado de f .

(b) Determine una funcién lineal f(x) = ax + b que modele (d) Use f! para predecir el afio en el que hubo 11,987

estos datos, donde x es el aflo. Grafique f'y los datos en

los mismos ejes de coordenadas.
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FIGURA1
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radioemisoras. Compdrelo con el verdadero valor, que
es 1995.

FIGURA 2
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Previamente, consideramos funciones que tenian términos de la forma
base variablepotencia constante’

como tales x%, 0.2x!3 y 8x*3. Ahora llevemos nuestra atencion a funciones que
tienen términos de la forma

tencia variabl
base constantepetencia variable,

como tales 2%, (1.04)* y 37*. Empecemos por considerar la funcién f definida
por

) =25

donde x esta restringida a nimeros racionales. (Recuerde que si x = m/n para
enteros m y n con n > 0, entonces 2* = 2"" = (\'ﬁ)m) Las coordenadas de
varios puntos sobre la grafica de y = 2* se dan en la tabla siguiente.

x —10 -3 -2 -1 0 1 2 3 10

D=
—_
[\
N
oo

1024

=

y=2 024

Otros valores de y para x racional, tales como 2!, 2797 y 2514 ge pueden
aproximar con una calculadora. Podemos demostrar algebraicamente que si x;
y X, son nimeros racionales tales que x; < x,, entonces 21 < 2*2. Asi, fes una
funcién creciente y su grafica sube. Localizar puntos lleva al trazo de la figu-
ra 1, donde los puntos pequefios indican que sélo los puntos con coordenadas
X racionales estdn sobre la grafica. Hay un hueco en la grafica siempre que la
coordenada x de un punto es irracional.

Para entender el dominio de f a todos los niimeros reales, es necesario
definir 2* para todo exponente irracional x. Para ilustrar, si deseamos definir 27
podriamos utilizar el decimal no periédico 3.1415926 . . . para representar 7
y considerar las siguientes potencias racionales de 2:

23’ 23,1, 23.|4’ 23.141’ 23,1415’ 23.]4]59’

Utilizando cdlculo, se puede demostrar que cada potencia sucesiva se acerca a
un tnico nimero real, denotado por 27. Asi,

2*—2 cuando x— 71, con x racional.

La misma técnica se puede usar para cualquier otra potencia irracional de 2.
Para trazar la grafica de y = 2* con x real, sustituimos los huecos de la grifica
de la figura 1 con puntos, y obtenemos la grifica de la figura 2. La funcién f
definida por f(x) = 2* para todo nimero real x se denomina funcién expo-
nencial con base 2.

Consideremos a continuacion cualquier base a, donde a es un nimero real
positivo diferente de 1. Al igual que en la exposicién precedente, a cada
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nimero real x le corresponde exactamente un nimero positivo a* tal que las
leyes de los exponentes son verdaderas. Asi, como en la tabla siguiente,
podemos definir una funcién f cuyo dominio es R y el rango es el conjunto de
los ntimeros reales positivos.

Grifica de f Grifica de f
Terminologia Definicion paraa>1 paral<a<1
Funcién exponencial fx) =a* y y
fcon base a para toda x en R,
dondea >0ya # 1
x x

Note que si a > 1, entonces
a=1+d(d>0)ylabaseaen

y = a* puede considerarse como que
representa una multiplicacion por
mads de 100% a medida que x
aumenta en 1, de modo que la funcion
es creciente. Por ejemplo, si a = 1.15,
entonces y = (1.15)* puede
considerarse como una funcion de
crecimiento de 15% por afio. Mds
detalles sobre este concepto aparecen
mds adelante.

Las graficas de la tabla muestran que si a > 1, entonces f es creciente en
R, y si 0 < a < 1, entonces f es decreciente en R. (Estos hechos se pueden
demostrar usando célculo.) Las gréficas simplemente indican el aspecto ge-
neral; la forma exacta depende del valor de a. Note, sin embargo, que como
a® = 1, el punto de interseccién con el eje y es 1 para toda a.

Si a > 1, entonces cuando x disminuye pasando por valores negativos, la
gréifica de f se aproxima al eje x (vea la tercera columna de la tabla). Asi, el
eje x es una asintota horizontal. Cuando x aumenta pasando por valores posi-
tivos, la grafica sube rdpidamente. Este tipo de variacion es caracteristica de la
ley exponencial de crecimiento, y f a veces recibe el nombre de funcién de
crecimiento.

Si 0 < a < 1, entonces, cuando x aumenta, la gréafica de f se aproxima al
eje x en forma asintética (vea la ultima columna de la tabla). Este tipo de
variacién se conoce como decaimiento exponencial.

Al considerar a* excluimos los casos a = 0y a = 1. Note que si a < 0,
entonces a* no es un nimero real para muchos valores de x como por ejemplo
%, % y %. Si a = 0, entonces a’° = 0° no estd definida. Por dltimo, si a = 1,
entonces a* = 1 para toda x y la grifica de y = a* es una recta horizontal.

La gréifica de una funcién exponencial f es creciente en todo su dominio
o decreciente en todo su dominio. Por lo tanto, f es biunivoca por el teorema
de la pagina 295. Combinando este resultado con la definicién de una funcién
biunivoca (vea la pagina 294) nos da las partes (1) y (2) del siguiente teorema.

Teorema: Las funciones
exponenciales son biunivocas

La funcién exponencial f dada por
&) = a*

es biunivoca. Por lo tanto, las siguientes condiciones equivalentes quedan
satisfechas para nimeros reales x; y x,.

para 0<a<1 o a>1

(1) Six, # x,, entonces a¥ # a*.

(2) Sia® = a*, entonces x; = x,.

Cuando usemos este teorema como justificacién para un paso en la solu-
cion de un ejemplo, indicaremos que las funciones exponenciales son biunivo-
cas.
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Las funciones exponenciales son biunivocas
W Si7¥% = 7>"% entonces 3x = 2x + 50x = 5.

En el siguiente ejemplo resolveremos una ecuacion exponencial sencilla,
es decir, una en la que la variable aparece en un exponente.

EJEMPLO 1 Resolver una ecuacién exponencial

Resuelva la ecuacién 3% = 92,

SOLUCION

3978 = get2 enunciado
3%78 = (32)**2  exprese ambos lados con la misma base
3378 = 324 ley de exponentes
5x — 8 = 2x + 4 las funciones exponenciales son biunivocas
3x =12 reste 2x y sume 8
x =4 divida entre 3 |

Note que la solucién en el ejemplo 1 dependié del hecho que la base 9
podria escribirse como 3 a alguna potencia. Consideraremos sélo ecuaciones
exponenciales de este tipo por ahora, pero resolveremos ecuaciones exponen-
ciales mas generales mds adelante en este capitulo.

En los siguientes dos ejemplos trazamos las graficas de varias funciones
exponenciales diferentes.

EJEMPLO 2 Trazar graficas de funciones exponenciales

Sif(x) = (%)X y g(x) = 3% trace las graficas de fy g en el mismo plano de coor-
denadas.

SOLUCION Como % > 1y 3 > 1, cada grifica sube cuando x aumenta. La
tabla siguiente muestra coordenadas para varios puntos sobre las graficas.

x -2 -1 o |1 2 3 4
y=0GF | 3=04 | 2=07 | 1 |2 |2=23| Z=34 | 8=5
y=3 | 3=01 [ 3=03 |1 |3 9 27 81

Localizar puntos y estar familiarizado con la grafica general de y = a* lleva a
las gréficas de la figura 3. [

El ejemplo 2 ilustra el hecho de que si | < a < b, entonces a* < b* para
valores positivos de x y b* < a* para valores negativos de x. En particular,
como% < 2 < 3,lagrafica de y = 2* en la figura 2 se encuentra entre las gra-
ficas de /'y g en la figura 3.



308 caPiTULO

FIGURA 4

5

FIGURA 5

oY

FIGURA 6

FUNCIONES INVERSAS, EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

EJEMPLO 3 Trazar la grafica de una funcién exponencial

Trace la gréfica de la ecuacién y = (%)X

SOLUCION Como 0 < % < 1, la gréfica cae cuando x aumenta. Las coor-
denadas de algunos puntos en la grafica se indican en la tabla siguiente

X -3 -2 -1 0 1 2 3

y=GF | 8| 4] 2|1 ]33

o=

La grifica se traza en la figura 4. Como (5)* = (27')* = 27, la grafica es
igual que la gréfica de la ecuacion y = 27*. Note que la gréfica es una refle-
xién a través del eje y de la grafica de y = 2* en la figura 2. ]

Ecuaciones de la forma y = a*, donde u es alguna expresion en x, se pre-
sentan en aplicaciones. Los siguientes dos ejemplos ilustran ecuaciones de esta
forma.

EJEMPLO 4 Desplazamiento de gréficas de funciones exponenciales

Trace la gréfica de la ecuacién
@y=32 () y=3-2

SOLUCION

(a) La gréfica de y = 3%, trazada en la figura 3, se vuelve a trazar en la figura
5. Del andlisis de desplazamientos horizontales en la seccién 3.5, podemos
obtener la grafica de y = 3*2 al desplazar la gréifica de y = 3* dos unidades a
la derecha, como se muestra en la figura 5.

La grafica de y = 3*~2 también se puede obtener al localizar varios pun-
tos y usarlos como guia para trazar una curva tipo exponencial.

(b) De la exposicion de desplazamientos verticales de la seccion 3.5, podemos
obtener la grafica de y = 3* — 2 al desplazar la grafica de y = 3* dos unidades
hacia abajo, como se muestra en la figura 6. Note que el punto de interseccién
conel eje yes —1 ylarectay = —2 es una asintota horizontal para la gréfica.

EJEMPLO 5 Hallar una ecuaciéon de una funcién exponencial que
satisfaga condiciones prescritas

Encuentre una funcién exponencial de la forma f(x) = ba™* + ¢ que tiene
asintota horizontal y = —2, punto de interseccién 16 con el eje y y punto de
interseccion 2 con el eje x

SOLUCION La asintota horizontal de la grafica de una funcién exponencial
de la forma f(x) = ba™* es el eje x; es decir, y = 0. Como la asintota horizon-
tal deseada es y = —2, debemos tener ¢ = —2, de modo que f(x) = ba™* — 2.
Como el punto de interseccién con el eje y es 16, f(0) debe ser igual a 16.
Perof(0) = ba* —2= b —2,demodob — 2 = 16 y b = 18. Por lo tanto,
flx) = 18a™ — 2.
Por ultimo, encontramos el valor de a:

f(x) = 18a™ — 2 forma dada de f
0 =18(a)™> — 2 f(2) = 0 porque 2 es el punto de interseccién
con el eje x
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2=18 - sume 2; definicion de exponente negativo
a

a?=9 multiplique por a?/2

a= =3 saque la raiz cuadrada

Como a debe ser positiva, tenemos
flx) = 18(3)™ — 2.

La figura 7 muestra una gréfica de f que satisface todas las condiciones del
enunciado del problema. Note que f(x) podria escribirse en la forma equiva-
lente

flx) = 18(3) — 2. "

La gréfica en forma de campana de la funcién del siguiente ejemplo es
semejante a una curva de probabilidad normal empleada en estudios de
estadistica.

EJEMPLO 6 Trazar una grafica en forma de campana
Si f(x) = 27, trace la gréfica de f.

SOLUCION  Si escribimos de nuevo f(x) como
1
fx) = >

vemos que cuando x aumenta con valores positivos, f(x) disminuye ripida-

mente; en consecuencia, la grifica se aproxima al eje x en forma asintdtica.

Como x2 es minima cuando x = 0, el mdximo valor de fes f(0) = 1. Como f

es una funcidn par, la grafica es simétrica con respecto al eje y. Algunos pun-
. 1 1 . ; .

tos en la gréfica son (0,1), (1, 5) y (2, E)~ Localizar puntos y usar simetria nos

da el trazo de la figura 8. [

APLICACION Crecimiento de bacterias

Las funciones exponenciales pueden usarse para describir el crecimiento de
ciertas poblaciones. Como ilustracién, suponga que se observa experimental-
mente que el nimero de bacterias en un cultivo se duplica al dia. Si 1000 bac-
terias estdn presentes al inicio, entonces obtenemos la tabla siguiente, donde ¢
es el tiempo en dias y f(7) es la cantidad de bacterias en el tiempo .

t (tiempo de dias) 0 1 2 3 4
f(®) (cant. de bacterias) | 1000 2000 4000 8000 16,000

Parece que f(7) = (1000)2’. Con esta férmula podemos predecir el nimero de
bacterias presentes en cualquier tiempo . Por ejemplo, en r = 1.5 = %,

() = (1000)2%* ~ 2828.

La grafica de f se ve en la figura 9.

APLICACION Decaimiento radiactivo

Ciertas cantidades fisicas decrecen exponencialmente. En tales casos, sia es la
base de la funcién exponencial, entonces 0 < a < 1. Uno de los ejemplos mds
comunes de decrecimiento exponencial es el decaimiento de una sustancia ra-
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diactiva o isétopo. La vida media de un isétopo es el tiempo que tarda la mitad
de la cantidad original de una muestra determinada en desintegrarse. La vida
media es la caracteristica principal empleada para distinguir una sustancia ra-
diactiva de otra. El isétopo del polonio 2!9Po tiene una vida media de aproxi-
madamente 140 dias; esto es, dada cualquier cantidad, la mitad se desintegrara
en 140 dias. Si 20 miligramos de 2!9Po estdn presentes inicialmente, entonces
la tabla siguiente indica la cantidad restante después de varios intervalos.

t (tiempo en dias) 0 140 280 420 560
f(®) (mg restantes) 20 10 5 2.5 1.25

El trazo de la figura 10 ilustra la naturaleza exponencial de la desintegracion.

Otras sustancias radiactivas tienen vidas medias mucho més largas. En
particular, un producto derivado de los reactores nucleares es el isétopo de plu-
tonio radiactivo 23°Pu, que tiene una vida media de alrededor de 24,000 afios.
Es por esta razén que la eliminacién de desechos radiactivos es un problema
muy grande en la sociedad moderna.

INARISNA[]' Interés compuesto

El interés compuesto da una buena ilustracion del crecimiento exponencial. Si
una cantidad de dinero P, el capital inicial, se invierte a una tasa de interés r
simple, entonces el interés al final de un periodo de interés es el producto Pr
cuando r se expresa como decimal. Por ejemplo, si P = $1000 y la tasa de
interés es 9% al afio, entonces » = 0.09 y el interés al final de un afio es
$1000(0.09), o sea $90.

Si el interés se reinvierte con el principal al final del periodo de interés,
entonces el nuevo capital es

P + Pr obien, lo que es equivalente, P(1 + r).

Note que para hallar el nuevo capital podemos multiplicar el capital inicial por
(1 + r). En el ejemplo precedente, el nuevo capital es $1000(1.09), o sea
$1090.

Después de que haya transcurrido otro periodo de interés, el nuevo capi-
tal puede hallarse al multiplicar P(1 + r) por (1 + r). Asi, el capital después
de dos periodos de interés es P(1 + r)2. Si continuamos reinvirtiendo, el capi-
tal después de tres periodos es P(1 + r)3; después de cuatro es P(1 + r)*;y, en
general, la cantidad A acumulada después de k periodos de interés es

A =P + r~

El interés acumulado por medio de esta férmula es interés compuesto. Note
que A se expresa en términos de una funcién exponencial con base 1 + r. El
periodo de interés puede medirse en afios, meses, semanas, dias o cualquier
otra unidad apropiada de tiempo. Cuando aplique la férmula para A, recuerde
que r es la tasa de interés por periodo de interés expresado como decimal. Por
ejemplo, si la tasa se expresa como 6% por afio capitalizado mensualmente,
entonces la tasa por mes es 6/12%, o bien, lo que es equivalente, 0.5%.
Entonces, r = 0.005 y k es el nimero de meses. Si $100 se invierten a esta tasa,
entonces la férmula para A es

A = 100(1 + 0.005) = 100(1.005)".

En general, tenemos la férmula siguiente.
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Férmula de interés compuesto

r nt
A=Pl1+—|,
n
donde P = capital inicial

r = tasa de interés anual expresada como decimal
nimero de periodos de interés por afio
nimero de afios que P se invierte

= cantidad después de ¢ afios

> S
|

Note que cuando se trabaje con valo-
res monetarios, usamos = en lugar de
= y redondeamos a dos lugares deci-
males.

FIGURA 11
Interés compuesto: A = 1000(1.0075)"*
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El siguiente ejemplo ilustra el uso de la férmula de interés compuesto.

EJEMPLO 7 Uso de la féormula de interés compuesto

Suponga que $1000 se invierten a una tasa de interés de 9% capitalizado men-
sualmente. Encuentre la nueva cantidad acumulada después de 5 afios, después
de 10 afos y después de 15 afios. Ilustre graficamente el crecimiento de la
inversion.

SOLUCION  Aplicando la férmula de interés compuesto con r = 9% = 0.09,
n = 12y P = $1000, encontramos que la cantidad después de ¢ afios es

0.09 \'*
A= 1000(1 + T) = 1000(1.0075)".

Sustituyendo ¢ = 5, 10 y 15 y usando calculadora, obtenemos la tabla si-
guiente.

Niimero de
afos Cantidad
5 A = $1000(1.0075)%° = $1565.68
10 A = $1000(1.0075)"° = $2451.36
15 A = $1000(1.0075)'% = $3838.04

La naturaleza exponencial del aumento estd indicada por el hecho de que
durante los primeros cinco afios, el crecimiento en la inversion es $565.68;
durante el segundo periodo de cinco afios, el crecimiento es $885.68; y durante
el dltimo periodo de cinco afos, es $1386.68.

El trazo de la figura 11 ilustra el crecimiento de $1000 invertidos en un
periodo de 15 afios. [

EJEMPLO 8 Hallar un modelo exponencial

En 1938 se promulgé una ley federal que establecia un salario minimo y éste
fue de $0.25 por hora; el salario habia subido a $5.15 por hora en 1997.
Encuentre una funcién exponencial sencilla de la forma y = ab’ que modele el
salario minimo federal para 1938-1997.
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SOLUCION y = ab' enunciado
0.25 = ab’ seat = 0 para 1938
025 =a b =1
y = 0.25b' sustituya a con 0.25
5.15 = 0.25p% t=1997 — 1938 = 59
b”° = 215 = 20.6 divida entre 0.25
0.25
b =206 saque la raiz 59
b = 1.0526 aproxime

Obtenemos el modelo y = 0.25(1.0526)!, que indica que el salario minimo
federal aumenté alrededor de 5.26% por afio de 1938 a 1997. Una grafica del
modelo se muestra en la figura 12. ;Piensa el lector que este modelo se
cumplird hasta el afio 2016?

FIGURA 12
A Y ($/h)
13.64+ ?
/
/
/
/
/
/
/
/
/
515+
0.25 4 , | >
0 59 78 t
1938 1997 2016  (afios)

Concluimos esta seccién con un ejemplo que involucra una calculadora de
graficas.

@ EJEMPLO 9 Estimar cantidades de un medicamento en el torrente
sanguineo

Si un adulto toma por via oral una pastilla de 100 miligramos de cierto medica-
mento, la rapidez R a la cual el medicamento entra al torrente ¢ minutos
después se pronostica que serd

R = 5(0.95)' mg/min.

FIGURA 13
[0, 100, 10] por [0, 100, 10]

Se puede demostrar mediante cdlculo que la cantidad A del medicamento en el
torrente sanguineo en el tiempo ¢ se puede aproximar con

A = 97.4786[1 — (0.95)"] mg.

(a) Estime el tiempo que tarden 50 miligramos del medicamento en entrar al
torrente sanguineo.

(b) Estime el nimero de miligramos del medicamento presentes en el torrente
sanguineo cuando entra a razén de 3 mg/min.




FIGURA 14
[0, 15] por [0, 5]
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SOLUCION

(a) Deseamos determinar ¢ cuando A es igual a 50. Como el valor de A no
puede exceder de 97.4786, escogemos que la pantalla sea [0,100,10] por
[0, 100, 10].

A continuacién asignamos 97.4786[1 — (0.95)] aY,, asignamos 50 a 'Y,
y graficamos Y, y Y,, obteniendo una pantalla semejante a la de la figura 13
(note que x = £). Usando la funcién de interseccion, estimamos que A = 50
mg cuando x = 14 minutos.

(b) Deseamos determinar ¢ cuando R sea igual a 3. Primero asignemos
5(0.95)*aY;y 3 aY,. Como el valor mdximo de Y5 es 5 (en ¢ = 0), usamos
una pantalla de dimensiones [0, 15] por [0, 5] y obtenemos una pantalla seme-
jante a la de la figura 14. Usando de nuevo la funcién de interseccion, encon-
tramos que y = 3 cuando x = 9.96. Entonces, después de casi 10 minutos, el
medicamento estard entrando en el torrente sanguineo a razén de 3 mg/minuto.
(Note que la rapidez inicial, en t = 0, es 5 mg/min.) Al hallar el valor de Y, en
x = 10, vemos que hay casi 39 miligramos del medicamento en el torrente san-
guineo después de 10 minutos. [

m Ejercicios

Ejer . 1-10: Resuelva la ecuacion.

14 Trabaje el ejercicio 13 sia = %

1 70 = s 2 6 = 6>

3 37 =39 4 9% = 3w Ejer. 15-28: Trace la grafica de f.

520 =(05" 6 (3) " =2 15 £ = (3) 16 f(x) = (2)

7 2570 = 1254 8 271 =97 17 f0) =503 +3 18 f(x) = 8(4)* — 2

9 4 (3 =8- ) 10 9 (§)7=27-(3)7 19 f() = —(1) + 4 20 fx) = 37 +9

11 Complete las declaraciones para f(x) = a* + ccona > 1. 21 flx) = _(%)ﬂ +8 22 flx) = =3"+9
(a) Cuando x — =, f(x) = . 23 f(x) = 21 24 f(x) =27
(b) Cuando x — —, f(x) = . 25 flx) =37 26 f(x) =27V

12 Complete las declaraciones para f(x) = a™* + ccona > 1. 27 f(x) =3+ 37 28 flx) =3"— 3™

(@) Cuando x — =, f(x) > ____.
(b) Cuando x —> —o0, f(x) > ____.

13 Trace la graficade fsia = 2.

@) f(x) = a* (b) fx) = —a
(0) fx) = 3a* d) f&x) = a*?
(e) flx) =a*+3 ) f&x) =a?
@ fx) =a* =3 (h) f&) =a™

@) f&x) = <;) () f&) =a*

Ejer. 29-32: Encuentre una funcién exponencial de la forma
f(x) = ba* o f(x) = ba* + ¢ que tenga la grafica dada.




314 CAPITULO 5 FUNCIONES INVERSAS, EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

31 y

Ejer. 33-34: Encuentre una funcién exponencial de la forma
f(x) = ba* que tiene el punto dado de interseccion con el eje
y y pasa por el punto P.

33 punto de interseccién con el eje y: 8;  P(3, 1)

34 punto de interseccion con el eje y: 5; P(2, %)

Ejer. 35-36: Encuentre una funcién exponencial de la forma
f(x)= ba~* + ¢ que tiene la asintota horizontal y el punto de
interseccion con el eje y dados y que pasa por el punto P,

35 y =32 punto de intersecciéon con el eje y: 212;

P(2,112)

36 y=72; punto de interseccién con el eje y: 425;

P(1,248.5)

37 Poblacion de renos Cien renos, cada uno de ellos de 1 afio
de edad, se introducen en una reserva de caza. El nimero
N(t) de animales vivos después de ¢ afios se pronostica que
es N(r) = 100(0.9).

(a) Estime el nimero de animales vivos después de 5 afios.
(b) (Qué porcentaje de la manada muere cada afio?

38 Dosis de medicamento Un medicamento es eliminado del
cuerpo por la orina. Suponga que para una dosis inicial de
10 miligramos, la cantidad A(#) en el cuerpo ¢ horas después
estd dada por A(r) = 10(0.8)".

(a) Estime la cantidad del medicamento en el cuerpo 8
horas después de la dosis inicial.

(b) (Qué porcentaje del medicamento remanente en el
cuerpo es eliminado cada hora?

39 Crecimiento de bacterias El ndmero de bacterias en
cierto cultivo aumenté de 600 a 1800 entre las 7:00 a.m. y
las 9:00 a.m. Suponiendo que el crecimiento es exponen-
cial, el nimero f(t) de bacterias ¢ horas después de las 7:00
a.m. estd dado por f(f) = 600(3)"2.

(a) Estime el ndmero de bacterias en el cultivo a las 8:00
a.m., 10:00 a.m. y 11:00 a.m.

(b) Trace la grifica de fpara 0 < < 4.

40 Ley de Newton del enfriamiento Segtn la ley de Newton
del enfriamiento, la rapidez a la que un cuerpo se enfria es
directamente proporcional a la diferencia de temperatura
entre el cuerpo y el medio que lo rodea. La cara de una
plancha doméstica se enfria de 125° a 100° en 30 minutos

en un cuarto que permanece a una temperatura constante de
75°. De acuerdo con célculo integral, la temperatura f(7) de
la cara después de ¢ horas de enfriamiento estd dada por f(7)
= 50(2)"% + 75.

(a) Suponiendo que ¢ = 0 corresponde a la 1:00 p.m., apro-
xime al décimo de grado mds cercano, la temperatura
de la cara a las 2:00 p.m., 3:30 p.m. y 4:00 p.m.

(b) Trace la gréfica de fpara0 <t < 4.

41 Decaimiento radiactivo El is6topo de bismuto radiactivo
210Bi tiene una vida media de 5 dias. Si hay 100 miligra-
mos de 219Bi presentes en el tiempo ¢ = 0, entonces la can-
tidad f(r) restante después de t dias estd dada por
£(5) = 1002) .

(a) (Cudnto 2'°Bi permanece después de 5 dias? ;10 dias?
(12.5 dias?

(b) Trace la gréfica de fpara 0 < t = 30.

42 Penetracion de la luz en el océano Un problema impor-
tante en oceanografia es determinar la cantidad de luz que
puede penetrar a varias profundidades ocednicas. La ley de
Beer-Lambert expresa que la funcién exponencial dada por
I(x) = I,c* es un modelo para este fendmeno (vea la figura).
Para cierto lugar, /(x) = 10(0.4)" es la cantidad de luz (en
calorias/cm?/s) que llega a una profundidad de x metros.

(a) Encuentre la cantidad de luz a una profundidad de
2 metros.

(b) Trace la gréfica de I para Q0 =< x < 5.

EJERCICIO 42

f'“

X metros

43 Decaimiento de radio La vida media del radio es de 1600
afios. Si la cantidad inicial es g, miligramos, entonces la
cantidad ¢(7) restante después de ¢ afios estd dada por g(7) =
402" Encuentre k.



44

45

46

47

48

300,000 +
250,000
200,000
150,000
100,000 -

50,000 +

Disolucién de sal en agua Si 10 gramos de sal se agregan
a cierta cantidad de agua, entonces la cantidad ¢(f) que no
se disuelve después de t minutos estd dada por ¢(r) =
10(4/5)". Trace una grifica que muestre el valor g(¢) en
cualquier tiempo de r = 0 ar = 10.

Interés compuesto Si se invierten $1000 a una tasa de 7%
por afio capitalizado mensualmente, encuentre el capital
después de

(a) 1 mes (b) 6 meses

(c) 1 afio (d) 20 afios

Interés compuesto Si un fondo de ahorros paga interés a
razén de 3% por afio capitalizado semestralmente, ;cudnto
dinero invertido ahora llegard a $5000 después de 1 afio?

Valor comercial de un automavil Si cierta marca de auto-
movil se compra en C ddlares, su valor comercial V()
al final de ¢ afios estd dado por V() = 0.78C(0.85) 1.
Si el costo original es $25,000, calcule, al délar mds cer-
cano, el valor después de

(a) 1 afio (b) 4 afos (c) 7 afios

Plusvalia de un bien raiz Si el valor de una finca aumenta
arazén de 4% por afio, después de ¢ afios el valor V de una
casa comprada en P délares es V = P(1.04)". En la figura se
ilustra una grafica del valor de una casa comprada en
$80,000 en 1986. Aproxime el valor de la casa a los $1000
dolares mas cercanos, en el afio 2016.

EJERCICIO 48
A\ V (ddlares)

2016

— -ttt

49

50

5 10 15 20 25

t (afios)

Isla de Manhattan La isla de Manhattan fue vendida en
$24 en 1626. (A cudnto habria crecido esta cantidad
en 2012 si se hubiera invertido al 6% por afio capitalizado
trimestralmente?

Interés de una tarjeta de crédito Cierta tienda de depar-
tamentos exige que sus clientes de tarjeta de crédito paguen
interés por cuentas no pagadas a razén de 24% por aflo
capitalizado mensualmente. Si un cliente compra un televi-
sor en $500 a crédito y no paga durante un afio, ;cudnto
debe al finalizar el afio?

51

52

53
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Depreciacion El método de saldo a la baja es un método
de contabilidad en el que la cantidad de depreciacién
tomada cada afio es un porcentaje fijo del valor presente del
articulo. Si y es el valor del articulo en un afio dado, la
depreciacion tomada es ay para alguna tasa de depreciacion
acon(0 <a <1,y el nuevo valor es (1 — a)y.

(a) Si el valor inicial del articulo es y,, demuestre que el
valor después de n afios de depreciacién es (1 — a)y,.

(b) Al final de T afios, el articulo tiene un valor de salva-
mento de s ddlares. El contribuyente desea escoger una
tasa de depreciacién tal que el valor del articulo
después de T afios sea igual al valor de salvamento (vea
la figura). Demuestre que a = 1 —V/s/y,.

EJERCICIO 51
A ¥ (valor en ddlares)

| >

T n (aﬁos')

Datacion de un lenguaje La glotocronologia es un
método de datar la antigiiedad de un lenguaje en una etapa
particular, con base en la teoria de que en un largo periodo
ocurren cambios lingiifsticos a un ritmo mds bien constante.
Suponga que un lenguaje originalmente tenfa N, palabras
basicas y que en el tiempo 7, medido en milenios (1 milenio
= 1000 afios), el nimero N(¢) de palabras basicas que
restan en uso comun estd dado por N(1) = Ny(0.805)".

(a) Aproxime el porcentaje de palabras bésicas perdidas
cada 100 afios.

(b) Si N, = 200, trace la grafica de N para0 =t = 5.

Ejer. 53-56: Algunas instituciones de préstamos calculan el
pago mensual M sobre un préstamo de L délares a una tasa
de interés r (expresada como decimal) mediante la formula

M= Lrk
T12k-1)

donde k = [1 + (r/12)]'* y t es el niimero de afios que el
préstamo esta en efecto.

Hipoteca para vivienda

(a) Encuentre el pago mensual sobre una hipoteca de vi-
vienda de $250,000 a 30 afios si la tasa de interés es 8%.

(b) Encuentre el interés total pagado en el préstamo del
inciso (a).
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54 Hipoteca para vivienda Encuentre la maxima hipoteca de
25 afios que se pueda obtener a una tasa de interés de 7%,
si el pago mensual ha de ser $1500.

55 Préstamo para automdvil Un distribuidor de automéviles
ofrece a sus clientes préstamos sin enganche y a 3 afios a
una tasa de 10%. Si un cliente puede pagar $500 por mes,
encuentre el precio del auto mds costoso que puede com-

prarse.

56 Préstamo financiero El propietario de un pequefio nego-

cio decide financiar una nueva computadora y pide presta-
dos $3000 a 2 afios a una tasa de interés de 7.5%.

(a) Encuentre el pago mensual.
(b) Encuentre el interés total pagado sobre el préstamo.

“ Ejer. 57-58: Aproxime la funcién al valor de x a cuatro
lugares decimales.

57 (a) f(x) = 13V 1, x=3
(b) h(x) = 2* +279%, x = 1.06
58 (a) flx) =2V, x =05
35+ 5
® A =5, x=14

“» Ejer. 59-60: Trace la grafica de la ecuacion. (a) Estime y si
x = 40. (b) Estime x siy = 2

59 y = (1.085)" 60 y = (1.0525)

an Ejer. 61-62: Utilice una grafica para estimar las raices de la
ecuacion.

61 1.4x* — 227 =1
62 1.21% + 147" —2x = 0.5

an Ejer. 63-64: Grafique f en el intervalo dado. (a) Determine
si f es biunivoca. (b) Estime los ceros de f.

3.7 — 2.5
63 =" [-33

W= ras e 33
64 f(x) = m°% — 130" [—4,4]

(Sugerencia: Cambié x'® a una forma equivalente que estd
definida para x < 0.)

an Ejer. 65-66: Grafique f en el intervalo dado. (a) Estime
donde f es creciente o decreciente. (b) Estime el rango de f.

65 f(x) = 0.7x* + 1.70189; [—4,1]
317 —4.1¢

66 f() = -, -3,3

0= s [=3.3]

" 67 Poblacion de truchas Mil truchas, cada una de ellas de 1
afio de edad, se introducen en un gran estanque. Se pronos-

i
i

i

i
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tica que el nimero N(#) de truchas vivas después de ¢ afios
estard dado por la ecuacion N(r) = 1000(0.9)". Use la gra-
fica de N para aproximar cudndo estardn vivas 500 truchas.

68 Poder de compra Un economista predice que el poder
adquisitivo B(¢) de un délar de aqui a ¢ ailos estard dado por
B(t) = (0.95). Use la grafica de B para aproximar cuando

el poder adquisitivo serd la mitad de lo que es hoy.

69 Funcion de Gompertz La funcién de Gompertz,

y=ka® conk>0,0<a<l,y0<b<l,
se usa a veces para describir las ventas de un nuevo pro-
ducto cuyas ventas son inicialmente grandes pero luego se
nivelan hacia un nivel méximo de saturacién. Grafique, en
el mismo plano de coordenadas, la recta y = k 'y la funcién
de Gompertz conk = 4,a = éy b= i. (Cudl es el signifi-
cado de la constante k?

70 Funcion logistica La funcién logistica,

y conk>0,a>0,y0<b<1,

k + ab
se usa a veces para describir las ventas de un nuevo pro-
ducto que inicialmente experimenta ventas mds lentas,
seguido por un crecimiento hacia un nivel maximo de satu-
racion. Grafique, en el mismo plano de coordenadas, la
recta y = 1/k y la funcién logistica con k = %, a = &

y y g e 8 Y

b= % (Cual es la importancia del valor de 1/k?

Ejer. 71-72: Si p pagos mensuales se depositan en una
cuenta de ahorros que paga una tasa de interés anual r,
entonces la cantidad A en la cuenta después de n afios esta

dada por
r r 121
1+ — 1+—| -
AT 12 1

r
12

Grafique A para cada valor de p y r, y estime n para

A = $100,000.

71 p = 100,

A=

r = 0.05 72 p =250, r=0.09
73 Recaudacion del gobierno Las recaudaciones del go-
bierno federal (en miles de millones de ddlares) para afos

seleccionados aparecen en la tabla siguiente.

Ao 1910 1930 1950 1970
Recaudaciones 0.7 4.1 394 192.8
Ano 1980 1990 2000
Recaudaciones | 517.1 1032.0 2025.2

(a) Sea x = 0 correspondiente al aflo 1910. Grafique los
datos junto con las funciones f'y g:
(1) fx) = 0.786(1.094)*
(2) g(x) = 0.503x2 — 27.3x + 149.2
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(b) Determine si la funcién exponencial o cuadritica
modela mejor los datos.

(c) Use su seleccion del inciso (b) para estimar grafica-
mente el afio en el que el gobierno federal recolect6 $1
billén

Epidemia En 1840, Gran Bretaiia experiment una epi-
demia bobina (vacas y bueyes) llamada epizootia. El
nimero estimado de nuevos casos cada 28 dias aparece en
la tabla. En ese tiempo, el London Daily hizo la terrible
prediccion de que el nimero de nuevos casos continuaria
hasta aumentar de manera indefinida. William Farr predijo
correctamente que el nimero de nuevos casos llegaria a un
méximo. De las dos funciones

Sf() = 653(1.028)'
y g(t) — 54,7006—(1—200)2/7500
una de ellas modela la prediccién del periddico y la otra la

de Farr, donde 7 estd en dias con + = 0 correspondiente al
12 de agosto de 1840.

Fecha Nuevos costos
Ago. 12 506
Sept. 9 1289
Oct. 7 3487
Nov. 4 9597
Dic. 2 18,817
Dic. 30 33,835
Ene. 27 47,191

(a) Grafique cada funcién, junto con los datos, en la pan-
talla [0, 400, 100] por [0, 60,000, 10,000].

(b) Determine cuél funcién modela mejor la prediccién de
Farr.

(c) Determine la fecha en la que el nimero de nuevos casos
lleg6 a su maximo.

Costo de una estampilla El precio de una estampilla de
primera clase era de 44¢ en 2009 (fue de 2¢ en 1919).
Encuentre una funcién exponencial sencilla de la formay =
ab" que modele el costo de una estampilla de primera clase
para 1958-2009, y prediga su valor para 2020.

76

77

78
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Costos de TV para el Stper tazén La siguiente tabla
muestra el costo (en miles de délares) para un anuncio tele-
visivo de 30 segundos durante el Stper Tazén por varios
anos.

Aiio Costo
1967 42
1977 125
1987 600
1997 1200
2007 2600

(a) Grafique los datos en el plano xy

(b) Determine una curva de la forma y = ab*, donde x = 0
es el primer afio y y es el costo y modela los datos.
Grafique esta curva junto con los datos en el mismo eje
de coordenadas. Las respuestas pueden variar.

(c) Utilice esta curva para predecir el costo de un comercial
de 30 segundos en el afio 2002. Compare su respuesta
con el valor real de $1,900,000.

Comparacién de inflacién En 1974, Johnny Miller gané 8
torneos en la PGA y acumul6 $353,022 en ganancias ofi-
ciales por temporada. En 1999, Tiger Woods acumuld
$6,616,585 con un récord similar.

(a) Suponga que la tasa de inflaciéon mensual de 1974 a
1999 fue de 0.0025 (3% al afio). Use la férmula de
interés compuesto para estimar el valor equivalente
de las ganancias de Miller en el afio 1999. Compare su
respuesta con la de un cdlculo de inflacién en la web
(por ejemplo, bls.gov/cpi/home.htm).

(b) Encuentre la tasa de interés anual necesaria para que las
ganancias de Miller sean equivalentes en valor a las de
Woods.

(c) ¢Qué tipo de funcién usé en el inciso (a)? ¢y en el
inciso (b)?

indice de precios al consumidor El IPC es la medida de
inflacién mds ampliamente usada. En 1970, el IPC era
de 37.8 y en 2000 fue de 168.8. Esto significa que un con-
sumidor citadino que pagaba $37.80 por una canasta bésica
de articulos de consumo y servicios en 1970 hubiera nece-
sitado $168.80 para articulos y servicios similares en 2000.
Encuentre una funcién exponencial sencilla de la forma y =
ab' que modele el IPC para 1970-2000 y prediga su valor
para 2020.
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L 53

La funcién
exponencial natural

La formula de interés compuesto estudiada en la seccion precedente es

rnt
A=P<1+—>,
n

donde P es el capital inicial invertido, r es la tasa de interés anual (expresada
como decimal), n es el nimero de periodos de interés por afio y 7 es el nimero
de anos que se invierte el capital inicial. El siguiente ejemplo ilustra lo que
ocurre si la tasa y el tiempo total de inversion son fijos, pero se hace variar el
periodo de interés.

EJEMPLO 1 Uso de la férmula de interés compuesto

Suponga que se invierten $1000 a una tasa de interés compuesto de 9%.
Encuentre la nueva cantidad del capital después de un afio si el interés se capi-
taliza cada tres meses, cada mes, semanalmente, a diario, cada hora y cada
minuto.

SOLUCION Si hacemos P = $1000, ¢ =

interés compuesto, entonces
0.09
= $IOOO<1 + —)
n

para n periodos de interés por afio. Los valores de n que deseamos considerar
aparecen en la tabla siguiente, donde hemos supuesto que hay 365 dias en un
afio y por tanto (365)(24) = 8760 horas y (8760)(60) = 525,600 minutos. (En
muchas transacciones financieras, un afio de inversion se considera de sélo
360 dias.)

1, y r=0.09 en la férmula de

Periodo
de interés | Trimestre Mes Semana | Dia Hora Minuto
n 4 12 52 365 8760 525,600

Usando la férmula de interés compuesto (y una calculadora), obtenemos
las cantidades dadas en la tabla siguiente.

Periodo de interés Cantidad después de un aiio
Trimestre $1000<1 + 0. 09> = $1093.08
09 12
Mes $1000( 1 + — ) = $1093.81
0.09 \?
Semana $1000<1 ) = $1094.09
Dia $1000<1 ) = $1094.16
0.09 8760
H 1000{ 1 + —— = $1094.17
ord 5 ( 8760> s
0.09 525,600
Minut 10001 1 + = $1094.17
inuto $ 525.600 $ .
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Note que, en el ejemplo precedente, después de que llegamos a un perio-
do de interés de una hora, el nimero de periodos de interés por afio no tiene
efecto en la cantidad final. Si el interés se hubiera capitalizado cada segundo,
el resultado todavia serfa $1094.17. (Algunos lugares decimales después de
los dos primeros cambian.) Asi, la cantidad se aproxima a un valor fijo a
medida que n aumenta. Se dice que el interés se capitaliza continuamente si
el ndmero n de periodos por afio aumenta sin limite.

Si hacemos P = 1, r = 1 y t = 1 en la formula de interés compuesto,

obtenemos
1 n
A=\1+—]|.
n

La expresion del lado derecho de la ecuacién es importante en cdlculo. En el
ejemplo 1 consideramos una situacién semejante: a medida que n aumentaba,
A se aproximaba a un valor limite. El mismo fendmeno se presenta para esta
férmula, como se ilustra en la tabla siguiente.

Aproximacién a

=
n n

1 2.00000000
10 2.59374246
100 2.70481383
1000 2.71692393
10,000 2.71814593
100,000 2.71826824
1,000,000 2.71828047
10,000,000 2.71828169
100,000,000 2.71828181
1,000,000,000 2.71828183

En célculo se demuestra que cuando n aumenta sin limite, el valor de la
expresion [1 + (1/n)]" se aproxima a cierto niimero irracional, denotado por e.
El nimero e aparece en la investigacién de muchos fenémenos fisicos. Una
aproximacion es e = 2.71828. Si usamos la notacién desarrollada para fun-
ciones racionales en la seccién 4.5, denotamos este hecho como sigue.

El nGmeroe

Si n es un entero positivo, entonces

1 n
<1 + —) — e = 271828 cuando n — .
n

En la definicion siguiente usamos e como base para una importante fun-
cién exponencial.
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Definicion de la funcién
exponencial natural

La funcién exponencial natural f estd definida por
f&) =e¢

para todo niimero real x.

Se puede tener acceso a la tecla

al pulsar (Ln).

La funcién exponencial natural es una de las mds dtiles en matemadticas
avanzadas y en aplicaciones. Como 2 < e < 3, la grifica de y = ¢* se encuen-
tra entre las graficas de y = 2¥y y = 3%, como se muestra en la figura 1. Las
calculadoras cientificas y de graficas tienen una tecla para aproximar
valores de la funcién exponencial natural.

FIGURA1

APLICACION Interés compuesto continuamente

La férmula de interés compuesto es

rn[
A=prl1+—).
n

Si hacemos 1/k = r/n, entonces k = n/r, n = kr y nt = krt, y podemos
escribir la férmula otra vez como

ol )

Para interés compuesto continuamente hacemos que 7 (el nimero de periodos
de interés por afio) aumente sin limite, denotado por n — o0, o bien, lo que es
equivalente, por kK — . Usando el hecho de que [1 + (1/k)]* — e cuando
k — o, vemos que

1 k|t
P[(l + ?> ] — Ple]" = Pe'" cuando k — .

Este resultado nos da la férmula siguiente.
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Férmula de interés A = Pe",

capitalizado continuamente donde P = capital inicial

r = tasa de interés anual expresada como decimal
t = ndmero de afios que P se invierte
A = cantidad después de ¢ afios.

Los siguientes dos ejemplos ilustran el uso de esta férmula.

EJEMPLO 2 Uso de la féormula de interés capitalizado
continuamente

Suponga que $20,000 se depositan en una cuenta de mercado de dinero que
paga interés a razén de 6% por afio capitalizado continuamente. Determine el
saldo de la cuenta después de 5 afios.

SOLUCION Aplicando la férmula para interés capitalizado continuamente
con P = 20,000, r = 0.06 y t = 5, tenemos

A = Pe'" = 20,000e"%) = 20,000¢"3.

Si usamos calculadora, encontramos que A = $26,997.18. [ ]

@ EJEMPLO 3 Uso de la formula de interés capitalizado

continuamente

Una inversion de $10,000 aumentd a $28,576.51 en 15 afios. Si el interés se
capitaliz6 continuamente, encuentre la tasa de interés.
FIGURA 2
SOLUCION Aplicamos la férmula para interés capitalizado continuamente
- con P = $10,000, A = 28,576.51 y t = 15:

A = Pe” férmula

28,576.51 = 10,000 sustituya A, P, 1

En este punto, podriamos dividir entre 10,000, pero eso nos dejaria con una
. ecuacién que no podemos resolver (todavia). Entonces, graficaremos Y, =
IEWFWH":'“ - 28,576.51 y Y, = 10,000e*(15x) y hallaremos su punto de interseccién. Como
R - |t L ) .

r es una tasa de interés, empezaremos con un rectidngulo de observacién de
[0, 0.10, 0.01] por [0, 30,000, 10,000]. Usando una funcién de interseccion,
encontramos que Y; = Y, para x = 0.07 en la figura 2. Entonces, la tasa de
interés es 7%. [ ]

La férmula de interés capitalizado continuamente es s6lo un caso especi-
fico de la siguiente ley.

Ley de la formula de crecimiento Sea g, el valor de una cantidad ¢ en el tiempo ¢ = O (esto es, g, es la canti-
(o decrecimiento) dad inicial de ¢). Si ¢ cambia instantdneamente a una razon proporcional a
su valor actual, entonces

q = q(1) = qoe",

donde r > 0 es la rapidez de crecimiento (o r < 0 es la rapidez de decre-
cimiento) de q.
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FIGURA 3

FUNCIONES INVERSAS, EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

EJEMPLO 4 Prediccién de la poblacién de una ciudad

La poblacién de una ciudad en 1970 era de 153,800. Suponiendo que la
poblacién aumenta continuamente a razén de 5% por afio, prediga la poblacién
de la ciudad en el ano 2020.

SOLUCION  Aplicamos la férmula del crecimiento ¢ = gye’ con poblacién
inicial g, = 153,800, rapidez de crecimiento r = 0.05 y tiempo ¢t = 2020 —
1970 = 80 anos. Entonces, una prediccion para la poblacion de la ciudad en
el ano 2020 es

153,800¢*969 = 153 800> =~ 1,873,668. |

EJEMPLO 5 Usando la férmula de la ley de decaimiento

El is6topo de plutonio-238 se utiliza para impulsar naves espaciales y decae a
una tasa de aproximadamente 0.79% por aio. A la décima de gramo mds cer-
cana, jcudnto de una muestra de 100 gramos permanecerd en 88 afios?

SOLUCION  Se aplica la férmula del decaimiento g = gye' con la cantidad
inicial g = 100, la tasa de decaimiento r = —0.0079 y el tiempo # = 88 afios.
La cantidad restante después de 88 afios es

1006—0.0079(88) — 1006_0'6952 ~ 499

Como 49.9 estd cerca de la mitad de la cantidad original, sabemos que la vida
media del 233Pu es de aproximadamente 88 afios [

La funcién f del siguiente ejemplo es importante en aplicaciones avan-
zadas de matemadticas.

EJEMPLO 6 Trazar una grafica que contenga dos funciones
exponenciales

Trace la gréfica de f'si
et + e
&) =—

SOLUCION Note que fes una funcion par, porque
e +e Y et et

fl=x) = ) = 2 = f(x).

Entonces, la gréfica es simétrica con respecto al eje y. Si usamos calculadora,
obtenemos las siguientes aproximaciones de f(x).

x 0 0.5 1.0 1.5 2.0

Jx)
(aprox.) | 1 | 113 | 154 | 235 | 3.76

La localizacién de los puntos y el uso de simetria con respecto al eje y nos da
el trazo de la figura 3. La gréfica parece ser una parabola, pero €ste no es real-
mente el caso. ]
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Fraccion sobreviviente de células de
un tumor después de un tratamiento
de radiacion

A ¥ (fraccion sobreviviente)
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1 2 3 x (dosis)
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APLICACION Cables flexibles

La funcién f del ejemplo 5 se presenta en matemadticas aplicadas e ingenieria,
donde se denomina funcién coseno hiperboélico. Esta funcién se puede usar
para describir la forma de una cadena o cable flexible uniforme cuyos
extremos estdn sostenidos desde la misma altura, por ejemplo un cable de telé-
fonos o lineas eléctricas (vea la figura 4). Si introducimos un sistema de coor-
denadas, como se indica en la figura, entonces se puede demostrar que una
ecuacion que corresponde a la forma del cable es

a
y = ?(gx/a + e*x/a)’

donde a es un niimero real. La grafica se llana catenaria, por la palabra latina
que significa cadena. La funcion del ejemplo 6 es el caso especial en el que
a = 1. Vea el ejercicio de andlisis 3 al final de este capitulo para una aplicacién
que comprende una catenaria.

APLICACION Radioterapia

Las funciones exponenciales desempefian un importante papel en el campo de
la radioterapia, que es el tratamiento de tumores por radiacion. La fraccién de
células de un tumor que sobreviven al tratamiento, llamada fraccion sobre-
viviente, depende no sélo de la energia y naturaleza de la radiacién, sino tam-
bién de la profundidad, tamafio y caracteristicas del tumor mismo. La
exposicién a radiacién puede considerarse como varios eventos potencial-
mente dafiinos, donde al menos un hit (acierto) se requiere para matar una
célula de tumor. Por ejemplo, suponga que cada célula tiene exactamente un
blanco al que se debe acertar. Si k denota el tamafio promedio del blanco de
una célula de tumor y si x es el nimero de eventos dafiinos (la dosis), entonces
la fraccién sobreviviente f(x) estd dada por

1) = e
Esto recibe el nombre de fraccion sobreviviente de un blanco un acierto (o hir).
Suponga a continuacién que cada célula tiene n objetivos o blancos y que
a cada blanco se debe acertar una vez para que la célula muera. En este caso,
la fraccion sobreviviente de n blancos — un acierto esta dada por

J&) =1- (1 —e™
La grafica de f puede ser analizada para determinar qué efecto tendrd aumen-
tar la dosis x en disminuir la fraccién sobreviviente de células de tumor. Note
que f(0) = 1; esto es, si no hay dosis, entonces todas las células sobreviven.
Como ejemplo, si k = 1 y n = 2, entonces

f =1 e
=1—-(10 2"+ e%
=2¢ " — ¢,

Un andlisis completo de la grafica de f requiere cdlculo integral. La grafica se
traza en la figura 5. El hombro de la curva cerca del punto (0, 1) representa la
naturaleza de umbral del tratamiento, es decir, una pequefia dosis resulta en
muy poca eliminacién de células del tumor. Note que para x grande, un
aumento en dosis tiene poco efecto en la fraccion sobreviviente. Para determi-
nar la dosis ideal por administrar a un paciente, especialistas en terapia de
radiacién también deben tomar en cuenta el nimero de células sanas que
mueren durante el tratamiento.

Problemas del tipo que se ilustra en el ejemplo siguiente se presentan en
el estudio de calculo.
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EJEMPLO 7 Hallar ceros de una funcién que contenga
exponenciales

Sif(x) = x2(—2e™*) + 2xe™*, encuentre los ceros de f.

SOLUCION Podemos factorizar f(x) como sigue:

Sf(x) = 2xe™® — 2x%™** enunciado
= 2xe (1 — x) factorice 2xe 2"
Para hallar los ceros de f, resolvemos la ecuacién f(x) = 0. Como e~2* >

para toda x, vemos que f(x) = 0siy sélosix = 0o 1 —x = 0. Entonces, los
cerosde fson 0Oy 1. ]

EJEMPLO 8 Trazar una curva de crecimiento de Gompertz
En biologia, la funcién de crecimiento de Gompertz G, dada por
G(t) = ke ™

donde k, A y B son constantes positivas, se usa para estimar el tamafio de cier-
tas cantidades en el tiempo ¢. La grafica de G se llama curva de crecimiento de
Gompertz. La funcion es siempre positiva y creciente, y cuando ¢ aumenta sin
limite, G(¢) se nivela y se aproxima al valor k. Grafique G en el intervalo [0, 5]
FIGURA 6 parak = 1.1,A = 3.2y B = 1.1, y estime el tiempo ¢ en el que G(r) = 1.

[0, 5] por [0, 2] . .
SOLUCION Empezamos por asignar

1.1e(327M

a'Y,. Como deseamos graficar G en el intervalo [0, 5], escogemos Xmin = 0
y Xmix = 5. Como G(¢) es siempre positiva y no excede el valor k = 1.1,
L — . L . .
escogemos Ymin = 0y Ymédx = 2. Por lo tanto, las dimensiones de la pantalla
son [0, 5] por [0, 2]. Graficar G nos da una pantalla semejante a la figura 6.
Los valores extremos de la grifica son aproximadamente (0, 0.045) y (5,
1.086).

Para determinar el tiempo cuando y = G(f) = 1, usamos una funcién de

interseccion, con Y, = 1, para obtener x = ¢ = 3.194. ]
m Ejercicios
Ejer. 1-4: Use la grifica de y = ¢* para ayudar a trazar la 6 P=100, r= 351’ =10
grifica de f.
1 @) f&x) =e™ (b) f(x) = —e* Ejer. 7-8: ; Cuanto dinero, invertido a una tasa de interés de
r% por aio capitalizado continuamente, llegara a A délares
2 (a) flx) = e (b) f(x) = 2e* después de ¢ afios?
3 (@) f(x) = e+ (b) f&x) = e + 4 7 A =100,000, r=234, t=18
4 (a) f(x) = e (b) f(x) = —2e* 8 A=15000, r=45 t=4
». Ejer. 9-10: Una inversion de P délares aument6 a A délares
Ejer. 5-6: Si P dolares se depositan en una cuenta de ahorros en ¢ aiios. Si el interés se capitalizé continuamente, encuen-
que paga interés a razén de r% por aiio capitalizado conti- tre la tasa de interés.
nuamente, encuentre el saldo después de ¢ afios. 9 A = 4055, P = 1000, =20

— — sl —
> P=1000, r=5;, 1=3 10 A =1890.20, P =400, =16



Ejer. 11-14: Resuelva la ecuacion.

n

12

13

14

D = 0

e3x — e2x—]
e+ I)ex—1)=0

fx+te)=0

Ejer . 15-18: Encuentre los ceros de f.

15 f(x) = xe* + &*

16 f(x) = —x%* + 2xe ™

17 f(x) = x3(4e*) + 3x2%e™

18 f(x) = x2(2e¥) + 2xe™ + &* + 2xe®

Ejer . 19-20: Simplifique la expresion.

19

20

21

22

23

24

25

26

(ef+ e +e ™) — (e —e¥)(e* —e™)
(e* + e7)?

(ex — e*x)Z — (ex + e*x)Z
(e" + e)?

Crecimiento de cultivos Una funcién exponencial W tal
que W(f) = wyeX para k > 0 describe el primer mes de cre-
cimiento de cultivos como el maiz, algodén y frijol de soya.
El valor de funcién W(f) es el peso total en miligramos, W,
es el peso en el dia que emergen y ¢ es el tiempo en dias. Si,
para una especie de frijol de soya, k = 0.2 y W, = 68 mg,
prediga el peso al término de 30 dias.

Crecimiento de cultivos Consulte el ejercicio 21. A veces
es dificil medir el peso W, de una planta desde que emergi6
primero del suelo. Si, para una especie de algodén, k = 0.21
y el peso después de 10 dias es 575 miligramos, estime W,,.

Crecimiento de poblacién en EU La poblacion de Estados
Unidos en 1980 era alrededor de 231 millones y ha estado
creciendo continuamente a razén de 1.03% por afio.
Prediga la poblacién N(f) en el afio 2020 si esta tendencia
continda.

Crecimiento de poblacién en India En 1985, la estima-
cién de poblacién en India era de 766 millones y ha estado
creciendo a razén de 1.82% por afio. Suponiendo que con-
tinde este rdpido porcentaje de crecimiento, estime la
poblacién N(r) de India en el afio 2015.

Decaimiento del isétopo de yodo El isétopo radiactivo
1231 utilizado en medicina nuclear, decae continuamente a
una tasa de 5.25% por hora.

(a) Aproxime el porcentaje remanente de cualquier canti-
dad inicial después de 26.4 horas.

(b) (Cuadl es la vida media del 231?

Recaimiento del isétopo de sodio El isétopo radiactivo
del sodio 2*Na, que se utiliza para localizar fugas en tube-
rias industriales y para el estudio de electrolitos en el
cuerpo, decae continuamente a una tasa de 4.62% por hora.

27

28

29

30

31

32
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(a) Aproxime el porcentaje restante de cualquier cantidad
inicial después de 30 horas.

(b) (Cual es la vida media de *Na?

Longevidad del lenguado En ciencias de pesqueria, una
cohorte es un conjunto de peces que resulta de una repro-
duccién anual. Suele suponerse que el nimero de peces
N(t) todavia vivo después de ¢ afios estd dado por una fun-
cién exponencial. Para el lenguado del Pacifico, N(r) =
Nye 02 donde N, es el tamafio inicial de la cohorte.
Aproxime el porcentaje del nimero original todavia vivos
después de 10 afios.

Rastreador radiactivo El rastreador radiactivo 5!Cr se
puede usar para localizar la posicién de la placenta en una
mujer embarazada. Es frecuente que el rastreador sea soli-
citado por un laboratorio médico. Si se envian A, unidades
(microcuries), entonces, debido a la desintegracion radiac-
tiva, el nimero de unidades A(#) presentes después de ¢ dias
estd dado por A(f) = A,e 00249,

(a) Si se envian 35 unidades del rastreador y tardan 2 dfas
en llegar, japroximadamente cudntas unidades habrd
para la prueba?

(b) Si se necesitan 35 unidades para la prueba, ;aproxima-
damente cudntas unidades deben enviarse?

Crecimiento de la poblacién de ballenas azules En 1980,
la poblacién de ballenas azules en el hemisferio sur se pen-
saba que era de 4500. La poblaciéon N(7) ha estado decre-
ciendo de acuerdo con la férmula N(f) = 450001345
donde ¢ estd en afios y ¢t = 0 corresponde a 1980. Prediga la
poblacion en el afio 2015 si esta tendencia continua.

Crecimiento del lenguado La longitud (en centimetros)
de muchos peces comerciales comunes de ¢ afios de edad
puede aproximarse con una funcién de crecimiento de Von
Bertalanfty, que tiene una ecuacién de la forma f(7) = a(1
— be™*), donde a, b y k son constantes.

(a) Para el lenguado del Pacifico, a = 200, b = 0.956 y k
= 0.18. Estime la longitud de un lenguado de 10 afios
de edad.

(b) Use la grafica de f para estimar la mdxima longitud
alcanzable del lenguado del Pacifico.

Presion atmosférica En ciertas condiciones, la presion
atmosférica p (en pulgadas) a una altitud de / pies estd dada
por p = 29¢0:000034h " Cugl es la presion a una altitud de
40,000 pies?

(a) 30,000 pies? (b) 40,000 pies?
Decaimiento del isétopo de polonio Si empezamos con ¢
miligramos del is6topo de polonio 21°Po, la cantidad res-
tante después de 7 dias puede ser aproximada mediante A =
ce’0:004951_Sj a cantidad inicial es 50 miligramos, aproxime,
al centésimo mds cercano, la cantidad restante después de
(a) 30 dias

(b) 180 dias (c) 365 dias



326 CAPiTULO 5

33 Crecimiento de nifios El modelo Jenss es generalmente
considerado como la férmula mds precisa para predecir la
estatura de nifios de preescolar. Si y es la estatura (en cen-
timetros) y x es la edad (en afios), entonces

y = 79.041 + 6.39x — 326170993«

para 1/4 = x = 6. Del célculo, la rapidez de crecimiento R
(en cm/afio) estd dada por R = 6.39 + 0.993¢3-201-0993x,
Encuentre la estatura y rapidez de crecimiento de un nifio
tipico de 1 afio de edad.
34 Velocidad de una particula Una particula esférica muy
pequeiia (del orden de 5 micrones de didmetro) se proyecta
en aire en calma con una velocidad inicial de v, m/s, pero
su velocidad disminuye debido a fuerzas de resistencia. Su
velocidad ¢ segundos mds tarde estd dada por v(f) = vye™
para alguna a > 0y la distancia s(#) que la particula recorre
estd dada por

s(f) = %(1 — ),

La distancia de frenado es la distancia total recorrida por la
particula.

(a) Encuentre una férmula que aproxime la distancia de
frenado en términos de v, y a.

(b) Use la formula del inciso (a) para estimar la distancia
de frenado sivy = 10 m/s y a = 8 X 10°.

35 Salario minimo En 1971 el salario minimo en Estados
Unidos era de $1.60 por hora. Suponiendo que la tasa de
inflacién es 5% al afio, encuentre el salario minimo equiva-
lente en el afio 2020.
36 Valordelsuelo En 1867, Estados Unidos compro6 Alaska a
Rusia en $7,200,000. Hay 586,400 millas cuadradas de
terreno en Alaska. Suponiendo que el valor del terreno
aumenta continuamente al 3% por aflo y que el terreno se
puede comprar a un precio equivalente, determine el precio
de 1 acre en el afio 2020. (Una milla cuadrada es equiva-
lente a 640 acres.)

“w Ejer. 37-40: El rendimiento efectivo (o tasa de interés anual

efectiva) para una inversion es la tasa de interés simple que
daria al término de un afio la misma cantidad que rinde la
tasa compuesta que en realidad se aplica. Aproxime, al
0.01% wmas cercano, el rendimiento efectivo correspon-
diente a una tasa de interés de r% por aiio capitalizado (a)
trimestralmente y (b) continuamente.

37 r=17 38 r=12

39 r=5 40 r=3

“ Ejer. 41-42: Trace la grafica de la ecuacion.

11 y = elOOOx 42 y = e*lOOO}(

“ Ejer. 43-44: Trace la grafica de la ecuacion. (a) Estime y si

x = 40. (b) Estime x siy = 2.

43 y = 60,085x 44 y = 60,0525):

A

i

i
i

i
i

FUNCIONES INVERSAS, EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Ejer. 45-47: (a) Grafique f usando calculadora de graficas.
(b) Trace la grafica de g tomando los reciprocos de las coor-
denadas y en (a), sin usar calculadora de graficas.

et — e 2
45 f(x):T; g) = ——
ef— e
er + " 2
46 = -
o =5 e = o
et —e et + e
47 fo) =~ gl =—"o
e*+ e e' —e

48 Funcion de densidad de probabilidad En estadistica, la
funcién de densidad de probabilidad para la distribucion
normal estd definida por

! e con z= e

oV2m o’

donde u y o son nimeros reales (u es la media y o2 es la

varianza de la distribucién). Trace la gréfica de f para el

casooc =1lyu=0.

&) =

Ejer. 49-50: Grafique f'y g en el mismo plano de coorde-
nadas, y estime las soluciones de la ecuacion f(x) = g(x).

49 f(x) = (05 — =04, g(x) =2 -2

50 f(x) = 0.3¢% gx) =x* —x

Ejer. 51-52: Las funciones f'y g se pueden usar para apro-
ximar e* en el intervalo [0, 1]. Grafique f, g yy = e¢* en el
mismo plano de coordenadas, y compare la precision de f(x)
y g(x) como una aproximacion a e*.

51 fo) =x + 1; gx) = 1.72x + 1
52 f(x) =ix*+x+1; g(x) = 0.84x> + 0.878x + 1

Ejer. 53-54: Grafique f'y estime sus ceros.
53 f(x) = x%* — xe"” + 0.1
54 f(x) = x%" — x%>™ + 1

Ejer. 55-56: Grafique f en el intervalo (0, 200]. Encuentre
una ecuacion aproximada para la asintota horizontal.

55 f(x) = (1 + I)X 56 f(x) = (1 + 2)X
X X

Ejer. 57-58: Aproxime la raiz real de la ecuacién.
57 58 ¥ =5—2x

er=x

Ejer. 59-60: Grafique f, y determine dénde f es creciente o
es decreciente.
59 f(x) = xe*

— x26*2x

60 f(x)

61 Contaminacién de una chimenea La concentracién C (en
unidades/m?) de contaminacion cerca de un punto al nivel
del suelo, que estd corriente abajo de una fuente de chime-
nea de altura £, estd dada por
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C = Q e—yl/(Zal)[e—(z—h)z/(Zbl) + e—(z+h)1/(2b1)]7
vab

donde Q es la intensidad de la fuente (en unidades/s), v es
la velocidad promedio del viento (en m/s), z es la altura (en
metros) arriba del punto corriente abajo, y es la distancia
desde el punto corriente abajo en la direccidn que es per-
pendicular al viento (la direccién de viento cruzado), y a 'y
b son constantes que dependen de la distancia en direccion
del viento (vea la figura).

(a) (Cémo cambia la concentracién de contaminacién al
nivel del suelo, en la posicién a favor del viento (y = 0
y z = 0) si la altura de la chimenea se aumenta?

(b) (Cémo cambia la concentracién de contaminacién al
nivel del suelo (z = 0) para una chimenea de altura fija
h si una persona se mueve en la direccion de viento
cruzado, con lo cual aumenta y?

EJERCICIO 61

Concentracién de contaminacién Consulte el ejercicio
61. Si la altura de la chimenea es 100 metros y b = 12, use
una grafica para estimar la altura z arriba del punto a favor
del viento (y = 0) donde se presenta la maxima concen-
traciéon de contaminacion. (Sugerencia: sea h = 100, b =
12 y grafique la ecuacién C = ¢ G W¥@% 4 p=GHIYCL) )
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an 63 Densidad atmosférica La densidad atmosférica a una alti-

tud x aparece en la tabla siguiente.

Altitud (m) 0 2000 | 4000

Densidad (kg/m®) | 1.225 | 1.007 | 0819
Altitud (m) 6000 | 8000 | 10,000
Densidad (kg/m®) | 0.660 | 0.526 | 0414

(a) Encuentre una funcién f(x) = Cye® que aproxime la
densidad a una altitud x, donde C, y k son constantes.
Grafique los datos y f en los mismos ejes de coorde-
nadas.

(b) Use f para pronosticar la densidad a 3000 y 9000
metros. Compare las predicciones con los valores rea-
les de 0.909 y 0.467, respectivamente.

W 64 Gasto gubernamental Los gastos del gobierno federal (en

miles de millones de ddlares) para afios seleccionados
aparecen en las tablas siguientes.

Ao 1910 1930 1950 1970
Gastos 0.7 33 42.6 195.6
Afo 1980 1990 2000
Gastos 590.9 1253.1 1789.1

(a) Sea x = 0 correspondiente al afio 1910. Encuentre una
funcion A(x) = Aye** que aproxime los datos, donde A,
y k son constantes. Grafique los datos y A en los mis-
mos ejes de coordenadas..

(b) Utilice A para predecir graficamente el afio en el que el
gasto federal primero gast6 $1 billén. (El afio real fue
1987.)

Funciones logaritmicas

En la seccién 5.2 observamos que la funcién exponencial dada por f(x) = a*
para0 < a <1 oa > 1 es biunivoca. En consecuencia, f tiene una funcién
inversa f~! (vea la seccion 5.1). Esta inversa de la funcién exponencial con

base a se denomina funcién logaritmica con base a y se denota por log,. Sus
valores se escriben log,(x) o log, x, 1éase “el logaritmo de x con base a”. En
vista de que, por la definicion de una funcién inversa f !,

y =1

x=f(y),

siy sélo si

la definicién de log, se puede expresar como sigue.
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Definicion de log,

Sea a un ndmero real positivo diferente de 1. El logaritmo de x con base a
estd definido por

y = log, x siy sélo si x=a

para toda x > 0 y todo ndmero real y.

ILUSTRACION

Note que las dos ecuaciones de la definicidon son equivalentes. A la pri-
mera ecuacion la llamamos forma logaritmica y a la segunda forma expo-
nencial. El lector debe esforzarse en ser experto para cambiar de una forma a
la otra. El siguiente diagrama puede ayudar a lograr este objetivo.

Forma logaritmica Forma exponencial
exponente
log,x =y a =x
base

Observe que cuando se cambian formas, las bases de las formas logarit-
mica 'y exponencial son iguales. El nimero y (esto es, log, x) corresponde al
exponente en la forma exponencial. En otras palabras, log, x es el exponente
al cual debe elevarse la base para obtener x. Esto es a lo que se refieren las
personas cuando dicen “los logaritmos son exponentes”.

La siguiente ilustracion contiene ejemplos de formas equivalentes

Formas equivalentes

Forma logaritmica Forma exponencial

B logsu=2 5=u

B log,8=3 b=

B r=logq P=q

B w=log 2r +3) 4v =2+ 3
B logzx=5+2z 3512 = x

El siguiente ejemplo contiene una aplicacién que comprende el cambio de
una forma exponencial a una forma logaritmica.

EJEMPLO 1 Cambiar forma exponencial a forma logaritmica

El nimero N de bacterias en cierto cultivo después de ¢ horas estd dado por
N = (1000)2'. Exprese ¢t como funcién logaritmica de N con base 2.

SOLUCION N = (1000)2"  enunciado
N
— =12 aisle la expresion exponencial
1000
N _ .
t = log; —— cambie a forma logaritmica ]

1000

Algunos casos especiales de logaritmos se dan en el ejemplo siguiente.
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EJEMPLO 2 Hallar logaritmos

Encuentre el nlimero, si es posible.
(a) log,, 100  (b) 10g231—2 (c) logy3 (d) log; 1 (e) logs (—2)

SOLUCION  En cada caso nos dan log, x y debemos hallar el exponente y tal
que @@ = x. Obtenemos lo siguiente.
(a) log,, 100 = 2 porque 10* = 100.

(b) log, 31—2 = —5 porque 27’ = é

(c) loge 3 = % porque 9'% = 3.
(d)log; 1 =0 porque 7° = 1.

(e) log; (—2) no es posible porque 3Y # —2 para cualquier nimero real y. ®

Las siguientes propiedades generales se deducen de la interpretacion de
log, x como exponente.

Propiedad de log, x | Razoén Tustracion

(1) log, 1 =0 @ =1 log;1 =0

(2) log,a =1 a' =a log;o 10 = 1

3) log,a* = x at = a* log, 8 = log, 2° =
@) g% = x como sigue Sloes? = 7

La razén para la propiedad 4 es consecuencia directa de la definicién de
log,, porque

si y = log, x, entonces X =a, [ x = a'°se”,

La funcién logaritmica con base a es la inversa de la funcién exponencial
con base a, de modo que la grifica de y = log, x se puede obtener al reflejar
la grifica de y = a* a través de la recta y = x (vea la seccidén 5.1). Este pro-
cedimiento se ilustra en la figura 1 para el caso a > 1. Note que el punto de
interseccion con el eje x de la grifica es 1, el dominio es el conjunto de los
nimeros reales positivos, el rango es R y el eje y es una asintota vertical.
Como los logaritmos con base 0 < a < 1 se usan raras veces, aqui no trazare-
mos sus gréficas.

Vemos de la figura 1 que si a > 1, entonces log, x es creciente en (0, ®)
y por lo tanto es biunivoca segun el teorema de la pagina 295. La combinacion
de este resultado con las partes (1) y (2) de la definicion de funcién biunivoca
de la pagina 294 nos dan el siguiente teorema, que también se puede demostrar
si0<a<l.

Teorema: las funciones
logaritmicas son biunivocas

La funcién logaritmica con base a es biunivoca. Entonces, las siguientes
condiciones equivalentes se satisfacen para niimeros reales positivos
X1y X

(1) Six; # x,, entonces log, x; # log, x..

(2) Silog, x; = log, x,, entonces x; = Xx,.

Cuando usemos este teorema como justificacién para un paso en la so-
lucién de un ejemplo, expresaremos que las funciones logaritmicas son biuni-
vocas.
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En el siguiente ejemplo resolvemos una ecuacion logaritmica sencilla,
es decir, una ecuacién que contiene un logaritmo de una expresién que con-
tiene una variable. Se pueden introducir soluciones extrafias cuando se re-
suelvan ecuaciones logaritmicas. En consecuencia, debemos comprobar las
soluciones de ecuaciones logaritmicas para asegurarnos de que estamos
sacando logaritmos de sdlo niimeros reales positivos, de otro modo, una fun-
cion logaritmica no estd definida.

EJEMPLO 3 Resolver una ecuacion logaritmica

Resuelva la ecuacion logg (4x — 5) = loge (2x + 1).

SOLUCION

logs (4x — 5) = loge (2x + 1) enunciado

4x —5=2x+ 1 las funciones logaritmicas son biunivocas
2x =6 reste 2x; sume 5
x=3 divida entre 2

v Pruebax =3 LI log, (4 -3 — 5) = logs 7
LD: logs 2 -3 + 1) = logs 7

Como log, 7 = logg 7 es un enunciado verdadero, x = 3 es una solucién. m

Cuando comprobemos la solucién x = 3 del ejemplo 3, no se requiere que
la solucién sea positiva, pero si se requiere que las dos expresiones, 4x — 5y
2x + 1 sean positivas después de sustituir 3 por x. Si extendemos nuestra idea
de argumento de variables a expresiones, entonces cuando comprobemos solu-
ciones podemos simplemente recordar que los argumentos deben ser positi-
Vos.

En el siguiente ejemplo usamos la definicién de logaritmo para resolver
una ecuacion logaritmica.

EJEMPLO 4 Resolver una ecuacion logaritmica

Resuelva la ecuacién log, (5 + x) = 3.

SOLUCION

logy (5 +x) =3  enunciado
5+ x =4% cambie a forma exponencial
x =159 despeje x

v Prueba x = 59 LI: log, (5 + 59) = log, 64 = log, 4° = 3
LD: 3

Como 3 = 3 es un enunciado verdadero, x = 59 es una solucién. ]

A continuacion trazamos la grafica de una funcién logaritmica especifica.

EJEMPLO 5 Trazar la grafica de una funcién logaritmica
Trace la gréfica de f'si f(x) = logs x.

SOLUCION Describiremos tres métodos para trazar la gréfica.
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Meétodo T Como las funciones dadas por log; x y 3* son inversas entre si, pro-
cedemos como hicimos para y = log, x en la figura 1; esto es, primero traza-
mos la grifica de y = 3* y luego la reflejamos a través de la recta y = x. Esto
nos da el trazo de la figura 2. Note que los puntos (—1, 371, (0, 1),(1, 3) y
(2, 9) en la gréfica de y = 3* se reflejan en los puntos (371, —1), (1, 0), (3, 1)
y (9, 2) en la grafica de y = logs x.

FIGURA 2

Meétodo 2 Podemos hallar puntos en la gréafica de y = log; x si hacemos x =
3k, donde k es un nimero real, y luego aplicamos la propiedad 3 de los loga-
ritmos (pagina 329) como sigue:

y = logz x = log; 3" = k

Usando esta férmula, obtenemos los puntos de la grafica que se ven en la tabla
siguiente.

x=3F 373 372 37! 30 3! 32 3?

Esto nos da los mismos puntos obtenidos usando el primer método.

Meétodo 3 Podemos trazar la grafica de y = log; x si trazamos la grafica de
la forma exponencial equivalente x = 37. [

Antes de continuar, localizamos un punto mds en y = log; x en la figura 2.
Si hacemos x = 5, entonces y = log; 5 (vea la figura 3). (Vemos que log; 5 es
un ndmero entre 1 y 2; en la seccién 5.6 estaremos en mejor aptitud de aproxi-
mar log; 5). Ahora en la grifica de y = 3* tenemos el punto (x, y) = (log; 5,
5), de modo que 5 = 3"°%5 que ilustra la propiedad 4 de logaritmos (pagina
329) y refuerza lo dicho de que los logaritmos son exponentes.

Al igual que en los ejemplos siguientes, con frecuencia buscamos trazar
la grafica de f(x) = log, u, donde u es alguna expresién que contiene x.

EJEMPLO 6 Trazar la grafica de una funcién logaritmica
Trace la grifica de fsi f(x) = logs | x| para x # 0.



332 CAPIiTULO 5

FIGURA 4

FIGURA5

y = logy(—)

FIGURA 6

FIGURA7

FIGURA 8

y =log;(2 — x)

y = logs(x — 2)

y =logs(x — 2)

FUNCIONES INVERSAS, EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

SOLUCION La gréfica es simétrica con respecto al eje y, porque
f(=x) = logs | —x| = logs | x| = f(x).

Si x > 0, entonces |x| = x y la grafica coincide con la grifica de y = log; x
trazada en la figura 2. Usando simetrfa, reflejamos esa parte de la gréfica a tra-
vés del eje y, obteniendo el trazo de la figura 4.

De manera alternativa, podemos pensar en esta funcion como g(x) = log; x
con | x| sustituida por x (consulte la explicacién en la pagina 191). Como todos
los puntos de la grafica de g tienen coordenadas x positivas, podemos obtener
la grafica de f al combinar g con la reflexién de g a través del eje y. [ ]

Reflejar la grafica de una funcion logaritmica
Trace la gréfica de f'si f(x) = logs (—x).

SOLUCION El dominio de fes el conjunto de los niimeros reales negativos,
porque log;(—x) existe sélo si —x > 0 o bien, lo que es equivalente, x < 0.
Podemos obtener la grafica de f'a partir de la grafica de y = log; x al sustituir
cada punto (x, y) de la figura 2 por (—x, y). Esto es equivalente a reflejar la gra-
fica de y = log; x a través del eje y. La gréfica se traza en la figura 5.

Otro método es cambiar y = log; (—x) a la forma exponencial 3V = —xy
luego trazar la grafica de x = —3. ]

EJEMPLO 8 Desplazar graficas de ecuaciones logaritmicas
Trace la gréfica de la ecuacion:
(@) y = log; (x — 2) () y =logsx — 2

SOLUCION

(a) La grafica de y = log; x se trazé en la figura 2 y se vuelve a trazar en la
figura 6. De la exposicién sobre desplazamientos horizontales en la seccién
3.5, podemos obtener la grafica de y = log; (x — 2) al desplazar la gréfica de
y = log; x dos unidades a la derecha, como se muestra en la figura 6.

(b) De la exposicion sobre desplazamientos verticales en la seccion 3.5, la gréfica
de la ecuacién y = log; x — 2 se puede obtener al desplazar la grifica de y = log;
x dos unidades hacia abajo, como se muestra en la figura 7. Note que el punto de
interseccion con el eje x estd dado por logyx = 20x =32 = 0. ]

Reflejar la grafica de una funcion logaritmica
Trace la gréfica de f'si f(x) = logs (2 — x).

SOLUCION Si escribimos
flx) =logs (2 — x) = logs [—(x — 2)],

entonces, aplicando la misma técnica usada para obtener la grafica de la ecua-
cién y = log; (—x) en el ejemplo 7 (con x sustituida por x — 2), vemos que la
grifica de fes la reflexion de la grdfica de y = log; (x — 2) a través de la recta
vertical x = 2. Esto nos da el trazo de la figura 8.

Otro método es cambiar y = log; (2 — x) a la forma exponencial 3" = 2 —
x y luego trazar la graficade x = 2 — 37. ]
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Antes que se inventaran las calculadoras electrénicas, los logaritmos con
base 10 se usaban para cdlculos numéricos complicados que contenian produc-
tos, cocientes y potencias de nimeros reales. La base 10 se usaba porque estd
bien adaptada para nimeros que se expresan en forma cientifica. Los logaritmos
con base 10 se denominan logaritmos comunes. El simbolo log x se usa como
abreviatura para log, x, igual que V' se usa como abreviatura para v

Definicion
de logaritmo comuin

log x = logo x paratoda x>0

Como ahora se dispone de calculadoras de bajo costo, no hay necesidad
de logaritmos comunes como herramienta para trabajo computacional. La base
10 se incluye en aplicaciones, no obstante, y por ello numerosas calculadoras
tienen una tecla , que se puede usar para aproximar logaritmos comunes.

La funcién exponencial natural estd dada por f(x) = e*. La funcién loga-
ritmica con base e se llama funcién logaritmica natural. El simbolo In x
(1éase “ele ene de x” es una abreviatura de log, x y nos referimos a ella como
el logaritmo natural de x. Entonces, la funcion logaritmica natural y la fun-
cion exponencial natural son funciones inversas una de la otra.

Definicion
de logaritmo natural

Inx = log, x para toda x>0

ILUSTRACION

Casi todas las calculadoras tienen una tecla marcada (LN), que se puede
usar para aproximar logaritmos naturales. La siguiente ilustraciéon da varios
ejemplos de formas equivalentes que contienen logaritmos comunes y naturales.

Formas equivalentes

Forma logaritmica  Forma exponencial

B logx=2 10> = x
B logz=y+3 10773 = ¢
B Inx=2 e =x
B Inz=y+3 et =z

Para hallar x cuando se da log x o In x, podemos usar la tecla ola
, respectivamente, en una calculadora, como en el ejemplo siguiente. Si su
calculadora tiene una tecla (para inversas), puede introducir x y sucesiva-

mente pulsar 0 (Ln).

EJEMPLO 10 Resolver una ecuacién logaritmica sencilla

Encuentre x si
(a) logx = 1.7959 (b) Inx =47
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ILUSTRACION

y = log, x
y=lInx

Sr = log; x
y = log x

SOLUCION

(a) Cambiando log x = 1.7959 a su forma exponencial equivalente tendremos
x = 10",
Evaluando la tdltima expresion a una precision de tres lugares decimales dara
x = 62.503.
(b) Cambiando In x = 4.7 a su forma exponencial equivalente dara
x = " = 109.95. |

La tabla siguiente es una lista de formas logaritmicas comunes y naturales
para las propiedades de la pagina 329.

Logaritmos con base a Logaritmos comunes | Logaritmos naturales
1) log, 1 =0 logl =0 Inl1 =0
(2) log,a =1 log 10 =1 Ine=1
3) log,a* = x log 10* = x Ine* = x
@) g~ = x 100ex = x enx = x

La dltima propiedad para logaritmos naturales nos permite escribir el
nimero a como e ¢, de modo que la funcién exponencial f(x) = a* se puede
escribir como f(x) = (e 9)* 0 como f(x) = e* " ¢. Muchas calculadoras usan
un modelo exponencial de regresiéon de la forma y = ab*. Si se desea un
modelo exponencial con base e, podemos escribir el modelo

y = ab* cuando y = ae "’

Convertir a expresiones de base e
m 3 es equivalente a e*'n?

m es equivalente a ¢!~

B 4-2° esequivalentea 4 -e*™"?

La figura 9 muestra cuatro gréficas logaritmicas con base a > 1. Note que
para x > 1, cuando aumenta la base del logaritmo, las grificas aumentan mas
lentamente (son mds horizontales). Esto es l6gico cuando consideramos las
gréficas de las inversas de estas funciones: y = 2%,y = ¢*, y = 3*y y = 10~
Aqui, para x > 0, cuando aumenta la base exponencial, las graficas aumentan
mads rdpido (son mds verticales).

Los siguientes cuatro ejemplos ilustran aplicaciones de logaritmos
comunes y naturales.

EJEMPLO 11 La escala Richter

En la escala Richter, la magnitud R de un terremoto de intensidad / estd dada
por

R =1o l
glo’

donde I, es cierta intensidad minima.
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(a) Si la intensidad de un terremoto es 10001, encuentre R.

(b) Exprese I en términos de R e I,

SOLUCION
1 .
(@) R = log — enunciado
I
10001,
= log sea I = 10001,
I
= log 1000 cancele I,
=log 10° 1000 = 10°
=3 log 10* = x para toda x

De este resultado vemos que un aumento multiplicado por diez en intensidad
resulta en un aumento de 1 en magnitud (si 1000 se cambiara a 10,000, enton-
ces 3 cambiaria a 4).

1
(b) R = log A enunciado
)

— = 10" cambie a forma exponencial
0

I =1, 10" multiplique por |

EJEMPLO 12 Ley de Newton del enfriamiento

La ley de Newton del enfriamiento expresa que la rapidez a la que un cuerpo se
enfria es directamente proporcional a la diferencia de temperatura entre el
cuerpo y el medio que le rodea. La ley de Newton se puede usar para demostrar
que en ciertas condiciones la temperatura 7 (en °C) de un cuerpo en el tiempo ¢
(en horas) estd dada por T = 75¢~2, Exprese ¢ como funcién de 7.

SOLUCION T = 75" enunciado
T

e ¥ = % afsle la expresion exponencial
r . .

—2t=1In 75 cambie a forma logaritmica
[ A

t = ——In— divida entre —2 |

2 75

EJEMPLO 13 Aproximar un tiempo de duplicacién

Suponga que una poblacién estd creciendo continuamente a razén de 4% por
afio. Aproxime el tiempo que requiere una poblacién para duplicar su tamafio,
es decir, su tiempo de duplicacion.

SOLUCION Note que no se da un tamafio inicial de poblacién. No saber el
tamafio inicial no presenta problema, sin embargo, deseamos sélo determinar
el tiempo necesario para obtener un tamafo de poblacién relativo a un tamafo
inicial de poblacion. Si usamos la férmula del crecimiento g = gye' con
r = 0.04 tendremos
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2qy = qoe™™ sea g = 2qq
2 = 004 divida entre g, (g, # 0)
0.04t =1n2 cambie a forma logaritmica

1
t =25In2 = 17.3 afos. multiplique por o0 25

El hecho de que g, no tuvo ningtin efecto en la respuesta indica que el
tiempo de duplicacién para una poblacién de 1000 es igual que el tiempo de
duplicacién para una poblacién de 1,000,000 o cualquier otra poblacién inicial
razonable. ]

Del tltimo ejemplo podemos obtener una férmula general para el tiempo
de duplicacién de una poblacion, es decir,

_n2

r

rt=1In2 o bien, lo que es equivalente, t

Como In 2 = 0.69, vemos que el tiempo de duplicacion ¢ para un crecimiento
de este tipo es aproximadamente 0.69/r. Como los nimeros 70 y 72 son cer-
canos a 69 pero tienen mds divisores, algunas fuentes se refieren a esta rela-
cién de duplicacion como la regla del 70 o la regla del 72. Como ilustracién
de la regla del 72, si el porcentaje de crecimiento de una poblacién es 8%,
entonces toma unos 72/8 = 9 afios para que la poblacién se duplique. En
forma mas precisa, este valor es

In2 B
? - 100 = 8.7 afios.

EJEMPLO 14 Determinar la vida media de una sustancia radiactiva

Un fisico encuentra que una sustancia radiactiva desconocida registra 2000
conteos por minuto en un contador Geiger. Diez dias después la sustancia
registra 1500 conteos por minuto. Con cdlculo, se puede demostrar que des-
pués de ¢ dias la cantidad de material radiactivo y por tanto el nimero de con-
teos por minuto N(7), es directamente proporcional a e para alguna constante
¢. Determine la vida media de la sustancia.

SOLUCION Como N(¢) es directamente proporcional a e,
N(t) = ke,
donde k es una constante. Haciendo + = 0 y usando N(0) = 2000, obtenemos
2000 = ke® =k -1 = k.
En consecuencia, la férmula para N(f) se puede escribir como
N(7) = 2000e“".
Como N(10) = 1500, podemos determinar ¢ como sigue:

1500 = 2000e* sear = 10 en N(z)

3= elle afsle la expresi6 ial
) s presion exponencia
_ 1.3 . L
10c = In} cambie a forma logaritmica
c=-—+1In3 divida entre 10
1013

Por tltimo, como la vida media corresponde al tiempo 7 en el que N(¢) es
igual a 1000, tenemos lo siguiente:
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1000 = 2000e* sea N(t) = 1000
% =e“ aisle la expresién exponencial
ct = 1In % cambie a forma logaritmica
1 1 .
t=—In— divida entre ¢
c 2
1 1
=13 In— c¢= % In 3
oy 2
=~ 24 dias aproxime u

El siguiente ejemplo es una buena ilustraciéon del poder de una calcula-
dora de graficas, porque es imposible hallar la solucién exacta usando sélo
métodos algebraicos.

@ EJEMPLO 15 Aproximar una solucién a una desigualdad

Grafique f(x) = log (x + 1) y g(x)= In (3 — x), y estime la solucién de la desi-

aldad = .
FIGURA 10 & f(X) g(X)

[=1.3]) por[-2,2] SOLUCION Empezamos por hacer las asignaciones
Y, = log (x + 1) y Y, =1In(3 — x).
Como el dominio de fes (—1, %) y el dominio de g es (—, 3), escogemos la
- ) ] pantalla [—1, 3] por [—2, 2] y obtenemos la grafica de la figura 10. Usando

/‘" una funcidén de interseccion, encontramos que el punto de interseccién es apro-

—_—

ximadamente (1.51, 0.40). Entonces, la solucién aproximada de f(x) = g(x) es
el intervalo

1.51 < x < 3. ]
m Ejercicios
Ejer. 1-2: Cambie a forma logaritmica. Ejer. 3-4: Cambie a forma exponencial.
_ 3 _ 1
1 (@4 =64 (b) 47 =5 3 (@) log,32=5 (b) logssi; = —5
© 1 =s d) 3 =4—1 (c) log,r=1p (d) logs(x+2)=5
(e) log,m = 3x + 4 (f) log, 512 = %
(e) 57 = 40 ) 0.7y =53 |
&= )= 4 (a) log; 81 = 4 (b) log, 5 = —4
(c) log,w = ¢ (d) logse(2x — 1) =3
2 (a) 3° =243 (b) 34 =4
(€ logip=5-—x (f) log,343 =3
(€ cv=d (d) 7*= 100p Ejer. 5-10: Despeje ¢t usando logaritmos con base a.
5 2d” =5 6 3a" =10
P
() 37> =— ) 09y =1 7 K=H—Ca' 8 F=D + Bd'

F
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9 A=Ba“"+D 10 L= Ma™—P

Ejer. 11-12: Cambie a forma logaritmica.

1 (a) 10° = 100,000 (b) 1073 = 0.001
() 10°F=y—3 d) & =p
() e =3 —x

12 (a) 10* = 10,000 (b) 1072 = 0.01
(c) 10° = 38z d) ¢¢=D

(e) "=x+2
Ejer. 13-14: Cambie a forma exponencial.
13 (a) logx = 50 (b) logx = 20¢

() Inx = 0.1 (d) Inw =4+ 3x
(@ In(z-2 =3

14 (a) logx = —8 (b) logx =y +4
() Inx=1 (d) nz=7+x
() In(t—5) =12

Ejer. 15-16: Encuentre el niimero, si es posible.

15 (a) logs 1 (b) log; 3 (c) log, (—2)
(d) log, 72 (e) 3lo=8 (f) logs 125
(g) logi7g

16 (a) logg 1 (b) logy 9 (c) logs 0
(d) logs 67 (e) 5'oes 4 (f) log; 243

(g) log, 128
Ejer. 17-20: Encuentre el niimero.
17 (a) 1003 (b) log 10° (c) log 100

(d) log 0.0001  (e) 10'*l¢e3

18 (a) 107 (b) log10~° (c) log 100,000
(d) log 0.001  (e) 10 1*kes

19 (a) e"? (b) Ine? (c) 3

20 (a) "¢ (b) In ¢ (c) e*ns

Ejer. 21-36: Resuelva la ecuacion.
21 log, (x + 10) = log, (8 — x)

22 log; (x + 4) = logs (1 — x)
23 logs (x — 2) = logs (3x + 7)
24 log; (x — 5) = log; (6x)

25 log x*> = log (—3x — 2) 26 Inx>=1n(12 — x)

27 log;(x —4) =2 28 log, (x —5) =4
29 logyx = —3 30 logix = —3

31 Inx?>= -2 32 logx?= —4

33 £hr=9 34 e =02

35 '3 =27 36 ¢*M2 =0.25

37 Complete las afirmaciones para f(x) = log x.
(@) Cuandox —> 1,f(x) > ___.
(b) Cuando x — 10, f(x) —> ____.
(c) Cuando x = oo, f(x) > ____.
(d) Cuando x > 0F, f(x) > ____.
38 Complete las afirmaciones para f(x) = In x.
(@) Cuandox —> 1,f(x) > ___.
(b) Cuandox > e, f(x) > ____.
(c) Cuando x —> oo, f(x) > ____.
(d) Cuando x = 0F, f(x) > ____.
39 Trace la grifica de fsi a = 4.
(@) f(x) = log, x () f(x) = ~log, x
(0) f(x) = 2log, x (d) f(x) = log, (x +2)
(e) fx) = (log,x) +2 (f) fx) = log, (x = 2)
(®) f(x) = (log,x) =2 (h) f(x) = log, |x|
(i) fx) = log, (—x) () f(x) = log, (3 — x)
() f(x) = [log, x| () f(x) = logu, x
40 Haga el ejercicio 39 sia = 5.
Ejer. 41-46: Trace la grifica de f.

M F(x) = log (x + 10) 42 £(x) = log (x + 100)
43 f(x) = In|x| 44 f(x) =In|x — 1|
45 f(x) =Ine + x 46 f(x) =In(e + x)

Ejer. 47-48: Encuentre una funcién logaritmica de la forma
f(x) = log, x para la grafica dada.

a7,y 48

9,2)




Ejer. 49-54: En la figura se muestra la grafica de una fun-
cion f. Exprese f(x) en términos de F.

Yy
F(x) = log, x

(@,2)

(a, 1)

Ejer. 55-56: Aproxime x a tres cifras significativas.

55 (a) logx = 3.6274 (b) logx = 0.9469

(c) logx = —1.6 (d Inx=23

(e) Inx = 0.05 (f) nx=—1.6
56 (a) logx = 1.8965 (b) log x = 4.9680

(c) logx = —2.2 (d) Inx =37

(e) Inx = 0.95 f) mx= -5

57

58

59

60

61

62

63

64

65
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5.4 Funciones logaritmicas

Hallar una rapidez de crecimiento Cambie f(x) =
1000(1.05)* a una funcién exponencial con base e y apro-
xime el porcentaje de crecimiento de f.

Hallar una rapidez de crecimiento Cambie f(x) =
50(9/8)* a una funcién exponencial con base e y aproxime
una rapidez de crecimiento de f.

Hallar una rapidez de decaimiento Cambie f(x) =
20(0.97)* a una funcién exponencial con base e y aproxime
la rapidez de decaimiento de f.

Hallar una rapidez de decaimiento Cambie f(x) = 100(%)X
a una funcién exponencial con base e y aproxime la rapidez
de decaimiento de f.

Decaimiento del radio Si empezamos con ¢, miligramos
de radio, la cantidad ¢ restante después de ¢ afios estd dada
por la férmula g = ¢,(2)19%. Exprese ¢ en términos de g y
de ¢,

Decaimiento del isétopo de bismuto El isétopo radiac-
tivo de bismuto 21Bi se desintegra de acuerdo con Q =
k(2)~"5, donde k es una constante y ¢ es el tiempo en dfas.
Exprese t en términos de Q y k.

Circuito eléctrico Un diagrama de un circuito eléctrico
sencillo formado por un resistor y un inductor se muestra
en la figura siguiente. La corriente / en el tiempo ¢ estd dada
por la férmula I = 20e~R”L, donde R es la resistencia y L es
la inductancia. De esta ecuacién despeje 7.

EJERCICIO 63
R
NV
I
V —/—
Y Y Y\
L

Condensador eléctrico A un condensador eléctrico con
carga inicial Q, se le permite descargarse. Después de ¢ se-
gundos, la carga Q es Q = QyeM, donde k es una constante.
De esta ecuacion despeje t.

Escala de Richter Use la férmula de la escala de Richter R =
log (I/1,) para hallar la magnitud de un terremoto que tiene
una intensidad

(a) 100 veces la de I,
(b) 10,000 veces la de I,
(c) 100,000 veces la de I,
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66 Escala de Richter Consulte el ejercicio 65. Las magnitu-

67

68

69

70

i

72

73

des mds grandes de terremotos registrados han sido de entre
8 y 9 en la escala de Richter. Encuentre las intensidades
correspondientes en términos de /.

Intensidad del sonido La intensidad actstica de un
sonido, como la experimenta el oido humano, estd basada
en su nivel de intensidad. Una férmula empleada para
hallar el nivel de intensidad o = 10 log (//I;)), donde I, es
un valor especial de / acordado como el sonido mas débil
que puede ser detectado por el oido en ciertas condiciones.
Encuentre « si

(a) I es 10 veces mayor que I,
(b) I es 1000 veces mayor que I,

(c) I es 10,000 veces mayor que I, (Este es el nivel de
intensidad de la voz promedio.)

Intensidad del sonido Consulte el ejercicio 67. Un nivel
de intensidad del sonido de 140 decibeles produce dolor en
el oido humano promedio. ;Aproximadamente cudntas
veces mayor que /, debe ser / para que « alcance este nivel?

Crecimiento de la poblacién en Estados Unidos La
poblacién N(7) (en millones) de Estados Unidos 7 afios des-
pués de 1980 se puede aproximar con la férmula N(¢) =
23100103 ; Cudndo es que la poblacién serd el doble de la
de 1980?

Crecimiento de poblacién en India La poblacién N(#) (en
millones) de India ¢ afios después de 1985 puede aproxi-
marse con la férmula N(1) = 766¢%0182" ; Cuédndo es que la
poblacién serd de 1500 millones?

Peso de nifos La relacién de Ehrenberg

InW=1n24 + (1.84)h

es una férmula empirica que relaciona la estatura & (en
metros) con el peso promedio W (en kilogramos) para nifios
de 5 a 13 afios de edad.

(a) Exprese W como funcién de & que no contenga In.

(b) Estime el peso promedio de un nifio de 8 afios de edad
que mide 1.5 metros de estatura.

Interés capitalizado continuamente Si el interés se capi-
taliza continuamente a razén de 4% al aflo, aproxime el
nimero de aflos necesarios para que un depdsito inicial de
$6000 crezca a $25,000.

Presion de aire La presién de aire p(h) (en 1b/in2), a una
altitud de h pies sobre el nivel del mar, se puede aproximar
con la férmula p(h) = 14.7¢~00000385k ; Aproximadamente
a qué altitud & la presion del aire es

(@) 10 1b/in??

(b) 1a mitad de su valor al nivel del mar?

74

75

FUNCIONES INVERSAS, EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Presién de vapor La presién de vapor P de un liquido (en
1b/in2), una medida de su volatilidad, esté4 relacionada con
su temperatura 7 (en °F) por la ecuacién de Antoine

b
logP=a+——/,
c+T
donde a, by ¢ son constantes. La presién de vapor aumenta

rapidamente con un aumento de temperatura. Exprese P
como funcién de 7.

Crecimiento de elefantes El peso W (en kilogramos) de
una elefanta africana de edad ¢ (en afios) se puede aproxi-
mar con

W = 2600(1 — 0.51e %073,

(a) Aproxime el peso al nacimiento.

(b) Estime la edad de una elefanta africana que pesa 1800
kg mediante el uso (1) de la grafica siguiente y (2) de la
férmula para W.

EJERCICIO 75
A W (kg)

3000 A

2000

1000

1 1 1 1 1 1 1 1 -

76

77

T T T T T T T T »

10 20 30 40 50 60 70 80  f(afos)

Consumo de carbén Un pais actualmente tiene reservas
de carb6n de 50 millones de toneladas; el afio pasado con-
sumié 6.5 millones de toneladas de carbon. Los datos de
afios pasados y las proyecciones de poblacién sugieren que
la rapidez de consumo R (en millones de toneladas al afio)
aumentard de acuerdo con la férmula R = 6.5¢00% y la
cantidad total T (en millones de toneladas) de carbon que se
usarén en f afios estd dada por la férmula T = 325(e%92 —
1). Si el pais utiliza sélo sus propios recursos, ;cudndo se
agotardn las reservas de carb6n?

Densidad de poblacién urbana Un modelo de densidad
urbana es una férmula que relaciona la densidad de pobla-
cién D (en miles/mi2) con la distancia x (en millas) desde el
centro de la ciudad. La férmula D = ae~%* para la densidad
central a y el coeficiente de disminucién b se ha encontrado
apropiada para muchas grandes ciudades de Estados
Unidos. Para la ciudad de Atlanta en 1970, a = 55y b =
0.10. ;Aproximadamente a qué distancia la densidad de
poblacién era de 2000 por milla cuadrada?
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79

80

81
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Brillantez de estrellas Las estrellas se clasifican en cate-
gorfas de brillantez llamadas magnitudes. A las estrellas
mds tenues, con flujo de luz L, se les asigna una magnitud
de 6; a las mds brillantes con flujo de luz L se les asigna una
magnitud m por medio de la férmula

L
m=6—25log—.
Ly
(a) Encuentre m si L = 10°4L,,

(b) De la férmula despeje L en términos de m y L.

Decaimiento de yodo radiactivo El yodo radiactivo 3'T
se usa con frecuencia en estudios de rastreo de la gldandula
tiroides. La sustancia se desintegra de acuerdo con la féormu-
la A(t) = Apa™', donde A es la dosis inicial y ¢ es el tiempo
en dias. Encuentre a, suponiendo que la vida media del 13'1
es 8 dias.

Contaminacion radiactiva El estroncio radiactivo *°Sr ha
sido depositado en un gran campo por la lluvia 4cida. Si
suficientes cantidades llegan hasta la cadena alimenticia de
los seres humanos, puede ocasionar cdncer en los huesos.
Se ha determinado que el nivel de radiactividad en el campo
es 2.5 veces mayor que el nivel seguro S. El “Sr se desin-
tegra de acuerdo con la férmula

A(l) = A0670.0239t,

donde A es la cantidad actualmente en el campo y ¢ es el
tiempo en aflos. (Durante cudntos afios estard contaminado
el campo?

Velocidad al caminar En un estudio de 15 ciudades que
varian en poblacién P de 300 a 3,000,000, se encontré que
el promedio de velocidad al caminar S (en ft/s) de un pea-
tén podria aproximarse por S = 0.05 + 0.86 log P.

(a) (En qué forma afecta la poblacién al promedio de velo-
cidad al caminar?

(b) (Para qué poblacién el promedio de velocidad al cami-
nar es de 5 ft/s?

Chips de computadora Para fabricantes de chips de compu-
tadora, es importante considerar la fraccion F de chips que
fallardan después de ¢ aflos de servicio. Esta fraccién pue-
de aproximarse a veces con la férmula F = 1 — ¢~ donde
¢ es una constante positiva.

(a) ¢En qué forma el valor de ¢ afecta la confiabilidad de
un chip?
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(b) Si ¢ = 0.125, ;después de cudntos afios habran fallado
el 35% de los chips?

+w Ejer. 83-84: Aproxime la funcién en el valor de x a cuatro
lugares decimales.

83

84

@fx)=In(x+1)+ e, x=2
(log x)* — log x

(b) glx) = — i x =397

@ f(x) =log (2x*+ 1) = 10, x=1.95
x—34

(b) glx) = e x =055

an Ejer. 85-86: Aproxime la raiz real de la ecuacion.

85

xlnx =1 8 Inx+x=0

an Ejer. 87-88: Grafique 'y g en el mismo plano de coordena-
das y estime la solucion de la desigualdad f(x) = g(x).

87
88

W 89

IE9O

f(x) =221log(x +2); gx) =Inx
fx) =xIn|x|; g(x) = 0.15¢*
Nivel de colesterol en mujeres Estudios que relacionan el

nivel de colesterol en suero con enfermedades coronarias,
sugieren que un factor de riesgo es la razon entre x y la can-
tidad total C de colesterol en la sangre y la cantidad H de
colesterol lipoprotefnico de alta densidad en la sangre. Para
una mujer, el riesgo de vida R de tener un ataque cardiaco
se puede aproximar con la férmula

R=1207Inx —2.04

Por ejemplo, si R = 0.65, entonces hay un 65% de proba-
bilidad que una mujer tenga un ataque cardiaco en su vida.

siempre y cuando 0 =R = 1.

(a) Calcule R para una mujer con C =242y H =78
(b) Gréficamente estime x cuando el riesgo sea de 75%.

Nivel de colesterol en hombres Consulte el ejercicio 89.
Para un hombre, el riesgo se puede aproximar con la férmu-
laR=135Inx— 1.19.

(a) Calcule R para un hombre con C = 287 y H = 65.

(b) Grificamente estime x cuando el riesgo sea de 75%.

Propiedades
de los logaritmos

En la seccion precedente observamos que log, x se puede interpretar como un
exponente. Asi, parece razonable esperar que las leyes de los exponentes pue-
dan usarse para obtener leyes correspondientes de logaritmos. Esto se demues-
tra en las demostraciones de las leyes siguientes, que son fundamentales para

todo trabajo con logaritmos.
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FUNCIONES INVERSAS, EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

Leyes de logaritmos

Si u y w denotan niimeros reales positivos, entonces

(1) log, (uw) = log, u + log, w

@) log, <i> = log, u — log, w
w

3) log, (u°) = clog, u para todo nimero real ¢

DEMOSTRACIONES Para las tres demostraciones, sean

r = log, u

y s = log, w.

Las formas exponenciales equivalentes son

u=a

Ahora procedemos como sigue:

y w=a'

m uw = a'a’ definicién de u y w
uw = a'"* ley 1 de los exponentes
log, (uw) =r + s cambie a forma logaritmica
log, (uw) = log, u + log, w definicién de 7y s
u a L
2) — = definicién de u 'y w
w a
u
—=a" ley 5(a) de los exponentes
w
u . ~ .
log, (—) =r—=ys cambie a forma logaritmica
w
u “ . .
log, (—) = log, u — log, w definicién de ry s
w
3) ut = (a"° definicion de u
u- = a”’ ley 2 de los exponentes

cambie a forma logaritmica

log, (1) = cr
definicion de r [ ]

log, (u°) = clog, u

Las leyes de los logaritmos para los casos especiales @ = 10 (logaritmos
comunes) y a = e (logaritmos naturales) se escriben como se muestra en la
tabla siguiente.

Logaritmos comunes Logaritmos naturales

M) In(ww) =Inu + Inw

(2) In <l> =lnu—Inw
w

B) Inw) =clnu

1) log (uw) = logu + log w

(2) log <l> = logu — logw
w

3) log (1) = clogu

Como lo indica la siguiente advertencia, no hay leyes para expresar log,
(u + w) olog, (u — w) en términos de logaritmos mds sencillos.
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FIGURA1
[FEsEr i@l +Yvaz -

pls3alogine=12-1
[pach a=4109C22
~d. 142525482
logo sl ime=120 0 %
b
=4, 142325452
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log, (u + w) # log, u + log, w
log, (u — w) # log, u — log, w

Los siguientes ejemplos ilustran usos de las leyes de logaritmos.

EJEMPLO 1 Uso de leyes de los logaritmos

3
X . .
Exprese loga—zy en términos de logaritmos de x, y y z.
z

SOLUCION  Escribimos Vy como y? y usamos leyes de los logaritmos:

Vy

log, == = log, (x'y") — log, * ley 2
Z

= log, ¥* + log, y"* — log, 2> ley |
= 3log,x + %1ogay —2log,z ley3

Note que si un término con exponente positivo (por ejemplo x3) estd en el
numerador de la expresion original, tendrd un coeficiente positivo en la forma
expandida, y si estd en el denominador (por ejemplo z2), tendrd un coeficiente
negativo en la forma expandida. ]

EJEMPLO 2 Uso de leyes de logaritmos

Exprese como un logaritmo:

%loga (x2—=1) — log,y — 4log, z

SOLUCION Aplicamos las leyes de los logaritmos como sigue:
%loga (x2—=1) — log,y — 4log, z

= log, (x> — ) — log,y — log,z* ley3
= log, V-1 - (log, y + log, z*) 4lgebra
= log, Vx* — 1 — log, (yz*) ley 1
N

4

yz

= log, ley 2 ]

En la figura 1 ejecutamos una prueba sencilla de calculadora del ejem-
plo 2 al asignar valores arbitrarios a X, Y y Z y luego evaluar la expresion dada
y nuestra respuesta. No demuestra que tengamos razon, pero da credibilidad
a nuestro resultado (por no mencionar tranquilidad mental).
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EJEMPLO 3 Resolver una ecuacion logaritmica
Resuelva la ecuacion logs (2x + 3) = logs 11 + logs 3.

SOLUCION

logs (2x + 3) = logs 11 + logs 3 enunciado

logs 2x + 3) = logs (11 - 3) ley 1 de los logaritmos
2x +3 =133 las funciones logaritmicas son biunivocas
x =15 despeje x

v Pruebax = 15 LI: logs (2 - 15 + 3) = logs 33
LD: logs 11 + logs3 = logs (11 - 3) = logs 33

Como logs 33 = logs 33 es un enunciado verdadero, x = 15 es una solucién. m

Las leyes de los logaritmos se demostraron para logaritmos de nimeros
reales positivos u'y w. Si aplicamos estas leyes a ecuaciones en las que u'y w
son expresiones que contienen una variable, entonces pueden aparecer solu-
ciones extrafias, por lo cual las respuestas deben sustituirse por la variable en
u 'y w para determinar si estas expresiones estan definidas.

EJEMPLO 4 Resolver una ecuacion logaritmica

Resuelva la ecuacion log, x + log, (x + 2) = 3.

SOLUCION
log, x + log, (x +2) = 3 enunciado
log, [x(x + 2)] =3 ley 1 de los logaritmos
x(x +2) =23 cambie a forma exponencial
x2+2x—8=0 multiplique e iguale a 0
x—2)x+4) =0 factorice
x—2=0, x+4=0 teorema del factor cero
x =2, x=—4 despeje x

v Pruebax=2 LI: log,2 + log, (2 +2) = 1 + log, 4
=1+1log2°=1+2=3
LD: 3

Como 3 = 3 es un enunciado verdadero, x = 2 es una solucion.
v Pruebax = —4 LI: log, (—4) + log, (—4 + 2)

Como los logaritmos de nimeros negativos no estdn definidos, x = —4 no es
una solucion. |
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EJEMPLO 5 Resolver una ecuacién logaritmica

Resuelva la ecuaciénIn (x + 6) —In10 =In(x — 1) — In 2.

SOLUCION
In(x+6) —In(x —1) =In10 —In2 reacomodo de términos
x+6 10 .
In =In— ley 2 de logaritmos
x—1 2
x+6 .
=5 In es biunivoco
x—1
x+6=5%-5 multiplique por x — 1
x = % despeje x

v Prueba Como In (x + 6) y In (x — 1) estdn definidos en x = % (son logarit-
mos de nimeros reales positivos) y como nuestros pasos algebraicos son correc-
11 > .
tos, se deduce que 7 es una solucién de la ecuacién dada. (La figura 2 muestra
una prueba de calculadora para el ejemplo 5.)

FIGURA 2

11-d=+x

Sllneiedssl
LD\ln'iH—_iEé

LI

N3 N>

EJEMPLO 6 Desplazar la grafica de una ecuacién logaritmica
Trace la gréfica de y = log; (81x).

FIGURA 3 SOLUCION Podemos reescribir la ecuacién como sigue:

y = log;(81x) y = logs (81x) enunciado
=4+ logsx

= log; 81 + log; x ley 1 de los logaritmos
= log; 3* + logzx 81 = 3*
=4 + logs x log, a* = x
Entonces, podemos obtener la grafica de y = log; (81x) al desplazar vertical-

mente la grifica de y = log; de la figura 2 en la seccion 5.4 hacia arriba cua-
tro unidades. Esto nos da el trazo de la figura 3. ]
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EJEMPLO 7 Trazar graficas de ecuaciones logaritmicas

Trace la gréfica de la ecuacién:
(@) y =logs(x?)  (b) y = 2log;x

SOLUCION

(a) Como x> = |x

2, podemos reescribir la ecuacién dada como
y = logs | x|~

Usando la ley 3 de los logaritmos, tenemos

y = 2logs |x|.

Podemos obtener la grifica de y = 2 logs | x| al multiplicar por 2 las coorde-
nadas y de puntos en la grafica de y = logs | x| en la figura 4 de la seccién 5.4.
Esto nos da la gréfica de la figura 4(a).

FIGURA 4
(€)] (b)

y = log,(x?)

(b) Siy = 2 log; x, entonces x debe ser positiva. Por lo tanto, la grafica es
idéntica a la parte de la gréfica de y = 2 logs |x| de la figura 4(a) que se
encuentra a la derecha del eje y. Esto nos da la figura 4(b). ]

EJEMPLO 8 Una relacién entre precio de venta y demanda

En el estudio de economia, la demanda D de un producto a veces estd relacio-
nada con su precio de venta p por una ecuacién de la forma

log, D = log, ¢ — klog, p,
donde a, ¢ y k son constantes positivas.

(a) Despeje D de la ecuacion.

(b) (En qué forma se afecta la demanda al aumentar o disminuir el precio de
venta?

SOLUCION

(a) log, D = log, ¢ — klog,p enunciado
log, D = log, ¢ — log, p* ley 3 de los logaritmos

c
log, D = log, — ley 2 de los logaritmos
p
— ¢ Al .
D = E log, es biunivoca

(b) Si el precio p aumenta, el denominador p* en D = ¢/p* también aumentard
y por tanto la demanda D del producto disminuird. Si el precio disminuye,
entonces p* disminuird y la demanda D aumentard. ]
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m Ejercicios

Ejer. 1-8: Exprese en términos de logaritmos de x, y, z o w.

1 (a) log, (x2) (b) log, (y/x) (c) log,Vz

2 (a) log; (y2)  (b) log; (xz/y) (©) logs Vy

3 5.,,2
3 log.— 4 log, P
vz y

5 Io 6 lo
gx\fy & vz

Ejer. 9-16: Escriba la expresiéon como un logaritmo.

9 (a) logs x + log; (5y) (b) logs (2z) — logs x

(©) 5logyy
10 (a) log, (3z) + log, x (b) logs x — log, (7y)

(©) 5log, w

1 2log, x — 3log, (x — 2) — 5 log, (2x + 3)

12 5log, x — %log(, (Bx —4) — 3log, (5x + 1)

13 log (%) — 2 log xVy — 3 log <x>
y

. I
14 2logL —3logy + Elog)c“y2
x

15 Iny® + _%ln (%) = S1Iny
16 2Inx — 41In(1/y) — 31n (xy)

Ejer. 17-38: Resuelva la ecuacién.
17 logs (2x — 3) = loge 24 — logs 3

18 log, Bx + 2) = log, 7 + log, 3

19 2log;x = 3log; 5

20 3log,x = 2log, 3

21 logx — log (x + 1) = 3log4

22 log(x +2) —logx =2log4

23 In(—4—x)+In3=In(Q2 — x)

24 Inx +In(x+6) =219

25 log, (x +7) + log,x =3

26 logg (x + 5) + loggx = 2

27 log, (—x) +log, (2 —x) =3

28 log; (—x) + log; (8 —x) =2

29 logs (x + 3) + logs (x +5) =1

30 logs (x —2) + logs (x — 4) =2

31 log(x +3) =1 —log(x — 2)

32 log(x +4) =2 —log(x — 2)

33 log (20x) = 3 + log (x — 5)

34 log (57x) = 2 + log (x — 2)

35 Inx=1—-1In(x + 2)

36 Inx=1+1In(x+1)

37 logs (x — 2) = logz 27 — logs (x — 4) — 5loss!
38 log, (x + 3) = log, (x — 3) + logz 9 + 4loe+3
Ejer. 39-50: Trace la grafica de f.

39 f(x) = log: (3%) 40 f(x) = log, (16x)
41 f(x) = 3 log; x 42 f(x) = 1logs x
43 f(x) = logs (x?) 44 f(x) = log, (x?)
45 f(x) = log, (x?) 46 f(x) = log; (x°)
47 f(x) = log, Vx 48 f(x) = log, Vx

49 £(9) = logs (i) 50 £(x) = log, (i)

Ejer. 51-54: En la figura se ilustra la grafica de una funcion
f. Exprese f(x) como un logaritmo con base 2.

51 \)’/ 52 y
B w i e %x
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53 y 54 y

55 Volumen y decibeles Cuando se aumenta el control de
volumen de un equipo de estéreo, el voltaje en los termina-
les del altavoz cambia de V, a V,, y el aumento de decibe-
les en ganancia estd dado por

V
db = 20 log —.
Vi

Encuentre el aumento de decibeles si el voltaje cambia de 2
volts a 4.5 volts.
56 Volumeny decibeles Consulte el ejercicio 55. {Qué razén
de voltaje k se necesita para una ganancia de +20 decibe-
les?, ;y para una ganancia de +40 decibeles?
57 Ley de Pareto La ley de Pareto para paises capitalistas
expresa que la relacion entre el ingreso anual x y el nimero
y de individuos cuyo ingreso excede de x es

logy = logb — klogx,

donde b y k son constantes positivas. De esta ecuacidn des-

peje y.
58 Precioy demanda Sip denota el precio de venta (en déla-
res) de una mercancia y x es la demanda correspondiente
(en nimero vendido por dia), entonces la relacién entre p y
x estd dada a veces por p = pye” %, donde p, y a son cons-
tantes positivas. Exprese x como funcién de p.
59 Velocidad del viento Si v denota la velocidad del viento
(en m/s) a una altura de z metros sobre el suelo, entonces en
ciertas condiciones v = ¢ In (z/z;), donde ¢ es una constante
positiva y z, es la altura a la que la velocidad es cero. Tra-
ce la gréifica de esta ecuacién en un plano zv parac = 0.5y
Zo = 0.1 m.
60 Eliminar contaminacion Si la contaminacién del lago Erie
se detuviera de pronto, se ha estimado que el nivel y de con-
taminantes disminuiria segiin la férmula y = yge= 03821
donde ¢ es el tiempo en afios y y, es el nivel de contami-
nantes en el que ya no hubo mds contaminacién. ;Cudntos
afios pasarfan para limpiar 50% los de contaminantes?
61 Reaccién a un estimulo Denote con R la reaccion de un
sujeto a un estimulo de intensidad x. Hay muchas posibili-
dades de R y x. Si el estimulo x es la salinidad (en gramos
de sal por litro), R puede ser la estimacion del sujeto de qué
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tan salada estd la solucion, con base en una escala de 0 a 10.
Una relacién entre R y x estd dada por la férmula de Weber-
Fechner, R(x) = a log (x/x,), donde a es una constante posi-
tiva y x, se denomina estimulo de umbral.

(a) Encuentre R(x).
(b) Encuentre una relacién entre R(x) y R(2x).

62 Energia del electrén La energia E(x) de un electrén des-
pués de pasar por material de grosor x esta dada por la ecua-
cién E(x) = Eye ™, donde E, es la energia inicial y x, es

la longitud de onda de la radiacién.

(a) Exprese, en términos de E;, la energia de un electrén
después de pasar por material de grosor x;,.

(b) Exprese, en términos de x,, el grosor al que el electrén
pierde 99% de su energia inicial.

63 Capade ozono Un método de estimar el grosor de la capa

de ozono es usar la formula
Inly, — Inl = kx,
donde I, es la intensidad de una longitud de onda particular
de la luz del sol antes que llegue a la atmdsfera, / es la
intensidad de la misma longitud de onda después de pasar
una capa de ozono de x centimetros de grueso y k es la
constante de absorcién de ozono para esa longitud de onda.
Suponga que para una longitud de onda de 3176 X 1078
centimetros con k =~ 0.39, I/l se mide como 1.12.
Aproxime el grosor de la capa de ozono al 0.01 centimetro
mds cercano.
64 Capa de ozono Consulte el ejercicio 63. Aproxime el por-
centaje de disminucion en la intensidad de la luz con una
longitud de onda de 3176 X 1078 centimetros si la capa de
ozono mide 0.24 centimetros de grueso.

Ejer. 65-66: Grafique f'y g en el mismo plano de coordena-
das y estime la solucion de la desigualdad f(x) = g(x).

65 f(x) = x* — 3.5x% + 3x; g(x) = log 3x

66 f(x) = 37%% glx) = log x

Ejer. 67-68: Use una grafica para estimar las raices de la
ecuacion en el intervalo dado.

67 ¢ — 2log (1 + x?) + 0.5x = 0; [0, 8]

68 03Inx+ x*—3.1x>+ 1.3x + 08 =0; (0,3)

Ejer. 69-70: Grafique f en el intervalo [0.2,16]. (a) Estime
los intervalos donde f es creciente o decreciente. (b) Esti-
me los valores maximo y minimo de f en [0.2, 16].

69 f(x) = 2log2x — 1.5x + 0.1x2
70 f(x) = 1.1* + x — 135" — logx + 5



s Ejer. 71-72: Resuelva la ecuacion graficamente.
71 xlogx —logx =5
72 03¢ —Inx=4In(x + 1)

» Ejer. 73-74: Los graznidos de aves disminuyen en intensi-
dad (acistica) cuando se mueven por la atmosfera. Cuanto
mas lejos se encuentre un ave de un observador, mas débil
sera el sonido. Esta disminucion en intensidad se puede usar
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donde I, representa la intensidad (en decibeles) del ave a
una distancia de un metro (I, se conoce con frecuencia y por
lo general depende sélo del tipo de ave), I es la intensidad
observada a una distancia de d metros del ave y k es una
constante positiva que depende de condiciones atmosféricas
tales como temperatura y humedad. Dadas I, I y k, estime
graficamente la distancia d entre el ave y un observador.

73 I,=70, =20, k=0.076

pfll‘a estimar la distancia entre un obs.ervador.y un z.lve. Una 74 I, =60, 1=15 k=011
férmula que se puede usar para medir esta distancia es

I=1,—20logd — kd siempreque 0=1=<],

B 56

Ecuaciones
exponenciales
y logaritmicas

En esta seccién consideraremos varios tipos de ecuaciones exponenciales y
logaritmicas y sus aplicaciones. Cuando resolvamos una ecuacidén con expre-
siones exponenciales con bases y variables constantes que aparecen en los
exponentes, con frecuencia igualamos los logaritmos de ambos lados de la
ecuacion. Cuando asi lo hacemos, las variables en el exponente se convierten
en multiplicadores y la ecuacion resultante suele ser mds fécil de resolver. Nos
referiremos a este paso simplemente como “sacar log en ambos lados.”

EJEMPLO 1 Resolver una ecuacién exponencial

Resuelva la ecuacion 3* = 21.

SOLUCION 3 =21 enunciado
log (3%) = log 21 saque logaritmo en ambos lados
xlog3 =log?21 ley 3 de los logaritmos

log21 .
x = ——— divida entre log 3
log 3
También podriamos haber usado logaritmos naturales para obtener
In 21
x = .
In3

El uso de una calculadora nos da la solucién aproximada de x = 2.77. Una
prueba parcial es observar que como 32 = 9y 33 = 27, el niimero x tal que 3* =
21 debe estar entre 2 y 3, un poco mds cerca de 3 que de 2. ]

También podriamos haber resuelto la ecuacién del ejemplo 1 al cambiar
la forma exponencial 3* = 21 a forma logaritmica, como hicimos en la seccién
5.4, para obtener

x = log; 21.

Esta es, de hecho, la solucién de la ecuacién; no obstante, como en general las
calculadoras tienen teclas s6lo para log y In, no podemos aproximar log; 21
directamente. El siguiente teorema nos da una formula de cambio de base mas
sencilla para hallar log, u si u > 0y b es cualquier base logaritmica.
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Teorema: formula
de cambio de base

Siu > 0y siay bson nimeros reales positivos diferentes de 1, entonces

}} jAdvertencia! 44

DEMOSTRACION Empezamos con las ecuaciones equivalentes
w = log, u y b =u
y procedemos como sigue:

b =u enunciado
log, b* = log, u saque log, en ambos lados

wlog, b = log, u ley 3 de los logaritmos

log,u
w = divida entre log, b
log, b
Como w = log, u, obtenemos la férmula. |

El siguiente caso especial de la férmula de cambio de base se obtiene al
hacer u = a y usar el dato de que log, a = 1:

1
log, a =
08 a log, b

La férmula de cambio de base se confunde a veces con la ley 2 de los
logaritmos. La primera de las siguientes advertencias podria recordarse con la
frase “un cociente de logaritmos no es el logaritmo del cociente”.

log, u u  log,u
log, b b log, b

# log, (u — b)

Los casos especiales de la formula de cambio de base que se usan con mas
frecuencia son aquellos para los que a = 10 (logaritmos comunes) y a = e
(logaritmos naturales), como se expresa en el siguiente recuadro.

Férmulas especiales
de cambio de base

logiou logu log.u Inu

log, b " Inb

(1) log,u = (2) log,u =

log,o b B log b

A continuacion, retrabajamos el ejemplo 1 usando una férmula de cambio
de base.

EJEMPLO 2 Usar una férmula de cambio de base

Resuelva la ecuacion 3* = 21.
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SOLUCION Procedemos como sigue:

3 =21 enunciado
x =log; 21 cambie a forma logaritmica
log21 .
= férmula especial de cambio de base 1
log 3
Otro método es usar formula especial de cambio de base 2, obteniendo
In 21
xX=—. ]
In3

Los logaritmos con base 2 se usan en ciencias computacionales. El si-
guiente ejemplo indica como aproximar logaritmos con base 2 usando férmu-
las de cambio de base.

EJEMPLO 3 Aproximar un logaritmo con base 2

Aproxime log, 5 usando

(a) logaritmos comunes (b) logaritmos naturales

SOLUCION Usando las férmulas especiales de cambio de base 1y 2, obte-
nemos lo siguiente:

log 5
1

In5
@) log,5 = 22 <2322 (b) logs 5 = —> ~ 2.322 .
og 2 In2

EJEMPLO 4 Resolver una ecuacién exponencial

Resuelva la ecuacién 57! = 672,

SOLUCION Podemos usar logaritmos comunes o naturales. El uso de loga-
ritmos comunes nos da lo siguiente:

52x+] — 6xf2
log (521 = log (6*2)
2x + 1)log5 = (x — 2)log 6
2xlog5 + log5 = xlog6 — 2log 6
2xlog5 — xlog6 = —log5 — 21log6

enunciado

saque log en ambos lados

ley 3 de los logaritmos

multiplique

pase a un lado todos los términos con x

x(log 5* — log 6) = —(log 5 + log 6%) factorice, y use la ley 3 de los logaritmos

log (5 - 36) )
X= %5 despeje x y use las leyes de los
log logaritmos
Una aproximacién es x = —3.64. La figura 1 muestra una prueba de calcula-

dora para este ejemplo. Deducimos de la prueba que las graficas de y = 52!
y y = 6*72 se intersecan en aproximadamente (—3.64, 0.00004). [ ]
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EJEMPLO 5 Resolver una ecuacién exponencial

5X_ S*X_

multiplique por 2

Resuelva la ecuacion = 3.
i 5* =5~ )
SOLUCION T =3 enunciado
55—=5*=6
5 — L_ 6
5X

5(5) = 2.(5) = 6(5)
(57 = 6(59—1=0

Note que (5) se puede escribir como

5%, mos como sigue:
(52— 6(5) —1=0
s 6+ V36 +4
2
55=3+V10
5=3+ V10
log 5° = log (3 + \/ﬁ)

xlog5 = 10g(3 + \/ﬁ)
1og(3 + \/E)

log 5

Una aproximacién es x = 1.13.

definicién de exponente negativo

multiplique por el mcd, 5*
simplifique y reste 6(5%)

Reconocemos esta forma de ecuacién como una cuadritica en 5° y procede-

ley de los exponentes
férmula cuadrética

simplifique
5>0,pero3 — V10 <0
saque log en ambos lados

ley 3 de los logaritmos

divida entre log 5

EJEMPLO 6 Resolver una ecuacién que contenga logaritmos

Resuelva la ecuacién log Vx = \/log X para x.

SOLUCION log x* = Vlog x
%logx = \/@
é(log x)? = log x
(log x)*> = 9 log x
(logx)>* —9logx =0
(logx)(logx —9) =0
logx = 0, logx —9=0
logx =9
x=10"=1 or x=10°
v Pruebax=1 LI log\ﬂ=log1 =0
LD: Viogl = V0 =0

Vx = xn

logx” = rlog x

eleve al cuadrado ambos lados
multiplique por 9

iguale a 0 un lado

factorice log x

iguale a 0 cada factor

sume 9

logjox = a<=x = 10"

v Prueba x = 10° LI: log V10° = log 10° = 3

LD: Viog 10° = V9 =3

La ecuacién tiene dos soluciones 1y 1000 millones.
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La funcién y = 2/(e* + e~¥) se llama funcion secante hiperboélica. En el
siguiente ejemplo despejamos x de esta ecuacién en términos de y. Con res-
tricciones apropiadas, esto nos da la funcién inversa.

EJEMPLO 7 Hallar una funcién hiperbélica inversa

De la ecuacién y = 2/(e* + e™*) despeje x en términos de y.

SOLUCION y enunciado

2
X+€7x

e
ye* + ye * =2 multiplique por e* + ¢~
2

Y L .
ye* + — definicién de exponente negativo
e)f

vet(e¥) + %(e") = 2(eY) multiplique por el med, e*
e
y(e) —2e*+y=0 simplifique y reste 2e*

Reconocemos esta forma de la ecuacion como una cuadratica en e¢* con coefi-

cientesa =y, b = —2y ¢ = y. Note que estamos despejando e*, no x.
o —(=2) V(=22 —40G) i,
et = férmula cuadratica
2(y)
2 = V4 — 4y? o
= simplifique
2y
2+ VaVi—y? .
= factorice V4
2y
I £ V1 —y?
et = cancele un factor de 2
y
I £ VI1—y?
x=1In saque In en ambos lados
y
Para la curva azul y = f(x) en la figura 2, la funcién inversa es
1+ V1—x?
y=F10) =In———
X

que se muestra en azul en la figura 3. Note las relaciones de dominio y rango.
Para la curva roja y = g(x) en la figura 2, la funcién inversa es
. 1—V1-—x2
y=g'&)=In—"——,
X
que se muestra en rojo en la figura 3. Como la secante hiperbdlica no es biu-
nivoca, no puede tener una ecuacién sencilla para su inversa. [

La secante hiperbdlica inversa es parte de la ecuacion de la curva llamada
tractriz. La curva estd asociada con la solucién de Gottfried Wilhelm von
Leibniz (1646-1716) a la pregunta “;cudl es la trayectoria de un cuerpo arras-
trado a lo largo de un plano horizontal con una cuerda de longitud constante,
cuando el extremo de la cuerda no unido al cuerpo se mueve a lo largo de una
recta en el plano?”.
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EJEMPLO 8 Aproximar la penetracién de luz en un océano

Laley de Beer-Lambert expresa que la cantidad de luz I que penetra a una pro-
fundidad de x metros en un océano estd dada por I = [c*, donde 0 < c <le
I es la cantidad de luz en la superficie.

(a) Despeje x en términos de logaritmos comunes.

(b) Sic = %, aproxime la profundidad a la que I = 0.011,,. (Esto determina la
zona fética donde puede tener lugar la fotosintesis.)

SOLUCION
@) I=Iyc" enunciado
1
I_ =" afsle la expresion exponencial
0
x = log, I_ cambie a forma logaritmica
0
log (/1
= M cambio especial de férmula de base 1
log ¢

(b) Haciendo I = 0.01,y ¢ = 3—1 en la férmula para x obtenida en el inciso
(a), tenemos

x=——"""

sustituya / y ¢

1
log ;
log (0.01) )
= ———— cancele /;; ley 2 de los logaritmos
log 1 — log 4
log 102 ) _
= — propiedad de los logaritmos
0 — log4
— log 10 =
—log 4 e
_ 2 implifi
log 4 . simplinque
Una aproximacién es x = 3.32 m. ]

EJEMPLO 9 Comparar intensidades de luz

Si un haz de luz que tiene intensidad /;, se proyecta verticalmente hacia abajo
en el agua, entonces su intensidad /(x) a una profundidad de x metros es I(x)
= [ye~ 1% (vea la figura 4). ;A qué profundidad tendr4 la intensidad la mitad
de su valor en la superficie?

SOLUCION En la superficie, x = 0 y la intensidad es

1(0) = Ie°
= I().
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FIGURA 4
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Deseamos hallar el valor de x tal que I(x) = %IO. Esto lleva a lo siguiente:
I(x) = %IO intensidad deseada
Toe '* = %IO férmula para I(x)

Tl = divida entre I, (I, # 0)

=

e

—1.4x =1In % cambie a forma logaritmica

X = 14 divida entre —1.4

Una aproximacion es x = 0.495 m. [

EJEMPLO 10 Una curva logistica

Una curva logistica es la grafica de una ecuacién de la forma

k

Y 1 + be e’

donde k, b y ¢ son constantes positivas. Estas curvas son ttiles para describir
una poblacién y que al principio crece rapidamente, pero cuya rapidez de cre-
cimiento disminuye después de que x alcanza cierto valor. En un estudio
famoso del crecimiento de protozoarios realizado por Gause, se encontré que
una poblacién de Paramecium caudata estaba descrita por una ecuacion logis-
tica con ¢ = 1.1244, k = 105, y el tiempo x en dias.

(a) Encuentre b si la poblacién inicial era de 3 protozoarios.

(b) En el estudio, la méxima rapidez de crecimiento tuvo lugar eny = 52. ;En
qué tiempo x ocurri6 esto?

(c) Demuestre que después de largo tiempo, la poblacién descrita por cual-
quier curva logistica se aproxima a la constante k.
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FIGURA5
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SOLUCION
(a) Haciendo ¢ = 1.1244 y k = 105 en la ecuacion logistica, obtenemos
_ 105
y= 1 + be 11244

A continuacién procedemos como sigue:

105 105

3=————=—— y=3cuandox =0
1+b® 1+b
1 +5b
1+b=235 multiplique por
b =34 despeje b
(b) Usando el hecho de que b = 34 nos lleva a lo siguiente:
52 = 105 sea y = 52 en el inciso (a)
[T 30110 seay = 52 en el inciso (a
105 1 + 34 —1.1244x
1 + 34 1124 = ) multiplique por +
ii244xe _ (105 1 _ 53 i
o124 — (E _ 1) =i afsle ¢~ 1124
—1.1244x = In % cambie a forma logaritmica
In—2
x=—18 < 312dfas divida entre —1.1244
—1.1244
(c) A medida que x — o, e~ “*— 0. En consecuencia,
k k
y k. [

= ﬁ =
1+ be 1+5b-0

En el siguiente ejemplo graficamos la ecuacidn obtenida en el inciso (a)
del ejemplo precedente.

E EJEMPLO 11 Trazar la grafica de una curva logistica

Grafique la curva logistica dada por

105

y= 1+ 34671A1244x’

y estime el valor de x paray = 52.

SOLUCION Empezamos por asignar

105
1 + 346*11244)(

aY, y52aY, Como el tiempo x es no negativo, escogemos Xmin = 0.
Seleccionamos Xmax = 10 para incluir el valor de x hallado en el inciso (b)
del ejemplo 10. Por el inciso (c), sabemos que el valor de y no puede exceder
de 105. Entonces, escogemos Ymin = 0 y Ymax = 105 y obtenemos una pan-
talla semejante a la figura 5.

Usando una funcién de interseccion, vemos que para y = 52, el valor de
x es aproximadamente 3.12, que estd acorde con la aproximacién hallada en el
inciso (b) del ejemplo 10. |



FIGURA 6
[=2, 4] por[—2,2]

il
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El siguiente ejemplo muestra como puede usarse una férmula de cambio
de base para graficar funciones logaritmicas con bases diferentes de 10 y e en
una calculadora de graficas.

EJEMPLO 12 Estimar puntos de interseccion de gréficas
logaritmicas

Estime el punto de interseccion de las graficas de

f&x) =logsx y  glx) = logs (x + 2).

SOLUCION Casi todas las calculadoras de graficas estdn disefiadas para tra-
bajar s6lo con funciones logaritmicas comunes y naturales. Por tanto, primero
usamos una formula de cambio de base para reescribir fy g como

_Inx _In(x +2)
=00y =

A continuacion asignamos (In x)/In 3y (In + 2)/In 6 aY, y Y,, respectiva-
mente. Después de graficar Y, y Y, usando una pantalla estandar, vemos que
hay un punto de interseccion en el primer cuadrante con 2 < x < 3. Usando
una funcién de interseccién, encontramos que el punto de interseccion es apro-
ximadamente (2.52, 0.84).

La figura 6 se obtuvo usando dimensiones de pantalla de [—2, 4] por
[—2, 2]. No hay otros puntos de interseccidn, porque f aumenta mas rdpida-
mente que g para x > 3. [ ]

m Ejercicios

Ejer. 1-4: Encuentre la soluciéon exacta y una aproximacion
a dos lugares decimales para ella usando (a) el método del
ejemplo 1y (b) el método del ejemplo 2.

17

223 — gx2 18 3273 = 42v+l

15 = 2 4= 19 logx =1 —log(x — 3)
3 3r=35 4 (3 =100 20 log (5x + 1) = 2 + log (2x — 3)
Ejer. 5-8: Estime utilizando la formula de cambio de base.
21 log (x> + 4) —log(x +2) =2 + log (x — 2)
5 logs 12 6 logs5
7 log, 0.9 8 loges
22 log(x + 3) +log(x —3) =log(x* +5) — 2
Ejer. 9-10: Evalie utilizando la férmula de cambio de base
(sin calculadora).
log; 16 10 1081243 23 log (x — 1) = log (2/x) + log (3x — 5)
logs 4 log; 3
Ejer. 11-28: Encuentre la solucién exacta usando logarit- 24 1 “4) — loe (3x — 10) = loe (1
mos comunes y una aproximacioén a dos lugares decimales og (x ) — log (3x ) = log (1/x)
de cada solucion, cuando sea apropiado.
X = 7,(2 —_
nar=3 1227 =5 25 5+ 125(57) = 30 26 3(3) +9(37) = 28
B3 =7 14 37 =381
15 3x+4 = Ql=3 16 423 = 5:72 27 4% — 3(4—;) =8 28 2% — 6(2ﬂ) =6
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Ejer. 29-36: Resuelva la ecuacion sin usar calculadora.
29 log (x?) = (log x)* 30 log Vx = Viogx

32 log VX =9 =2

31 log (logx) =2

33 xVieer = 10° 34 log (+) = (logx)’

35 e+ 2 —15=0 36 ¢' + der =

Ejer. 37-38: Resuelva la ecuacion.
37 logzx — logy (x +42) =0

38 log,x + loggx =1

Ejer. 39-42: Use logaritmos comunes para despejar x en tér-
minos de y.

10° + 10~ 105 — 107
39 y=— 40 y=—
Y 2 Y 2

105 — 10 10° + 107
My=— 42 y=-—
10° + 10— 10— 10+

Ejer. 43-46: Use logaritmos naturales para despejar x en
términos de y.

3y =t a4 y= ST
Y 2 Y 2

et + e et —e "

45 y = - 46 y=———

et — e " et + e "

Ejer. 47-48: Trace la gréfica de f, y use la férmula de cambio
de base para aproximar el punto de intersecciéon con el eje y.

47 f(x) = log, (x + 3) 48 f(x) = log; (x + 5)

Ejer. 49-50: Trace la grafica de f y use la formula de cam-
bio de base para aproximar el punto de interseccién con el
eje x.

49 f(x) = 4° — 3 50 f(x) =3 — 6

Ejer. 51-54: Los quimicos emplean un niimero denotado por
pH para describir cuantitativamente la acidez o basicidad de
soluciones. Por definicién, pH = —log[H*], donde [H*] es la
concentraciéon de iones hidrégeno en moles por litro.

51 Aproxime el pH de cada sustancia.
(a) vinagre: [H'] = 6.3 X 1073
(b) zanahorias: [H*] = 1.0 X 107°
(c) agua de mar: [H*] = 5.0 X 107

52

53

54

55

56

57

58

59

60
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Aproxime la concentracién de ion hidrégeno [H*] de cada
sustancia.

(a) manzanas: pH = 3.0
(b) cerveza: pH =~ 4.2
(c) leche: pH = 6.6

Una solucién es considerada como bésica si [H*] < 1077 o
cida si [H*] > 10~7. Encuentre las correspondientes desi-
gualdades que contengan el pH.

Muchas soluciones tienen un pH entre 1 y 14. Encuentre el
rango correspondiente de [HT].

Interés compuesto Use la férmula del interés compuesto
para determinar cudnto tiempo tardard una suma de dinero
en duplicarse si se invierte a razén del 6% al afio capitali-
zado mensualmente.

Interés compuesto De la férmula de interés compuesto

rnl
A=Pl1+—
n

despeje ¢ usando logaritmos naturales.

Zona fética Consulte el ejemplo 8. La zona mds impor-
tante en el mar desde el punto de vista de la biologia marina
es la zona fética, en la que tiene lugar la fotosintesis. La
zona fética termina a la profundidad a la que penetra alre-
dedor del 1% de la luz de la superficie. En aguas muy cla-
ras en el Caribe, 50% de la luz de superficie alcanza una
profundidad de unos 13 metros. Estime la profundidad de
la zona fética.

Zona fética En contraste con la situacién descrita en el
ejercicio previo, en partes del puerto de Nueva York, 50%
de la luz de la superficie no llega a una profundidad de 10
centimetros. Estime la profundidad de la zona fética.

Absorcion de medicamentos Si una pastilla de 100 mili-
gramos de un medicamento para el asma se toma oralmente
y si nada de esta droga estd presente en el cuerpo cuando se
toma primero la pastilla, la cantidad total A en el torrente
sanguineo después de # minutos se pronostica que es

A =100[1 — (0.9)] para 0=r=10.

(a) Trace la gréfica de la ecuacion.

(b) Determine el nimero de minutos necesario para que 50
miligramos de la droga haya entrado al torrente sangui-
neo.

Dosis de medicamento Un medicamento es eliminado del
cuerpo por la orina. Suponga que para una dosis de 10 mili-
gramos, la cantidad A(f) remanente en el cuerpo ¢ horas des-
pués estd dada por A(r) = 10(0.8)" y que para que el
medicamento sea eficaz, al menos 2 miligramos deben estar
en el cuerpo.

(a) Determine cuando quedan 2 miligramos en el cuerpo.

(b) (Cual es la vida media del medicamento?



61 Mutacion genética La fuente bdsica de diversidad gené-
tica es la mutacién, o cambio en la estructura quimica de
genes. Si un gen cambia a un ritmo constante m y si otras
fuerzas de evolucién son insignificantes, entonces la fre-
cuencia F del gen original después de ¢ generaciones estd
dada por F' = Fy(1 — m)', donde F, es la frecuencia en t =
0.

(a) De la ecuacién despeje r usando logaritmos comunes.

(b) Sim =5 X 10, ;después de cudntas generaciones F
es igual a Ya2F,?

@ 62 Productividad de empleados Ciertos procesos de apren-

dizaje se pueden ilustrar con la grafica de una ecuacién de
la forma f(x) = a + b(1 — e~ <), donde a, b y ¢ son cons-
tantes positivas. Suponga que un fabricante estima que un
nuevo empleado puede producir cinco piezas el primer dia
de trabajo. A medida que el empleado adquiera mds expe-
riencia, la produccion diaria aumenta hasta alcanzar cierta
produccién maxima. Suponga que en el n dia en el trabajo,
el numero f(n) de piezas producidas se aproxima con

f(n) =3+ 20(1 — e OM).

(a) Estime el nimero de piezas producidas en el quinto dfa,
el noveno dia, el dia 24 y el dia 30.

(b) Trace la gréficade fde n = 0 an = 30. (Las gréficas de
este tipo reciben el nombre de curvas de aprendizaje y
se usan con frecuencia en educacion y psicologia.)

(c) (Qué ocurre cuando n aumenta sin limite?

63 Altura de arboles El crecimiento en altura de drboles se
describe con frecuencia con una ecuacién logistica.
Suponga que la altura % (en pies) de un drbol de edad 7 (en
anos) es

o120
I + 200e 02’

como se ilustra en la grafica de la figura.

(a) (Cudl es la altura del 4rbol a los 10 afios de edad?
(b) (A qué edad tendrd 50 pies de altura?

EJERCICIO 63

A h (pies)

100

50

10 20 30 40 50 60
t (anos)

64 Productividad de empleados En ocasiones, algunos fa-
bricantes usan férmulas empiricas para predecir el tiempo
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necesario para producir el n-ésimo articulo en una linea
de ensamble para un entero n-ésimo. Si 7(n) denota el
tiempo necesario para ensamblar el n articulo y 7| denota
el tiempo necesario para el primer articulo, o prototipo,
entonces tipicamente 7(n) = T,n* para alguna constante
positiva k.

(a) Para numerosos aviones, el tiempo necesario para
ensamblar el segundo avién, 7(2), es igual a (0.80)T).
Encuentre el valor de k.

(b) Exprese, en términos de T, el tiempo necesario para
ensamblar el cuarto avidn.

(c) Exprese, en términos de T(n), el tiempo 7(2n) necesa-
rio para ensamblar el (2n)n-ésimo avion.

65 Cortante vertical del viento Consulte los ejercicios 67-68
de la seccién 3.3. Si v, es la velocidad del viento a una
altura h, y si v; es la velocidad del viento a una altura h;,
entonces la cortante vertical del viento puede ser descrita

por la ecuacién
Vo ho\*
Vi hl ’

donde P es una constante. Durante un periodo de un afio en
Montreal, la médxima cortante vertical del viento ocurrié
cuando los vientos al nivel de 200 pies eran de 25 mi/h
mientras que los vientos al nivel de 35 pies eran de 6 mi/h.
Encuentre P para estas condiciones.

66 Cortante vertical del viento Consulte el ejercicio 65. El
promedio de cortante vertical del viento estd dado por la
ecuacion

Vi W

b= hy

Suponga que la velocidad del viento aumenta al incremen-

tarse la altitud y que todos los valores para velocidades del

viento, tomadas a altitudes de 35 pies y 200 pies, son mayo-

res a 1 mi/h. (El valor creciente de P produce valores de s

mayores o0 menores?

N

Ejer. 67-68: Un economista sospecha que los siguientes pun-
tos de datos se encuentran sobre la grifica de y = ¢2k,
donde ¢ y k son constantes. Si los puntos de datos tienen una
precision de tres lugares decimales, ;es correcta esta sospe-
cha?

67 (0,4),(1,3.249), (2, 2.639), (3,2.144)

68 (0, —0.3), (0.5, —0.345), (1, —0.397), (2, —0.727)

Ejer. 69-70: Se sospecha que los siguientes puntos de datos
se encuentran sobre la grafica dey = ¢ log (kx + 10), donde
¢ y k son constantes. Si los puntos de datos tienen una pre-
cision de tres lugares decimales, ;es correcta esta sospecha?

69 (0, 1.5), (1, 1.619), (2, 1.720), (3, 1.997)
70 (0,0.7), (1, 0.782), (2, 0.847), (4, 0.945)
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s Ejer. 71-72: Aproxime la funcion en el valor de x a cuatro

lugares decimales.

71 h(x) = log, x — 2 logg 1.2x; x=53
72 h(x) = 3log; (2x — 1) + 7log, (x + 0.2); x = 52.6

+% Ejer. 73-74: Use una grafica para estimar las raices de la

ecuacion en el intervalo dado.
73 x — In(0.3x) — 3logzx =0; (0,9)

74 2log2x — log; x> = 0; (0, 3)

“ Ejer. 75-76: Grafique f 'y g en el mismo plano de coordena-

das y estime la solucion de la ecuacion f(x) = g(x).
75 f(x) =x; glx) = 3log,x
76 f(x) = x; gx) = —x? — logs x

an Ejer. 77-78: Grafique f 'y g en el mismo plano de coordena-
das y estime la solucion de la desigualdad f(x) > g(x).

77 f(x) =37 — 4% g) =1n(1.2) — x

78 f(x) = 3log,x — logx; g(x) = e* — 0.25x*

79 Memoria humana A un grupo de estudiantes de escuela

elemental se les ensefi¢ la division larga en una semana.
Después, se les aplicé un examen. El promedio de califica-
cién fue de 85. Cada semana de ahi en adelante se les aplicd
un examen equivalente sin ningtn repaso. Represente con
n(t) el promedio de calificacién después de = 0 semanas.
Grafique cada n(f) y determine cudl funcién modela mejor
la situacién.

(1) n(r) = 85¢”

2) n() =70 + 101In(r + 1)

3) n(t) =86 — ¢

@) n(r) =85 —15In(r + 1)
Enfriamiento Un frasco con agua hirviendo a 212°F se co-
loca sobre una mesa en un cuarto con temperatura de 72°F.
Si 7(¢) representa la temperatura del agua después de ¢ ho-
ras, grafique 7(¢) y determine cudl funcién modela mejor la
situacion.

M 7() = 212 — 50¢

(2) T(r) = 140e™" + 72

(3) T(t) = 212¢7"

(4) T(t) = 72 + 10 1In (1407 + 1)

(WY IRUVIRoME EJERCICIOS DE REPASO

1 ¢(La funcién f(x) = 2x* — 5 es biunivoca?

2 La gréfica de una funcién f con dominio [—3, 3] se muestra

en la figura. Trace la grifica de y = f~'(x).

EJERCICIO 2 LY

Ejer. 3-4: (a) Encuentre f~'(x). (b) Trace las graficas de f'y

S~ en el mismo plano de coordenadas.

3 f(x) = 10 — 15x 4 fx)=9 - 2%x=0

5 Consulte la figura para determinar cada una de las siguien-

tes:

(@ () (b) (foN)(D) (174

(d) toda x tal que f(x) = 4
(e) toda x tal que f(x) > 4
EJERCICIO 5 y

6 Suponga que fy g son funciones biunivocas tales que

f(2) =17,f(4) =2y g(2) = 5. Encuentre el valor, si es posi-
ble.

@ (gef (b) (fog )
(@ (f1eog™NO) (d (g7 N0

Ejer. 7-24: Trace la grafica de f.
7 flx) = 32 8 flx) = (2)



9 fx)=(3) 10 f(x) =37

n flx) =3+ 12 fo) =1 -3~

1B flx) = ™ 14 f(x) = 3e*

15 f(x) = 2 16 f(x) = &

17 f(x) = logex 18 f(x) = logs (36x)

19 f(x) = log, (x2) 20 f(x) = log, Vx

21 f(x) = log, (x + 4) 22 f(x) = log, (4 — x)

23 f(x) = —3logx 24 f(x) =Inx — 1

Ejer. 25-26: Evaliie sin usar calculadora.

25 (a) log, 1 (b) log, 1 (©) Ine
(d) 6o+ (e) log 1,000,000 (F) 10°1e2
(g) log, 2

26 (a) logs V5 (b) logs 1 (c) log 10
(d) e (e) log log 10" (f) &3
(g) logx 3

Ejer. 27-46: Resuelva la ecuacién sin usar calculadora.
-1 — 1 N \e=2 _ 1\2—x
27 2 =3 28 8- (3) 7 =47 ()

29 log\[ZIOg(x—6) 30 logg(x+6):_%
31 logs (x + 1) =2 + logy (3x — 2)

32 2In(x+3)—In(x+1)=31In2

33 In(x+2)=Ine">—Inx 34 logVx—3=1
35 27" =6 36 3% =7

37 25rt3 — gl

38 log; (3x) = logz x + logs (4 — x)

39 log,x = Vlog, x 40 v = 3ex

41 1020 =5 42 it =3

43 xX(—2xe ™) + 2xe* = 0

44 ¢* + 2 = 8¢

45 (a) logx*> =log (6 —x) (b) 2logx = log (6 — x)

46 (a) In (e?)* = 16 (b) Ine" =16

47 Exprese log x* Vy2/z en términos de logaritmos de x, y y z.
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48 Exprese log (x2/y%) + 41logy — 6 log Vxy como un loga-

ritmo.

49 Encuentre una funcién exponencial que tiene 6 como punto

de interseccién con el eje y y pasa por el punto (1, 8).

50 Trace la gréfica de f(x) = log; (x + 2).

Ejer. 51-52: Use logaritmos comunes para despejar x de la
ecuacion en términos de y.

51 y=

1 1
- - 2 - -
10° + 10— R T T

Ejer. 53-54: Aproxime x a tres cifras significativas.

53

54

(@) x=1n6.6 (b) logx = 1.8938
(c) Inx = —0.75 (d) x =log52

(@) x =log 8.4 (b) logx = —2.4260
() nx=138 (d x=Ino038

Ejer. 55-56: (a) Encuentre el dominio y rango de la funcién.
(b) Encuentre la inversa de la funcién y su dominio y
rango.

55 y =log, (x + 1)

56 y=2""—2

57

58

59

60

Crecimiento de bacterias El nimero de bacterias en
cierto cultivo en el tiempo # (en horas) estd dado por Q(7) =
2(3"), donde Q(f) se mide en miles.

(a) (Cuadl es el nimero de bacterias en t = 0?

(b) Encuentre el nimero de bacterias después de 10 minu-
tos, 30 minutos y 1 hora.

Interés compuesto Si $1000 se invierten a razén de 8% al
afio capitalizado cada tres meses, ;cudl es el capital después
de un afio?

Decaimento de yodo radiactivo El yodo radiactivo 1311,
que se usa con frecuencia en estudios de rastreo de la glan-
dula tiroides, se desintegra segin N = N,(0.5)"3, donde N,
es la dosis inicial y ¢ es el tiempo en dias.

(a) Trace la gréfica de la ecuacién si N, = 64.
(b) Encuentre la vida media del 3'1.

Poblacién de truchas Un estanque es abastecido con 1000
truchas; tres meses después, se estima que quedan 600.
Encuentre una férmula de la forma N = Nya“ que se pueda
usar para estimar el nimero de truchas restantes después de
t meses.
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61

62

63

64

65

66

67

68

Interés capitalizado continuamente Diez mil délares se
invierten en un fondo de ahorros en el que el interés se capi-
taliza continuamente a razén de 4.75% al afio.

(a) (Cudndo contendrd la cuenta $25,000?

(b) (Cuénto tiempo tarda el dinero en duplicarse en la
cuenta?

Testamento de Ben Franklin En 1790, Ben Franklin dejé
$4000 con instrucciones de que pasaran a la ciudad de
Filadelfia en 200 afios. Equivalian a unos $2 millones de
ddlares en ese tiempo. Aproxime la tasa de interés anual
para el crecimiento.

Corriente eléctrica La corriente I(f) en cierto circuito
eléctrico en el tiempo ¢ estd dada por I(f) = I,e®"L, donde
R es la resistencia, L es la inductancia e I, es la corriente
inicial en r = 0. Encuentre el valor de ¢, en términos de Ly
R, para el cual I(t) es 1% de I,

Intensidad del sonido La férmula del nivel de intensidad
del sonido es o = 10 log (//1).

(a) Despeje I en términos de o y de .

(b) Demuestre que un aumento de un decibel en el nivel de
intensidad « corresponde a 26% de aumento en la
intensidad /.

Crecimiento de peces La longitud L de un pez estd rela-
cionada con su edad por medio de la férmula de creci-
miento de von Bertalanffy

L = a(l — be™),
donde a, b y k son constantes positivas que dependen del
tipo de pez. De esta ecuacion despeje ¢ para obtener una
férmula que se pueda usar para estimar la edad de un pez a
partir de una medicién de longitud.

Area de terremotos en el oeste En la regién oeste de
Estados Unidos, el drea A (en mi2) afectada por un terre-
moto estd relacionada con la magnitud R del terremoto
mediante la férmula

R = 231log (A + 3000) — 5.1.

Despeje A en términos de R.

Area de terremotos en el este Consulte el ejercicio 66.
Para el este de Estados Unidos, la férmula de drea-magni-
tud tiene la forma

R =23 log (A + 34,000) — 7.5.

Si A, es el drea afectada por un terremoto de magnitud R en
el oeste y A, es el drea afectada por un terremoto similar en
el este, encuentre una férmula para A;/A, en términos de R.

Area de terremotos en los estados del centro Consulte
el ejercicio 64. Para los estados de las Rocallosas y del cen-
tro, la férmula de drea-magnitud tiene la forma

69
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R =23 log (A + 14,000) — 6.6.

Si el terremoto tiene una magnitud 4 en la escala de Richter,
estime el drea A de la regién que sentird el terremoto.

Presion atmosférica En ciertas condiciones, la presién
atmosférica p a una altitud 4 estd dada por la férmula p =
2900000342 Exprese h como funcién de p.

Velocidad de un cohete Un cohete de masa m, se llena de
combustible de masa inicial m,. Si se desprecian las fuerzas
de friccidn, la masa total m del cohete en el tiempo ¢ des-
pués de la ignicién estd relacionada con su velocidad v
hacia arriba por v = —a In m + b, donde a y b son cons-
tantes. En el tiempo de igniciéon t = 0, v =0y m = m| +
m,. Al agotarse el combustible, m = m;. Use esta informa-
cién para hallar una férmula, en términos de un logaritmo,
para la velocidad del cohete al agotarsele el combustible.

Frecuencia de terremotos Sea n el nimero promedio de
temblores por aflo que tienen magnitudes entre Ry R + 1
en la escala de Richter. Una férmula que aproxima la rela-
cionentre ny R es

logn =77 — (0.9)R.

(a) Despeje n de la ecuacién en términos de R.

(b) Encuentre nsiR = 4,5y 6.

Energia de un terremoto La energia E (en ergios) liberada
durante un terremoto de magnitud R se puede aproximar
con la férmula

logE = 114 + (1.5R.
(a) Despeje E en términos de R.

(b) Encuentre la energia liberada durante el terremoto ocu-
rrido frente a las costas de Sumatra en 2004, que midié
9.0 en la escala de Richter.

Decaimento radiactivo Cierta sustancia radiactiva se
desintegra segtn la férmula g(f) = g,e~%9%%, donde ¢, es
la cantidad inicial de la sustancia y ¢ es el tiempo en dias.
Aproxime la vida media de la sustancia.

Crecimiento de nifios El modelo de cuenta es una férmula
que se puede usar para predecir la estatura de nifios en edad
preescolar. Si 4 es la estatura (en centimetros) y ¢ es la edad
(en afos), entonces

h =70.228 + 5.104t + 9.222 In ¢

para % =t = 6. Del cdlculo, la rapidez de crecimiento R
(en cm/afio) estd dada por R = 5.104 + (9.222/t). Prediga
la estatura y rapidez de crecimiento de un nifio tipico de dos
anos.

Circuito eléctrico La corriente [ en cierto circuito eléc-
trico en el tiempo ¢ estd dada por

I = 1 7R1/L7
R( e

donde V es la fuerza electromotriz, R es la resistencia y L
es la inductancia. De la ecuacién despeje t.
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Datacién del carbono 14 La técnica de datacién del car-
bono 14 (#C) se utiliza para determinar la edad de especi-
menes arqueolégicos y geoldgicos. La formula 7= —8310
In x se usa a veces para pronosticar la edad 7 (en afios) de
un hueso f6sil, donde x es el porcentaje (expresado como
decimal) de '*C todavia presente en el 6sil.

(a) Estime la edad de un hueso fésil que contiene 4% del
14C hallado en una cantidad igual de carbono en un
hueso de nuestros dias.

(b) Aproxime el porcentaje de 4C presente en un fésil que
tiene 10,000 afios.
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Ejercicios de anélisis
Poblacién en Kenia Con base en tasas actuales de naci-
mientos y muertes, se espera que la poblacién de Kenia
aumente de acuerdo con la férmula N = 30.7¢0922 con N
en millones y r = 0 correspondiente a 2000. ;Cudntos afios
tardard la poblacion en duplicarse?

Historia de un lenguaje Consulte el ejercicio 48 de la sec-
cién 5.2. Si un lenguaje originalmente tenfa N, palabras
baésicas, de las cuales N(f) todavia estan en uso, entonces
N(1) = Ny(0.805)", donde el tiempo ¢ se mide en milenios.
(Después de cudntos afios todavia estd en uso la mitad de
las palabras bdsicas?

(W NIRNVINOME EJERCICIOS DE ANALISIS

1

(a) Trace la gréfica de f(x) = —(x — 1)3 + 1 junto con la
grificade y = f~1(x).

(b) Analice qué le ocurre a la grifica de y = f~1(x) (en
general) cuando la grifica de y = f(x) es creciente o
decreciente.

(c) (Qué se puede concluir acerca de los puntos de inter-
seccion de las graficas de una funcién y su inversa?

Grafique y = (—3)*en [—4.7,4.7] por [—3.1, 3.1]. Trace la
gréfica parax = 0, 0.1, 0.2,...,0.9,1. Discuta la forma en la
que la grafica se relaciona con las graficasdey = 3*y y =
—3. También explique como es que estos resultados se
relacionan con la restricciéon a > 0 para funciones expo-
nenciales de la forma f(x)= a*.

Catenaria Consulte el estudio sobre catenarias de la
pagina 323 y la figura 4 de la seccién 5.3.

(a) Describa la gréfica de la ecuacion exhibida para valores
crecientes de a.

(b) Encuentre una ecuacién del cable en la figura, de manera
que el punto mds bajo del cable esté a 30 pies del suelo y
la diferencia entre el punto més alto del cable (donde esta
conectado a la torre) y el punto mas bajo sea menos de 2
pies, siempre que las torres estdn a 40 pies entre si.

Consulte el ejercicio 76 de la seccién 5.4. Explique cémo
resolver este ejercicio sin usar la férmula para la cantidad
total 7. Prosiga con su solucién y compare su respuesta con
la que obtuvo usando la férmula para 7.

En la figura se ilustra una gréifica de f(x) = (In x)/x para
x > 0. El valor maximo de f(x) se presenta en x = e.

(a) Los enteros 2 y 4 tienen la poco comtin propiedad de
que 2* = 42. Demuestre que si X = y* para los nime-
ros reales positivos x y y, entonces (In x)/x = (In y)/y.

(b) Use la grifica de f (una tabla es ttil) para hallar otro par
de nimeros reales x y y (a dos lugares decimales) tales

que x¥ = y*,

|E6

(c) Explique por qué muchos pares de nimeros reales
satisfacen la ecuacion ¥’ = y*.

EJERCICIO 5

AY

(a) Compare los resultados del ejercicio 59 de la seccién
5.2 y el ejercicio 43 de la seccion 5.3. Explique la dife-
rencia entre las dos funciones.

(b) Ahora supongamos que el lector invierte dinero al 8.5%
por afio capitalizado mensualmente. ;Cémo se compara
una gréfica de este crecimiento con las dos gréficas del
inciso (a)?

(c) Usando la funcion descrita en el inciso (b), mental-
mente estime las respuestas a los incisos (a) y (b) del
ejercicio 43 de la seccidn 5.3 y explique por qué piensa
que son correctas antes de calcularlas realmente.

Como y = log; (x?) es equivalente a y = 2 log, x por la ley
3 de los logaritmos, ;por qué no son iguales las graficas de
la figura 4(a) y (b) de la seccién 5.5?

Saldo no pagado sobre una hipoteca Cuando las insti-
tuciones de préstamos prestan dinero, esperan recibir un
rendimiento equivalente a la cantidad dada por la férmula
de interés compuesto. El prestatario acumula dinero “con-
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tra” la cantidad original al hacer un pago mensual M que
acumula segtn la férmula

12M[(1 + r/12)" = 1]

)

,
donde r es la tasa de interés anual y ¢ es el nimero de afios
del préstamo.

(a) Invente una férmula para el saldo no pagado U de un
préstamo.

(b) Grafique el saldo no pagado para el préstamo de hipo-
teca de vivienda del ejercicio 53(a) de la seccién 5.2.

(c) (Cudl es el saldo no pagado después de 10 afios?
Estime el nimero de afios que tardard en pagar la mitad
del préstamo.

(d) Explique las condiciones que su gréfica debe satisfacer
para ser correcta.

(e) Explique la validez de sus resultados obtenidos a partir
de la gréfica.

9 Explique cudntas veces las gréaficas de
ﬁ =0.01(1.001)" 'y  y=2x—99x2— 100x
se cruzan. Aproxime los puntos de interseccion. En general,

compare el crecimiento de funciones polinomiales y fun-
ciones exponenciales.

10 Explique cudntas veces las gréficas de

ﬁ y=x y y=(ny
se cruzan. Aproxime los puntos de interseccién. ;Qué se
puede concluir acerca del crecimiento de y = xy y = (In
x)", donde n es un entero positivo, cuando x aumenta sin
limite?

1 Aumentos de salario Supongamos que el lector empezd

o en un trabajo que paga $40,000 por afio. En 5 afios, estd

& programado para ganar $60,000 por afio. Determine la rapi-
dez exponencial anual de aumento que describa esta situa-
cién. Suponga que la misma tasa exponencial de aumento
continuard durante 40 afios. Usando la regla del 70 (pdgina
336), estime mentalmente su salario anual en 40 afios y
compare la estimacién con un cdlculo real.

12 Liberacion de energia Considere estos tres eventos:

|E (1) El 18 de mayo de 1980, la erupcion volcédnica del
monte St. Helens en Washington liber6 aproximada-
mente 1.7 X 108 joules de energia.
(2) Cuando detona una bomba nuclear de 1 megatdn, libera
alrededor de 4 X 103 joules de energia.
(3) El terremoto de 1989 de San Francisco registré 7.1 en
la escala de Richter.

(a) Haga comparaciones (es decir, ;cudntas veces un even-
to es equivalente a otro) en términos de energia libera-
da. (Sugerencia: Consulte el ejercicio 72 en los
ejercicios de andlisis del capitulo 5 .) Nota: las bombas
atémicas arrojadas en la Segunda Guerra Mundial fue-

FUNCIONES INVERSAS, EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

ron de 1 kilotén (1000 bombas de 1 kilotén = 1 bomba
de 1 megatdn).

(b) ¢Qué lectura en la escala de Richter seria equivalente a
la erupcién del monte St. Helens? ;Ha habido alguna
lectura tan alta?

13 Promedio Dow-Jones El promedio industrial Dow-Jones

= es un indice de 30 de las mayores empresas de Estados
Unidos y es la medida mds comun de rendimiento de accio-
nes en Estados Unidos. La tabla siguiente contiene unas
fechas de hitos de 1000 puntos para el Dow.

Primer Niimero

Promedio dia que de dias desde

Dow-Jones se alcanzo el hito previo
1003.16 14/11/72 —
2002.25 8/1/87 5168
3004.46 17/4/91 1560
4003.33 23/2/95 1408
5023.55 21/11/95 271
6010.00 14/10/96 328
7022.44 13/2/97 122
8038.88 16/7/97 153
9033.23 6/4/98 264
10,006.78 29/3/99 357
11,014.69 3/5/99 35
12,011.73 20/10/06 2727
13,089.89 25/4/07 187
14,000.41 19/7/07 85

Encuentre el modelo exponencial para estos datos y uselo
para predecir cudndo el Dow alcanzard 20,000. Encuentre
la tasa anual promedio de rendimiento de acuerdo con el
Dow. Explique algunas de las consideraciones practicas
relacionadas con estos célculos.

14 Promedio Nasdaq El indice compuesto del mercado de
= acciones de Nasdaq experiment6 un periodo de fenomenal
@ crecimiento (que se ve en las dltimas lineas de la tabla).

Promedio Primer dia | Numero de dias desde
Nasdaq que se alcanzé el hito previo
100 (origen) 5/2/71 —
200.25 13/11/80 3569
501.62 12/4/91 3802
1005.89 17/7/95 1557
2000.56 16/7/98 1095
3028.51 3/11/99 475
4041.46 29/12/99 56
5046.86 9/3/00 71




El indice motivado por tecnologia es considerado por
muchos como el indicador de crecimiento mds rdpido en
todo el mercado de acciones de Estados Unidos.

Encuentre un modelo de regresion exponencial para los
datos. Explique el ajuste del modelo a los datos y posibles
razones para la calidad del ajuste.

15 Poblacién total mundial La Oficina del Censo de Estados
s+ Unidos dio las siguientes estimaciones y predicciones para

la poblacién total del mundo.

Aifio Poblacién

1950 2,556,518,868
1960 3,040,617,514
1970 3,707,921,742
1980 4,447,068,714
1990 5,274,320,491
2000 6,073,265,234
2010 6,338,220,183
2020 7,608,075,253
2030 8,295,925,812
2040 8,897,180,403
2050 9,404,296,384
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Capitulo 5 Ejercicios de analisis

(a) Seat = 0 correspondiente a 1950 y trace los datos en la
pantalla [—10, 110, 10] por [0, 100, 10°].

(b) Explique si un modelo exponencial o logistico es mas
apropiado y por qué.

(c) Encuentre un modelo del tipo seleccionado en el inciso
(b) y grafiquelo con los datos.

(d) De acuerdo con el modelo, ;a qué se aproxima la
poblacién después de un largo periodo?

Explique cudntas soluciones tiene la ecuacién
logsx + log; x = 11

Resuelva la ecuacion usando la féormula de cambio de base.

9x
Encuentre la funcién inversa de f(x) = ——— e identi-
Vxr+1

2
X
fique cualesquiera asintotas de la grafica de f~'. ;Cémo se
relacionan con las asintotas de la gréfica de f?
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A w N

10

n

12
13
14
15

16
17
18

19
20
21

22

—4
Para f(x) = x+72, encuentre f~!(x), su dominio y rango.
x

Para f(x) = 7 — x>, x = 0, encuentre f~!(x), su dominio y rango.
Si f(x) = x2, g(x) = 2x — 3, encuentre (f o g )(5).
Encuentre las intersecciones con x y y para f(x) = —(%)ﬂ + g.

Encuentre una funcién exponencial de la forma f(x) = ba™ + ¢ que tiene asintota horizontal y =
70 e interseccion con el eje y en 350 y que pasa por el punto (3, 105).

La vida media de una sustancia radioactiva es de 300 afios. Si la cantidad inicial es g, miligramos,
entonces la cantidad g(7) restante después de ¢ afios estd dada por g(r) = ¢,2. Encuentre k.
(a) Encuentre el pago mensual en un préstamo de $270,000 a 30 afios si la tasa de interés es 7%.
Lrk
(b) Encuentre el interés total pagado en el préstamo del inciso (a). Use M = Wr—l)’ donde
k = [1 + (#/12)]'%, M es el pago mensual, L es el monto del préstamo, r es la tasa de interés
y t es el nimero de afios efectivos del préstamo.

Un articulo que cost6 $2 hace treinta afios ahora cuesta $10. Encuentre una funcién exponencial
sencilla de la forma y = ab’ que modele el costo del articulo.(Aproxime el valor de b.)

En 1980 una poblacién era de 100,000. Suponiendo que la poblacién se incrementa de manera con-
tinua a una tasa de 4% anual, haga una prediccién de la poblacién para el afio 2020.

(Qué cantidad de dinero, invertido a una tasa de interés de 4% anual compuesto continuamente,
debe generar $100,000 después de 10 afios?

Un material radioactivo decae continuamente a una tasa de 3.75% por hora. Aproxime el porcentaje
restante de cualquier cantidad de material inicial después de 20 horas.

Resuelva log,(5x + 1) = 4 para x.
(Para qué valores de x, " >3 = 2x — 3 es una afirmacion verdadera?
Resuelva C = Da — F para t, utilizando logaritmos de base a.

Suponga que el nivel de radiactividad de un material en un campo el nivel de seguridad S es 4 veces
y decae de acuerdo con la férmula A(r) = Aye=09%, donde A, es la cantidad actual en el campo y ¢
es el tiempo en afos. {Durante cudntos afios estard contaminado el campo?

Resuelva log,(6 — x) + log,(—x) = 2 para x.
Resuelva log(x + 3) = 1 — log(x — 5) para x.

Una poblacién disminuye de acuerdo con la férmula y = y,e =001, donde ¢ es el tiempo en afios y
¥ es la poblacién actual. ;Cudntos afios tomara perder el 30% de la poblacién?

Resuelva (e¢* + 3)(e* — 2)(4x — 3) = 0 para x.
Si f(x) = log x, resuelva (f o f o f)(x) = 0 para x.

Utilice la férmula de cambio de base para aproximar la interseccion con el eje x de f(x) = 2¥-5 a
cuatro lugares decimales.

(Aproximadamente cuanto tiempo le tomard a una cantidad de dinero triplicarse si se invierte a una
tasa de 5% anual compuesta trimestralmente?
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trigonométricas

Hace mas de 2000 afios que la trigonometria fue inventada por los
griegos, quienes necesitaban métodos precisos para medir dngulos y lados
de tridngulos. De hecho, la palabra trigonometria se derivé de dos
palabras griegas frigonon (tridngulo) y metria (medicién). Este capitulo
inicia con una exposicién de los dngulos y cémo se miden, a continuacién
introducimos las funciones trigonométricas mediante el uso de razones
entre lados de un tridngulo rectangulo. Después de extender los dominios
de las funciones trigonométricas a dngulos arbitrarios y nimeros reales,
consideramos sus graficas y las técnicas de graficar que hacen uso de
amplitudes, periodos y desplazamientos de fase. El capitulo concluye

con una seccion sobre problemas de aplicacion.
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LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

6

Angulos
FIGURA1
L
B
0
A
FIGURA 2

Angulos coterminales

Lado terminal

Lado inicial

I
Lado terminal -

Lado inicial

FIGURA 4
AY

360°

90°
\

En geometria, un angulo se define como el conjunto de puntos determinados por
dos rayos, o semirrectas, /; y [,, que tienen el mismo punto extremo O. SiAy B
son puntos en /, y /,, como en la figura 1, nos referimos al angulo AOB (deno-
tado ZAOB). Un angulo puede también ser considerado como dos segmentos de
recta finitos con un punto extremo comun.

En trigonometria con frecuencia interpretamos a los dngulos como rotacio-
nes de rayos. Empezamos con un rayo fijo /;, que tiene punto extremo O, y lo
giramos alrededor de O, en un plano, a una posicién especificada por el rayo /,.
Llamamos a /, el lado inicial, /, es el lado terminal y O es el vértice de ZAOB.
La cantidad o direccién de rotacién no estd restringida en ninguna forma.
Podriamos considerar que /, hace varias revoluciones en cualquier direccién
alrededor de O antes de llegar a la posicion /,, como lo ilustran las flechas cur-
vas de la figura 2. Asi, muchos dngulos diferentes tienen los mismos lados ini-
ciales y terminales. Dos de estos angulos cualesquiera reciben el nombre de
angulos coterminales. Un dngulo llano es un angulo cuyos lados se encuentran
sobre la misma recta pero se extienden en direcciones opuestas desde su vértice.

Si introducimos un sistema de coordenadas rectangulares, entonces la posi-
cion estandar de un dngulo se obtiene al colocar el vértice en el origen y hacer
que el lado inicial coincida con el eje x positivo. Si /; se hace girar en direccion
contraria al giro de las manecillas de un reloj hasta la posicion terminal /,, el
angulo se considera positivo. Si /; se hace girar en direccion de las manecillas,
el dngulo es negativo. Los angulos se denotan por lo comun con letras griegas
mintdsculas como « (alfa), B (beta), vy (gamma), 0 (teta), ¢ (fi) y asi sucesiva-
mente. La figura 3 contiene trazos de dos dngulos positivos, @ y 8, y un angulo
negativo, vy. Si el lado terminal de un dngulo en posicion estdndar estd en cierto
cuadrante, se dice que el dngulo se halla en ese cuadrante. En la figura 3, « estd
en el tercer cuadrante, 3 en el primero y 7y en el segundo. Un dngulo se llama
angulo cuadrantal si su lado terminal estd en un eje coordenado.

FIGURA 3 Posicién estdndar de un angulo

Angulo positivo Angulo positivo Angulo negativo

AY AY AY

AN

)

Una unidad de medida para los dngulos es el grado. El dngulo en posicién
estandar obtenido por una revolucién completa en sentido contrario al de las
manecillas del reloj mide 360 grados, que se escribe 360°; por tanto, un angulo
de un grado (1°) se obtiene por ﬁ de toda una revolucién en sentido contrario
al de las manecillas del reloj. En la figura 4 se muestran varios dngulos medi-
dos en grados en posicion estdndar sobre sistemas de coordenadas rectangula-
res. Note que los tres primeros son dngulos cuadrantales.

AY Y AY

540° 150°
7R .

1N
N

=Y

=Y
=Y
=Y

N J-135° x
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En nuestro trabajo, una notacién como 6 = 60° especifica un angulo 6
cuya medida es 60°. También nos referimos a un dngulo de 60°, en lugar de
usar la frase mds precisa (pero mds engorrosa) de un dngulo que mide 60°.

EJEMPLO 1 Hallar angulos coterminales

Si 0 = 60° estd en posicidn estdndar, encuentre dos dngulos positivos y dos
negativos que sean coterminales con 6.

SOLUCION El dngulo 0 se muestra en posicion estdndar en el primer trazo
de la figura 5. Para hallar dngulos coterminales positivos se pueden sumar
360° o 720° (o cualquier miltiplo positivo de 360°) a 6, con lo que se obtiene

60° + 360° = 420° y 60° + 720° = 780°.

Estos dngulos coterminales también se muestran en la figura 5.
Para hallar d4ngulos coterminales negativos, se pueden sumar —360° o
—720° (o cualquier multiplo negativo de 360°), con lo que se obtiene

60° + (—360°) = —300° y  60° + (—720°) = —660°,

como se ve en los dltimos dos trazos de la figura 5.

FIGURAS
AY AY AY AY AY
N0 =60 A0 AR 780° _ a _ f 660"
x U/ x &J x L/ x N x

Un angulo recto es la mitad de un dngulo 1lano y mide 90°. La siguiente
tabla contiene definiciones de otros tipos especiales de angulos.

Terminologia Definicion Ilustraciones
angulo agudo 0 0° < 6<90° 12°; 37°
angulo obtuso 6 90° < 0 < 180° 95°; 157°
angulos complementarios «, 8 a+ B =90° 20°, 70°; 7°, 83°
angulos suplementarios «, 8 a + B =180° 115°, 65°; 18°, 162°

Si se requieren medidas menores de un grado, podemos usar décimas,
centésimas o milésimas de grado. En forma opcional, podemos dividir el grado
en 60 partes iguales, llamadas minutos (denotados por '), y cada minuto en 60
partes iguales, llamadas segundos (denotados por ”). Por tanto, 1° = 60" y
1" = 60". La notacién # = 73°56'18" se refiere a un dngulo 6 que mide 73 gra-
dos, 56 minutos, 18 segundos.
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FIGURA 6
Angulo central 6

[J

9

EJEMPLO 2 Hallar angulos complementarios

Encuentre el dngulo que sea complementario a 6:

(@) 6 = 25°43'37" (b) 6 =73.26°

SOLUCION Deseamos hallar 90° — 8. Es m4s f4cil escribir 90° como una
medida equivalente: 89°59'60".

(@ 90° = 89°59'60" (b) 90° = 90.00°
0 = 25°43'37" 0  =73.26°
90° — 6 = 64°16'23" 90° — 0 = 16.74° |

La medida en grados para dngulos se emplea en actividades aplicadas como
topografia, navegacion y el disefio de equipos mecdnicos. En aplicaciones cien-
tificas que requieren cédlculo integral, se acostumbra emplear medidas en radia-
nes. Para definir un dngulo de medida radidn, consideremos un circulo de
cualquier radio r. Un angulo central de un circulo es un dngulo cuyo vértice
estd en el centro del circulo. Si 6 es el dngulo central que se ve en la figura 6,
decimos que el arco AP (denotado AP) del circulo subtiende a 6 o que 6 esta
subtendido por AP. Si la longitud de AP es igual al radio r del circulo, enton-
ces 6 tiene una medida de un radidn, como en la siguiente definicion.

Definicion de radian
como medida

Un radidn es la medida del angulo central de un circulo subtendido por un
arco igual en longitud al radio del circulo.

FIGURA7
(a) a = 1 radian

Si consideramos un circulo de radio r, entonces un dngulo « cuya medida
es 1 radidn interseca un arco AP de longitud r, como se ilustra en la figura 7(a).
El angulo B de la figura 7(b) mide 2 radianes, porque estd subtendido por un
arco de longitud 2r. Del mismo modo, y en (c) de la figura 3 mide radianes,
porque estd subtendido por un arco de longitud 3r.

(b) B = 2 radianes (c) y = 3 radianes (d) 360° = 27r = 6.28 radianes

14

[J

Para hallar la medida en radianes correspondiente a 360°, debemos hallar
el nimero de veces que un arco de circunferencia de longitud r puede trazarse
a lo largo de la circunferencia (vea figura 7(d)). Este nimero no es un entero
y ni siquiera un nimero racional. Como la circunferencia del circulo es 27r,
el nimero de veces que r unidades se pueden trazar es 27r; por tanto, un angulo
de 27 radianes corresponde a 360° y se escribe 360° = 27 radianes. Este
resultado da las siguientes relaciones.
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Relaciones entre grados
y radianes

(1) 180° =

2

1° =
80
8

1
180°
T

(3) 1 radian

7r radianes

7 radidn ~ 0.0175 radian

> ~ 57.2958°

Cuando se usa la medida angular en radianes, no deben indicarse unida-
des. En consecuencia, si un dngulo mide 5 radianes, escribimos # = 5 en lugar
de 6 = 5 radianes. No debe haber confusidn en cuanto a que se usen radianes
o grados, puesto que si # mide 5°, se escribe § = 5°y no 6 = 5.

La siguiente tabla ilustra la forma de pasar de una medida angular a otra.

Cambios de medidas angulares

Para cambiar

Multiplicar por

Tlustraciones

grados a radianes

150° = 150°( — | =
180°) 6

B I W
22 <180°> 4

225° =

radianes a grados

;
7 315°

_Im 180°)
4 T

4
T T 180°\
3 3 T

Se puede usar esta técnica a fin de obtener la siguiente tabla, que presenta
las medidas correspondientes a radianes y grados de dngulos especiales.

Radianes

NE!

I

w3

Tar

S
— T

4 6 6

37

dar

S

4 3 2

117

Tar

S

3 4 6

2T

Grados

00

30°

45°

60°

90°

150° | 180° | 210°

225° | 240° | 270°

300° | 315° | 330° | 360°

FIGURA 8

NP

En la figura 8 se muestran en posicién estandar varios de estos dngulos

especiales, en radianes.

A
W[y

—>
<

Z_

oY

oY

=Y
=
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e N

Las calculadoras de graficas tienen funciones especiales que facilitan la conversién de
radianes a grados.

Conversién de radianes  Seleccione el modo de grados.

Erees OE®E

Sci End
Al23d567539
Sd1Am0 !EEE%E

+
Horiz G-T

Convierta radianes a grados.

Oy rdor o
(ANGLE) (ENTER) S4. 25rOM3

F4=138"

Convierta un grado decimal a grados, minutos
y segundos.

54.25 (ANGLE) (ENTER)

EJEMPLO 3 Cambiar radianes por grados, minutos y segundos

Si 6 = 3, aproxime 6 en términos de grados, minutos y segundos.

SOLUCION
3 radianes = 3(18()0) multiplique por 180°
T T

~ 171.8873° aproxime
= 171° + (0.8873)(60") 1° = 60’
= 171° + 53.238’ multiplique
= 171° + 53’ + (0.238)(60") 1’ = 60"
= 171°53" + 14.28" multiplique
~ 171°53'14" aproxime ]

EJEMPLO 4 Expresar minutos y segundos como grados decimales

Exprese 19°47'23" como decimal, al diezmilésimo de grado mds cercano.
1 \o
(o) "
oI — o 47\o 23 \o
19°47'23" = 19° + (Z)° + (2
~ 19° + 0.7833° + 0.0064°
= 19.7897°. |

SOLUCION Como 1’ = (&) y 1" = (&)’
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Los ejemplos 3 y 4 se manejan facilmente con calculadora de graficas (en modo de grados).

convierta los radianes del ejemplo 3 a grados, minutos y segundos

3 (2nd] (ANGLE] (3 J (2nd) (ANGLE) YOG
1715

(4] 195471

Exprese el dngulo del ejemplo 4 como grado decimal. 13

19

a7

23 (ALPHA) (“(on+key) ) (ENTER)

‘14, 413"

ToITeLds

e ]

El siguiente resultado especifica la relacién entre la longitud de un arco
de circunferencia y el dngulo central que subtiende.

Férmula para la longitud Si un arco de longitud s en un circulo de radio r subtiende un
de un arco de circunferencia angulo central de 6 radianes, entonces

s = rb.

FIGURA 9 DEMOSTRACION En la figura 9(a) se muestra un arco comin de longitud s
(@ (b) y el dngulo central 6 correspondiente. La figura 9(b) presenta un arco de lon-
gitud s, y angulo central 6,. Si se usa la medida en radianes, entonces, de la
geometria plana, la razén entre longitudes de los arcos es igual a la razén entre

< ¢ ’ I medidas angulares; es decir,

=—, obien s=—y,.
8 1 0,

Si consideramos el caso especial en que 6; mide 1 radidn, entonces, de la defi-
nicién de radidn, s; = r y la dltima ecuacién se convierte en

S:—-r:re. -
1

Note que si § = 27, entonces la férmula para la longitud de un arco de
circunferencia se convierte en s = r(27), que es simplemente la férmula para
la circunferencia de un circulo, C = 2rr.

La siguiente férmula se demuestra de manera similar.

Foérmula para el area Si 0 es la medida en radianes de un dngulo central de un circulo de radio r
de un sector circular y si A es el drea de un sector circular determinado por 6, entonces

A= %r20.
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FIGURA 10 DEMOSTRACION SiAyA, son las dreas de los sectores de las figuras 10(a)
€)) (b) y 10(b), respectivamente, entonces, por geometria plana,
A 0 0
A_ = ;, 0o A= EAI.
‘Q . 1 1 1
Si se considera el caso especial 6, = 277, entonces A, = 71y
0
A=— ar’=—_r. n
Py 5T

Cuando se usen las férmulas precedentes, es importante recordar emplear
radianes como medida de 0 en lugar de grados, como se ilustra en el siguiente
ejemplo.

EJEMPLO 5 Usar las formulas de arco y sector circulares

FIGURAT En la figura 11, un dngulo central 6 esta subtendido por un arco de 10 cm de
largo en un circulo de 4 cm de radio.

s=10cm (a) Aproxime la medida de 6 en grados.
4 i %f?,r;;lianes (b) Encuentre el drea del sector circular determinado por 6.
SOLUCION Procedemos como sigue:

(@ s=rb férmula para la longitud de un arco de circunferencia

s
0=— despeje 6

~

2%22.5 seas = 10, r =4

Esta es la medida de 0 en radianes. Al cambiar por grados tenemos

180° 450°
0= 2.5< ) = =~ 143.24°.
T T
(b) A = %rzﬂ férmula para el drea de un sector circular
= %(4)2(2.5) sea r = 4, § = 2.5 radianes
=20 cm? multiplique [

La rapidez angular de una rueda que gira a razén constante es el dngulo
FIGURA 12 generado, en una unidad de tiempo, por un segmento de recta que va del cen-
tro de la rueda a un punto P de la circunferencia (figura 12). La rapidez lineal
de un punto P de la circunferencia es la distancia que P recorre por unidad de
tiempo. Al dividir ambos lados de la férmula del arco circular entre el tiempo
t, obtenemos una relacion para la rapidez lineal y la rapidez angular; esto es,

24 pulgadas

! | velocidad lineal velocidad angular
! ! l l

| | s ro . . ) 0

I I - = —, obien,lo quees equivalente, - =r-—.

: : t t t t

| |

Hallar la rapidez angular y lineal

Suponga que la rueda de la figura 12 esta girando a razén de 800 rpm (revo-
luciones por minuto).
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(a) Determine la rapidez angular de la rueda.

(b) Encuentre la rapidez lineal (en pulg/min y mi/h) de un punto P sobre la
circunferencia de la rueda.

SOLUCION

(a) Denote con O el centro de la rueda y sea P un punto en la circunferencia.
En vista de que el ndmero de revoluciones por minuto es 800 y que cada revo-
lucién genera un angulo de 27 radianes, el dngulo generado por el segmento
de recta OP en un minuto medira (800)(27) radianes, es decir,

800 revoluciones 27 radianes _ 16007 radianes
por minuto

rapidez angular =

1 minuto 1 revolucion

Note que el didmetro de la rueda no tiene importancia para hallar la rapidez
angular.

(b) rapidez lineal = radio - rapidez angular

(12 pulg)(16007r rad/min)
19,2007 pulg/min

Convirtiendo pulg/min a mi/h, obtenemos

19,2007 pulg 60 min 1 ft

1 mi

1 min

: ~ 57.1 mi/h
Ih  12pulg 5280 ft i

A diferencia de la rapidez angular, la rapidez lineal depende del didmetro de

la rueda.

m Ejercicios

Ejer. 1-4: Si el angulo dado estd en posicion estandar,
encuentre dos angulos coterminales y dos angulos cotermi-

Ejer. 7-8: Encuentre el angulo suplementario de 6.

X 7 (a) 0 = 125°16'27" (b) 6 =58.07°
nales negativos.

1 (a) 120° (b) 135° () —30° 8 (a) 0 = 87°13'52" (b) 6=979°
Ejer. 9-12: Encuentre la medida exacta del angulo en radia-
nes.

2 (a) 240° (b) 315° (c) —150° 9 (a) 150° (b) —60° (c) 225°
10 (a) 120° (b) —135° (c) 210°

5
3 (a) 620° b 2 © —
6 4
1 (a) 450° (b) 72° (c) 100°
2 5

4 (a) 570° (b){ © —77’

12 (a) 630° (b) 54° (c) 95°

Ejer. 5-6: Encuentre el angulo complementario de 6.

Ejer. 13-16: Encuentre la medida exacta del angulo en gra-
dos.

5 (@) 6 = 12°37'24" (b) 6 = 43.87°
21 117 3
13 (a) - (b) — © e
6 (a) 6 = 76°4'53" (b) 6 =5.08 3 6
Sm 4ar 117
14 (a) ra (b) 3 (© e



376 CAPITULO 6 LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

15 (a) —7777 (b) 77 © g
16 (a) —57” (b) 97 © 1—7;

Ejer. 17-20: Exprese 0 en términos de grados, minutos y
segundos, al segundo mas cercano.

17 6=157 18 6=3.1

19 =063 20 =47

Ejer. 21-24: Exprese el angulo como decimal, al diezmilé-
simo de grado mas cercano.

21 120°16' 22 53°47

23 262°15'31" 24 320°7'58"

Ejer. 25-28: Exprese el angulo en términos de grados, minu-
tos y segundos al segundo mas cercano.

25 63.169° 26 12.864°

27 310.6215° 28 81.7238°

Ejer. 29-30: (a) Si un arco circular de longitud s subtien-
de el angulo central 6 en un circulo, encuentre el radio de la
circunferencia.

29 s=10cm, 0=4 30 s =3km, 6=20°
Ejer. 31-32: (a) Encuentre la longitud del arco del sector en

color de la figura. (b) Encuentre el area del sector.
31 32

o

Ejer. 33-34: (a) Encuentre la medida en radianes y grados
del angulo central 6 subtendido por el arco dado de longi-
tud s en una circunferencia de radio r. (b) Encuentre el drea
del sector determinado por 6.

33 s=7cm, r=4cm 34 s=3ft, r=20in.
Ejer. 35-36: (a) Encuentre la longitud del arco que sub-
tiende el angulo 60 central dado en un circulo de didmetro d.

(b) Encuentre el area del sector determinado por 6.
35 =50°, d=16m 36 6=22, d=120cm

Ejer. 37-38: Si un arco de circunferencia de longitud s dada
subtiende el angulo central 6 en un circulo, exprese el drea
del sector determinado por 0 en funcion de 6.

37 s=28 38 s =14

39 Medirdistancias enlaTierra La distancia entre dos puntos
Ay B en la Tierra se mide a lo largo de una circunferencia

40

141

42

43

cuyo centro es C, en el centro de la Tierra, y radio igual a la
distancia de C a la superficie (vea la figura). Si el didmetro
de la Tierra es aproximadamente 8000 millas, calcule la dis-
tancia entre A y B si el angulo ACB tiene la medida indicada:
(e) 1°

(a) 60° (b) 45°

(c) 30°

(d) 10°

EJERCICIO 39

— B4

Millas nauticas Consulte el ejercicio 39. Si el dngulo ACB
mide 1’, entonces la distancia entre A y B es una milla ndu-
tica. Calcule en forma aproximada el nimero de millas
terrestres en una milla nautica.

Medir angulos usando distancia Consulte el ejercicio 39.
Si dos puntos A y B estdn a 500 millas uno del otro, exprese
el dngulo ACB en radianes y en grados.

Un hexdgono estd inscrito en un circulo. Si la diferencia
entre el area del circulo y el drea del hexdgono es 24 m?,
use la féormula para el drea de un sector para aproximar el
radio r del circulo.

Area de una ventana Una ventana rectangular mide 54
pulgadas por 24 pulgadas. Hay una hoja limpiadora de 17
pulgadas unida por un brazo de 5 pulgadas al centro de la
base de la ventana, como se ve en la figura. Si el brazo gira
120°, aproxime el porcentaje del drea de la ventana que es
limpiado por la hoja.

EJERCICIO 43

54 pulg




44 Nucleo de untornado Un modelo simple del nicleo de un

45

46

tornado es un cilindro circular recto que gira alrededor de
su eje. Si un tornado tiene un didmetro de nicleo de 200
pies y velocidad médxima de vientos de 180 mi/h (o
264ft/s) en el perimetro del nicleo, aproxime el nimero de
revoluciones que hace el nicleo cada minuto.

Rotacién de la Tierra La Tierra gira alrededor de su eje
una vez cada 23 horas, 56 minutos y 4 segundos. Aproxime
el nimero de radianes que gira la Tierra en un segundo.

Rotacién de la Tierra Consulte el ejercicio 45. El radio
ecuatorial de la Tierra mide aproximadamente 3963.3
millas. Encuentre la velocidad lineal de un punto sobre el
ecuador como resultado de la rotacién de nuestro planeta.

Ejer. 47-48: Una rueda de radio dado gira a la rapidez indi-
cada.

(a) Encuentre la rapidez angular (en radianes por minuto).
(b) Encuentre la rapidez lineal de un punto sobre la cir-

47

49

50

51

cunferencia (en pies/min).

radios 5 pulg, 40 rpm 48 radios 9 pulg, 2400 rpm
Rotacion de discos compactos (CD) El motor de impul-
sién de un reproductor particular de discos compactos estd
controlado para girar a 200 rpm cuando lee una pista que
estd a 5.7 cm del centro del CD. La rapidez del motor debe
variar para que la lectura de la informacién ocurra a un
ritmo constante.

(a) Encuentre la rapidez angular (en radianes por minu-
to) del motor de impulsién cuando estd leyendo una
pista a 5.7 cm del centro del CD.

(b) Encuentre la rapidez lineal (en cm/s) de un punto en el
CD que estd a 5.7 cm del centro del CD.

(c) Encuentre la rapidez angular (en rpm) del motor de
impulsion cuando estd leyendo una pista que estd a 3
centimetros del centro del CD.

(d) Encuentre una funcién S que dé la rapidez del motor de
impulsidn en rpm para cualquier radio r en centimetros,
donde 2.3 = r = 5.9. ;Qué tipo de variacion existe
entre la rapidez del motor y el radio de la pista que se
estd leyendo? Compruebe su respuesta al graficar Sy
hallar las magnitudes de la rapidez parar =3y r = 5.7.

Revoluciones en llantas Una llanta comin de auto com-
pacto mide 22 pulgadas de didmetro. Si el auto corre con
una rapidez de 60 mi/h, encuentre el nimero de revolucio-
nes que hace la llanta por minuto.

Malacate de carga Se utiliza un malacate grande de 3 pies
de didmetro para levantar cargas, como se ve en la figura.

(a) Encuentre la distancia que la carga es levantada si el
malacate gira un dngulo de 77 /4 radianes.

6.1 Angulos 377

(b) Encuentre el dngulo (en radianes) que el malacate debe
girar para levantar la carga d pies.

EJERCICIO 51

52 Oscilacion de un péndulo El péndulo de un reloj mide

4 pies de largo y oscila a lo largo de un arco de 6 pulgadas.
Calcule el dngulo (en grados) por el que pasa el péndulo
durante una oscilacion.

53 Valores de pizza Un comerciante vende dos tamafios

de pizza en rebanadas. La rebanada pequeria es de é de una
pizza circular de 18 pulgadas de didmetro y la vende en

$2.00; la rebanada grande es de % de una pizza circular de

26 pulgadas de didmetro y la vende en $3.00. (Cual reba-
nada da mds pizza por délar?

54 Mecanica de bicicletas En la figura se ilustran las dos

estrellas de una bicicleta. Si la estrella de radio r| gira un
angulo de 0, radianes, encuentre el dngulo de rotacién co-
rrespondiente para la estrella de radio r,.

EJERCICIO 54

55 Mecanica de bicicletas Consulte el ejercicio 54. Un

ciclista experto alcanza una rapidez de 40 mi/h. Si las dos
estrellas miden r; = 5 pulgadas y r, = 2 pulgadas, respec-
tivamente, y la llanta tiene un didmetro de 28 pulgadas,
(aproximadamente cudntas revoluciones por minuto de la
estrella delantera producird una velocidad de 40 mi/h?
(Sugerencia: primero cambie 40 mi/h a pulg/s.)

56 Desplazamiento del polo magnético Los polos geogra-

fico y magnético norte tienen diferentes ubicaciones. Hoy
en dia, el polo norte magnético se desplaza al oeste 0.0017
radianes por afio, donde el dngulo de desplazamiento tiene
su vértice en el centro de la Tierra. Si este movimiento con-
tinda, ;aproximadamente cudntos afios tardard el polo norte
magnético en desplazarse un total de 5°?
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Funciones
trigonométricas
de angulos

FIGURA1

*Nos referiremos a estas seis funciones
trigonométricas como las funciones
trigonométricas. A continuacion veamos
otras, las funciones trigonométricas
menos comunes que no usaremos en
este texto:
vers 0 =1 — cos 6
covers 0 = 1 — sen 6
exsec = sec 6 — 1

hav 60 = %VCI”S 0

FIGURA 3
hip op

ady

Introduciremos las funciones trigonométricas en la forma en que se originaron
histéricamente: como razones entre los lados de un tridngulo rectangulo. Un
tridngulo es un triangulo rectangulo si uno de sus dngulos es recto. Si 6 es un
angulo agudo, podemos considerar un tridngulo rectdngulo que tiene a  como
uno de sus dngulos, como en la figura 1, donde el simbolo [  especifica el
angulo de 90°. Se pueden obtener seis razones usando las longitudes a, by ¢
de los lados del tridngulo:

Podemos demostrar que estas razones dependen sélo de 6 y no del tamafio del
tridngulo, como se indica en la figura 2. Como los dos tridngulos tienen angu-
los iguales, son semejantes y por tanto las razones entre lados correspondien-
tes son proporcionales. Por ejemplo

b b a a b b

’° ’° I

c c c c a a

Entonces, para cada 6, las seis razones estan determinadas de manera tnica y
por tanto son funciones de 6. Reciben el nombre de funciones trigonométri-
cas* y se denominan como las funciones seno, coseno, tangente, cotangente,
secante y cosecante, abreviadas sen, cos, tan, cot, sec y csc, respectivamente.
El simbolo sen (6), o sen 0 se usa por la razén b/c, que la funcién seno asocia
con 6. Los valores de las otras cinco funciones se denotan de un modo seme-
jante. Para resumir, si 6 es el angulo agudo del tridngulo rectangulo de la figu-
ra 1, entonces, por definicion,

El dominio de cada una de las seis funciones trigonométricas es el con-
junto de todos los dngulos agudos. Mds adelante en esta secciéon ampliaremos
los dominios a conjuntos mas grandes de dngulos y, en la siguiente seccién, a
ndmeros reales.

Si 6 es el angulo en la figura 1, nos referiremos a los lados del tridngulo
de longitudes a, b y ¢ como el lado adyacente, lado opuesto ¢ hipotenusa,
respectivamente. Usaremos ady, op e hip para denotar las longitudes de los
lados. Entonces podemos representar el tridngulo como en la figura 3. Con esta
notacion, las funciones trigonométricas se pueden expresar como sigue.

Definicion de funciones
trigonométricas de un angulo
agudo de un triangulo rectangulo

d
sen0=0,—p c0s0=a,—y tan9=2
hip hip ady
hi hi d
CS00=£ secOZE t0=ﬂ
op ady op

Las férmulas de la definicién precedente se pueden aplicar a cualquier tridn-
gulo rectangulo sin poner las leyendas a, b, ¢ a los lados. Como las longitudes
de los lados de un tridngulo son ndmeros reales positivos, los valores de las
seis funciones trigonométricas son positivos para todo dngulo agudo 6. Ademads,
la hipotenusa es siempre mayor que el lado adyacente o el opuesto, y por tanto
senf < 1,cos @ <1,csc @ > 1ysec > 1 para todo dngulo agudo 6.
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op

0 =—
sen hlp

y

Funciones trigonométricas de angulos

379

hi
csc 6 = Lp,
op

sen 6 y csc 0 son reciprocas entre si, lo cual nos da las dos identidades de la
columna izquierda del recuadro siguiente. Del mismo modo, cos 6 y sec 6 son
reciprocas entre si, como lo son tan 6 y cot 6.

Identidades reciprocas 1
sen 6 = cos 6 = tan 0 = ——
csc 6 S cot 6
1 1
csc O = sec 6 = cot 6 =
sen cos 6 tan 6

Otras varias identidades importantes que contienen funciones trigonomé-
tricas se estudiaran al final de esta seccion.

EJEMPLO 1 Hallar valores de funciones trigonométricas

. 2 3 . .
Si 6 es un dngulo agudo y cos 6 = 3, encuentre los valores de las funciones tri-
gonométricas de 6.

FIGURA 4

SOLUCION Empezamos por trazar un tridngulo rectingulo que tenga un
4 dngulo agudo 6 con ady = 3 e hip = 4, como se ve en la figura 4 y procede-
op mos como sigue:
3% + (op)*> = 4* teorema de Pitdgoras
3 (op)> =16 — 9 =7 aisle (op)?

V7 saque la raiz cuadrada

op

Aplicando la definicién de las funciones trigonométricas de un dngulo agudo
de un tridngulo rectdngulo, obtenemos lo siguiente:

op V7 ady 3 op V7
sen = — = — cos 0 = —— = — tan 0 = — = ——
hip 4 hip 4 ady 3
0 hip 4 0 hip 4 ‘o ad 3
csch=—=—= sec = —— = — coth=—=—
op V7 dy 3 op V7

En el ejemplo 1 podriamos haber racionalizado los denominadores para
csc 0y cot 0, escribiendo

4\7

csc = —— cot 0
7 y

_3V7

No obstante, en casi todos los ejemplos y ejercicios dejaremos expresiones en
forma no racionalizada. Una excepcién a esta préctica es la de los valores de
las funciones trigonométricas especiales correspondientes a 60°, 30° y 45°,
que se obtienen en el siguiente ejemplo.
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FIGURA 6

EJEMPLO 2 Hallar valores de funciones trigonométricas de 60°,
30°,y 45°

Encuentre los valores de las funciones trigonométricas que corresponden a 6:
(@) 6 =060° (b) 6=30° (c) 6 =45

SOLUCION Considere un tridngulo equildtero con lados de longitud 2. La
mediana de un vértice al lado opuesto biseca el dngulo en ese vértice, como se
ilustra con una linea interrumpida en la figura 5. Por el teorema de Pitagoras, el
lado opuesto a 60° en el tridngulo rectiangulo sombreado tiene longitud V3.
Usando las férmulas para las funciones trigonométricas de un angulo agudo de
un tridngulo rectangulo, obtenemos los valores correspondientes a 60° y a 30°
como sigue:

V3 1 V3 _
(a) sen 60° = — cos 60° = — tan 60° = — = V3
2 2 1
2 2\V3 2 . 3
csc60° = —==—— sec60°=—=2 cot 60° = —= = —
V3 3 1 V3 3
! V3 1 \3
(b) sen30° = 5 cos 30° = - tan 30° = -3
2 2 _2V3 V3
csc30°=—=2 sec30°=—=="""" cot30° = — = V3
1 V3o 3 1

(c) Para hallar los valores para § = 45°, podemos considerar un tridngulo rec-
tdngulo isdsceles cuyos dos lados iguales tienen longitud 1, como se ve en la
figura 6. Por el teorema de Pitdgoras, la longitud de la hipotenusa es V2 y por
tanto los valores correspondientes para 45° son como sigue:

1
tan45° = — =1

= cos 45°
1

sen 45° =

| “‘§

-V

S}

csc 45° = = sec 45°

~‘§\§|_

1
cot45°=T=1 ]

Para referencia, en la tabla siguiente presentamos la lista de valores halla-
dos en el ejemplo 2, junto con las medidas en radianes de los dngulos. Dos
razones para destacar estos valores son: que son exactos y se ven con frecuen-
cia al trabajar con trigonometria. Debido a la importancia de estos valores
especiales, es una buena idea aprender de memoria la tabla o saber como hallar
los valores rdpidamente al usar tridngulos, como en el ejemplo 2.

Valores especiales de las funciones trigonométricas

0 (radianes) | 6 (grados) sen 6 cos 0 tan 6 cot 0 sec 0 csc 0
1 V3 V3 2V3
z 30° — — — V3 —_— 2
6 2 2 3 3
z 45° V2 V2 1 1 V2 V2
2 2
V3 1 ~ V3 2V3
= 60° ~= — V3 - 2 =
3 2 2 3 3
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FIGURA 8
En modo de grados
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El siguiente ejemplo ilustra un uso préctico para funciones trigonométri-
cas de angulos agudos. En la seccién 6.7 veremos aplicaciones adicionales que
contienen tridngulos rectangulos.

EJEMPLO 3 Hallar la altura de un asta de bandera

Un topdgrafo observa que en un punto A, situado al nivel del suelo a una dis-
tancia de 25.0 pies de la base B de un asta de bandera, el angulo entre el suelo
y el extremo superior del poste es de 30°. Calcule la altura % del poste al
décimo de pie mds cercano.

SOLUCION Al observar la figura 7 vemos que lo que buscamos es relacio-
nar el lado opuesto y el lado adyacente, i y 25, respectivamente, con el dngulo
de 30°. Esto sugiere que usemos una funcion trigonométrica que contenga esos
dos lados, es decir, tan o cot. Por lo general es mds facil resolver el problema
si seleccionamos la funcién para la cual la variable estd en el numerador. Por
tanto, tenemos

h
tan 30° = % o bien, lo que es equivalente, 4 = 25 tan 30°.
Usamos el valor de tan 30° del ejemplo 2 para hallar A:

3
h = 25(%) ~ 14.4 ft [ ]

Es posible aproximar, a cualquier grado de precision, los valores de las
funciones trigonométricas para cualquier dngulo agudo. Las calculadoras
tienen teclas marcadas como , y que se pueden usar para calcu-
lar los valores de estas funciones. Los valores para csc, sec y cot se pueden
encontrar por medio de la tecla de reciprocos. Antes de usar una calculadora
para hallar valores de funciones que correspondan a la medida en radianes
de un dngulo agudo, asegiirese que su calculadora esté en modo de radianes.
Para valores correspondientes a medidas en grados, seleccione el modo de
grados.

Como ilustracién (vea la figura 8), para hallar sen 30° en una calculadora
comun, ponemos la calculadora en modo de grados y usamos la tecla para
obtener sen 30° = 0.5, que es el valor exacto. Usando el mismo procedimiento
para 60°, obtenemos una aproximacioén decimal a \/g/ 2, tal como

sen 60° = 0.8660.

Casi todas las calculadoras tienen una precisiéon de ocho a diez lugares
decimales para esos valores de funcién, pero en todo este texto por lo general
redondearemos valores a cuatro lugares decimales.

Para hallar un valor tal como cos 1.3 (vea la figura 9), donde 1.3 es la
medida en radianes de un angulo agudo, ponemos la calculadora en modo de
radianes y usamos la tecla (C0S), obteniendo

cos 1.3 = 0.2675.

Para sec 1.3, podriamos hallar cos 1.3 y luego usar la tecla de reciprocos, por
lo general marcada 0 (como se ve en la figura 9), para obtener

sec 1.3 = =~ 3.7383.

os 1.3

Las férmulas que aparecen en el recuadro de la pagina siguiente son, sin
duda, las identidades mds importantes en trigonometria porque se pueden usar
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para simplificar y unificar muchos aspectos diferentes del tema. Como las
férmulas son parte de la base para trabajar en trigonometria, se denominan
identidades fundamentales.

Tres de las identidades fundamentales contienen cuadrados, por ejemplo
(sen 0)? y (cos 6)%. En general, si n es un entero diferente de —1, entonces una
potencia como (cos 0)" se escribe cos” 6. Los simbolos sen™!0 y cos™! 0 estén
reservados para funciones trigonométricas inversas que estudiaremos en la
seccién 6.4 y trataremos a fondo en el siguiente capitulo. Con este acuerdo
sobre notaciones, tenemos, por ejemplo,

cos? 0 = (cos 0)*> = (cos 6)(cos )
tan® 0 = (tan 0)° = (tan 6)(tan 0)(tan 6)
sect 0 = (sec 0)* = (sec 0)(sec O)(sec H)(sec 6).

-~

Evaluacion de potencias
de funciones
trigonométricas

(en modo de grados)

~

Debe tenerse cuidado al evaluar potencias de funciones trigonométricas en calculadoras.
. . . 1
Por ejemplo, considere la expresién sen? 30°. Como sen 30° = 3, tenemos

sen?30° = (1) = 1.

Por la forma en que esta escrita la expresion en la primera entrada en la pantalla que se
ve a continuacion, podriamos esperar que la calculadora evalie 30? y luego saque el seno de
900°, y eso es lo que ocurre. No obstante, esperarfamos lo mismo en la segunda entrada,
donde la TI—83/84 Plus nos da el valor de sen? 30°. Entonces, en adelante, para evaluar sen?
30°, usaremos el formato que se ve en la tercera entrada.

sinC 300
Sini3a 2
LEint3Enrz

- J
A continuacién hagamos una lista de las identidades fundamentales y
luego estudiemos las demostraciones. Estas identidades son verdaderas para
todo dngulo agudo 6, que puede tomar varias formas. Por ejemplo, usando la
primera identidad de Pitdgoras con § = 4«, sabemos que
sen’4a + cos’4a = 1.
Mais adelante veremos que estas identidades también son verdaderas para otros
dngulos y para nimeros reales.
Las identidades fundamentales (1) Las identidades reciprocas:
1 1
csc 0 = sec 0 = cot 6 =
sen 6 cos 0 tan 0
(2) Las identidades tangente y cotangente:
sen 6 cos 0
tan 6 = cot 6 =
cos 0 sen 6

(3) Las identidades de Pitagoras:

sen?@ +cos’0=1 1+ tan?0=sec’h 1+ cot> 0 = csc®> 0
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DEMOSTRACIONES

(1) Las identidades reciprocas se establecieron ya antes en esta seccion.

(2) Para demostrar la identidad tangente, vemos el tridngulo rectdngulo de la
figura 10 y usamos definiciones de funciones trigonométricas como sigue:

b b/c senf

tanf = —=—=——

a a/c cos@

Para verificar la identidad cotangente, usamos una identidad reciproca y la
identidad tangente:

1 1 _cos @

an @  sen 6/cos 6  sen 6

cot 0 =
(3) Las identidades de Pitagoras reciben ese nombre por el primer paso en la
siguiente demostracién. Si vemos la figura 10, obtenemos
b+ a* =
b 2 a 2
J— + J—
c c
(sen 0)> + (cos 6)>
sen” § + cos? 6 =

teorema de Pitagoras

2
) divida entre ¢?

I
:—A»—A/\Q
SR

definiciones de sen 0y cos 6

notacion equivalente

Podemos usar esta identidad para verificar la segunda identidad de Pitdgoras
como sigue:

sen® 6 + cos’ 6 1 o
5 = 3 divida entre cos® 0
cos” 0 cos” 0
sen cos’6 1

3 o= 5 ecuacioén equivalente
cos” 0 cos° 6 cos” 0

sen 0\ cos 6\’ 1V
+ = ley de exponentes
cos 0 cos 6 cos 0

tan? 6 + 1 = sec? 6 identidades tangente y reciproca

Para demostrar la tercera identidad de Pitdgoras, 1 + cot? @ = csc? 6, podria-

mos dividir ambos lados de la identidad sen? @ + cos? § = 1 entre
2

sen” 6. [

Podemos usar las identidades fundamentales para expresar cada funcién
trigonométrica en términos de cualquier otra funcién trigonométrica. En el
siguiente ejemplo se dan dos ilustraciones.

EJEMPLO 4 Usar identidades fundamentales

Sea 6 un dngulo agudo.
(a) Exprese sen 6 en términos de cos 6.

(b) Exprese tan 0 en términos de sen 6.

SOLUCION
(a) Podemos proceder como sigue:
sen’ 0 + cos? 0 = 1 identidad de Pitdgoras
sen’ 0 =1 — cos’ 0 aisle sen” 6
sen = =\V1 — cos? 6 saque la raiz cuadrada
sen # = V1 — cos> 6  sen 0 > 0 para dngulos agudos

(continiia)
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Mais adelante en esta seccidn (ejemplo 12) consideraremos una simplificacién
que contiene un angulo 6 que no es agudo.

(b) Empezamos con la identidad fundamental

entonces todo lo que resta es expresar cos 6 en términos de sen 0, que pode-
mos hacer al despejar cos 6 de sen” § + cos? 6 = 1, obteniendo

En consecuencia,

cos 0 = V1 —sen*§ para 0<9<g.

tan 0 sen 0 sen 0 0<g< T
an 6 = = ara —. |
cosf® V1 —sen®6 P 2
4 . o .
En la misma forma en que hemos hecho manipulaciones algebraicas, podemos dar
apoyo numeérico a los resultados de nuestras manipulaciones trigonométricas al examinar una
tabla de valores. Las siguientes pantallas muestran que el resultado del ejemplo 4(a),
sen @ = V1 — cos? 0 para 6 agudo, estd apoyado por la igualdad de Y, y Y, en la tabla de
valores seleccionados. Discutiremos el apoyo grafico més adelante en el texto.
Floll Flotz Flats THELE SETUF # | Nl Y
s ERInCED Tel5t art.=R n 0 i
;"3"254'{1—{1:.:::5-{5#}} I::.Lb E 5 Ask H EFB8Z | .25 B
rdrFrit.i L0 =] i )
s barena: [RE R SRR
ny = TE Bacd: | 9eE0E
Ao = = 1 1
== MaiBsinck
- /

Es frecuente el uso de identidades fundamentales para simplificar expre-
siones que contengan funciones trigonométricas, como se ilustra en el si-

guiente ejemplo.

EJEMPLO 5 Demostrar que una ecuacién es una identidad

Demuestre que la siguiente ecuacién es una identidad al transformar el lado
izquierdo en el lado derecho:

SOLUCION Empezamos

(sec 6 + tan 6)(1 — sen 6) = <

(sec 0 + tan 0)(1 — sen 6) = cos 0

con el lado izquierdo y procedemos como sigue:

1 sen 6 identidades
+ (1 — sen 0) eenmeaces
cos 6 cos 0 reciproca y tangente
1 + sen 6
=— (1 — sen 0) sume fracciones
cos 6
1 —sen® 6 L
= - multiplique
cos 6
2
_ cos o sen’> 0 + cos® 0 =1
cos 6

= cos 0

cancelecos 6 m
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Examinemos el resultado del ejemplo 5 desde un punto de vista numérico. Asignamos el
lado izquierdo a Y, y el lado derecho a Y, y elaboramos una tabla de valores para 6 = 0°
a 0 = 90°. Note que los valores de Y, y Y, de la tercera pantalla son iguales excepto para
0 = 90°. El mensaje ERROR aparece porque sec 90° y tan 90° no estdn definidas.

~

Flokl Flokz Flobs THELE SETUF " ok B
SRl Acos R+ a Tbl5St art=6 n 1 1
néﬁé}{lzmn{m} I::.thzlﬁ Ask H ANERE | BEERS
e Boos rdrrit.: u T A= - -
My Depend: [fFLE A=k ;E ZEDFH gz::i
e L | ital
g = Yy =ERRFOE

/

Hay otras formas de simplificar la expresion del lado izquierdo en el
ejemplo 5. Podriamos primero multiplicar los dos factores y luego simplificar
y combinar términos. Es ttil el método que empleamos; es decir, cambiar
todas las expresiones por otras que contengan sélo senos y cosenos, pero esa
técnica no siempre lleva a la simplificacién mds corta posible.

En adelante, usaremos la frase verifique una identidad en lugar de
demuestre que una ecuacion es una identidad. Cuando verifiquemos una iden-
tidad, muchas veces usamos identidades fundamentales y manipulaciones
algebraicas para simplificar expresiones, como hicimos en el ejemplo prece-
dente. Al igual que con las identidades fundamentales, entendemos que una
identidad que contiene fracciones es valida para todos los valores de las varia-
bles, de forma que no haya denominadores cero.

EJEMPLO 6 Verificar una identidad

Verifique la siguiente identidad al transformar el lado izquierdo en el lado
derecho:

tan 6 + cos 6

=sec O + cot O
sen 0

SOLUCION Podemos transformar el lado izquierdo en el lado derecho como
sigue:

tan0+c0s6_tan6+c0s0

divida el numerador entre sen 6

sen 0 ~senf  sen
sen 0
cos 0 o
= ——~ + cot § identidades tangente y cotangente
sen 0
senf 1

= + cot O regla para cocientes
cos 0 sen 0

1
= + cot 6 cancele sen 0
cos 60
= sec 6 + cot 6 identidad reciproca [ ]

En la seccién 7.1 verificaremos muchas otras identidades usando métodos
semejantes a los empleados en los ejemplos 5 y 6.
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FIGURA T

AY

En vista de que numerosos problemas aplicados contienen dngulos que no
son agudos, es necesario ampliar la definicion de las funciones trigonométri-
cas. Hacemos esta ampliacidn usando la posicién estandar de un dngulo 6 en
un sistema de coordenadas rectangulares. Si 6 es agudo, tenemos la situacién
ilustrada en la figura 11, donde hemos seleccionado un punto P(x, y) en el lado
terminal de 6 y donde d(O, P) = r = Vx2 + y% Por consulta del tridngulo
OQP, tenemos

sen0=0_—p=l, cos@zac.l—yzi y tanHzﬂ:l.

hip r hip r ady «x

Ahora deseamos considerar dngulos de los tipos ilustrados en la figura 12
(o cualquier ofro dngulo, ya sea positivo, negativo o cero). Note que en la
figura 12 el valor de x o de y puede ser negativo. En cada caso, el lado QP (el
opuesto en la figura 11) tiene longitud | y |, el lado OQ (el adyacente en la
figura 11) tiene longitud | x |, y la hipotenusa OP tiene longitud r. Definiremos
las seis funciones trigonométricas para que sus valores estén de acuerdo con
los dados previamente siempre que el 4ngulo sea agudo. Se entiende que si se
presenta un denominador cero, entonces el valor de la funcién correspondiente
no estd definido.

FIGURA 12
AY AY AY
P(x,y)
,,,,,,,, .

| r !

|

| v ¢, 0 v ¢, 0

‘ ) , Qw0 /TN . 0(x,0)

0, 0) 0 x - Vo x o™ L x
i N
7777777 y V- —— P(x,y)
P(x,y)
Definicion de las funciones Sea 0 un angulo en posicion estandar en un sistema de coordenadas
trigonométricas de cualquier rectangulares, y sea P(x, y) cualquier punto que no sea el origen O en el
angulo lado terminal de 6.
SidO,P) =r = Va2 + y%, entonces
X
sen(9=l cos O = — tan0=l (six # 0)
r r X
r . r . X .
csch=— (siy#0) secOh=— (six#0) coth=— (siy+#0).

y X y

Podemos demostrar, usando tridngulos semejantes, que las férmulas en
esta definicion no dependen del punto P(x, y) que estd seleccionado en el lado
terminal de 6. Las identidades fundamentales, que se establecieron para dngu-
los agudos, también son verdaderas para funciones trigonométricas de cual-
quier angulo.

Los dominios de las funciones seno y coseno incluyen todos los angulos 6.
No obstante, tan 6 y sec 0 no estidn definidas si x = 0 (esto es, si el lado termi-
nal de 0 estd en el eje y). Asi, los dominios de las funciones tangente y secante
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P(—15,8)
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estan formados por todos los dngulos excepto los de medida (77/2) + 7n en
radianes para cualquier entero n. Algunos casos especiales son *7/2, +377/2
y =57/2. Las medidas correspondientes en grados son =90°, £270° y £450°.

Los dominios de las funciones cotangente y cosecante estdn formados por
todos los dngulos excepto los que tienen y = 0 (esto es, todos los dngulos
excepto los que tienen lados terminales sobre el eje x). Estos son los dngulos de
medida 77n en radianes (o medida 180° - n en grados) para cualquier entero n.

Nuestro examen de dominios se resume en la tabla siguiente, donde n
denota cualquier entero.

Funcion Dominio
seno, coseno todo dngulo 6
, T
tangente, secante todo dngulo 6 excepto 0 = > + mn =90° + 180° - n
cotangente, cosecante | todo dngulo 0 excepto 6 = mn = 180° - n

FIGURA 14

Q/%

=Y

Para cualquier punto P(x, y) de la definicién precedente, |x| = ry |y| =
r o bien, lo que es equivalente, |x/r| = 1y|y/r| = 1. Por tanto,

|sen 0] =1, |cos O] =1, |escO| =1 y [sech| =1

para toda 6 en los dominios de estas funciones.

EJEMPLO 7 Hallar valores de funcién trigonométrica de un angulo
en posicion estandar

Si 6 es un dngulo en posicién estdndar en un sistema de coordenadas rectan-
gulares y si P(—15, 8) estd en el lado terminal de 6, encuentre los valores de
las seis funciones trigonométricas de 6.

SOLUCION El punto P(—15, 8) se muestra en la figura 13. Aplicando la

definicion de las funciones trigonométricas de cualquier 4ngulo con x = —15,
y=8y
r=Vx+y = V(=157 + 8 = V289 = 17,
obtenemos lo siguiente:
15 8
sen = 2 = — cos == —— tan = > = ——
ro 17 r 17 X 15
ro 17 r 17 X 15
csc=—=— sec =—=—— cot=—=—— u
y 8 X 15 y 8

EJEMPLO 8 Hallar valores de funcién trigonométrica de un angulo
en posicion estandar

Un dngulo 0 estd en posicion estdndar y su lado terminal se encuentra en el ter-
cer cuadrante sobre la recta y = 3x. Encuentre los valores de las funciones tri-
gonométricas de 6.

SOLUCION La gréfica de y = 3x estd trazada en la figura 14, junto con los
lados inicial y terminal de 6. Como el lado terminal de 0 estd en el tercer cua-
drante, empezamos por escoger un valor negativo conveniente de x, por ejem-
plox = —1.

(contintia)
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FIGURA 15
Ar y
37
7N
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PO, —1)¢——

=Y

Sustituyendo en y = 3xnos day = 3(—1) = —3 y por lo tanto P(—1, —3) estd
en el lado terminal. Aplicando la definicién de las funciones trigonométricas
de cualquier angulo con

x=-1, y=-3, y r=\/x2+y2=\/(—1)2+(—3)2=m

tendremos
sen0=—i cos@=—L tan0=_—=3
V10 V10 -
cscO=—ﬂ sec(9=——10 cot0=_—1=i. ]
3 1 =3 3

La definicién de las funciones trigonométricas de cualquier dngulo se
pueden aplicar si 6 es un dngulo cuadrantal. El procedimiento se ilustra en el
siguiente ejemplo.

EJEMPLO 9 Hallar valores de funcion trigonométrica de un angulo
cuadrantal

Si 6 = 37 /2, encuentre los valores de las funciones trigonométricas de 6.

SOLUCION Note que 37/2 = 270°. Si 6 esté colocado en posicién estan-
dar, el lado terminal de 6 coincide con el eje y negativo, como se ve en la figura
15. Para aplicar la definicion de las funciones trigonométricas de cualquier
angulo, podemos seleccionar cualguier punto P en el lado terminal de 0. Para

mayor sencillez, usamos P(0, —1). En este caso,x = 0,y = —1,r = 1 y por
tanto
37 —1 3w 0
—=—=—1 —=—=0
sen > ] cos > I
37 1 37 0
csc—=——>=—1 cot—=—=0
2 -1 2 -1

Las funciones tangente y secante no estdn definidas, porque las expresiones
sin sentido tan 6 = (—1)/0 y sec & = 1/0 se presentan cuando sustituimos en
las férmulas apropiadas. ]

Determinemos los signos asociados con los valores de las funciones tri-
gonométricas. Si 0 estd en el segundo cuadrante y P(x, y) es un punto en el lado
terminal, entonces x es negativa y y es positiva. En consecuencia, sen 0 = y/r
y ¢sc @ = r/y son positivos y las otras cuatro funciones trigonométricas, que
contienen x, son negativas. Comprobando los cuadrantes restantes de un modo
semejante, obtenemos la siguiente tabla.

Signos de las funciones trigonométricas

Cuadrante Funciones Funciones
que contiene 6 positivas negativas
I todas ninguna
11 sen, csc cos, sec, tan, cot
111 tan, cot sen, cSc, cos, sec
v COS, sec sen, csc, tan, cot
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Funciones trigonométricas positivas
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Csc Todas
e
Tan Cos
Cot Sec
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El diagrama de la figura 16 puede ser ttil para recordar cuadrantes en los
que las funciones trigonométricas son positivas. Si una funcién no aparece
(por ejemplo cos en el segundo cuadrante), entonces esa funcion es negativa.
Terminamos esta seccion con tres ejemplos que requieren usar la informacién
de la tabla precedente.

EJEMPLO 10 Hallar el cuadrante que contenga un dngulo

Encuentre el cuadrante que contenga 0 si cos § > 0y sen 6 < 0.

SOLUCION Por consulta de la tabla de signos o la figura 16, vemos que
cos 6 > 0 (el coseno es positivo) si O esta en los cuadrantes primero o cuarto,
y que sen 0 < 0 (el seno es negativo) si 6 estd en los cuadrantes tercero o
cuarto. En consecuencia, para que ambas condiciones queden satisfechas, 6
debe estar en el cuarto cuadrante. [ ]

EJEMPLO 11 Hallar valores de funciones trigonométricas a partir
de condiciones prescritas

Si sen 6 = % y tan 6 < O, utilice identidades fundamentales para hallar los
valores de las otras cinco funciones trigonométricas.

SOLUCION Como sen 6 = % > 0 (positivo) y tan 6§ < 0 (negativo), 6 estd
en el segundo cuadrante. Usando la relacion sen? 6 + cos? § = 1y el hecho
de que cos 6 es negativo en el segundo cuadrante, tenemos

cos = —-V1—sen’ = —\/1— (%)2= —\/%= —%.
A continuacién usamos la identidad tangente para obtener
_senf _3/5 3
cos —4/5 4"
Por ultimo, usando las identidades reciprocas tenemos

tan 0

g L _ 1 _5
VT eno 3/5 3
g L _ 1 _ 5
se¢ Ccos® —4/5 4
1 4
cot 6 = — = - |

an 6 —3/4 3

EJEMPLO 12 Usar identidades fundamentales

Reescriba Vcos? 6§ + sen? 6 + cot® 6 en forma no radical sin usar valores
absolutos para 7 < 0 < 2.

SOLUCION

Veos? 0+ sin? 0 + co? 0 = V1 + co? 6 cos? 0 + sen’ 6 = |
= Vesc? 0 1 + cot? 0 = csc? 6
= |csc 6| Vit = x|

Como 7 < 0 < 2, sabemos que 6 estd en los cuadrantes tercero o cuarto. En
consecuencia, csc 6 es negativa y por la definicién de valor absoluto tenemos

|csc 0] = —csc 6. [
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m Ejercicios

Ejer. 1-2: Use sentido comtin para relacionar las variables y
los valores. (Los triangulos se trazan a escala y los angulos
se miden en radianes.)

1 @ «a (A) 7
Z
B lx
o (b) B (B) 0.28
Y (©) x (©) 24
d vy (D) 1.29
(e) z (E) 25
2 @) « (A) 23.35
(b) B (B) 16
() x © 17
) y (D) 0.82
(e) z (E) 0.76

Ejer. 3-10: Encuentre los valores de las seis funciones trigo-
nométricas para el angulo 6.

3 4
17

15

0

Ejer. 11-16: Encuentre los valores exactos de x y y.

1 12
X
4
30° ) 3
y
60°
y
13 14
X 7 10 ¥
A ] 30°
Y y
15 16
4 X
8
x a ]
y
60°
y

Ejer. 17-22: Encuentre los valores exactos de las funciones
trigonométricas para el angulo agudo 6.

17 sen0=% 18 c050=%
19 tan 6= 3

20 cot = 5

21 sec0=g 22 csc0=%



23 Altura de un arbol Un guardabosque, situado a 200 pies
de la base de una sequoia roja, observa que el dngulo entre
el suelo y la cima del arbol es de 60°. Estime la altura del
arbol.

24 Distancia al Monte Fuji El monte Fuji de Japén mide
aproximadamente 12,400 pies de altura. Un estudiante de
trigonometria, situado a varias millas del monte, observa
que el dngulo entre el nivel del suelo y el piso es de 30°.
Estime la distancia del estudiante al punto a nivel del suelo
que estd directamente abajo del pico.

25 Bloques de Stonehenge Stonehenge en los llanos de
Salisbury, Inglaterra, fue construido usando bloques de pie-
dra maciza de mas de 99,000 libras cada uno. Levantar una
sola piedra requeria de 550 personas que la empujaran por
una rampa inclinada a un dngulo de 9°. Calcule la distancia
que una piedra era movida para levantarla a una altura de
30 pies.

26 Altura de un anuncio espectacular Colocado en 1990 y
removido en 1997, el anuncio mas alto del mundo era una
gran letra I situada en lo alto del edificio de 73 pisos First
Interstate World Center en Los Angeles. A una distancia de
200 pies del punto directamente abajo del anuncio, el
angulo entre el suelo y la cima del anuncio era de 78.87°.
Calcule la altura de la cima del anuncio.

27 Resolucién de telescopio Dos estrellas que estin muy
cercanas entre si pueden aparece como una sola. La capaci-
dad del telescopio para separar sus imdgenes se llama reso-
lucién. Cuando menor es la resolucién, mejor es la
capacidad del telescopio para separar imdgenes en el cielo.
En un telescopio de refraccion, la resolucién 6 (vea la
figura) se puede mejorar al usar una lente con didmetro D
mads grande. La relacién entre 0 en grados y D en metros
esta dada por sen § = 1.22A/D, donde A es la longitud de
onda de la luz en metros. El telescopio de refracciéon mds
grande del mundo estd en la Universidad de Chicago. A una
longitud de onda de A = 550 X 1079 metros, su resolucion
es 0.00003769°. Calcule el didmetro de la lente.

EJERCICIO 27

28 Fases de la Luna Las fases de la Luna se pueden describir
usando el dngulo de fase 6, determinado por el Sol, la Luna
y la Tierra, como se muestra en la figura. Debido a que la
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Luna gira alrededor de la Tierra, el 4ngulo 6 cambia durante
el curso de un mes. El drea de la regién A de la Luna, que
aparece iluminada para un observador en la Tierra, estd
dado por A = %WRz(l + cos 0), donde R = 1080 millas es
el radio de la Luna. Calcule A para las siguientes posicio-
nes de la Luna:

(@) 6 = 0° (luna llena) (b) 6 = 180° (luna nueva)

(c) 6 = 90° (cuarto creciente) (d) 6 = 103°

EJERCICIO 28

Ejer. 29-34: Calcule a cuatro lugares decimales, cuando sea
apropiado.

29 (a) sen 73° (b) cos61°
(c) csc 105° (d) sec (—215°)

30 (a) tan 282° (b) cot (—81°)
(c) sec 202° (d) sen97°

31 (a) cot (7/13) (b) csc1.32
(c) cos (—8.54) (d) tan %

32 (a) sen (—0.11) (b) sec (2m/5)
() tan (—3) (d) cos 247

33 (a) sen 30° (b) sen 30
(c) cos m° (d) cos 7

34 (a) sen 45° (b) sen 45
(c) cos (3m/2)° (d) cos (37/2)

Ejer. 35-38: Use las identidades de Pitagoras para escribir

la expresion como un entero.
35 (a) tan> 48 — sec? 4B (b) 4 tan’> B — 4 sec’ B
36 (a) csc? 3o — cot? 3a (b) 3 csc® a — 3 cot? «

37 (@) 5sen” 8 + 5cos> 0 (b) 5 sen’ (0/4) + 5 cos® (6/4)
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38 (a) 7 sec’* y — 7 tan’ y

(b) 7 sec? (y/3) — 7 tan? (y/3)

Ejer. 39—44: Simplifique la expresion.

sen®  + cos’ 0 40 sen @ — cos 6

sen 0 + cos 0 sen® § — cos’ 0

9 — tan® 0 cot? a — 4

tan’> 6 — 5tan 6 + 6

cot? « —cota — 6

2 — tan 6
2 csc 6 — sec 6

csc 6+ 1

43 —_——
(1/sen® 6) + csc 6

Ejer. 45-50: Use identidades fundamentales para escribir la
primera expresion en términos de la segunda, para cual-
quier angulo agudo 6.

45 cot 0,sen 6 46 tan 0, cos 0

47 sec 60,sen 0 48 csc 0, cos 0

49 sen 6, sec 6 50 cos 6, cot 6

Ejer. 51-74: Verifique la identidad al transformar el lado
izquierdo en el lado derecho.

51 cos Osec =1 52 tan A cot O =1

53 sen O sec 6 = tan 6 54 sen 6 cot 6 = cos 0

csc 6

55 =
sec 6

cot 6 56 cot 6 sec § = csc 6

57 (1 + cos 26)(1 — cos 26) = sen® 20

58 cos?> 260 — sen’> 20 = 2 cos* 20 — 1

59 cos? f(sec’* @ — 1) = sen” 0

60 (tan 0 + cot 6) tan 6 = sec’ 0

sen (6/2)
csc (0/2)

cos (6/2)

o1 sec (8/2)

1
62 1 — 2sen®(0/2) =2 cos? (0/2) — 1

1
63 (1 +sen O)(1 —sen ) = ——
sec” 6

64 (1 — sen® 6)(1 + tan®> 6) = 1

65 sec O — cos 6 = tan O sen 6

66 csc O — sen 6 = cot Hcos 0

sen 6 + cos 6
67 — =1+ cot 6
sen 6

sen 6 + cos 6
68 —— =1 +tan 0
cos 0

69 (cot 6 + csc H)(tan @ — sen 6) = sec § — cos 0
70 cot 6 + tan O = csc 6 sec 6

71 sec? 30 csc? 30 = sec® 360 + csc? 30

I + cos? 30
72 — 220 9 esc?30 - 1
sen® 36

73 log csc 6 = —log sen 6
74 log tan 0 = log sen 6 — log cos 6

Ejer. 75-78: Encuentre los valores exactos de las seis fun-
ciones trigonométricas de 0 si @ esta en posicion estandar y
P esta en el lado terminal.

75 P(12, —5) 76 P(—8, —15)

77 P(=2, —5) 78 P(—2,3)

Ejer. 79-84: Encuentre los valores exactos de las seis fun-
ciones trigonométricas de 0 si 0 esta en posicion estandar
y el lado terminal de 0 esta en el cuadrante especificado y
satisface la condicién dada.

79 1I; enlarectay = —3x

80 IV; enlarecta3dy + 5x =0

81 IV; en larecta que tiene pendiente f%

82 III; biseca el cuadrante

83 III; paralelaalarectay —7x +2 =0
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Ejer. 85-86: Encuentre los valores exactos de las seis fun-
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paralela a la recta que pasa por A(1, 6) y B(3, —2) 90 cot O = % ycos §<0

91 sen9=—%ysec 0>0

ciones trigonométricas de cada angulo, siempre que sea

posible. 92 cos 6 = %y sen 6 <0
85 (a) 90° (b) 0° (c) 7m/2 (d) 3=

93 cos 6 = —glysen 0<0
86 (a) 180° (b) —90° (c) 27 (d) 57/2

94 csc O =5ycot § <0

Ejer. 87-88: Encuentre el cuadrante que contenga 6 si las

condiciones dadas son verdaderas.

87 (a) cos > 0ysen 6 <0
(b) sen 6 < 0Oycot #>0
() csc #>0ysec <0
(d)sec 0<Oytan 6 >0

88 (a) tan 6 <Oycos >0
(b) sec 0> 0ytan 6 <O
() csc #>0ycot 6 <0

(d) cos 6 <0ycsc §<0

95 sec 0 =4ycsc >0
926 sen9=§ycos(9>0

Ejer. 97-102: Reescriba la expresion en forma no radical sin
usar valores absolutos para los valores indicados de 6.

Ejer. 89-96: Use identidades fundamentales para hallar los

valores de las funciones trigonométricas para las condi-

ciones dadas.

89 tan6=—%ysen6>0

97 Vsec? -1, @w/2<6<m
98 V1+cot 0<6<m

99 V1 +tan’ 6, 3m/2<6<2m
100 Vesc? 6 — 1; 3m/2< 0<2m
101 Vsen® (6/2); 27w < 60<4xw
102 Veos® (6/2); 0<6<m

B 63

Funciones
trigonométricas
de niimeros reales

El dominio de cada funcién trigonométrica que hemos estudiado es un conjunto
de dngulos. En cdlculo y en numerosas aplicaciones, los dominios de funciones
estan formados por nimeros reales. Para considerar el dominio de una funcién
trigonométrica como un subconjunto de R, podemos usar la siguiente defini-
cion.

Definicion de las funciones trigo-
nométricas de niimeros reales

El valor de una funcién trigonométrica en un nimero real ¢ es su valor
en un angulo de ¢ radianes, siempre que exista ese valor.

Usando esta definicién, podemos interpretar una notacién como sen 2 o
como el seno del niimero real 2 o el seno de un dngulo de 2 radianes. Al igual
que en la seccion 6.2, si se usan medidas en grados, escribiremos sen 2°. Con
esta idea,

sen 2 # sen 2°.



394 cCAPiTULO 6

FIGURA1

P(x, y)

LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Para hallar los valores de funciones trigonométricas de nimeros reales con una
calculadora, usamos el modo de radianes.

Podemos interpretar geométricamente funciones trigonométricas de nu-
meros reales si usamos una circunferencia unitaria U; es decir, una circunfe-
rencia de radio 1, con centro en el origen O de un plano de coordenadas
rectangulares. La circunferencia U es la grafica de la ecuacion x2 + y> = 1. Sea
¢ un ndmero real tal que 0 < ¢ < 277, y denotemos con 6 el dngulo (en posicién
estandar) medido ¢ en radianes. Una posibilidad se ilustra en la figura 1, donde
P(x, y) es el punto de interseccién del lado terminal de 6 y la circunferencia
unitaria U y donde s es la longitud del arco de circunferencia de A(1, 0) a P(x,
y). Usando la férmula s = r6 para la longitud de un arco de circunferencia, con
r=1y86 =t vemos que

s=r0=10) =1t

Entonces, t puede ser considerada como la medida en radianes del dngulo 6 o
como la longitud del arco de circunferencia AP en U.

A continuacién consideremos cualquier nimero t real no negativo. Si
consideramos que el dngulo # medido 7 en radianes ha sido generado al girar
el segmento de recta OA alrededor de O en direccién contraria al giro de las
manecillas de un reloj, entonces ¢ es la distancia a lo largo de U que A viaja
antes de llegar a su posicién final P(x, y). En la figura 2 hemos ilustrado un
caso para t < 27; no obstante, si ¢ > 2, entonces A puede viajar alrededor de
U varias veces en sentido contrario al de las manecillas de un reloj antes de lle-
gar a P(x, y).

Si t < 0, entonces la rotacion de OA es en el sentido de giro de las
manecillas del reloj, y la distancia que A viaja antes de llegar a P(x, y) es |t
como se ilustra en la figura 3.

)

FIGURA 2 FIGURA 3
0=11t>0 0=11t<0
A y A y
t
0=t P(x, y)
4 ALO) A(1,0)
\9| x £
U P(x, y) U

El anélisis precedente indica la forma en que podemos asociar, con cada
niimero real t, un punto tinico P(x, y) en U. A P(x, y) lo llamaremos punto
sobre la circunferencia unitaria U que corresponde a ¢. Las coordenadas (x,
y) de P se pueden usar para hallar las seis funciones trigonométricas de f.
Entonces, por la definicién de las funciones trigonométricas de nimeros reales
junto con la definicién de las funciones trigonométricas de cualquier dngulo
(dada en la seccién 6.2), vemos que

sent=sen0=l=l=y.
r 1
El uso del mismo procedimiento para las restantes cinco funciones
trigonométricas nos da las férmulas siguientes.



6.3 Funciones trigonométricas de nimeros reales 395

Definicion de las funciones
trigonométricas en términos
de una circunferencia unitaria

Si ¢ es un nimero real y P(x, y) es el punto en la circunferencia unitaria U
que corresponde a ¢, entonces
Yy

sent =y cost=x tanz = — (six # 0)
X

1 1
csctr=— (siy#0) sect=— (six#0) cott = (siy # 0).
y X y

FIGURA 4

AY
t
o=1
/4 A(1,0)
\ x
U

Las férmulas en esta definicién expresan valores de una funcién en tér-
minos de coordenadas de un punto P en una circunferencia unitaria. Por esta
razén, las funciones trigonométricas a veces se conocen como funciones cir-
culares.

EJEMPLO 1 Encontrar valores de las funciones trigonométricas

Un punto P(x, y) en la circunferencia unitaria U correspondiente a un nimero
real ¢ se muestra en la figura 4, para 7 < r < 37 /2. Encuentre los valores de
las funciones trigonométricas en ?.

SOLUCION Consultando la figura 4, vemos que las coordenadas del punto
P(x, y) son
_ 3 _ 4
x= -3, y=-3.

El uso de la definicidn de las funciones trigonométricas en términos de una
circunferencia unitaria nos da

4 y -3 4
sent =y = —— cost=x=—— tant = — = —35 = —
5 X - 3
3
1 5 1 5 x -3 3
CSCI=—=—3=——8eCt=—=—3=——Cotf=—="4="—+
yos TS 5
| |

EJEMPLO 2 Hallar un punto en U relativo a un punto dado

Denotemos con P(t) el punto en la circunferencia unitaria U que corresponde
atpara0 =t <2m Si P(t) = (%, %), encuentre

@) P(r+ m (b) P(t — m) () P(—1)

SOLUCION

(a) El punto P(r) en U se localiza en la figura 5(a), donde también hemos
mostrado el arco AP de longitud ¢. Para hallar P(r + ), nos desplazamos
una distancia 7 en sentido contrario al giro de las manecillas de un reloj a lo
largo de U desde P(t), como lo indica el arco azul en la figura. Como 7 es la
mitad de la circunferencia de U, esto nos da el punto P(t + ) = (—%‘, —%)
diametralmente opuesto a P(t).
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FIGURA5
(a)
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(b) (9]

P - ()

-
/

s
s

7
Ve

P+ m = (-% -3
FIGURA 6
©)]
AY
P(1,0)
x
U
(b)
AY
P(x,y)
™
T \4
4 o
X
U

A(1,0) X
[—1l
P (4-3)

(b) Para hallar P(r — ), nos desplazamos una distancia 7 en el sentido de
giro de las manecillas de un reloj a lo largo de U desde P(f), como se indica
en la figura 5(b). Esto nos da P(r — 7) = (—g, —%) Note que P(t + m) =
P(t — ).

(c) Para hallar P(—1), nos movemos a lo largo de U una distancia | —t| en el
sentido de giro de las manecillas de un reloj desde A(1, 0), como se indica en
la figura 5(c). Esto es equivalente a reflejar P(¢) a través del eje x. Por lo tanto,
simplemente cambiamos el signo de la coordenada y de P(t) = (%, %) para

obtener P(—1) = (%, —g) ]

EJEMPLO 3 Hallar valores especiales de las funciones
trigonométricas

Encuentre los valores de las funciones trigonométricas en ¢:
T T

a)r=0 b) r=— ) t=—

(@ (b) 1 () >

SOLUCION

(a) El punto P en la circunferencia unitaria U que corresponde a t = 0 tiene
coordenadas (1, 0), como se ve en la figura 6(a). Asi, hacemosx = 1yy =0
en la definicién de las funciones trigonométricas en términos de una circun-
ferencia unitaria, obteniendo

sen0 =y =0 cos0=x=1
0 1 1

tanOzlz—IO sec)=—=—=1.
b 1 X 1

Note que csc 0y cot 0 son indefinidas, porque y = 0 es un denominador.

(b) Sit= /4, entonces el dngulo 7 /4 medido en radianes mostrado en la figura
6(b) biseca el primer cuadrante y el punto P(x, y) estd en la recta y = x. Como
P(x, y) estd en la circunferencia unitaria x> + y> = 1y como y = x, obtenemos

x2+ x2=1, o 2x2 = 1.
Al despejar x y observar que x > 0 tendremos
1 V2
x = V) ==

Entonces, P es el punto (\/2/2, \/5/2) Sihacemosx = V2/2yy = V2/2
en la definicién de las funciones trigonométricas en términos de una circun-
ferencia unitaria, tendremos
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T V2 T V2 can T V2/2 |
n— T — — T — n— = ———
sen 5 cos - 5 an - V2/2
T 2 — T 2 — T \2/2
csc—=—== V2 sec— = —== V2 cot—=—7—-=1
4 \2 4 2 4 \2/2

(c) Elpunto P en U que corresponde a ¢ = 77 /2 tiene coordenadas (0, 1), como
se ve en la figura 6(c). Asi, hacemos x = 0y y = 1 en la definicién de las fun-
ciones trigonométricas en términos de una circunferencia unitaria, obteniendo
T ] T 0 T 1 | ; T 0 0
sen— = cos — = csc—=—= cot— =—=0.
2 2 2 1 2 1
Las funciones tangente y secante no estdn definidas, porque x = 0 es un deno-
minador en cada caso. u

Un resumen de las funciones trigonométricas de dngulos especiales apa-
rece en el Apéndice IV.

Usaremos la formulacién de la circunferencia unitaria de las funciones tri-
gonométricas para ayudar a obtener estas graficas. Si # es un nimero real y
P(x, y) es el punto en la circunferencia unitaria U que corresponde a ¢, enton-
ces por la definicién de las funciones trigonométricas en términos de una cir-
cunferencia unitaria

X = cost y y =sent.

Entonces, como se ve en la figura 7, podemos denotar P(x, y) por
P(cos t, sen 1).

Si t > 0, el ndmero real ¢ puede interpretarse como la medida del dngulo 6 en
radianes o como la longitud del arco AP.

Si hacemos que ¢ aumente de 0 a 277 radianes, el punto P(cos ¢, sen t) se
mueve alrededor de la circunferencia unitaria U una vez en sentido contrario
al giro de las manecillas de un reloj. Al observar la variacién de las coordena-
das x y y de P, obtenemos la siguiente tabla. La notacién 0 — /2 en la pri-
mera fila significa que ¢ aumenta de 0 a 77/2, y la notacién (1, 0) — (0, 1)
denota la variacion correspondiente de P(cos #, sen f) cuando se mueve a lo
largo de U de (1, 0) a (0, 1). Si ¢ aumenta de 0 a 7r/2, entonces sen t aumenta
de 0 a 1, que denotamos por 0 — 1. Ademds, sen ¢ toma todo valor entre 0 y
1. Si aumenta de /2 a 7, entonces sen ¢ disminuye de 1 a 0, que se denota
por 1 — 0. Otras entradas en la tabla se pueden interpretar de manera seme-
jante.

t P(cos t, sen ¢) cos t sen ¢
ar
O%? (1,0)— (0, 1) 1—0 0—1
ar
ST 0,1)—(—1,0) 0——1 1—0
37
Wﬁ? (=1,0)— (0, —1) -1—0 0——1
37
7%277 (0, —1)—(1,0) 0—1 -1—0
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Si t aumenta de 27 a 477, el punto P(cos ¢, sen f) en la figura 7 traza la cir-
cunferencia unitaria U otra vez y los patrones para sen t y cos f se repiten; es
decir,

sen(t + 2m) =sent y cos (t + 2m) = cost

para toda 7 en el intervalo [0, 277]. Lo mismo es cierto si f aumenta de 47 a 67,
de 67 a 8, etcétera. En general, tenemos el siguiente teorema.

Teorema en valores de Si n es cualquier entero, entonces

funcion repetidos parasen y cos
P P y sen (t + 27n) = sent y cos (t + 2mn) = cos t.

La variacion repetitiva de las funciones seno y coseno es periddica en el sen-
tido de la siguiente definicion

Definicion de funcion periédica Una funcidn f es periodica si existe un nimero real positivo k tal que

flt + k) = f(2)

para toda ¢ en el dominio de f. Este nimero real positivo k minimo, si
existe, es el periodo de f.

Ya el lector tiene un sentido comtn del concepto del periodo de una fun-
cién. Por ejemplo, si en un lunes se le pregunta “;qué dia de la semana serd
dentro de 15 dias?”, su respuesta serd “martes” porque entiende que los dias
de la semana se repiten cada 7 dias y 15 es un dia mds que dos periodos com-
pletos de 7 dias. Del examen que precede al teorema anterior, vemos que el

_ periodo de las funciones seno y coseno es 2.
. Ahora podemos facilmente obtener las grédficas de las funciones seno y
0 0 coseno. Como deseamos trazar estas graficas en un plano xy, sustituyamos la
- 2 variable ¢ por x y consideremos las ecuaciones
4 TNO] y = senx y y = cos x.
T 1 Podemos considerar x como la medida de cualquier dngulo en radianes, pero,
2 en cdlculo, x suele ser considerada como nimero real. Estos son puntos de
N vista equivalentes, porque el seno (o coseno) de un dngulo de x radianes es
3m V2 ~07 igual que el seno (o coseno) del nimero real x. La variable y denota el valor
4 2 de la funcién que corresponde a x.
T 0 La tabla que se ve al margen es una lista de coordenadas de varios puntos
— en la grifica de y = sen x para 0 = x = 27. Se pueden determinar puntos adi-
Sm _ﬁ ~ 07 cionales usando resultados de dngulos especiales, por ejemplo
4 2 sen (7/6) = 1/2 y sen (/3) = V3/2 =~ 0.8660.
3 -1 Para trazar la grafica para 0 = x = 2, localizamos los puntos dados por
2 la tabla y recuerde que sen x aumenta en [0, 77/2), disminuyen en [7/2, 7] y
1o V2 [7r, 37/2], y aumenta en [37/2, 277]. Esto nos da el trazo de la figura 8. Como
4 Ty ~ =07 la funcién seno es periddica, el patrén que se muestra en la figura 8 se repite
a la derecha y a la izquierda, en intervalos de longitud 27r. Esto nos da el trazo
2 0 de la figura 9.
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Podemos usar el mismo procedimiento para trazar la grafica de y = cos x.
La tabla del margen es una lista de coordenadas de varios puntos en la grafica
de 0 = x = 27. La localizacién de estos puntos lleva a la parte de la gréfi-
ca ilustrada en la figura 10. Si se repite este trazo a la derecha y a la izquierda,
en intervalos de longitud 27, obtenemos el trazo de la figura 11.

FIGURA 10

AY

y=cosx, 0sx<27w

/.

T T >
s T 27 X
2
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La parte de la gréfica de la funcién seno o coseno correspondiente a 0 =
x = 2 es un ciclo. A veces nos referimos a un ciclo como una onda senoi-
dal o una onda cosenoidal.

El rango de las funciones seno y coseno estd formado por todos los nime-
ros reales en el intervalo cerrado [—1, 1]. Como csc x = 1/sen x y sec x =
1/cos x, se deduce que el conjunto de valores de las funciones cosecante y
secante estd formado por todos los niimeros reales que tienen valor absoluto
mayor o igual a 1.

Como veremos, el rango de las funciones tangente y cotangente estd for-
mado por todos los nimeros reales.

Antes de estudiar gréaficas de otras funciones trigonométricas, establezca-
mos férmulas que contienen funciones de — para cualquier £. Como aparece
un signo menos, las llamamos férmulas para dngulos negativos.

Férmulas para angulos
negativos

sen (—f) = —sent cos(—f) =cost tan(—f) = —tant

csc(—1) = —csct  sec(—1) =sect cot(—t) = —cott
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FIGURA 12
L Y
P(x,y)
t A(1, 0) .
—t pY
v 0w, )
ILUSTRACION

DEMOSTRACIONES Considere la circunferencia unitaria U de la figura 12.
Cuando ¢ aumenta de 0 a 27, el punto P(x, y) traza la circunferencia unitaria
U una vez en sentido contrario al giro de las manecillas de un reloj y el punto
O(x, —y), correspondiente a —, traza U una vez en el sentido de giro de las
manecillas de un reloj. Al aplicar la definicién de las funciones trigonométri-
cas de cualquier dngulo (con r = 1), tenemos

sen(—1) = —y = —sent
cos (—1) = x = cost
tan (—1) = 2__r_ —tan 7.
X X
Las demostraciones de las restantes tres férmulas son semejantes. ]

En la siguiente ilustracién se usan férmulas para negativos para hallar un
valor exacto para cada funcion trigonométrica.

Uso de férmulas para negativos

V2
B sen(—45°) = —sen45° = Y

V3
B cos (—30°) = cos 30° = BN

B tan <—?7T> = —tan <§) = —\/g

B csc(—30° = —csc30° = =2
B sec (—60°) = sec 60° = 2

_— (7”) - co (g) _—

A continuacién usaremos férmulas para negativos para verificar una iden-
tidad trigonométrica.

EJEMPLO 4 Usar férmulas para angulos negativos para verificar
una identidad

Verifique la siguiente identidad transformando el lado izquierdo en el lado
derecho:

sen (—x) tan (—x) + cos (—x) = sec x

SOLUCION Podemos proceder como sigue

sen (—x) tan (—x) + cos (—x) = (—sen x)(—tan x) + cos x férmulas para nega-

tivos
x . .
= senx + cosx identidad tangente
coS x
sen’® x o
= + cosx multiplique
CoS X

sen’x + cos® x o
ot — sume terminos
Ccos x

= identidad de
COS X sz
Pitdgoras

. . . |
= secx identidad reciproca
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6.3
Podemos usar las férmulas para dngulos negativos para demostrar el

siguiente teorema.

(1) Las funciones coseno y secante son pares.
(2) Las funciones seno, tangente, cotangente y cosecante son impares.

Teorema sobre funciones
trigonométricas pares e impares

= flx),

DEMOSTRACIONES Demostraremos el teorema para las funciones coseno

y seno. Si fix) = cos x, entonces
f(=x) = cos (—x) = cos x

—f(x).
| |

lo cual significa que la funcién coseno es par.
Si f(x) = sen x, entonces
f(—=x) = sen (—x) = —senx

Entonces la funcién seno es impar.
Como la funcién seno es impar, su grafica es simétrica con respecto al ori-

gen (vea figura 13). Como la funcién coseno es par, su grifica es simétrica con

respecto al eje y (vea la figura 14).
FIGURA 14 coseno es par
AY

FIGURA 13 seno es impar

AY
1 (—a,b) 1 .
T W7l i
1 w

Por el teorema precedente, la funcién tangente es impar y por tanto la gra-
fica de y = tan x es simétrica con respecto al origen. La tabla del margen con-
tiene una lista de algunos puntos sobre la grafica si —7/2 < x < /2. Los

X y =tanx
- _
—— -V3=-17
3 puntos correspondientes se localizan en la figura 15.
— ™ 1
4 B FIGURA 15
y
T V3 A
—— ———=-06
6 3 T
0 0 T.°
V3 7o T x
— =06 2T 2
3 o |
1
Los valores de tan x cerca de x = 7/2 requieren especial atencién. Si con-
sideramos que tan x = sen x/cos x, entonces cuando x aumenta hacia /2, el

numerador sen x se aproxima a 1 y el denominador cos x se aproxima a 0. En

V3=17

wiy [ &3 |y
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consecuencia, tan x toma valores positivos grandes. A continuacién veamos
algunas aproximaciones de tan x para x cercana a /2 =~ 1.5708:

tan 1.57000 =~  1,255.8

tan 1.57030 = 2,014.8

tan 1.57060 =  5,093.5

tan 1.57070 = 10,381.3

tan 1.57079 =~ 158,057.9
Note la rapidez con que tan x aumenta cuando x se aproxima a 7r/2. Decimos
que tan x aumenta sin limite cuando x se aproxima a /2, por medio de valo-
res menores que 77 /2. Del mismo modo, si x se aproxima a —r/2 pasando por

valores mayores que —r/2, entonces tan x disminuye sin limite. Podemos
denotar esta variacion usando la notacién de flecha como sigue:

o
cuando x%7 , tanx—®©

7T+
cuando x%—;, tan x — —o°

Esta variacién de tan x en el intervalo abierto (—/2, 7/2) se ilustra en la
figura 16. Esta parte de la gréfica recibe el nombre de rama de la tangente. Las
rectas x = —/2 y x = 7/2 son asintotas verticales para la grafica. El patrén
se repite en los intervalos abiertos (—37/2, —7/2), (w/2, 37w/2) y 37/2,
57/2) y en intervalos semejantes de longitud 7r, como se ve en la figura.
Entonces, la funcion tangente es periodica con periodo .

FIGURA16 y = tanx

Y

=21 3

Podemos usar las graficas de y = sen x, y = cos x y y = tan x para ayu-
dar a trazar las graficas de las tres funciones trigonométricas restantes. Por
ejemplo, como csc x = 1/sen x, podemos hallar la coordenada y de un punto
en la gréfica de la funcién cosecante al evaluar el reciproco de la correspon-
diente coordenada y en la grafica del seno para todo valor de x, excepto x =
arn para cualquier entero n. (Six = 7rn, sen x = 0 y por tanto 1/sen x no estéd
definido.) Como ayuda para trazar la grafica de la funcién cosecante, es con-
veniente trazar la grafica de la funcién seno (mostrada en rojo en la figura 17)
y luego tomar reciprocos para obtener puntos en la grafica de la cosecante.
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FIGURA17 y = cscx,y = senx
AY

Note la forma en que la funcién cosecante aumenta o disminuye sin limite
cuando x se aproxima a 7rn para cualquier entero n. La grafica tiene asintotas
verticales x = 7rn, como se indica en la figura. Hay una rama superior de la
cosecante en el intervalo (0, 7) y una rama inferior en el intervalo (7, 27);
juntas forman un ciclo de la cosecante.

Como sec x = 1/cos y cot x = 1/tan x, podemos obtener las grificas de
las funciones secante y cotangente al evaluar reciprocos de coordenadas y
de puntos sobre las gréaficas de las funciones coseno y tangente, como se ilus-
tra en las figuras 18 y 19.

Un resumen grafico de las seis funciones trigonométricas y sus inversas
(estudiadas en la seccién 7.6) aparece en el Apéndice III.

FIGURA18 y = secx,y = cosx
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FIGURA19 y = cotx,y = tanx
AV

=Y

=2 T T 2 37 47
|
|
|
|
|
|
|
|

Hemos considerado muchas propiedades de las seis funciones trigonomé-
tricas de x, donde x es un nimero real o la medida de un dngulo en radianes.
La tabla siguiente contiene un resumen de caracteristicas importantes de estas
funciones (n denota un entero arbitrario).

Resumen de caracteristicas de las funciones trigonométricas y sus graficas

Caracteristicas y = senx y =cosx y = tanx y = cotx y = secx y =c¢scx
Grifica y y y y y y
(un 1 | | | T | : :
periodo) ] : ! | | j: : ! !
1] L4 | | [ ' [ [ ' 1 '
! N, 2 ! ! : I —— S .
-7 fl mox| _m | NS x | | x [ I | P : -1 : o
2 | | Lo |
1 : : I I I I ! ﬂ !
| | I I I I ! !
' ' I I j X I= T I X = —T X =11
x=-3 x=% x=0 x=m xlz—g 2x='37” x=0
Dominio R R x# 5 +an X # mn x# 35 +an X # mn
Asintotas . . o _ o7 _
. ninguna ninguna X =5+7n X = Tn X =5+mn X = Tn
verticales
Rango [—1,1] [—1,1] R R (=0, =1] U [1, %) | (=0, 1] U [1, )
Intersecciones T P . .
. n 5 t7n mn 5 tmn ninguno ninguno
con eje x
Intergecmones 0 1 0 ninguno 1 ninguno
con eje y
Periodo 2 2 T T 2 21
Par o impar impar par impar impar par impar
Simetria origen ejey origen origen ejey origen

EJEMPLO 5 Investigar la variacion de csc x

Investigue la variacion de csc x cuando
T wt
X—>mT, X—>TT, x%? y x—>——.

6
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FIGURA 20 SOLUCION Al consultar la grafica de y = csc x en la figura 20 y usando
y =cscx,y =senx nuestro conocimiento de los valores especiales de las funciones seno y cose-
AY cante, obtenemos lo siguiente:
| cuando x— 7, senx—> 0 (con valores positivos) y ¢scx—> ©

i

|

| cuando x— 7", senx—> 0 (con valores negativos) y cscx—> —o
| —

| T

: cuando x%;, senx — 1 y cscx—1
|
|
]

+
™

> cuando xﬁg, senx—>? y cscx—2m

X

EJEMPLO 6 Resolver ecuaciones y desigualdades

que contengan una funcién trigonométrica

Encuentre todos los valores de x en el intervalo [—2, 27] tales que

(@) cosx = % (b) cosx>% (c) cosx<%

SOLUCION Este problema se puede resolver ficilmente al consultar las gré-
ficasdey =cosxyy = %, trazadas en el mismo plano xy de la figura 21 para

=27 =x=27

FIGURA 21

(_%’ %) AY ( )
(

(2.4 / %)
=1\ |

>

e
SIS

=

27 =/ _ 1 Nm opx
y = Ccos X

(a) Los valores de x tales que cos x = % son las coordenadas x de los puntos
en los que las graficas se intersectan. Recuerde que x = /3 satisface la ecua-
cion. Por simetria, x = — /3 es otra solucién de cos x = % Como la funcién
coseno tiene periodo 27, los otros valores de x en [—2, 27] tales que
cosx = % son

T S T
—— + 27 =— — —2m=—.
3 7T Y 3T
(b) Los valores de x tales que cos x > % se pueden hallar al determinar en
doénde la grafica de y = cos x de la figura 21 se encuentra arriba de la recta
y= % Esto nos da los intervalos x
5
<—W , 27T:|.
3

DY L T (.
3 3°3

(c) Para resolver cos x < %, de nuevo consultamos la figura 21 y vemos en
dénde la grafica de y = cos x se encuentra abajo de larectay = % Esto nos da
los intervalos x

(contintia)
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[—m, @] por [—2.1, 2.1]

P 1 .

Otro método para resolver cosx <5 es observar que las soluciones
son los subintervalos abiertos de [—2, 27] que no estdn incluidos en los
intervalos obtenidos en el inciso (b). [

El resultado que se examina en el ejemplo siguiente desempena un impor-
tante papel en matematicas avanzadas.

E Trazar la grafica de f(x) = (senx)/x

Si f(x) = (sen x)/x, trace la gréfica de fen [—, 7] e investigue el comporta-
miento de f{x) cuando x — 0~ y cuando x — 0*.

SOLUCION Note que f no estd definida en x = 0, porque la sustitucién da
la expresion sin sentido 0/0.

Asignamos (sen x)/x a Y,. Como nuestra pantalla tiene una proporcién
3:2 (horizontal : vertical), usamos la pantalla [—, 7] por [—2.1, 2.1], obte-
niendo un trazo semejante al de la figura 22. Usando funciones de trazo y
zoom, encontramos que

cuando x—07, f(x) =1 ycuando x—0%, f(x)— 1.

Hay un hueco en la grifica en el punto (0, 1); no obstante, casi ninguna calcu-
ladora tiene capacidad para mostrar este hecho.

Nuestra técnica grafica no demuestra que f(x) — 1 cuando x — 0, pero lo
hace parecer altamente probable. Una demostracion rigurosa, basada en la
definicién de sen x y consideraciones geométricas, se pueden hallar en textos

de célculo. ]
Un resultado interesante obtenido del ejemplo 7 es que si x estd en ra-
dianes 'y
) sen x
si x= 0 entonces ~ |, yentonces senx = Xx.
X

El dltimo enunciado nos da una férmula de aproximacion para sen x si x es cer-
cana a 0. Para ilustrar, usando calculadora encontramos que:

sen (0.03) = 0.0299955 = 0.03
sen (0.02) = 0.0199987 = 0.02
sen (0.01) = 0.0099998 =~ 0.01

U
U

Ahora hemos estudiado dos enfoques diferentes de las funciones trigono-
métricas. El desarrollo en términos de dngulos y razones, introducido en la
seccién 6.2, tiene muchas aplicaciones en ciencias e ingenieria. La definicion
en términos de una circunferencia unitaria, considerada en esta seccion, des-
taca el hecho de que las funciones trigonométricas tienen dominios formados
por niimeros reales. Estas funciones son los elementos de construccion para
célculo. Ademas, el método de la circunferencia unitaria es util para estudiar
graficas y deducir identidades trigonométricas. El lector debe trabajar para
adquirir experiencia en el uso de ambas formulaciones de las funciones trigo-
nométricas, puesto que cada una reforzard a la otra y facilita el dominio de
aspectos mas avanzados de trigonometria.
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m Ejercicios

Ejer. 1-4: Un punto P(x, y) se muestra en la circunferencia 4 AY
unitaria U correspondiente a un nimero real ¢. Encuentre
los valores de las funciones trigonométricas en 7.
! AY
t
N .
o x
15 8
P(i F" F) t u
N . s n
9] % P( 13> 13 )
U
Ejer. 5-8: Sea P(¢) el punto en la circunferencia unitaria U
que corresponde a ¢. Si P(¢) tiene las coordenadas rectangu-
lares dadas, encuentre
2 LY (@ Pt+m () Pt—m (c) P(=t) (d) P(—t— m
3 4 8 15
5 (3.5) 6 (~5 1)
43 2 5 7 24
P(55) 7 (-5 %) 8 (5 %)
t -
0 X Ejer. 9-16: Sea P el punto en la circunferencia unitaria U
que corresponde a f. Encuentre las coordenadas de P y los
U valores exactos de las funciones trigonométricas de ¢, siem-
pre que sea posible.
9 (@) 27 (b) —37
10 (@) —= (b) 67
3 AY
1 (a) 37/2 (b) —7m/2
12 (a) 57/2 (b) —m/2
o 2] x
24 7
P(35 ~ 25)
U 13 (a) 9m/4 (b) —5m/4

14 (a) 3w/4 (b) —7w/4
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15 (a) 57/4 (b) —m/4

16 (a) 7/4 (b) —37/4

Ejer. 17-20: Use una formula para angulos negativos para
hallar el valor exacto.

17 (a) sen (—90°)  (b) cos(?) (c) tan (—135°)
18 (a) S€n<3277> (b) cos (—225°) () tan(Z)

19 () cot(—?) (b) sec (—45°) (o) csc<—327T>

20 (a) cot (—225°) (b) sec (—m) (c) csc (—45°)

Ejer. 21-26: Verifique la identidad al transformar el lado
izquierdo en el lado derecho.

21 sen (—x) sec (—x) = —tan x
22 csc (—x) cos (—x) = —cot x
t p— p—

23M=cosx 24m=—cscx

csc (—x) tan (—x)

1

25 ———— — tan (—x) sen (—x) = cos x

cos (—x)
26 cot (—x) cos (—x) + sen (—x) = —csc x

Ejer. 27-38: Complete el enunciado al consultar una grafica
de una funcién trigonométrica.

27 (a) Cuandox— 0", senx— __
(b) Cuando x — (—m/4),sen x —> ____
28 (a) Cuando x — (—m/2),sen x —> ____
(b) Cuando x — (7/6) ", sen x —> ____

29 (a) Cuando x — (7/4)", cos x —

(b) Cuando x — 37/2, cos x —> __
30 (a) Cuando x — 7, cos x —> ___
(b) Cuando x — (—7/3)",cos x —> _
31 (a) Cuando x — 7, tan x —> ___
(b) Cuando x — (7/2)*, tan x — _
32 (a) Cuandox — 7/4, tan x — __
(b) Cuando x — (—7/2) ", tan x —> _
33 (a) Cuando x — /6, cot x — __
(b) Cuando x — 0", cot x > _
34 (a) Cuando x — (—m/4), cot x —> _
(b) Cuandox — 7, cot x —> __
35 (a) Cuando x — (7/2)",sec x —> ___
(b) Cuando x—0,sec x— ___
36 (@) Asx— (7/2)",sec x— ___
(b) Cuando x — 7/4, sec x —> __
37 (@) Cuandox —0",csc x—
(b) Cuando x — 7/4, csc x — ___
38 (a) Cuandox— 7", csc x —>
(b) Cuando x — 7/2, csc x — __
Ejer. 39-46: Consulte la grafica dey = senx 0y = cos para

hallar los valores exactos de x en el intervalo [0, 477] que
satisfaga la ecuacion.

39 senx = —1 40 senx =1

11 senx=% 42 senx = —\2/2
43 cosx =1 44 cosx = —1

45 cos x = \/5/2 46 cos x = —gl

Ejer. 47-50: Consulte la grafica de y = tan x para hallar los
valores exactos de x en el intervalo (—7/2, 37/2) que satis-
fagan la ecuacién.

47 tan x = | 48 tanx = V3

49 tanx =0 50 tanx = —1/V3



Ejer. 51-54: Consulte la grafica de la ecuacion en el inter-
valo especificado. Encuentre todos los valores de x tales que
para el nimero reala, (a)y = a, (b)y >a,y (¢c)y <a.

51 y=senx; [—2m 27, a= %

52 y =cos x; [0, 4m]; a=V3/2
53 y=cosx; [—2m 27|, a= —%
54 y =senx; [0, 4]; a=-\2/2

Ejer. 55-62: Use la grafica de una funcion trigonométrica
para trazar la grafica de la ecuacion sin localizar puntos.

55 y=2+senx 56 y =3+ cosx

57 y=cosx —2 58 y=senx — 1

59 y=1+tanx 60 y=cotx — 1

61 y =secx — 2 62 y=1+cscx

Ejer. 63-66: Encuentre los intervalos entre —27 y 277 en los
que la funcién dada es (a) creciente o (b) decreciente.

63 secante 64 cosecante

65 tangente 66 cotangente

67 Practique el trazo de graficas de la funcién seno tomando
diferentes unidades de longitud en los ejes horizontal y ver-
tical. Practique trazar graficas de las funciones coseno y
tangente en la misma forma. Continde esta practica hasta
que alcance una etapa en la que, si se despertara de un pro-
fundo suefio a medianoche y le pidieran trazar una de estas
graficas, pueda hacerla en menos de treinta segundos.

68 Trabaje el ejercicio 67 para las funciones cosecante, secan-
te y cotangente.

Ejer. 69-72: Use la figura para calcular lo siguiente a un
lugar decimal.

AY

=Y

69 (a) sen 4 (b) sen (—1.2)

6.3

70

A

72

73

74
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(c) Todos los ndmeros ¢ entre 0 y 27 tales que sen t = 0.5

(a) sen 2 (b) sen (—2.3)
(c) Todos los ndmeros ¢ entre 0 y 27 tales que sen r = —0.2
(a) cos 4 (b) cos (—1.2)
(c) Todos los niimeros # entre 0 y 27 tales que cos 1 = —0.6
(a) cos 2 (b) cos (—2.3)

(c) Todos los nimeros ¢ entre 0 y 27 tales que cos t = 0.2

Relacién entre temperatura y humedad El 17 de marzo
de 1981, en Tucson, Arizona, la temperatura en grados
Fahrenheit pudo calcularse con la ecuacién

() = —12 cos<7TI> + 60,
12

mientras el porcentaje de humedad relativa podria expre-
sarse con

H(t) = 20 cos 1] + 60,
12
donde ¢ estd en horas y t = 0 corresponde a las 6:00 a.m.

(a) Construya una tabla que contenga la temperatura y
humedad relativa cada tres horas, empezando a media-
noche.

(b) Determine las horas cuando ocurrié el médximo y el
minimo para 7'y H.

(c) Discuta la relacién entre la temperatura y la humedad
relativa en este dfa.

Movimiento de brazo robético Las funciones trigonomé-
tricas se usan extensamente en el disefio de robots indus-
triales. Suponga que la articulacién del hombro de un robot
estd motorizada de modo que el dngulo # aumenta a una ra-
z6n constante de 77/12 radianes por segundo a partir de un
angulo inicial de = 0. Suponga que la articulacién del co-
do se mantiene siempre recta y que el brazo tiene una lon-
gitud constante de 153 centimetros, como se ve en la figura.

EJERCICIO 74




410 CcAPiTULO 6

LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

(a) Suponga que & = 50 cm cuando § = 0. Construya una [ Ejer. 77-78: Grafique f en el intervalo especificado, y estime
tabla que indique el dngulo 6 y la altura 4 de la mano las coordenadas de los puntos alto y bajo.

robética cada segundo cuando 0 = 6 = 7/2.

77 f(x) = x sen x, [—2m, 2]

(b) Determine si un aumento constante en el dngulo 6 pro- 78 f(x) = sen® x cos x, [—2.5,2.5]
duce o0 no un aumento constante en la altura de la mano.

(c) Encuentre la distancia total que se mueve la mano.

lE Ejer. 79-84: Cuando x— 0", f(x)—L para algin nimero
real L. Use una grifica para predecir L.

1 — cos x 6x — 6 sen x
79 f(x) = —— 80 flx) =———F——
an Ejer. 75-76: Grafique la ecuacion y estime los valores de x * *
en el intervalo especificado que correspondan al valor dado +t
P 4 P 81 f(x) = x cot x 82 f(x) = rrranx
dey. n x
75 y = sen (x?), [-2,2]; y=05 t 41
8 f(x) = an x 84 f(x) = cos !x 277')
76 y =tan (Vx), [0,25], y=35 x x

L 64

Valores de las funciones

trigonométricas

En secciones previas calculamos valores especiales de las funciones trigono-
métricas usando sus definiciones en términos de un dngulo o una circunferen-
cia unitaria. En la préctica usamos con frecuencia una calculadora para
calcular valores de funciones.

A continuacién demostraremos la forma en que el valor de cualquier fun-
cién trigonométrica en un dngulo de 6 grados, o en cualquier nimero real ¢, se
puede hallar a partir de su valor en el intervalo 6 (0°, 90°) o el intervalo ¢ (0,
7 /2), respectivamente. Esta técnica a veces es necesaria cuando se usa calcu-
ladora para hallar todos los dngulos de nimeros reales que correspondan a un
valor dado de la funcién.

Haremos uso del siguiente concepto.

Definicion de angulo

de referencia

Sea 0 un dngulo no cuadrantal en posicion estandar. El angulo de referencia
para 6 es el dngulo agudo 6 que el lado terminal de 6 forma con el eje x.

FIGURA1 Angulos de

referencia

(a) Primer cuadrante

A

4

{0 O

Or

X

La figura 1 ilustra el dngulo de referencia 6 para un dngulo no cuadran-
tal 6, con 0° < 0 < 360° 0 0 < 6 < 27, en cada uno de los cuatro cuadrantes.

(b) Segundo cuadrante (c) Tercer cuadrante (d) Cuarto cuadrante
AY AY AY
AN ., AR N
X Or X k O X
O = 180° — 0 Or = 0 — 180° O = 360° — 0

=a7—0 =0—7 =27 — 0
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(a)
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Las férmulas que aparecen debajo de los ejes de la figura 1 se pueden usar
para hallar la medida de 6 en grados o radianes, respectivamente. Para
un dngulo no cuadrantal mayor que 360° o menor que 0°, primero encuentre
el dangulo coterminal 6 con 0° < 6 < 360° 0 0° < 0 < 27, y luego usamos las
férmulas de la figura 1.

O = 35 7k Hallar angulos de referencia
Encuentre el angulo de referencia 6 para 0, y trace 6 y 6y en posicion estan-
dar en el mismo plano de coordenadas. 5
®) (@ 6=315" (b) 6=-240° () 6="" (&) 6=4
T SOLUCION
(a) El angulo 6 = 315° estd en el cuarto cuadrante, y por tanto, como en la
Og = 607 120° figura 1(d),
IV
]/ x 6k = 360° — 315° = 45°.
0= —240° p
Los angulos 6y 6 se ven en la figura 2(a).
(b) El angulo entre 0° y 360° que es coterminal con § = —240° es
© ~240° + 360° = 120°,
y
1 que estd en el segundo cuadrante. Usando la férmula de la figura 1(b) nos da
5
\9= 6 b = 180° — 120° = 60°.
/ _>x Los dngulos 0 y 6y se ven en la figura 2(b).
O = % (c) Como el dngulo 0 = 57/6 estd en el segundo cuadrante, tenemos
0 Sm w
R =T - —_ = s
(d) 6 6
A como se ve en la figura 2(c).
(d) Como 7 < 4 < 37/2, el dngulo 6 = 4 esté en el tercer cuadrante. Usando
Or :\4 7}\9 =1 la férmula de la figura 1(c), obtenemos
—; Oh =4 —m
Los angulos estan trazados en la figura 2(d). [

A continuacién mostraremos la forma en que se pueden usar dngulos de
referencia para hallar valores de las funciones trigonométricas.

Si 6 es un angulo no cuadrantal con dngulo de referencia 6y, entonces te-
nemos 0° < O < 90° 0 0 < Og < /2. Sea P(x, y) un punto en el lado ter-
minal de 0 y considere el punto Q(x, 0) en el eje x. La figura 3 ilustra una situa-

FIGURA3
AY AY y y
P(x,y) P(x,y) 1 i
7y LN 0(x, 0)
Or }‘ i Or . \_ |x| o
(0] X \ | x| 0 - } 0x Y10 X
O(x, 0) 0(x, 0) "\ ‘ } r

P(x,y)
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cién comun para 6 en cada cuadrante. En cada caso, las longitudes de los lados
del tridangulo OQP son

d0,0) = |x|, dQ.P)=|y] y dO,P)=VE+y=r

Podemos aplicar la definicién de las funciones trigonométricas de cual-
quier angulo y también usar el tridngulo OQP para obtener las siguientes for-
mulas:

|sen 6| = 28 =u=u=sen0R
r |r| r
|cos O] = % Z%Z@:COSGR
|tan 6| = A =u=tan0R
x| lx]

Estas férmulas llevan al siguiente teorema. Si 6 es un dngulo cuadrantal, la
definicion de las funciones trigonométricas de cualquier dngulo deben usarse
para hallar valores.

Teorema sobre angulos
de referencia

Si 6 es un dngulo no cuadrantal en posicion estandar, entonces para hallar
el valor de una funcién trigonométrica en 6, encuentre su valor para el
angulo de referencia 6 y ponga como prefijo el signo apropiado.

FIGURA 4

El “signo apropiado” citado en el teorema se puede determinar a partir de la
tabla de signos de las funciones trigonométricas dada en la pagina 388.

EJEMPLO 2 Usar angulos de referencia

Use angulos de referencia para hallar los valores exactos de sen 6, cos 6 y tan
0 si

5
(a) 9=?” (b) 6 =315°
SOLUCION

(a) Elédngulo # = 57/6y su dngulo de referencia 0y = /6 estdn trazados en
la figura 4. Como 6 estd en el segundo cuadrante, sen 0 es positivo y cos 0 y
tan 0 son negativos. En consecuencia, por el teorema sobre dngulos de refe-
rencia y resultados conocidos acerca de dangulos especiales, obtenemos los va-
lores siguientes:

S T
sen?= + sen— = —

6 2
S T V3
CoOs— = —cos— = ———
6 6 2
tan = = = tan — = V3
6 6 3

(b) El dngulo 6 = 315° y su dngulo de referencia 8 = 45° estan trazados en
la figura 5. Como 6 estd en el cuarto cuadrante, sen § < 0, cos 6 > 0y tan
< 0. Por lo tanto, por el teorema sobre dngulos de referencia, obtenemos
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V2
sen 315° = — sen45° = —T
V2
cos 315° = + cos45° = T
tan 315° = — tan45° = —1. ]

Si usamos una calculadora para calcular valores de funcién, los dngulos
de referencia suelen ser innecesarios (vea el ejercicio de andlisis 2 al final del
capitulo). Como ilustracion, para hallar sen 210°, ponemos la calculadora en
modo de grados y obtenemos sen 210° = —0.5, que es el valor exacto. Usando
el mismo procedimiento para 240°, obtenemos una representacién decimal:

sen 240° = —0.8660

No debe usarse calculadora para hallar el valor exacto de sen 240°. En este
caso, encontramos el dngulo de referencia 60° de 240° y usamos el teorema
sobre dngulos de referencia, junto con resultados conocidos acerca de dngulos
especiales, para obtener

V3
sen 240° = —sen 60° = —T.

Consideremos a continuacién el problema de resolver una ecuacion del
siguiente tipo:

Problema: si 6 es un dngulo agudo y sen 8 = 0.6635, aproxime 6.

Casi todas las calculadoras tienen una tecla marcada que se puede usar
para ayudar a resolver la ecuacidn. Con algunas calculadoras puede ser nece-
sario usar otra tecla o una secuencia de tecleo como (consulte el
manual del usuario para su calculadora). Usaremos la siguiente notacién
cuando se busca 6, donde 0 = k = 1:

si sen =k, entonces 6O =sen 'k

Esta notacion es semejante a la usada para la funcion inversa f~! de una fun-
cion fen la seccion 5.1, donde vimos que en ciertas circunstancias,

si f(x) =y, entonces x = f"!(y).

Para el problema sen 8 = 0.6635, fes la funcién seno x = 6,y y = 0.6635. La
notacién sen! estd basada en las funciones trigonométricas inversas que se
estudian en la seccion 7.6. En esta etapa de nuestro trabajo, consideraremos
sen~! simplemente como una entrada hecha en una calculadora usando la
tecla . Por tanto, para el problema expresado, obtenemos

6 = sen' (0.6635) = 41.57° = 0.7255.

Como se indica, cuando se encuentra un dngulo, por lo general redondeamos
medidas en grados al 0.01° mas cercano y la medida en radianes a cuatro luga-
res decimales.

Del mismo modo, dados cos 8 = k o tan 8 = k, donde 6 es agudo, escri-
bimos

0 =cos 'k 0 0=tan 'k

para indicar el uso de una tecla 0 en una calculadora

Dados csc 6, sec 6 o cot 6, usamos una relacién reciproca para hallar 0,
como se indica en la siguiente ilustracion.
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ILUSTRACION

Hallar soluciones de ecuaciones de angulos agudos con calculadora

Ecuacién Solucién de calculadora (grados y radianes)
sen =05 6=sen!(0.5) =30° = 0.5236
cos =05 60=cos'(0.5) =60° = 1.0472
tan 6 = 0.5 6 =tan"!(0.5) = 26.57° = 0.4636
cscf=2  O=sen'(}) =30° =05236
secf=2 O=cos'(}) =600 =1.0472
cotf=2  f=tan'(}) =26.57°=0.4636

La misma técnica se puede emplear si 6 es cualquier angulo o nimero
real. Asi, usando la tecla obtenemos, en modo de grados o radianes,

6 = sen”' (0.6635) =~ 41.57° = (0.7255,

que es el angulo de referencia para 6. Si sen 6 es negativo, entonces una
calculadora nos da el negativo del angulo de referencia. Por ejemplo,

sen~! (—0.6635) =~ —41.57° ~ —0.7255.

Del mismo modo, dados cos 6 o tan 6, encontramos 6 con una calculadora
usando or (TAN "), respectivamente. El intervalo que contiene a 6 apa-
rece en la tabla siguiente. Es importante observar que si cos 6 es negativo,
entonces 6 no es el negativo del dngulo de referencia, sino que esta en el inter-
valo /2 < 0 < 71 0 90° < 6 < 180°. Las razones para usar estos intervalos
se explican en la seccién 7.6. Podemos usar relaciones reciprocas para resol-
ver ecuaciones semejantes que contengan csc 6, sec 6 y cot 6.

Ecuacion

Valores de k Solucion de calculadora Intervalo que contiene a 0 si se usa calculadora

sen 0 = k

-1=k=1

_ T T
0=sen 'k —75057 o —90° = 60=90°

cos 0=k

—1=k=1

0 =cos 'k O0=60=m7 o 0°=60=180°

tan 0 = k

cualquier k

_ o v
0=tan 'k —7<0<7 o —90° < #<90°

ILUSTRACION

La siguiente ilustracién contiene algunos ejemplos especificos para mo-
dos en grados y radianes.

Hallar angulos con calculadora

Ecuacion Solucion de calculadora (grados y radianes)
B senf=-05 O=sen'(—05) =-30° = —0.5236
B cosf=—-05 0=cos!'(=0.5) =120° =~ 2.0944

B tanf=-05 6=tan'(-0.5) = —26.57° = —0.4636

Cuando use calculadora para hallar 0, asegtrese de recordar las restric-
ciones para 6. Si se desean otros valores, entonces los dngulos de referencia u
otros métodos se pueden emplear, como se ilustra en los siguientes ejemplos.



FIGURA 6
AY
0 = 180° — 6y
GapE |\ = 1552
X
FIGURA7
AY
0 =360° — 6y
~ 335.2°
A,
\\/ 0R X
FIGURA 8
AY
Op=m— 0
= 1.1765/ \<_0 = 1.9651
I
X
FIGURA 9
AY
0=+ 0y
/\x 4.3180
—>
\ X
Or
FIGURA 10

lcos-10 -, 38420
1.955137429

=
1.176455165

n+Ans

4.3128647319

n—AHr
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EJEMPLO 3 Aproximar un angulo con calculadora
Sitan 6 = —0.4623 y 0° = 6 < 360°, encuentre 0 al 0.1° mds cercano.

SOLUCION Como se sefiala en el analisis precedente, si usamos calculadora
(en modo de grados) para hallar 6 cuando tan 6 es negativa, entonces la medida
en grados estard en el intervalo (—90°, 0°). En particular, obtenemos lo si-
guiente:

6 = tan"' (—0.4623) = —24.8°

Como deseamos hallar valores de 6 entre 0° y 360°, usamos el dngulo de
referencia (aproximado) 0y =~ 24.8°. Hay dos posibles valores de 6 tales que
tan 0 es negativo, uno en el segundo cuadrante, el otro en el cuarto cuadrante.
Si 0 estd en el segundo cuadrante y 0° = 6 = 360°, tenemos la situacidén que
se ve en la figura 6 y

0 = 180° — 6r = 180° — 24.8° = 155.2°.

Si 6 estd en el cuarto cuadrante y 0° = 6 = 360°, entonces, como en la figura
7.

6 = 360° — 6z = 360° — 24.8° = 335.2°. [ |

EJEMPLO 4 Aproximar un angulo con calculadora

Sicos # = —0.3842 y 0 = 6 < 27, encuentre 0 al 0.0001 de radian més cer-
cano.

SOLUCION  Si usamos calculadora (en modo de radianes) para hallar 6
cuando cos 6 es negativo, entonces la medida en radianes estard en el intervalo
[0, 7r]. En particular, obtenemos lo siguiente (mostrado en la figura 8):

0 = cos™! (—0.3842) =~ 1.965 137489

Como deseamos hallar valores de 6 entre 0 y 27, usamos el dngulo de
referencia (aproximado)

g = m— 0= 1.176455165.

Hay dos posibles valores de 6 tales que cos 6 sea negativo: el que encontramos
en el segundo cuadrante y el otro en el tercer cuadrante. Si 0 estd en el tercer
cuadrante, entonces

0=m+ 6 = 4318047819,

como se ve en la figura 9.
La pantalla de la figura 10 da apoyo numérico para las respuestas

0 = 1.9651 y 0 =~ 4.3180.

También podriamos resolver graficamente este problema si hallamos los
puntos de interseccién de Y, = cos (X) y Y, = —0.3842 en el intervalo
[0, 27r]. No obstante, el propdsito de esta solucidn era ilustrar el uso de los
angulos de referencia. [
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m Ejercicios

Ejer. 1-6: Encuentre el angulo de referencia 6y, si 0 tiene la 18 (a) csc (37/4) (b) csc (—2m/3)
medida dada. )

1 (a) 310° (b) 260° (c) —235°  (d) —660°

Ejer. 19-24: Calcule a tres lugares decimales.

2 (a) 290° (b) 195° (c) —185°  (d) 400° 19 (a) sen 24°20’ (b) cos 0.68
20 (a) cos 88°30’ (b) sen 1.48
3 (a) 37/4 (b) 47/3 (c) —7/6 (d) 9m/4
21 (a) tan 73°10’ (b) cot 1.13
4 (a) 7Tw/4 (b) 27/3 (c) —3w/4 (d) —237/6 22 (a) cot 9°10° (b) tan 0.75
23 (a) sec 67°50’ (b) csc 0.32
5 3 b) —2 55 d) 100
(@) ®) © @ 24 (a) csc 43°40" (b) sec 0.26
6 @) 6 (b) —4 () 45 (d) 80 Ejer. 25-36: Calcule el angulo agudo 0 al (a) 0.01° y (b) 1’
mas cercano.
25 sen 6 = 0.42 26 sen 0 = 0.6612
Ejer. 7-18: Encuentre el valor exacto. 27 cos 0 = 0.8620 28 cos 6 = 0.8
7 (a) sen 27/3) (b) sen (—57/4)
29 tan 6 = 3.7 30 tan 6 = 491
8 (a) sen 210° (b) sen (—315° 31 cot =4 32 cot 6 = 0.361
33 sec 6 = 4.246 34 sec 6 = 1.15
9 (a) cos 150° (b) cos (—60°)
35 csc 6 =2.54 36 csc =11
10 (a) cos (57/4) (b) cos (—117/6) Ejer. 37-38: Aproxime a cuatro lugares decimales.
37 (@) sen 98°10’ (b) cos 623.7° (c) tan 3
1 (a) tan (57/6) (b) tan (—m/3) (d) cot 231°40"  (e) sec 1175.1° () csc 0.82
38 (a) sen 496.4° (b) cos 0.65 (c) tan 105°40’
12 (a) tan 330° (b) tan (—225°)
(d) cot 1030.2°  (e) sec 1.46 (f) csc 320°50’
13 (a) cot 120° (b) cot (—150° Ejer. 39—40: Calcule, al 0.1° mas cercano, todos los angulos
0 en el intervalo [0°, 360°) que satisfagan la ecuacion.
39 (a 0 = —0.5640 b 6 = 0.7490
14 (a) cot (3m/4) (b) cot (—27/3) (a) sen (b) cos
(c) tan 0 = 2.798 (d) cot 6 = —0.9601
15 (a) sec (27/3) (b) sec (—m/6) (e) sec 6 = —1.116 (f) csc 6 = 1.485
40 (a) sen 6 = 0.8225 (b) cos 6 = —0.6604
16 (a) sec 135° (b) sec (—210°)
(c) tan 0 = —1.5214 (d) cot 6 = 1.3752

17 (a) csc 240° (b) csc (=330 (e) sec 6 = 1.4291 (f) csc 6= —2.3179



Ejer. 41-42: Aproxime, al 0.01 radian mas cercano, todos
los angulos 0 en el intervalo [0, 277) que satisfagan la ecua-
cion.

a

42

43

a4

45

L 65
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(a) sen 6 = 0.4195 (b) cos 6 = —0.1207

(c) tan 6 = —3.2504 (d) cot 6 = 2.6815
(e) sec 0 = 1.7452 (f) csc 6 = —4.8521
(a) sen 6 = —0.0135 (b) cos 6 = 0.9235
(c) tan 6 = 0.42 (d) cot 6 = —2.731

(e) sec 6 = —3.51 (f) csc 6 =1.258
Grosor de la capa de ozono El grosor de la capa de
ozono se puede calcular usando la férmula

In Iy — In I = kx sec 6,

donde I, es la intensidad de una longitud de onda de luz
particular proveniente del Sol antes de llegar a la atmésfera,
I es la intensidad de la misma longitud de onda después de
pasar por una capa de ozono de x centimetros de grueso, k
es la constante de absorcidn de ozono para esa longitud de
onda y 0 es el dngulo agudo que la luz solar forma con la
vertical. Suponga que para una longitud de onda de 3055 X
1078 centimetros con k = 1.88, I;/I se mide como 1.72y 0
= 12°. Aproxime el grosor de la capa de ozono al 0.01 de
centimetro mds cercano.

Caélculos de ozono Consulte el ejercicio 43. Si se estima
que la capa de ozono mide 0.31 centimetros de grueso y,
para una longitud de onda de 3055 X 1078 centimetros, I,/I
se mide como 2.05, aproxime el dngulo que form¢ el Sol
con la vertical en el momento de la medicion.

Radiacién solar La cantidad de luz solar que ilumina una
pared de un edificio puede afectar en gran medida la efi-
ciencia de energia del edificio. La radiacién solar que
incide en una pared vertical que mira hacia el este estd dada
por la férmula

R = R, cos 0 sen ¢,

46

47

48
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donde R, es la mdxima radiacién solar posible, 6 es el
angulo que el Sol forma con la horizontal, y ¢ es la direc-
cién del Sol en el cielo, con ¢ = 90° cuando el Sol estd en
el este y ¢ = 60° cuando el Sol estd en el sur.

(a) (Cudndo incide sobre la pared la maxima radiacién
solar R,?

(b) ¢(Qué porcentaje de R, incide sobre la pared cuando 6 es
igual a 60° y el Sol estd en el sureste?

Célculos meteorolégicos En latitudes medias a veces es
posible estimar la distancia entre regiones consecutivas de
baja presion. Si ¢ es la latitud (en grados), R es el radio
de la Tierra (en kilémetros) y v es la velocidad horizon-
tal del viento (en km/h), entonces la distancia d (en kil6-
metros) de una zona de baja presion a la siguiente se puede
estimar usando la férmula

VR 1/3
d=2m—2— ).
052 cos ¢

(a) A una latitud de 48°, el radio de la Tierra es aproxima-
damente 6369 kilometros. Calcule d si la velocidad del
viento es de 45 km/h.

(b) Si vy R son constantes, ;c6mo varia d cuando aumenta
la latitud?

Brazo de robot Los puntos en los lados terminales de an-
gulos desempefian un papel importante en el disefio de bra-
zos de robot. Suponga que un robot tiene un brazo recto de
18 pulgadas de largo que puede girar alrededor del origen
en un plano de coordenadas. Si la mano del robot estd
situada en (18, 0) y luego gira un dngulo de 60°, ;cudl es la
nueva ubicacién de la mano?

Brazo de robot Suponga que el brazo de robot del ejerci-
cio 47 puede cambiar su longitud ademads de girar alrededor
del origen. Si la mano estd inicialmente en (12, 12), ;apro-
ximadamente cudntos grados debe girar el brazo y cudnto
debe cambiar su longitud para mover la mano a (—16, 10)?

y = asen (bx + ¢) y

En esta seccion consideramos graficas de las ecuaciones

y = acos (bx + ¢)

para nimeros reales a, b y ¢. Nuestra meta es trazar esas graficas sin localizar
muchos puntos. Para hacer esto usaremos datos acerca de las graficas de las
funciones seno y coseno estudiadas en la seccién 6.3.

Empecemos por considerar el caso especial c = 0y b = —1, es decir,

y =asenx y Yy = acos x.

Podemos hallar las coordenadas y de puntos sobre las graficas si multiplicamos
por a las coordenadas y de puntos en las graficas de y = sen x y y = cos x.
Para ilustrar, si y = 2 sen x, multiplicamos por 2 la coordenada y de cada
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punto sobre la grafica de y = sen x. Esto da la figura 1, donde para comparar
también se muestra la grafica de y = sen x. El procedimiento es el mismo que
para estirar verticalmente la grafica de una funcién, que vimos en la seccién
3.5.

Como otra ilustracién, si y = % sen x, multiplicamos por % las coordena-
das y de puntos sobre la grafica de y = sen x. Esta multiplicaciéon comprime
verticalmente la grafica de y = sen x por un factor de 2, como se ilustra en la
figura 2.

FIGURA 2
AY

El siguiente ejemplo ilustra una grafica de y = a sen x con a negativa.

EJEMPLO 1 Trazar la grafica de una ecuacion que contiene sen x

Trace la gréfica de la ecuaciéon y = —2 sen x.
SOLUCION La graficade y = —2 sen x trazada en la figura 3 se puede obte-
ner al trazar primero la grafica de y = sen x (que se muestra en la figura) y

luego multiplicando por —2 las coordenadas y. Un método alternativo es refle-
jar la grafica de y = 2 sen x (vea la figura 1) a través del eje x.

FIGURA 3

Para cualquier a # 0, la grafica de y = a sen x tiene la apariencia general
de una de las gréficas ilustradas en las figuras 1, 2 y 3. La cantidad de estira-
miento de la grifica de y = sen x, y si la grafica se refleja o no, estd determi-
nada por el valor absoluto de a y el signo de a, respectivamente. La
coordenada y mas grande |a| es la amplitud de la grafica o, lo que es equiva-
lente, la amplitud de la funcién f dada por f{x) = a sen x. En las figuras 1y
3 la amplitud es 2. En la figura 2 la amplitud es % Observaciones y técnicas
similares aplican si y = a cos x.
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EJEMPLO 2 Trazar la grafica de una ecuacién que contiene cos x

Encuentre la amplitud y trace la grafica de y = 3 cos x.
SOLUCION Por el analisis precedente, la amplitud es 3. Como se indica en
la figura 4, primero trazamos la grifica de y = cos x y luego multiplicamos las

coordenadas y por 3.

FIGURA 4
AY

y =3cosx

A continuacién consideremos y = a sen bx y y = a cos bx para nimeros
reales a y b diferentes de cero. Al igual que antes, la amplitud es |a|. Si b > 0,
entonces se presenta exactamente un ciclo cuando bx aumenta de 0 a 27 o, lo
que es equivalente, cuando x aumenta de 0 a 277/b. Si b < 0, entonces —b > 0
y se presenta un ciclo cuando x aumenta de 0 a 277 /(—Db). Asi, el periodo de la
funcién f dada por fix) = a sen bx o f(x) = a cos bx es 27 /| b|. Por comodidad,
también nos referiremos a 27/|b| como el periodo de la grdfica de f. El
siguiente teorema resume nuestra exposicion.

Teorema sobre
amplitudes y periodos

Siy = asen bx oy = a cos bx para nlimeros reales a y b diferentes de ceros,

2
entonces la grifica tiene amplitud |a| y periodo |77'r|

También podemos relacionar el papel de b con la discusién de comprimir
y estirar horizontalmente una grafica de la seccién 3.5. Si |b| > 1, se puede
considerar que la grifica de y = sen bx o y = cos bx es comprimida horizon-
talmente por un factor b. Si 0 < |b| < 1, las gréficas se estiran horizontalmente
en un factor de 1/b. Este concepto se ilustra en los siguientes dos ejemplos.

Hallar una amplitud y un periodo

Encuentre la amplitud y el periodo y trace la grafica de y = 3 sen 2x.

SOLUCION Usando el teorema sobre amplitudes y periodos con a = 3y
b = 2, obtenemos lo siguiente:
(contintia)
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FIGURA 5
AY
y = 3 sen 2x
3
- -
T 27 X
FIGURA 6

FIGURA7

amplitud: |a| =|3]| =3

od 27 2w 2w
eriodo: TS T = =
P o] " T2 "2
Entonces, hay exactamente una onda senoidal de amplitud 3 en el intervalo x
de [0, 7]. El trazo de esta onda y luego extender la grifica a derecha e
izquierda nos da la figura 5. ]

EJEMPLO 4 Hallar una amplitud y un periodo

Encuentre la amplitud y el periodo y trace la grafica de y = 2 sen %x.

SOLUCION Usando el teorema sobre amplitudes y periodos con a = 2
b= %, obtenemos lo siguiente:

amplitud: |a| = |2]| =2

2_77277 2T

periodo: =1 =71 =47

ol 131 3

Entonces, hay una onda senoidal de amplitud 2 en el intervalo [0, 4]. El trazo
de esta onda y extenderla a izquierda y derecha nos da la grafica de la

figura 6. [ ]

Siy = a sen bx y si b es un niimero positivo grande, entonces el periodo
27 /b es pequefio y las ondas senoidales estdn cercanas entre si, con b ondas
senoidales en el intervalo [0, 27r]. Por ejemplo, en la figura 5, b = 2 y tene-
mos dos ondas senoidales en [0, 27r]. Si b es un ndmero positivo pequefio,
entonces el periodo 27/b es grande y las ondas estén separadas. Para ilustrar,
si y = sen 1/10x, entonces habrd un décimo de una onda senoidal en [0, 2]
y se requiere un intervalo de 207 unidades de largo para un ciclo completo.
(Vea también la figura 6, para y = 2 sen %x, hay media onda senoidal en [0,
27],)

Si b < 0, podemos usar el hecho de que sen (—x)= —sen x para obtener
la grafica de y = a sen bx. Para ilustrar, la grafica de y = sen (—2x) es igual
que la grafica de y = —sen 2x.

EJEMPLO 5 Hallar una amplitud y un periodo

Encuentre la amplitud y el periodo y trace la grifica de la ecuacién
y = 2 sen (—3x).

SOLUCION Como la funcién seno es impar, sen (—3x) = —sen 3x y pode-
mos escribir la ecuacién como y = —2 sen 3x. La amplitud es |—2| = 2, y el
periodo es 277/3. Entonces, hay un ciclo en el intervalo de longitud 27/3. El
signo negativo indica una reflexion a través del eje x. Si consideramos el inter-
valo [0, 277/3] y trazamos una onda senoidal de amplitud 2 (reflejada a través
del eje x), la forma de la grafica es aparente. La parte de la grafica del inter-
valo [0, 277/3] se repite periédicamente, como se ilustra en la figura 7. ]

EJEMPLO 6 Hallar una amplitud y un periodo

Encuentre la amplitud y el periodo y trace la grafica de y = 4 cos mx.
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SOLUCION La amplitud es |4| = 4, y el periodo es 27/m = 2. Entonces,
hay exactamente una onda cosenoidal de amplitud 4 en el intervalo [0, 2].
Como el periodo no contiene el nimero 7, tiene sentido usar divisiones ente-
ras en el eje x. Trazar esta onda y extenderla a izquierda y derecha nos da la
gréfica de la figura 8. u

Como ya vimos en la seccion 3.5, si fes una funcién y ¢ es un nimero real
positivo, entonces la grafica de y = f{x) + ¢ se puede obtener al desplazar la
grifica de y = f(x) una distancia c verticalmente hacia arriba. Para la grafica
de y = fix) — ¢, desplazamos la grafica de y = f(x) una distancia c vertical-
mente hacia abajo. En el siguiente ejemplo usamos esta técnica para una gra-
fica trigonométrica.

EJEMPLO 7 Desplazar verticalmente una grafica trigonométrica

Trace la graficade y = 2senx + 3.

SOLUCION  Es importante observar que y # 2 sen (x + 3). La graficade y =
2 sen x estd trazada en rojo en la figura 9. Si desplazamos esta grafica una dis-
tancia 3 verticalmente hacia arriba, obtenemos la graficadey =2 senx + 3. m

A continuacién consideremos la grafica de

y = asen (bx + c).

Aligual que antes, la amplitud es |a|, y el periodo es 27r/| b|. S6lo hay un ciclo
si bx + ¢ aumenta de 0 a 27r. En consecuencia, podemos hallar un intervalo
que contenga exactamente una onda senoidal al despejar x de la siguiente desi-
gualdad:

O0==bx+c=2m

—c = bx =2m—c restec
c 20 ¢ .
—— = Xx = — — — divida entre b
b b b

El nimero —c/b es el desplazamiento de fase asociado con la grafica. La gra-
fica de y = a sen (bx + c¢) se puede obtener al desplazar la graficade y = a
sen bx a la izquierda si el desplazamiento de fase es negativo o a la derecha si
el desplazamiento de fase es positivo.

Resultados andlogos son verdaderos paray = a cos (bx + ¢). El siguiente
teorema resume nuestra exposicion.

Teorema sobre amplitudes,
periodos y
desplazamientos de fase

Siy = asen (bx + ¢) oy = acos (bx + ¢) para nlimeros reales a y

b, diferentes de cero, entonces

2
, el periodo es |77T y el desplazamiento de fase — g;
(2) un intervalo que contenga exactamente un ciclo se puede hallar al

resolver la desigualdad

(1) la amplitud es | a

0==bx+c=2m
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A veces escribiremos y = a sen (bx + c¢)

en la forma eq
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uivalente

R |

FIGURA 10

A

FIGURA T

y

y = 3 sen (Zx + g)

y =2cos 3x — m)

EJEMPLO 8 Hallar una amplitud, un periodo y un desplazamiento
de fase

Encuentre la amplitud, el periodo y el desplazamiento de fase y trace la gri-

fica de
T
=3 2x + — ).
y sen(x 2)

SOLUCION La ecuacién es de la formay = asen (bx + c)cona =3,b =2y
¢ = /2. Entonces, la amplitud es |a| = 3 y el periodo es 27 /|b| = 27/2 = .

Por la parte (2) del teorema sobre amplitudes, periodos y desplazamien-
tos de fase, el desplazamiento de fase y un intervalo que contiene una onda
senoidal se pueden hallar al resolver la siguiente desigualdad

a
052x+75277

IA
o
=

IA

™
reste —
2

A
=

= divida entre 2

NN
=3 ely

Entonces, el desplazamiento de fase es —7/4 y una onda senoidal de ampli-
tud 3 ocurre en el intervalo [—r/4, 37/4]. Trazar esta onda y luego repetirla
a derecha e izquierda nos da la grafica de la figura 10. ]

EJEMPLO 9 Hallar una amplitud, un periodo y un desplazamiento
de fase

Encuentre la amplitud, el periodo y el desplazamiento de fase y trace la gri-
ficadey = 2 cos 3x — ).

SOLUCION La ecuacién tiene la forma y = a cos (bx + ¢) con a = 2,
b = 3y ¢ = —. Entonces, la amplitud es |a| = 2y el periodo es 27/|b| =
27 /3.

Por la parte (2) del teorema sobre amplitudes, periodos y desplazamien-
tos de fase, el desplazamiento de fase y el intervalo que contiene un ciclo se
pueden hallar al resolver la siguiente desigualdad:

0=3x—m7=27

T < 3x =37 sume
T ..
? = x = m divida entre 3

En consecuencia, el desplazamiento de fase es 7/3 y un ciclo tipo coseno (de
maximo a maximo) de amplitud 2 ocurre en el intervalo [7/3, 7r]. Trazar esa
parte de la grafica y luego repetirla a derecha e izquierda nos da el trazo de la
figura 11.

Si resolvemos la desigualdad

3
—%S3x—71'§77 en lugar de 0=3x—7=2m,

obtenemos el intervalo 7/6 =< x = 577/6, que nos da un ciclo entre puntos de
interseccién con el eje x mas que un ciclo entre maximos. ]
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EJEMPLO 10 Hallar una ecuacién para una onda senoidal
Exprese la ecuacion para la onda senoidal mostrada en la figura 12 de la forma
y = asen (bx + ¢)

paraa > 0, b > 0, y el minimo nimero real positivo c.

SOLUCION Las mdximas y minimas coordenadas y de puntos sobre la gra-
fica son 5 y —5, respectivamente. Por tanto, la amplitud es a = 5.

Como existe una onda senoidal en el intervalo [—1, 3], el periodo tiene
valor 3 —(—1) = 4. En consecuencia, por el teorema sobre amplitudes, perio-
dos y desplazamientos de fase (con b > 0),

2 . . m
D =4 o bien, lo que es equivalente, b= >
El desplazamiento de fase es —¢/b = —c/(s/2). Como ¢ debe ser posi-

tivo, el desplazamiento de fase debe ser negativo; esto es, la grafica de la figura
12 debe obtenerse al desplazar la gréfica de y = 5 sen[(7/2)x] a la izquierda.
Como deseamos que ¢ sea tan pequeilo como sea posible, escogemos el des-
plazamiento de fase —1. Por lo tanto,

_c _
/2

Entonces, la ecuacion deseada es,

y = 5sen 1x+7—7.
2 2

Hay muchas otras ecuaciones para la grafica. Por ejemplo, podriamos usar
los desplazamientos de fase —5,—9,—13, etcétera, pero no nos darfan el
minimo valor positivo para c¢. Otras dos ecuaciones para la grafica son

Y I . = seen| Ty s "
y = 35sen 2x ) y y sen 2x > )

Sin embargo, ninguna de estas ecuaciones satisface los criterios dados para a,
by c, porque en la primera, ¢ < 0 y en la segunda, a < 0, y ¢ no tienen su
valor positivo minimo.

Como solucién alternativa, podriamos escribir

-1 o bien, lo que es equivalente c=—.

S

y = asen (bx + ¢) como y = asen [b(x + %)]
Aligual que antes, encontramos a = 5y b = w/2. Ahora, como la grafica tiene
un punto de interseccion en el eje x en x = — 1, podemos considerar esta gra-
fica como un desplazamiento horizontal de la grafica de y = 5 sen [(7/2)x] a
la izquierda por 1 unidad, esto es, sustituimos x con x + 1. Por lo tanto, una
ecuacion es

w

y = 5sen 1(x+1) o y = 5sen e+ 2. |
2 2 2

Muchos fenémenos que ocurren en la naturaleza varian en forma ciclica
o ritmica. A veces es posible representar ese comportamiento por medio de
funciones trigonométricas, como se ilustra en los siguientes dos ejemplos.
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EJEMPLO 11 Analizar el proceso de respiracion

El proceso ritmico de respiracion consiste en periodos alternados de inhala-
cién y exhalaciéon. Un ciclo completo normalmente tiene lugar cada 5 segun-
dos. Si F(t) denota el ritmo de flujo en el tiempo ¢ (en litros por segundo) y si
el maximo ritmo de flujo es 0.6 litros por segundo, encuentre una férmula de
la forma F(t) = a sen bt que se ajuste a esta informacion.

SOLUCION Si F(f) = a sen bt para alguna b > 0, entonces el periodo de F
es 277 /b. En esta aplicacion el periodo es 5 segundos y por lo tanto

2ar 5 b 2ar
— = 0 = —.
b 5

Como el maximo ritmo de flujo corresponde a la amplitud a de F, hacemos
a = 0.6. Esto nos da la férmula

F(f) = 0.6 sen <2?Trt> [ ]

EJEMPLO 12 Aproximar el nimero de horas de luz diurna en un dia

El nimero de horas de luz diurna D(¢) en un tiempo particular del afio se puede
calcular con

K 2
= — —_— —_ +
D(1) > sen [3650 79)] 12

para f en dias y t = O correspondiente al 1 de enero. La constante K determina
la variacidn total en duracion del dia y depende de la latitud del lugar.

(a) Para Boston, K = 6. Trace la grafica de D para 0 = ¢ =< 365.

(b) (Cuéndo es mds larga la duracién del dia?, ;y mds corta?

SOLUCION
(a) Si K = 6, entonces K/2 = 3 y podemos escribir D(¢) en la forma
D(1) = f(1) + 12,

21
donde f(t) = 3 sen [%(t - 79)].

Trazaremos la gréafica de f'y luego aplicaremos un desplazamiento vertical a
una distancia de 12.

Al igual que en la parte (2) del teorema sobre amplitudes, periodos y des-
plazamientos de fase, podemos obtener un intervalo ¢ que contenga exacta-
mente un ciclo al resolver la desigualdad siguiente

2m
O0=—@—79 =
365( 9) =27
- 365
0= t —79 =365 multiplique por By
T
79 = t = 444 sume 79
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FIGURA 13 En consecuencia, hay una onda senoidal en el intervalo [79, 444]. Dividiendo
A y (niimero de horas) este intervalo en cuatro partes iguales, obtenemos la tabla siguiente de valores,
que indica la conocida onda senoidal de amplitud 3.
y = D(1)
15
t 79 17025 261.5 35275 444
124
fy | 0 3 0 -3 0
97 |
l Sit =0,
6+ |
|
_¢ l £0) = 3sen | 2 (=79) | ~ 3 sen (~136) ~ —2.9
NG : 65 : 9.
. 3"?5 . Como el periodo de f'es 365 dias, esto implica que f{365) = —2.9.
79 170 262\ 353 /444 La grafica de f para el intervalo [0, 444] aparece en la figura 13, con dife-
¢ (dias) rentes escalas en los ejes y ¢ redondeada al dia mds cercano.
=37 La aplicacion de un desplazamiento vertical de 12 unidades nos da la gra-
fica de D para 0 = ¢ = 365 que se ve en la figura 13.

(b) El dia mds largo, es decir, el valor mds grande de D(t), ocurre 170 dias
después del 1 de enero. Excepto para un afio bisiesto, esto corresponde al
20 de junio. El dia més corto ocurre 353 dias después del 1 de enero, o sea
el 20 de diciembre. u

En el ejemplo siguiente usamos una calculadora de graficas para aproxi-
mar la solucién de una desigualdad que contiene expresiones trigonométricas.

E Aproximar soluciones de una desigualdad

trigonométrica
Aproxime la solucién de la desigualdad

sen 3x < x + sen x.

SOLUCION La desigualdad dada es equivalente a
sen 3x — x — senx < 0.

Si asignamos sen 3x — x — sen x a Y, entonces el problema dado es equiva-
lente a hallar dénde la grafica de Y, estd abajo del eje x. Usando la pantalla
estdndar nos da un trazo similar a la figura 14(a), donde vemos que la grafica
de Y, tiene un punto de cruce c con el eje x entre —1 y 0. Parece que la gra-
fica estd abajo del eje x en el intervalo (c, %), pero este hecho no esta perfec-
tamente claro debido a la pequefia escala de los ejes.

FIGURA 14
(a) [—15, 15] por [—10, 10] (b) [—1.5,1.5,0.25] por [—1, 1,0.25]

!
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FIGURA 15
[0, 0.04,0.01] por [—1.5, 0.5, 0.25]

=

Usando la pantalla [—1.5, 1.5, 0.25] por [—1, 1, 0.25], obtenemos la
figura 14(b), donde vemos que los puntos de cruce con el eje x son aproxima-
damente —0.5, 0 y 0.5. Usando una funcién de raiz obtenemos un valor posi-
tivo mas preciso de 0.51. Como la funcién involucrada es impar, el valor
negativo es aproximadamente —0.51. En consecuencia, las soluciones de la
desigualdad estdn en los intervalos (aproximados)

(—0.51,0) U (0.51, ). .

E EJEMPLO 14 Investigar la corriente alterna en un circuito eléctrico

La corriente / (en amperes) en un circuito de corriente alterna en el tiempo ¢
(en segundos) estd dada por

I = 30sen <507Tt - ?)

Aproxime el valor mds pequefio de ¢ para el cual I = 15.
SOLUCION Haciendo I = 15 en la férmula dada, obtenemos
7
15 = 30 sen (50m - ?77)

o bien, lo que es equivalente,

vk 1
sen | 50wt — — ) — —=0.
Si asignamos sen (507x — 7/3) — Y2 a Y, entonces el problema dado es
equivalente a calcular el minimo punto de cruce con el eje x de la grafica.
Como el periodo de Y, es
27 27 1
—=—=—=10.04
b 50w 25
y como —% =Y = %, seleccionamos la pantalla dado, obteniendo un trazo
semejante a la figura 15. Usando una funcién de raiz nos da t = 0.01 s. ]
Volveremos a trabajar el ejemplo precedente en la seccién 7.2 y mos-
traremos como hallar el valor exacto de 7 sin ayuda de una calculadora de gra-
ficas.

m Ejercicios

1 Encuentre la amplitud y periodo y trace la grifica de la 2 Para ecuaciones andlogas a las de (a)—(h) del ejercicio 1
ecuacion: pero que contengan el coseno, encuentre la amplitud y el
periodo y trace la gréfica.
(@ y=4senx (b) y = sen 4x
3 Encuentre la amplitud y el periodo y trace la grafica de la
() y= % sen x (d) y =sen %x ecuacion:
(@) y =3 cos x (b) y = cos 3x
1 1
(e) y =2 sengx (f) y =7 sen 4x (©y= % Cos X (d) y = cos %x
(e) y = 2 cos %x (f) y=%c0s 3x
(g) y= —4senx (h) y = sen (—4x)

() y=-3cosx (h) y = cos (—3x)



4 Para ecuaciones andlogas a las de (a)-(h) del ejercicio 3
pero que contengan el seno, encuentre la amplitud y el pe-

riodo y trace la grafica.

Ejer. 5-40: Encuentre la amplitud, el periodo y el desplaza-
miento de fase y trace la grafica de la ecuacion.

5

n

13

15

17

19

21

23

25

27

™
=sen|x— —
y T
™
=3 +—
y sen(x 6)
+ 7
= cos -
y Ty
™
=4 - =
y cos(x 4)

y=sen 2x — m) + 1
y = —cos (6x + m) — 2
y = —5sen B3x + m
1 T
=sen|-x — —
Y A
y = 6 sen mx
=9 cos—
y =2cos—x

=— 2
y = 7 sen 2mx

T
=5 3x — —
y sen(x 2)

6 + =
= sen
y X+
T
8 y=2 - —
y sen(x 2)
10 i
=cos|x——
y X 3
12 y=3cos<x+g>

14 y=—sen 3x +m) — 1
16 y=cos (2x — m) + 2
18 y =3 cos Bx — m)
1
20 y = 7sen *x-i-i
2 4
22 y=3cos—
y cos —-x
24 y = 4 sen 2mx

% 1 T
= —COS—Xx
YTy

28 y = —4 cos <2x+ Z)
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29 y = —3cos(~x— =) 30 y=2sen(—x- 2
y cos | ~x — = y sen | 5 = =

1 T 1 T
= — —x 4+ — — _
31y 5cos<3x 6) 32 y 4sen<3x 3>

33 y =3 cos (mx + 4m) 34 y=—2sen 2mx + m)

T T T T
35 y——8sen<2x—4> 36 y—9cos<4x—2>

37 y=—2sen 2x — 7 +3 38 y=3cos (x + 37 — 2

39 y=5cos 2x+2m) +2 40 y=—4senBx—m — 3

Ejer. 41-44: La grifica de una ecuacion se muestra en la
figura. (a) Encuentre la amplitud, el periodo y desplaza-
miento de fase. (b) Escriba la ecuacion en la formay = a sen
(bx + c¢) paraa > 0,b > 0 y el minimo nimero real positivo c.

41 y 42 AY

43
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45 Electroencefalografia En la figura se muestra un electro-
encefalograma de ondas del cerebro humano durante el
suefio profundo. Si usamos W = a sen (bt + ¢) para repre-
sentar estas ondas, ;cudl es el valor de b?

EJERCICIO 45

| |
N W
Wh%‘ N A
NI

LU /I
\l /i
\

oW W

=

| =T

——
==t |

2 (seg)

46 Intensidad de la luz diurna En cierto dia de primavera
con 12 horas de luz diurna, la intensidad / de luz toma su
maximo valor de 510 calorfas/cm? al mediodia. Si ¢t = 0
corresponde al amanecer, encuentre una formula / = a sen
bt que ajuste esta informacion.

47 Accién del corazén La accién de bombeo del corazén
consiste de la fase sistdlica, en la que la sangre sale del ven-
triculo izquierdo hacia la aorta, y la fase diastdlica, durante
la cual el musculo cardiaco se relaja. La funcién cuya gra-
fica se muestra en la figura se usa a veces para modelar un
ciclo completo de este proceso. Para un individuo en parti-
cular, la fase sistélica dura }1 de segundo y tiene un caudal
méximo de 8 litros por minuto. Encuentre a y b.

EJERCICIO 47

oY (litros/min)

y = a sen bt I

~
-

1 \
I \
1 \
I \
1 \
I \
1 \
) I \
Fase Fase I 1
s . £1: I \
sistolica | diastdlica i \
1 1

>
>

0.25 t (segundos)

48 Biorritmos La conocida teoria del biorritmo usa las grafi-
cas de tres sencillas funciones senoidales para hacer pro-
nosticos acerca del potencial fisico, emocional e intelectual
de una persona en un dia particular. Las grificas estdn
dadas por y = a sen bt para ¢ en dias, con r = 0 correspon-
diente al nacimiento y a = 1 denotando el 100% de poten-
cial.

(a) Encuentre el valor de b para el ciclo fisico, que tiene un
periodo de 23 dias; para el ciclo emocional (periodo de
28 dias); y para el ciclo intelectual (periodo de 33 dias).

(b) Evalte los ciclos de biorritmo para una persona que
acaba de cumplir 21 afios y tiene exactamente 7670 dias
de edad.

49 Componentes de mareas La altura de la marea en un
punto particular de la playa se puede predecir con el uso de
siete funciones trigonométricas (llamadas componentes
de mareas) de la forma

f@t) = a cos (bt + ¢).
El principal componente lunar se puede aproximar con

f(t) = a cos (Zt - 11]277>,

donde ¢ estd en horas y ¢ = 0 corresponde a la medianoche.
Trace la grafica de fsia = 0.5 m.

50 Componentes de mareas Consulte el ejercicio 49. El
principal componente solar diurno se puede calcular con

Trace la graficade fsia = 0.2 m.

51 Horas de luz solar en Fairbanks Si se usa la férmula para
D(t) del ejemplo 12 para Fairbanks, Alaska, entonces K =
12. Trace la gréafica de D en este caso para 0 = 7 = 365.

52 Temperatura baja en Fairbanks Con base en afios de
datos meteoroldgicos, la temperatura baja esperada 7 (en
°F) en Fairbanks, Alaska, se puede calcular con

T =136 2T 101y | + 14
— 36 sen | 2™ (s — ,
1 365

donde ¢ estd en dias y = O corresponde al 1 de enero.
(a) Trace la gréfica de ¢ para 0 = ¢ = 365.

(b) Pronostique cudndo ocurrird el dia mas frio del afio.

Ejer. 53-54: Grafique la ecuacion y = f(¢) en el intervalo [0,
24]. Represente con y la temperatura exterior (en °F) en el
tiempo ¢ (en horas), donde ¢ = 0 corresponde a las 9:00 a.m.
Describa la temperatura durante el intervalo de 24 horas.

T
53 y =120 + 15 sen—¢
12
T
54 y = 80 + 22 cos [120 — 3):|

Ejer. 55-58: A veces los cientificos usan la formula
ft) =asen (bt +c¢c) +d

para simular variaciones de temperatura durante el dia,
con el tiempo ¢ en horas, la temperatura f(f) en °Cy ¢ = 0
correspondiente a la medianoche. Suponga que f(¢) es decre-
ciente a medianoche

(a) Determine valores de a, b, ¢ y d que ajusten la informa-
cion.

(b) Trace la grafica de f para 0 = ¢ = 24.
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55 La temperatura alta es 10°C y la temperatura baja de el tiempo 7. Grafique la funcién D con los datos.
—10°C se presenta a las 4:00 a.m. (Sugerencia: para determinar b, encuentre el tiempo

entre profundidades médximas.)

56 La temperatura a la medianoche es 15°C, y las temperatu-
ras alta y baja son 20°C y 10°C. (c) Si un barco requiere al menos 24 pies de agua para

navegar con seguridad en el Tdmesis, graficamente
determine el intervalo(s) cuando la navegacién no sea

57 La temperatura varia entre 10°C y 30°C, y el promedio de segura.
temperatura de 20°C ocurre primero a las 9:00 a.m.

61 Horas de luz diurna El nimero de horas de luz diurna D

58 La temperatura alta de 28°C ocurre a las 2:00 p.m. y el pro- en un lugar particular varfa con el mes y la latitud. La tabla
medio de temperatura de 20°C ocurre 6 horas después. siguiente contiene el nimero de horas de luz diurna en el

primer dia de cada mes a 60° de latitud norte.

59 Precipitacién en el lago Tahoe sur EI promedio mensual | Mes D Mes D Mes D
de precipitacién P (en pulgad.as). en el lago Tahoe sur, | g . 6.03 May. 15.97 Sep. 14.18
California, aparece en la tabla siguiente.

Feb. 797 Jun. 18.28 Oct. 11.50
Mes P Mes P Mes P Mar. 1043 Jul. 18.72 Nov. 8.73
Ene. 6.1 May. 1.2 Sep. 0.5 Abr. 13.27 Ago. 16.88 Dic. 5.88
Feb. 5.4 Jun. 0.6 Oct. 2.8
Mar. 3.9 Jul. 0.3 Nov. 3.1 (a) Sea 7 el tiempo en meses, con ¢ = 1 correspondiente a
- enero, t = 2 a febrero, ..., t = 12 a diciembre, r = 13 a
Abr. 2.2 Ago. 02 Dic. 5.4 enero, y asi sucesivamente. Trace los puntos de datos
para un periodo de dos afios.
(a) Sea 7 el tiempo en meses, con ¢ = 1 correspondiente a »
enero, t = 2 a febrero, ..., t = 12 a diciembre, t = 13 a (b) Encuentre una funcién D(f) = a sen (bt + ¢) + d que
enero, y asi sucesivamente. Trace los puntos de datos dproxime el nimero de horas luz diurna. Trace la fun-
para un periodo de dos afios. ¢ién D con los datos.
(b) Encuentre una funcién P(f) = a sen (bt + ¢) + d que
62 Horas de luz diurna Consulte el ejercicio 61. El nimero

aproxime el promedio mensual de precipitacion. Trace
los datos y la funcién P en los mismos ejes de coorde-
nadas.

60 Profundidad del rio Tamesis Cuando un rio desagua en un

océano, la profundidad del rio varfa cerca de su desemboca-
dura como resultado de las mareas. La informacién acerca
de este cambio en profundidad es de importancia critica para
la seguridad. La tabla siguiente da la profundidad D (en pies)
del rio Tadmesis en Londres para un periodo de 24 horas.

Tiempo D Tiempo D Tiempo D

12 am. 27.1 8 am. 20.0 4 p.m. 34.0
1 a.m. 30.1 9 a.m. 18.0 5 p.m. 32.4
2 am. 33.0 10 a.m. 18.3 6 p.m. 29.1
3am. 34.3 11 am. 20.6 7 p.-m. 25.2
4 am. 33.7 12 p.m. 242 8 p.m. 21.9
5 am. 31.1 1 p.m. 28.1 9 p.m. 19.6
6 a.m. 27.1 2 p.m. 31.7 10 p.m. 18.6
7 am. 23.2 3 p.m. 33.7 11 p.m. 19.6

(a) Grafique los datos, con el tiempo en el eje horizontal y
la profundidad en el eje vertical. Sea t = 0 correspon-

diente a las 12:00 a.m.

(b) Determine la funcién D(r) = a sen (bt + ¢) + d, donde
D(z) representa la profundidad del agua en el puerto en

maximo de horas de luz diurna a los 40°N es 15.02 horas y
ocurre el 21 de junio. El nimero minimo de horas de luz
diurna es de 9.32 horas y ocurre el 22 de diciembre.

(a) Determine una funcién D(f) = a sen (bt + ¢) + d que
modele el nimero de horas de luz diurna, donde ¢ esta
en meses y t = 1 corresponde al 1 de enero.

(b) Grafique la funcién D usando la pantalla [0.5, 24.5 ,4]
por [0, 20, 4].

(c) Pronostique el nimero de horas de luz diurna en el 1 de
febrero y el 1 de septiembre. Compare sus respuestas
con los verdaderos valores de 10.17 y 13.08 horas, res-
pectivamente.

“ Ejer. 63-66: Grafique la ecuacion en el intervalo [—2, 2] y
describa el comportamiento de y cuando x — 0~ y cuando

x— 0%,
1 1
63 y = sen— 64 y = |x|sen—
X X
sen 2x 1 — cos 3x
65 y= 66 y=——
X
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s Ejer. 67-68: Grafique la ecuacion en el intervalo [—20, 20], [ Ejer. 69-70: Use una grafica para resolver la desigualdad en

y estime la asintota horizontal. el intervalo [—0, 7].
69 cos 3x = %x — sen x
2 1 — cos? (2/x)
67 y = x*sen’ <x> 68 y = W 70 i tan (%x2) < % cos 2x + %xz

IE!E' Los métodos que desarrollamos en la seccién 6.5 para el seno y coseno se pue-

Graficas tri gonom étricas den. apli.car a l.as otras cuatro fUI.ICiOHCS trigonométricas; sin embargo, hay

e varias diferencias. Como las funciones tangente, cotangente, secante y cose-

adicionales cante no tienen valores maximos, la nocién de amplitud no tiene significado.

Ademas, no hacemos referencia a ciclos. Para algunas graficas de tangente y

cotangente empezamos por trazar la parte entre asintotas sucesivas y luego
repetimos ese patrén a derecha e izquierda.

La gréfica de y = a tan x para a > 0 se puede obtener al extender o com-
primir la grafica de y = tan x. Si @ < 0, entonces también usamos una refle-
xién alrededor del eje x. Como la funcién tangente tiene periodo 7, es
suficiente trazar la rama entre las dos asintotas verticales sucesivas x = —/2
y x = 7/2. El mismo patrén se presenta a derecha e izquierda, como en el
siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1 Trazar la grafica de una ecuacion que contenga tan x

Trace la gréfica de la ecuacidn:
(@ y=3tanx (b) y=1tanx

SOLUCION Empezamos por trazar la grafica de una rama de y = tan x,
como se ve en rojo en las figuras 1 y 2, entre las asintotas verticales x = — /2
yx = /2.

(a) Para y = 3 tan x, multiplicamos por 3 la coordenada y de cada punto y
luego prolongamos la rama resultante a derecha e izquierda, como se ve en la
figura 1.

FIGURA1 y = 3tanx,y = tanx FIGURA2 y = %tan X,y = tanx

AY

=21

(b) Para y = %tan x, multiplicamos por % las coordenadas y obteniendo el
trazo de la figura 2 en la pagina siguiente. ]

El método empleado en el ejemplo 1 se puede aplicar a otras funciones.
Asi, para trazar la grafica de y = 3 sec x, podriamos primero trazar la grafica
de una rama de y = sec x y luego multiplicar por 3 la coordenada y de cada
punto.
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La figura mostrada a continuacion es la grafica de y = tan x generada por una calculadora
de gréficas comun. Parece que la calculadora tiene incluidas las asintotas, pero las rectas ver-
ticales en realidad resultan del trabajo de la calculadora para conectar pixeles sucesivos.

~

[, 7, 7/4] por [—2.1, 2.1]

/LY
/

/

El siguiente teorema es una analogia del teorema sobre amplitudes, perio-
dos y desplazamientos de fase expresados en la seccién 6.5 para las funciones
Seno y coseno.

Teorema sobre la gréfica
dey = atan (bx + ¢)

Siy = atan (bx + c¢) para nimeros reales a y b diferentes de cero, entonces
T
5] _
(2) las asintotas verticales sucesivas para la grafica de una rama se pueden
hallar al resolver la desigualdad

(1) el periodo es y el desplazamiento de fase es —%;

— T te< =
3 X C B .

FIGURA3

EJEMPLO 2 Trazar la grafica de una ecuacion

delaformay = a tan (bx + c¢)

Encuentre el periodo y trace la graficade y = % tan <x + %)
SOLUCION La ecuacidn tiene la forma dada en el teorema precedente con
a= %, b =1y ¢ = m/4. En consecuencia, por la parte (1), el periodo estéd
dado por 7/|b| = @/1 = .

Al igual que en la parte (2), para hallar asintotas verticales sucesivas resol-
vemos la siguiente desigualdad:

T T i
——<x+—<—=

2 4 2

3 T T
- <x < — reste —

4 4 4

Como a = %, la grafica de la ecuacion en el intervalo [—37/4, /4] tiene la
forma de la grafica de y = %tan x (vea la figura 2). Trazar la rama y prolon-
garla a derecha e izquierda nos da la figura 3.

Note que como ¢ = w/4 y b = 1, el desplazamiento de fase es
—c/b = —ar/4. Por lo tanto, la gréfica también se puede obtener al desplazar
a la izquierda la graficade y = %tan x en la figura 2 una distancia /4. =
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FIGURA 4

y=cot<2x—77
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Siy = acot (bx + c), tenemos una situacién semejante a la expresada en
el teorema previo. La tnica diferencia es la parte (2). Como las asintotas ver-
ticales sucesivas para la grafica de y = cot x son x = 0y x = 7 (vea la figura
19 de la seccién 6.3), obtenemos asintotas verticales sucesivas para la grafica
de una rama de y = a cot (bx + c) al resolver la desigualdad

0<bx+c<m

EJEMPLO 3 Trazar la grafica de una ecuacion

de laformay = a cot (bx + ¢)

Encuentre el periodo y trace la grafica de y = cot <2x - %)

SOLUCION Con la notacién usual, vemos que a = 1,b = 2y ¢ = —m/2.
El periodo es /| b| = /2. Por lo tanto, la gréfica se repite en intervalos de
longitud /2.

Al igual que en la exposicidén que precede a este ejemplo, para hallar dos
asintotas verticales sucesivas para la grafica de una rama resolvemos la desi-
gualdad:

T
0<2x ——<m
2

T <9 - 37 T

—_— X — sume —

2 2 2

T 3T

— < x < — divida entre 2
4 4

Como a es positiva, trazamos una rama en forma de cotangente en el intervalo
[7/4, 377 /4] y luego la repetimos a derecha e izquierda en intervalos de lon-
gitud 77/2, como se ve en la figura 4. ]

Las graficas que contienen funciones secante y cosecante se pueden obte-
ner con métodos semejantes a aquellos para tangente y cotangente, o tomando
reciprocos de graficas correspondientes de las funciones coseno y seno.

EJEMPLO 4 Trazar la grafica de una ecuacion

de laformay = a sec (bx + c¢)

Trace la gréfica de la ecuacion:

T T
(a)y=sec<x—f> (b)yzZsec(x—T)

SOLUCION

(a) La grafica de y = sec x estd trazada (sin asintotas) en rojo en la figura 5. La
grafica de y = cos x estd trazada en negro; note que las asintotas de y = sec x
corresponden a los ceros de y = cos x. Podemos obtener la grafica de

y = sec (x - % al desplazar a la derecha la gréifica de y = sec x una dis-

tancia 7r/4, como se ve en azul en la figura 5.
(b) Podemos trazar esta grafica multiplicando por 2 las coordenadas y de la
grafica en el inciso (a). Esto nos da la figura 6.



FIGURAS5 y = sec <

4

A

-7

4
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FIGURA6 y = 2sec (x - Z)

AY

FIGURA7 y = csc 2x + )

A

LY

oI

.

w Y

27

EJEMPLO 5 Trazar la grafica de una ecuacion

delaformay = a csc (bx + ¢)

Trace la grifica de y = csc 2x + 7).

SOLUCION  Como csc 6 = 1/sen 6, podemos escribir la ecuacién dada como

1

y= sen 2x + m)’

Entonces, podemos obtener la grafica de y = csc (2x + r) al hallar la grafi-
cade y = sen (2x + ) y luego sacar el reciproco de la coordenada y de
cada punto. Usando a = 1, b = 2 y ¢ = m, vemos que la amplitud de y =
sen (2x + ) es 1 y el periodo es 27/|b| = 27r/2 = . Para hallar un inter-
valo que contenga un ciclo, resolvemos la desigualdad

0<2x+ 7<2mw

-7 < 2x <
’7T< - T
- X —_—.
2 2

Esto lleva a la grafica en rojo de la figura 7. Sacando reciprocos nos da la gra-
fica de y = csc (2x + ) mostrada en azul en la figura. Note que los ceros de
la curva seno corresponden a las asintotas de la grafica de la cosecante. [

El siguiente ejemplo contiene el valor absoluto de una funcién trigono-
métrica.
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FIGURA 8
(a)

FIGURA 9

AY
(x, g(xp) + h(x)))

FIGURA 10
(a) [0, 37, /4] por [—r, ]

EJEMPLO 6 Trazar la grafica de una ecuacién que contiene
un valor absoluto

Trace la grificade y = |cos x| + 1.

SOLUCION Trazaremos la grafica en tres etapas. Primero, trazamos la gré-
fica de y = cos x, como en la figura 8(a).

A continuacién, obtenemos la gréfica de y = |cos x| al reflejar las coor-
denadas y negativas en la figura 8(a) a través del el eje x. Esto nos da la figura
8(b).

Por ultimo, desplazamos verticalmente la grafica en (b) 1 unidad hacia
arriba para obtener la figura 8(c).

Hemos empleado tres graficas separadas para mayor claridad. En la
préctica, podriamos trazar las graficas sucesivamente en un plano de coorde-
nadas. |

Las aplicaciones matematicas con frecuencia contienen una funcién f que
es una suma de otras dos o mas funciones. Para ilustrar, suponga

J&) = gx) + h(x),

donde f, g y h tienen el mismo dominio D. Antes de que hubiera calculadora
de gréficas, a veces se usaba una técnica conocida como adicién de coorde-
nadas y para trazar la grafica de f. El método se ilustra en la figura 9, donde
para cada x,, la coordenada y, f(x,), de un punto en la grafica de fes la suma
g(x))+ h(x,) de las coordenadas y de puntos en las grificas de g y h. La gra-
fica de f se obtiene al sumar grdficamente un nimero suficiente de tales coor-
denadas y, un trabajo que mejor se deja a una calculadora de graficas.

A veces es util comparar la grafica de una suma de funciones con las fun-
ciones individuales, como se ilustra en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 7 Trazar la gréfica de una suma de dos funciones trigono-
métricas

Trace la grdficade y = cosx,y = senxyy = cos x + sen x en el mismo plano
de coordenadas para 0 = x = 3.

SOLUCION Hacemos las siguientes asignaciones:
Y, = cos x, Y, = sen x y Y=Y, +Y,

Como deseamos una proporcién de pantalla 3:2 (horizontal : vertical), escoge-
mos la pantalla [0, 37, 7r/4] por [—, 7] y obtenemos la figura 10(a). La cla-
ridad de la grafica se puede mejorar al cambiar la pantalla a [0, 3, 7/4] por
[—1.5, 1.5], como en la figura 10(b).

Note que la grifica de Y; cruza la grafica de Y, cuando Y, = 0, y la grd-
fica de Y, cuando Y, = 0. Los puntos de cruce con el eje x para Y; corres-
ponden a las soluciones de Y, = —Y,. Por dltimo, vemos que los valores
méximo y minimo de Y5 ocurren cuando Y, = Y, (esto es, cuando x = /4,
57 /4y 9w /4). Estos valores de y son

V2/2+V2/2=V2 y  =V2/2+(-V2/2)=-V2. =

La gréfica de una ecuacion de la forma

y = f(x) sen (ax + b) 0 y = f(x) cos (ax + b),



FIGURA 10
(b) [0, 37, /4] por [—, 7]

FIGURATI
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donde f'es una funcién y a y b son nimeros reales, se denomina onda senoi-
dal amortiguada u onda cosenoidal amortiguada, respectivamente, y f(x)
recibe el nombre de factor de amortiguamiento. El siguiente ejemplo ilustra
un método para graficar esas ecuaciones.

EJEMPLO 8 Trazar la grafica de una onda senoidal amortiguada
Trace la gréfica de f'si f(x) = 27 sen x.

SOLUCION  Primero examinamos el valor absoluto de f:

| fx)| = |27* sen x|

valor absoluto de ambos lados

=|27*||senx| |ab| = |al|b]
=27 1 |senx| =1
[fo] =2~ [27%| = 27 porque 27* > 0

—x Sf(x) =2

x| =ac=>-a=x=a

La dltima desigualdad implica que la grafica de f se encuentra entre las graficas
de las ecuaciones y = —2 ¥y y = 27 La grafica de f coincidira con una de estas
gréficas si |sen x| = 1; es decir, si x = (7/2) + 7rn para algtin entero n.

Como 27* > 0, los puntos de cruce con el eje x sobre la grafica de f se
presentan en sen x = 0; esto es, en x = 7n. Como hay un nimero infinito de
puntos de cruce con el eje x, este es un ejemplo de una funcién que interseca
su asintota horizontal un nimero infinito de veces. Con esta informacién, obte-
nemos el trazo mostrado en la figura 11. ]

El factor de amortiguamiento del ejemplo 8 es 27*. Con el uso de dife-
rentes factores de amortiguamiento podemos obtener otras variaciones com-
primidas o expandidas de ondas senoidales. El analisis de esas graficas es
importante en fisica e ingenieria.

m Ejercicios

Ejer. 1-48: Encuentre el periodo y trace la grafica de la

ecuacion. Muestre las asintotas.

15 y=2tan<2x+727>

1
16 y = — tan 2x—1
3 4

T y=4tanx 2y:%tanx
17 1tan ! +7T
= —— —x+ —
3y=%cotx 4 y=3cotx Y 4 2 3
5 y=2cscx 6 y=13cscx 18 y=—3tn ix_ﬂ
3 3
7y=%secx 8 y=4secx
T T
19 y=cot|{x —— 20 y=cot | x + —
- o 2 4
9 y=tan |x — — 10 y=tan | x + —
4 2
— 1 =
1y = tan 2 12y=tan%x 21 y = cot 3x 22 y = cot 2x
T T
13 y=tangx 14 y=tan§x 23 y=c0t§x 24 y=c0t7ZTx
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™ 1
25 y=200t<2x+2) 26 y = —75cot 3x — m)

27 y= ot [Lx+ ™) 28 y=dcot[x— T
y 200 Xt y co 357 %
T 3w
29 y = - — 30 y = - —
y sec(x 2) y sec(x 4)
31 y = sec 2x 32 y—sec%x
2
33 y=sec1x 34 y=seclx
3 3
T 1 T
35 y=2sec | 2x — — 36 y=—sec|2x — —
2 2 2
37 ve e (Lt ™
y 3)sec 2t
38 3 Loy T
= —3sec|— —
Y 3773
39 y= -z 40 y = L3
y=eselx—- y=cselx+
141 y=csc%x 42 y = csc 2x
T
43 y = csc mx 44 y=cchx
™ 1
45 y=20sc<2x+2) 46 y = —5 csc (2x — m)
1 1 T 1 T
47 y= —— —x+—| 48 y=4 —x - —
7y 4csc<2x 2) 8 y csc<2x 4>

Ejer. 49-50: Encuentre las ecuaciones de dos asintotas ver-
ticales sucesivas de la grafica de f.

49 f(x) = cot(2x — m) 50 f(x) = tan(3x + 1)

LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Ejer. 51-52: Encuentre una interseccion de la grafica de f
con el eje x.

51 f(x) = tan(4x — 3) 52 f(x) = cot <3x + Z)

Ejer. 53-54: Encuentre el punto mas bajo en una rama
superior de f.

w

53 f() = 3ese (x— =) 54 flx) = dsce [ 4x + =
f(x) = 3csc 2x > fx) = 4sec | 4x 6

Ejer. 55-56: Encuentre el rango de f.
55 f(x) =3sec(2x+5) +1 56 f(x) =4csc(2x—m — 3

57 Encuentre una ecuacién usando la funcién cotangente que
tenga la misma gréafica que y = tan x.

58 Encuentre una ecuacién usando la funcién cosecante que
tenga la misma gréifica que y = sec x.

Ejer. 59-64: Use la grifica de una funcion trigonométrica
para ayudar a trazar la grifica de la ecuacion sin localizar

puntos.

59 y =|sen x| 60 y = |cos x|
61 y=|senx|+2 62 y=|cosx|—3
63 y = —|cosx|+1 64 y= —|senx|—2
Ejer. 65-70: Trace la grafica de la ecuacion.

65 y=x+cosx 66 y =x —senx
67 y=2"cosx 68 y =e'senx
69 y = |x|senx 70 y = |x|cos x

Ejer. 71-76: Grafique la funcién f en la pantalla [—27, 277,
7/2] por [—4, 4]. Use la grafica de f para predecir la grafica
de g. Verifique su prediccion al graficar g en la misma pan-

talla.
g(x) = tan |:0.5(x + ;)}

glx) = 0.5 ¢csc 0.5x — 2

g(x) = 0.5 sec |:O.5<x — ;)] -1

glx) = —tan x + 1

71 f(x) = tan 0.5x;

72 f(x) = 0.5 csc 0.5x;
73 f(x) = 0.5 sec 0.5x;
74 f(x) = tan x — 1;
75 f(x) = 3 cos 2x;

gx) =3 cos2x| — 1

76 f(x) = 1.27"cos x; g(x) = 1.2* cos x



an Ejer. 77-78: Identifique el factor de amortiguamiento f(x)
para la onda amortiguada. Trace graficas de y = *£f(x) y
la ecuacion en el mismo plano de coordenadas para —2m7 <
x =27

77 y = e sen 4x 78 y = 37 cos 2x

n Ejer. 79-80: Grafique la funcion f en [—77, 7] y estime los
puntos altos y bajos.

79 f(x) = cos 2x + 2 sen 4x — sen x

80 f(x) = tan %x — 2 sen 2x

+n Ejer. 81-82: Use una grafica para estimar el maximo inter-
valo [a, b], cona <0y b > 0, en el que f es biunivoca.

81 f(x) = sen (2x + 2) cos (1.5x — 1)
82 f(x) = 1.5 cos (2x — 0.3) + sen (1.5x + 0.5)

+ Ejer. 83-84: Use una grifica para resolver la desigualdad en
el intervalo [— 1, 7).

83 cos (2x — 1) + sen 3x = sen %x + cos x
84 %cost+2cos (x —2)<2cos (1.5x + 1) + sen (x —

85 Intensidad de una sefial de radio Las estaciones de radio
tienen a veces mas de una torre de transmision, porque las
normas federales no suelen permitir que una estacién emita
su sefial en todas direcciones con igual potencia. Como las
ondas de radio pueden viajar grandes distancias, es impor-
tante controlar sus patrones direccionales para que las esta-
ciones de radio no se interfieran unas con otras. Suponga
que una estacién de radio tiene dos torres de transmision
localizadas a lo largo de la linea norte—sur, como se ve en
la figura. Si la estacion estd transmitiendo a una longitud de
onda Ay la distancia entre las dos torres de radio es igual a
%)\, entonces la intensidad / de la sefial en la direccion 6 esta
dada por

I=3I[1 + cos (msen 6)],

donde I, es la intensidad maxima. Calcule / en términos de
I, para cada 0.
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EJERCICIO 85

- =

_———70

@ 6=0 (b) 6 = 7/3 () 6= =/7

Intensidad de una sefal de radio Consulte el ejercicio 85.

ESG

(a) Determine las direcciones en las que I tiene valores
maximo o minimo.

(b) Grafique I en el intervalo [0, 27). Graficamente apro-
xime 6 a tres lugares decimales, cuando / es igual a %Io.
(Sugerencia: sealy = 1.)

87 Campo magnético de la Tierra La intensidad del campo
magnético de la Tierra varfa con la profundidad bajo la
superficie. La intensidad a una profundidad z y tiempo ¢
pueden calcularse a veces usando la onda senoidal amorti-

guada
S = Age “ sen (kt — az),

donde A, a y k son constantes.
(a) (Cuadl es el factor de amortiguamiento?

(b) Encuentre el desplazamiento de fase a una profundidad
20-

(c) (A qué profundidad la amplitud de la onda es la mitad
de la amplitud de la intensidad en la superficie?

L 6.7

Problemas
de aplicacién

La trigonometria fue desarrollada para ayudar a resolver problemas que con-
tenfan dngulos y longitudes de lados de tridngulos. Problemas de ese tipo ya
no son las aplicaciones mas importantes, pero todavia surgen preguntas acerca
de tridngulos en situaciones fisicas. Cuando consideremos dichas preguntas en

esta seccion, restringiremos nuestra exposicion a tridngulos rectangulos. Los
tridngulos que no contengan un angulo recto se consideran en el capitulo 8.
Con frecuencia usaremos la siguiente notacién. Los vértices de un tridn-
gulo se denotardn con A, B 'y C; los dngulos en A, B 'y C se denotaran con «,
By v, respectivamente; y las longitudes de los lados opuestos a estos angulos
por a, by c, respectivamente. El tridngulo mismo se mencionard como tridn-
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FIGURA1

Ayuda para tareas

La organizacion de tareas en una

tabla facilita ver qué partes restan
por hallar. A continuacion veamos
algunos ejemplos de como debe verse

la tabla para el ejemplo 1.

Después de hallar 3:

Angulos | Lados opuestos
a = 34° a

B = 56° b =10.5

v = 90° c

Después de hallar a:

Angulos | Lados opuestos
a = 34° a= 7.1
B = 56° b =105

v = 90° c

Después de hallar c:

Angulos ‘ Lados opuestos

a = 34°
B = 56°
y = 90°

a= 7.1
b =105
c=12.7

LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

gulo ABC (o denotado AABC). Si un tridngulo es rectingulo y si se conocen
uno de los dngulos agudos y un lado o si se dan dos lados, entonces podemos
hallar las partes restantes con las férmulas de la seccién 6.2 que expresan las
funciones trigonométricas como razones entre lados de un tridngulo. Podemos
referirnos al proceso de hallar las partes restantes como resolver el triangulo.

En todos los ejemplos se supone que el lector sabe como hallar valores
de funciones trigonométricas y dngulos con calculadora o con resultados
acerca de dngulos especiales.

EJEMPLO 1 Resolver un triangulo rectangulo

Resuelva AABC, dadas y = 90°, « = 34°y b = 10.5.

SOLUCION Como la suma de los tres dngulos interiores de un tridngulo es
180°, tenemos que o + 3 + y = 180°. Despejando el angulo desconocido 3
tendremos

B =180° — a — y = 180° — 34° — 90° = 56°.

Al consultar la figura 1 obtenemos

tan 34° -4 tanazﬂ
10.5 ady
a = (10.5) tan 34° = 7.1. despeje a, aproxime

Para hallar el lado ¢, podemos usar la funcién coseno o la secante, como
sigue en (1) o (2), respectivamente:

10.5 d
(1) cos34° = — cos a = Q
c hip
10.5 . .
c= =~ 12.7 despeje ¢; aproxime
cos 34°
(2) sec34° = _—— sec a = hip
10.5 ady
¢ = (10.5) sec 34° = 12.7 despeje c; aproxime [ ]

Como se ilustra en el ejemplo 1, al trabajar con tridngulos por lo general
redondeamos respuestas. Una razén para hacer esto es que en casi todas las
aplicaciones las longitudes de los lados de los tridngulos y las medidas de
dngulos se encuentran con dispositivos mecdnicos y por tanto son s6lo aproxi-
maciones a valores exactos. En consecuencia, un nimero como 10.5 en el
ejemplo 1 se supone que ha sido redondeado al décimo mds cercano. No pode-
mos esperar mds precision en los valores calculados para los lados restantes, y
por tanto deben redondearse también al décimo mas cercano.

Al hallar dngulos, las respuestas deben redondearse como se indica en la
tabla siguiente.

Niumero de cifras
significativas para lados

Redondee medidas de angulos
en grados al mas cercano

2 1°
3 0.1°0 10’
4 0.01°0 1"
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La justificacion de esta tabla requiere un cuidadoso andlisis de problemas que
contienen datos aproximados.

EJEMPLO 2 Resolver un triangulo rectangulo

Resuelva el AABC, dados y = 90°,a = 123y b = 31.6.

FIGURA 2 SOLUCION La consulta del tridgngulo ilustrado en la figura 2 nos da
B 12.3
tan o = m .
< B 123 L
~ Como los lados estan dados con tres cifras significativas, la regla expresada en
A 316 *C la tabla precedente nos dice que « debe redondearse al 0.1° mas cercano, o al
multiplo mas cercano de 10". Usando el modo de grados en una calculadora,
tenemos
123 . . ,
a = tan ‘m =~ 21.3° o bien, lo que es equivalente, a = 21°20".

Como « y 8 son dngulos complementarios,
B =90° — a=90° — 21.3° = 68.7°.
La tnica parte faltante de hallar es c¢. Podriamos usar varias relaciones que
contengan ¢ para determinar su valor. Entre éstas estdn

cosa=——, secf = y a* + b =
c

12.3

Siempre que sea posible, es mejor usar una relacién que contenga sélo infor-
macién dada, puesto que no depende de ningtin valor calculado previamente.
Por lo tanto, con a = 12.3 y b = 31.6, tenemos

c=Va + b =V(123)? + (31.6)> = V1149.85 = 33.9. n

FIGURA 3

Como se ilustra en la figura 3, si un observador en el punto X ve un objeto,
entonces el dngulo que la linea de vista forma con la horizontal / es el angulo
de elevacion del objeto, si ésta esta sobre la linea horizontal, o el angulo de
depresion del objeto, si éste estd debajo de la linea horizontal. Usamos esta
terminologia en los siguientes dos ejemplos.

EJEMPLO 3 Usar un angulo de elevacién

Desde un punto al nivel del suelo a 135 pies de la base de una torre, el dngulo
de elevacién de la cima de la torre es 57°20'. Calcule la altura de la torre.
Observador !!gulo SOLUCION Si con d denotamos la altura de la torre, entonces los datos
de depresion dados estdn representados por el tridngulo de la figura 4. Consultando la
figura, obtenemos

(e} [ — d o I_Op
tan 57°20 =135 tan5720—ady

d = 135 tan 57°20" = 211. despeje d; aproxime

La torre mide aproximadamente 211 pies de altura.
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FIGURA 4

EJEMPLO 4 Usar angulos de depresion

Desde lo alto de un edificio situado frente a un océano, un observador ve un
bote que navega directamente hacia el edificio. Si el observador estd a 100 pies
sobre el nivel del mar y si el dngulo de depresion del bote cambia de 25° a 40°
durante el periodo de observacidn, calcule la distancia que recorre el bote.

SOLUCION Como en la figura 5, sean A y B las posiciones del bote que
corresponden a los dngulos de 25° y 40°, respectivamente. Suponga que el
observador estd en el punto D y que C es el punto 100 pies directamente abajo.
Denote con d la distancia que recorre el bote y con k la distancia de B a C. Si
a'y 3 denotan los dngulos DAC y DBC, respectivamente, entonces se deduce
por geometria (dngulos interiores alternos) que & = 25°y B = 40°.

FIGURA5
_______ D
T :l:l:l:l\it\ 25°
- N .
EEE & N \40
100" | v v & N S~
EEEE AN ~
N N

Del tridangulo BCD:

k
— cot B = ﬂ
100 op

100 cot 40°  despeje k

cot B = cot 40°

k



Note que d = AC — BC, v si usamos
tan en lugar de cot, obtenemos la
ecuacion equivalente
~ 100 100
tan 25°  tan 40°

FIGURA7
N
0
R
40°
P )300°
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Del tridngulo DAC:

d+k
cota = cot 25° = ——— cota:ad—y
100 op
d + k = 100 cot 25° multiplique por el med
d = 100 cot 25° — k despeje d

= 100 cot 25° — 100 cot 40° & = 100 cot 40°
= 100(cot 25° — cot 40°) factorice 100
=~ 100(2.145 — 1.192) = 95 calcule

En consecuencia, el bote recorre aproximadamente 95 pies. [ ]

En ciertos problemas de navegacion y topografia, la direccién, o rumbo,
de un punto P a un punto Q se especifica al expresar el dngulo agudo que el
segmento PQ forma con la linea norte-sur que pasa por P. También expresa-
mos si Q estd al norte o al sur, y al este u oeste de P. La figura 6 ilustra cuatro
posibilidades. El rumbo de P a Q, es 25° al este del norte y se denota por
N25°E. También nos referimos a la direccion N25°E, lo que significa la direc-
cién de P a Q. Los rumbos de P a O,, a Q5 y a O, estdn representados de un
modo semejante en la figura. Note que cuando esta notacién se emplea para
rumbos o direcciones, N o S siempre aparece a la izquierda del angulo y O o
E ala derecha.

FIGURA 6
N
N25°E
0,
25°
N70°0
70°
0, A
(0} E
55°
40° 9,
05 S55°E
S40°0
S

En navegacién aérea, las direcciones y rumbos se especifican al medir
desde el norte en una direccion en el sentido de giro de las manecillas de un
reloj. En este caso, se asigna una medida positiva al dngulo en lugar de la
medida negativa a la que estamos acostumbrados para rotaciones en el sentido
de giro de las manecillas de un reloj. Por consulta de la figura 7, vemos que la
direccion de PQ es de 40° y la direccién de PR es 300°.

EJEMPLO 5 Usar rumbos

Dos naves salen de puerto al mismo tiempo, una de ellas navega en la direc-
ci6n N23°E a una rapidez de 11 mi/h, y la segunda navega en direccién S67°E
a 15 mi/h. Calcule el rumbo de la segunda nave con respecto a la primera, una
hora después.
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FIGURA 8

SOLUCION El trazo de la figura 8 indica las posiciones de la primera y
segunda naves en los puntos A y B, respectivamente, después de una hora. El
punto C representa el puerto. Deseamos hallar el rumbo de B a A. Note que

LACB = 180° — 23° — 67° = 90°,
y en consecuencia el tridngulo ACB es rectdngulo. Por tanto,

11 op
tan p = — tan B = ——
B 15 B ady
B = tan”! % =~ 36°. despeje B; aproxime
Hemos redondeado B al grado mds cercano porque los lados del tridngulo se
dan con dos cifras significativas.

Al consultar la figura 9 obtenemos lo siguiente:
£CBD = 90° — £LBCD = 90° — 67° = 23°
LABD = LABC + LCBD = 36° + 23° = 59°
0 =90° — LABD = 90° — 59° = 31°

Entonces, el rumbo de B a A es aproximadamente N31°O. ]

Las funciones trigonométricas son ttiles en la investigacion de movi-
miento vibratorio u oscilatorio, por ejemplo el movimiento de una particula en
una cuerda de guitarra en vibracién o un resorte que se ha comprimido o alar-
gado y luego se suelta para oscilar en una y otra direccion. El tipo fundamen-
tal de desplazamiento de particulas en estas ilustraciones es movimiento
armonico.

Definicion de movimiento
armonico simple

Un punto que se mueve en una recta coordenada estd en movimiento armo-
nico simple si su distancia d desde el origen en el tiempo ¢ estd dada por

d = a cos wt o bien d = a sen wt,

donde a y w son constantes, con w > 0.

En la definicién precedente, la amplitud del movimiento es el maximo
desplazamiento |a| del punto desde el origen. El periodo es el tiempo 27/w
necesario para una oscilaciéon completa. El reciproco del periodo, w/(27), es
el ndmero de oscilaciones por unidad de tiempo y recibe el nombre de fre-
cuencia.

Una interpretacion fisica del movimiento arménico simple se puede obte-
ner al considerar un resorte con un peso sujeto que estd oscilando vertical-
mente con respecto a una recta coordenada, como se ilustra en la figura 10. El
ntimero d representa la coordenada de un punto fijo Q en el peso, y supone-
mos que la amplitud a del movimiento es constante. En este caso ninguna
fuerza de friccién estd retardando el movimiento. Si hay friccién presente,
entonces la amplitud disminuye con el tiempo y se dice que el movimiento esta
amortiguado.

EJEMPLO 6 Describir un movimiento arménico

Suponga que la oscilacién del peso mostrado en la figura 10 estd dado por

ar
d=10 —t],
COS<6>
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FIGURA 10 con t medido en segundos y d en centimetros. Discuta el movimiento del peso.
SOLUCION  Por definicién, el movimiento es arménico simple con amplitud
a = 10 cm. Como w = /6, obtenemos lo siguiente:
27 2w
eriodo = — = —— = 12
P o 76
Entonces, en 12 segundos el peso hace una oscilacién completa. La frecuencia
es é, lo cual significa que un doceavo de oscilacién tiene lugar cada segundo.
La tabla siguiente indica la posicién de Q en varios tiempos.
t 0 1 2 3 4 5 6
a
T T T | T | 27 S5
—t 0 — — | == — 7
6 6 3 2 3 6
I "l‘“ ™ \V3 1 1 V3
d cos | —t¢ 1 —_— — | 0 | - - -1
2 2 2 2
010----- - -
d 10 [5V3=87|5 |0 |=5 | -5V3=-87|-10
La posicién inicial de Q es 10 centimetros arriba del origen O. Se mue-
ve hacia abajo, ganando rapidez hasta que llega a O. Note que Q se desplaza
—aT aproximadamente 10 — 8.7 = 1.3 cm durante el primer segundo, 8.7 — 5 =

3.7 cm durante el siguiente segundo y 5 — 0 = 5 cm durante el tercer segundo.
A continuacién disminuye su rapidez hasta que llega a un punto 10 cm debajo
de O al final de los 6 segundos. La direccién del movimiento se invierte enton-
ces y el peso se mueve hacia arriba, ganando rapidez hasta que llega a O. Una
vez que llega a O, disminuye su rapidez hasta que regresa a su posicion origi-
nal al final de 12 segundos. La direccién de movimiento se invierte entonces
otra vez y el patrén se repite indefinidamente. ]

Ejercicios

Ejer. 1-8: Dadas las partes indicadas del triangulo ABC con
v = 90°, encuentre los valores exactos de las partes restan-
tes.

1 a=30°, b=20 2 =45, b=35
3 =45, =230 4 a=60°, c=6
5a=5, bh=75 6 a=4V3, c=38

7b5=5V3, c=10V3 8 b=7V2, c=14

Ejer. 9-16: Dadas las partes indicadas del triangulo ABC
con y = 90°, calcule las partes restantes.

9 «a=37°, b =24 10 B = 64°20', a = 20.1

n B=71°51", b=2400 12 a=31°10", a =510

1B a=25, b =45 14 a =31, b=90

15 ¢c=58, b=21 16 a=042, ¢ =0.68
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Ejer. 17-24: Dadas las partes indicadas del triangulo ABC
con y = 90°, exprese la tercera parte en términos de las pri-

meras dos.

17 a,c¢c; b 18 B.c; b

19 B,b; a 20 a,b; a

21 a,a; ¢ 22 B,a; ¢

23 a,c; b 24 a,b; ¢

25 Altura de una cometa Una persona que hace volar una

26

27

28

29

cometa sostiene la cuerda 4 pies arriba del nivel del suelo.
La cuerda de la cometa esta tensa y forma un dngulo de 60°
con la horizontal (vea la figura). Calcule la altura de la
cometa arriba del nivel del suelo si se dan 500 pies de
cuerda.

EJERCICIO 25

Topografia Desde un punto a 15 metros sobre el nivel del
suelo, un topdgrafo mide el dngulo de depresién de un
objeto en el suelo a 68°. Calcule la distancia desde el objeto
al punto en el suelo directamente abajo del topdgrafo.

Aterrizaje de un avién Un piloto, que vuela a una altitud
de 5000 pies, desea aproximarse a los nimeros de una pista
a un dngulo de 10°. Calcule, a los 100 pies mds cercanos, la
distancia desde el avién hasta los nlimeros al principio del
descenso.

Antena de radio Un cable estd unido a la cima de una
antena de radio y a un punto en el suelo horizontal que estd
a 40.0 metros de la base de la antena. Si el cable forma un
dngulo de 58°20" con el suelo, calcule la longitud del cable.

Topografia Para hallar la distancia d entre dos puntos Py
Q en las orillas opuestas de un lago, un topégrafo localiza
un punto R que estd a 50.0 metros de P de manera que RP
es perpendicular a PQ, como se ve en la figura. A conti-
nuacién, usando un teodolito, el topégrafo mide el dngulo
PRQ que resulta ser de 72°40’. Encuentre d.
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30

31

32

33

EJERCICIO 29

Célculos meteorolégicos Para medir la altura 4 de una
capa de nubes, un estudiante de meteorologfa dirige un pro-
yector de luz directamente hacia arriba desde el suelo.
Desde un punto P en el nivel del suelo que estd a d metros
del proyector de luz, el dngulo de elevacién 6 de la imagen
de la luz en las nubes se mide entonces (vea la figura).

(a) Exprese & en términos de d y 6.
(b) Calcule hsid = 1000 my 6 = 59°.
EJERCICIO 30

Altitud de un cohete Un cohete es disparado al nivel del
mar y asciende a un dngulo constante de 75° toda una dis-
tancia de 10,000 pies. Calcule su altitud al pie mds cercano.

Despegue de un avién Un avidn despega a un dngulo de
10° y vuela a razén de 250 pies/s. ;Aproximadamente
cuanto tarda el avidn en alcanzar una altitud de 15,000 pies?

Disefio de un puente levadizo Un puente levadizo mide
150 pies de largo cuando se tiende de un lado a otro de un
rio. Como se ve en la figura, las dos secciones del puente se
pueden girar hacia arriba un angulo de 35°.

(a) Si el nivel del agua estd 15 pies abajo del puente ce-
rrado, encuentre la distancia d entre el extremo de una
seccidn y el nivel del agua cuando el puente estd abierto
por completo.

(b) (Cuil es la separacién aproximada de los extremos de
las dos secciones cuando el puente estd abierto por
completo, como se ve en la figura?



EJERCICIO 33

34 Disefio de un tobogan acuatico En la figura se muestra
parte de un disefio para un tobogan acuatico. Encuentre la
longitud total del tobogén al pie mds cercano.

EJERCICIO 34 38

35 Elevacion del sol Calcule el dngulo de elevacion « del sol
si una persona que mide 5.0 pies de estatura proyecta una
sombra de 4.0 pies de largo en el suelo (vea la figura).

EJERCICIO 35

39

36 Construcciéon de una rampa Un constructor desea cons-
truir una rampa de 24 pies de largo que suba a una altura de
5.0 pies sobre el nivel del suelo. Calcule el dngulo que la

rampa debe formar con la horizontal. 40

37 Juego de video En la figura se muestra la pantalla de un
juego de video sencillo en el que unos patos se mueven de
A a B auna velocidad de 7 cm/s. Balas disparadas desde el
punto O se mueven a 25 cm/s. Si un jugador dispara tan
pronto como aparece un pato en A, ja qué dngulo ¢ debe
apuntar el arma para acertar en el blanco?
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EJERCICIO 37

Banda transportadora Una banda transportadora de 9
metros de largo puede hacerse girar hidraulicamente hacia
arriba a un dngulo de 40° para descargar aviones (vea la
figura).

(a) Encuentre, al grado mas cercano, el dngulo que la
banda transportadora debe girar hacia arriba para llegar
a la puerta que estd a 4 metros sobre la plataforma que
soporta la banda.

(b) Calcule la médxima altura sobre la plataforma que la
banda puede alcanzar.

EJERCICIO 38

Estructura mas alta La estructura artificial mds alta del
mundo es una torre transmisora de television situada cerca de
Mayville, Dakota del Norte. Desde una distancia de 1 milla
al nivel del suelo, su dngulo de elevacién es de 21°20'24".
Determine su altura al pie mas cercano.

Elongacion de Venus La elongacidn del planeta Venus se
define como el dngulo 6 determinado por el Sol, la Tierra y
Venus, como se muestra en la figura. La maxima elonga-
cién de Venus ocurre cuando la Tierra estd en su médxima
distancia D, del Sol y Venus estd en su médxima distancia D,,
del Sol. Si D, = 91,500,000 millas y D, = 68,000,000
millas, calcule la médxima elongacién 6 de Venus.
Suponga que la érbita de Venus es circular.

max
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EJERCICIO 40

Venus
L "8

~
N

/
/

41 Area del terreno del Pentagono El Pentigono es el edifi-
cio de oficinas mds grande del mundo en términos de drea
de terreno. El perimetro del edificio tiene la forma de un
pentdgono regular con cada lado de 921 pies de largo.
Encuentre el drea encerrada por el perimetro del edificio.

42 Un octdgono regular estd inscrito en un circulo de radio
12.0 centimetros. Calcule el perimetro del octdgono.

43 Una caja rectangular tiene dimensiones de 8” X 6" X 4.
Calcule, al décimo de grado mds cercano, el angulo 6 for-
mado por una diagonal de la base y la diagonal de la caja,
como se ve en la figura.

EJERCICIO 43

-

) — | J

~ >

SN \\/6

44 Volumen de unvaso cénico Un vaso cénico de papel tiene
un radio de 2 pulgadas. Aproxime, al grado m4s cercano, el
angulo B (vea la figura) para que el cono tenga un volumen
de 20 pulgadas ctibicas.

EJERCICIO 44 -,

45

46

47

48

49

Altura de una torre Desde un punto P al nivel del suelo, el
angulo de elevacion de la cima de una torre es de 26°50'.
Desde un punto a 25.0 metros més cercano a la torre y sobre
la misma linea con P y la base de la torre, el dngulo de ele-
vacion de la cima es 53°30’. Calcule la altura de la torre.

Calculos de escaleras Una escalera de 20 pies de largo se
inclina contra el costado de un edificio, y el dngulo entre la
escalera y el edificio es de 22°.

(a) Calcule la distancia desde la base de la escalera al edi-
ficio.

(b) Si la distancia desde la base de la escalera al edificio se
aumenta en 3.0 pies, ¢aproximadamente cudnto baja
por el edificio la parte alta de la escalera?

Ascenso de un globo de aire caliente Cuando un globo de
aire caliente se eleva verticalmente, su dngulo de elevacion,
desde un punto P en el nivel del suelo a 110 kilémetros del
punto Q directamente debajo del globo, cambia de 19°20’
a31°50' (vea la figura). ; Aproximadamente cudnto sube el
globo durante este periodo?

EJERCICIO 47

Altura de un edificio Desde un punto A que estd a 8.20
metros sobre el nivel del suelo, el angulo de elevacion de la
cima de un edificio es 31°20" y el dngulo de depresién de
la base del edificio es 12°50’. Calcule la altura del edificio.

Radio de la Tierra Una nave espacial gira en torno a la
Tierra a una altitud de 380 millas. Cuando un astronauta ve
el horizonte de la Tierra, el angulo § mostrado en la figura
es de 65.8°. Use esta informacion para estimar el radio de
la Tierra.
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380 mi |
|

50 Longitud de una antena Una antena de banda civil estd
colocada encima de un garaje que mide 16 pies de altura.
Desde un punto al nivel del suelo que estd a 100 pies de un
punto directamente debajo de la antena, la antena subtiende
un dngulo de 12°, como se muestra en la figura. Calcule la
longitud de la antena.

EJERCICIO 50

16

v

100’

51 Rapidez de un avién Un avién que vuela a una altitud de
10,000 pies pasa directamente sobre un objeto fijo en el
suelo. Un minuto mds tarde, el dngulo de depresion del
objeto es 42°. Calcule la rapidez del avién a la milla por
hora mds cercana.

52 Altura de una montafia Un automovilista, que viaja a lo
largo de una carretera a nivel a una rapidez de 60 km/h
directamente hacia una montafia, observa que entre la 1:00
p-m.yla 1:10 p.m., el dngulo de elevacién de la cima de la
montafia cambia de 10° a 70°. Calcule la altura de la mon-
tafa.

53 Satélite de comunicaciones En la parte izquierda de la
figura se muestra un satélite de comunicaciones con una
orbita ecuatorial, es decir, una orbita casi circular en el
plano determinado por el ecuador de la Tierra. Si el satélite
describe circulos alrededor de la Tierra a una altitud a =
22,300 millas, su rapidez es igual que la rapidez rotacional
de la Tierra; para un observador en el ecuador, el satélite
parece estar estacionario, es decir, su Orbita es sincrénica.
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(a) Usando R = 4000 millas para el radio de la Tierra,
determine el porcentaje del ecuador que estd dentro del
alcance de senal de este satélite.

(b) Como se ve en la parte derecha de la figura, tres satéli-
tes estdn igualmente espaciados en Orbitas ecuatoriales
sincrénicas. Utilice el valor de 6 obtenido en el inciso
(a) para explicar por qué todos los puntos en el ecuador
estan dentro del alcance de sefial de al menos uno de los
tres satélites.

EJERCICIO 53

o
&

54 Satélite de comunicaciones Consulte el ejercicio 53. En
la figura se ve el drea abarcada por un satélite de comuni-
caciones que se mueve en circulos alrededor de un planeta
de radio R a una altitud a. La parte de la superficie del pla-
neta que estd dentro del alcance del satélite es un casquete
esférico de profundidad d y drea superficial A = 27Rd.

(a) Exprese d en términos de R y 6.
(b) Estime el porcentaje de la superficie del planeta que

estd dentro del alcance de sefial de un solo satélite en
orbita ecuatorial sincronica.

EJERCICIO 54
L
7 a

55 Altura de una cometa Generalice el ejercicio 25 para el
caso donde el dngulo es «, el nimero de pies de cuerda
dado es d y el extremo de la cuerda estd sostenido ¢ pies
sobre el suelo. Exprese la altura / de la cometa en términos
de a,dyec.
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56 Topografia Generalice el ejercicio 26 para el caso donde el
punto estd d metros sobre el nivel del suelo y el dngulo de
depresion es «. Exprese la distancia x en términos de d y «.

57 Alturade unatorre Generalice el ejercicio 45 para el caso
donde el primer dngulo es «, el segundo angulo es By la
distancia entre los dos puntos es d. Exprese la altura 4 de la
torre en términos de d, a y 8.

58 Generalice el ejercicio 42 para el caso de un poligono de n
lados inscrito en un circulo de radio r. Exprese el perimetro
Pen términos de ny r.

59 Ascenso de un globo de aire caliente Generalice el ejer-
cicio 47 para el caso donde la distancia de P a Q es d kil6-
metros y el dngulo de elevacién cambia de o a 3.

60 Altura de un edificio Generalice el ejercicio 48 para el
caso donde el punto A estd d metros sobre el suelo y los
angulos de elevacion y depresion son a y (B, respectiva-
mente. Exprese la altura 4 del edificio en términos de d, «

y B

Ejer. 61-62: Encuentre el rumbo de P a cada uno de los
puntos A, B, C 'y D.

61 62
N N| 4
» B 150
40 A
20° 0 607\ P E
0 P E 35°
75° C 80"\
o D
] PF\p
S S

63 Rumbo de un barco Un barco sale de puerto a la 1:00 p.m.
y navega en la direccion N34°O a una velocidad de 24
mi/h. Otro barco sale de puerto a la 1:30 p.m. y navega en
direccién N56°E una velocidad de 18 mi/h.

(a) ¢Aproximadamente a qué distancia estdn entre si los
barcos a las 3:00 p.m.?

(b) (Cuadl es el rumbo, al grado mds cercano, del primer
barco con respecto al segundo?

64 Localizacién de un incendio forestal Desde un punto de
observacién A, un guardabosque avista un incendio en la
direccion S35°50'0 (vea la figura). Desde un punto B, a 5
millas al oeste de A, otro guardabosque avista el mismo
incendio en la direccién S54°10’E. Calcule, al décimo de
milla mas cercano, la distancia del incendio desde A.

EJERCICIO 64

65 Vuelo de unavién Un avidn que vuela con una rapidez de
360 mi/h vuela desde un punto A en la direccién 137°
durante 30 minutos y luego en la direccién 227° durante 45
minutos. Calcule, a la milla mas cercana, la distancia del
avion a A.

66 Plandevuelodeunavién Un avién que vuela con una rapi-
dez de 400 mi/h vuela desde un punto A en la direccién 153°
durante 1 hora y luego en la direccién 63° durante 1 hora.

(a) ¢En qué direccion necesita volar el avién para regresar
al punto A?

(b) (Cuanto tiempo le llevard regresar al punto A?

Ejer. 67-70: La férmula especifica la posicion de un punto P
que se mueve armonicamente en un eje vertical, donde ¢ esta
en segundos y d en centimetros. Determine la amplitud,
periodo y frecuencia, y describa el movimiento del punto
durante una oscilacion completa (empezando en ¢ = 0).

1
67 d = 10 sen 67t 68 d=?cos%t

2
69 d=4005377rt 70 d=6sen?wt

71 Un punto P en movimiento arménico simple tiene un
periodo de 3 segundos y una amplitud de 5 centimetros.
Exprese el movimiento de P por medio de una ecuacién de
la forma d = a cos wt.

72 Un punto P en movimiento arménico simple tiene una fre-
cuencia de % oscilacién por minuto y una amplitud de 4 pies.
Exprese el movimiento de P por medio de una ecuacién de
la forma d = a sen wt.

73 Tsunamis Un tsunami es una ola de marea causada por un
terremoto bajo el mar. Estas olas pueden medir mds de 100
pies de altura y desplazarse a grandes velocidades. Los
ingenieros a veces representan esas olas por medio de
expresiones trigonométricas de la forma y = a cos bty usan
estas representaciones para estimar la efectividad de diques
marinos. Suponga que una ola tiene una altura 7 = 50 pies
y periodo de 30 minutos y se mueve a 180 pies/s.
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v s

(a) Sea (x, y) un punto en la ola representado en la figura.
Exprese y como funcién de ¢ si y = 25 ft cuando r = 0.
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(b) La longitud L de la ola es la distancia entre dos crestas

sucesivas de la ola. Calcule L en pies.

74 Algunos tsunamis en Hawai Durante un intervalo de 45
minutos, los tsunamis cerca de Hawai causados por un terre-
moto ocurrido en Chile en 1960 pudieron modelarse con la

. ™ . . .
ecuaciony = 8 sen — ¢, donde y estd en pies y # en minutos.

(a) Encuentre la amplitud y periodo de las olas.

(b) Si la distancia desde una cresta de la ola a la siguiente
era de 21 kilémetros, ¢cudl era la velocidad de la ola?
(Algunas olas de marea pueden tener velocidades de
mds de 700 km/h en aguas marinas profundas.)

Encuentre la medida en radianes que corresponda a cada
medida en grados: 330°, 405°, —150°, 240°, 36°.

Encuentre la medida en grados que corresponda a cada

9 2 7
medida en radianes: l, —j, 1, S, 1.
2 34 5

Un dngulo central  estd subtendido por un arco de 20 cen-
timetros de largo en un circulo de 2 metros de radio.

(a) Encuentre la medida de 0 en radianes.
(b) Encuentre el drea del sector determinado por 6.

(a) Encuentre la longitud del arco que subtiende un dngulo
de medida 70° en un circulo de 15 centimetros de did-
metro.

(b) Encuentre el drea del sector del inciso (a).

Rapidez angular de discos fonograficos Dos tipos de dis-
cos fonograficos, dlbumes de larga duracién y sencillos,
tienen didmetros de 12 pulgadas y 7 pulgadas, respectiva-
mente. El dlbum gira a 3351 rpm, y el sencillo gira a 45 rpm.
Encuentre la rapidez angular (en radianes por minuto) del
album y del sencillo.

Rapidez lineal en discos fonograficos Usando la informa-
cién del ejercicio 5, encuentre la rapidez lineal (en ft/min) de
un punto en la circunferencia del 4lbum y del sencillo.

EJERCICIOS DE REPASO

Ejer. 7-8: Encuentre los valores exactos de x y y.
7 8

60°

Ejer. 9-10: Use identidades fundamentales para escribir la
primera expresion en términos de la segunda, para cual-
quier angulo agudo 6.

9 tan 0, sec 0 10 cot 6, csc 6

Ejer. 11-20: Verifique la identidad transformando el lado
izquierdo en el lado derecho.
11 sen 0 (csc @ — sen 6) = cos® 0

12 cos 6 (tan 6 + cot 6) = csc 0

13 (cos? 0 — 1)(tan?  + 1) = 1 — sec? 0

sec @ —cos O tan @ 1 + tan®> 6
14 = ————— =csc? 0
tan 6 sec 0 tan® 6
16 sec 6§+ csc & sen 6 + cos 0
sec @ —csc § sen 6 — cos 0
cot 0 — 1 1 + sec 0
17 ——=cot 0 —— =c¢sc 0
1 —tan 6 tan 6 + sen 0
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tan (—6) + cot (—
19 an (6) + cot (~6) = —csc? 6
tan 6
1 cot (—0)

ese (-0  sec (-0

= csc 0

21 Si 6 es un dngulo agudo de un tridngulo rectdngulo y si el
lado adyacente y la hipotenusa tienen longitudes 4 y 7, res-
pectivamente, encuentre los valores de las funciones trigo-
nométricas de 6.

22 Siempre que sea posible, encuentre los valores exactos de
las funciones trigonométricas de 6 si 6 estd en posicion
estandar y satisface la condicion expresada.

(a) El punto (30, —40) estd en el lado terminal de 6.

(b) El lado terminal de 6 estd en el segundo cuadrante y es
paralelo a la recta 2x + 3y + 6 = 0.

(c) El lado terminal de 6 estd en el eje y negativo.

23 Encuentre el cuadrante que contiene a 6 si 6 estd en posi-
ci6n estandar.

(@) sec 6<0ysen 6> 0
(b) cot 0 >0ycsc 6<0
(c) cos 6>0ytan H <O

24 Encuentre los valores exactos de las funciones trigonomé-
tricas restantes si

(a) sen 6 = —gycosezg

V13 3
(b) cscBZTycotBZ 5

Ejer. 25-26: P(t) denota el punto en la circunferencia unita-
ria U que corresponde al niimero real 7.

25 Encuentre las coordenadas rectangulares de P(7),
P(—=5/2), PO7/2), P(=3m/4), P(187) y P(7/6).

26 Si P(t) tiene coordenadas (f%, fg), encuentre las coorde-

nadas de P(t + 3m), P(t — ), P(—t) y PQm — 1).

27 (a) Encuentre el dngulo de referencia para cada medida en

radianes:
Sm_Sm 9w
4> 67 8

(b) Encuentre el dngulo de referencia para cada medida en
grados: 245°, 137°, 892°.

28 Sin usar calculadora, encuentre los valores exactos de las
funciones trigonométricas correspondientes a cada niimero
real, siempre que sea posible.

9 S 117
(€)) o (b) 2 (© 0

@~

29 Encuentre el valor exacto.

(a) cos 225° (b) tan 150°

(c) sen <_;T>

4
(d) sec?’n (e) cot 7777 (f) csc 300°

30 Sisen § = —0.7604 y sec 6 es positiva, aproxime 6 al 0.1°
mds cercano para 0° = 6 = 360°.

31 Sitan 6 = 2.7381, aproxime 6 al 0.0001 radidn mds cercano
para 0° = 6 = 2.

32 Sisec 8 = 1.6403, aproxime 6 al 0.01° mds cercano para
0° =6 = 360°.

Ejer. 33-40: Encuentre la amplitud y periodo y trace la gra-
fica de la ecuacion.

33 y=5cosx 34 y=§senx

35 y:%sen.’)x 36 y:—%cos§x

37 y = —3cos %x

38 y =4 sen 2x

39 y=2sen mx 40 y=4c0s%x72



Ejer. 41-44: La grafica de una ecuaciéon se muestra en la
figura. (a) Encuentre la amplitud y el periodo. (b) Exprese la
ecuacion en la formay = a sen bx o en la forma y = a cos bx.

41 y

—24 (1.5, —143)

Ejer. 45-56: Trace la grafica de la ecuacién.

45 y=2 ~2T) 46y = —3sen(—x- T
y sen | x — = y sen | —x —

47 y=—4cos<x+z> 48 y=5(:os<2x+ﬂ->

2

1
49y=2tan<2x—77> 50 y=—3tan<2x+g>
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51 y=—4cot | 2x — — 52 y =2 cot 1 + —
y co 5 y cot | Sx + -
53 y = S 54 y = % - =
y =sec|ox y = sec >

1
55y=csc<2 —Z) 56y=csc<2x+z>

Ejer. 57-60: Dadas las partes indicadas del triangulo ABC
con y = 90°, calcule las partes restantes.

57 B = 60°, b =40 58 a = 54°40", b = 220

59 a = 62, b =125 60 a =90, c =41

61 Hélice de un avion La longitud de la hélice mds grande de
avion jamds usada fue de 22 pies 7.5 pulgadas. El avién era
impulsado por cuatro motores que giraban las hélices a 545
revoluciones por minuto.

(a) (Cuadl era la rapidez angular de la hélice en radianes por
segundo?

(b) Aproximadamente, ;con qué rapidez (en mi/h) se
movia la punta de la hélice a lo largo de la circunferen-
cia que generaba?

62 La Torre Eiffel Cuando la cima de la Torre Eiffel se ve a
una distancia de 200 pies de la base, el 4ngulo de elevacion
es 79.2°. Estime la altura de la torre.

63 Rayos laser y velocidades Se usan rayos ldser para medir
con precision velocidades de objetos. La luz laser produce
un campo electromagnético oscilante £ con una frecuencia
constante f que puede ser descrita por

E = E, cos 2mft).

Si un rayo ldser se apunta a un objeto que se mueve hacia
el laser, se reflejara luz hacia el ldser a una frecuencia lige-
ramente mds alta, en forma muy parecida a como suena
mas alto el silbato de un tren cuando se mueve hacia el
oyente. Si Af es este cambio en frecuencia y v es la veloci-
dad del objeto, entonces la ecuacién

ar= 2
c

se puede usar para determinar v, donde ¢ = 186,000 mi/s

es la velocidad de la luz. Aproxime la velocidad v de un

objeto si Af = 108 y f = 1014,

64 La Gran Piramide La Gran Pirdmide de Egipto mide 147
metros de altura, con una base cuadrada de 230 metros por
lado (vea la figura). Calcule, al grado mas cercano, el dngulo
¢ formado cuando un observador estd de pie en el punto
medio de uno de los lados y ve la cima de la pirdmide.
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EJERCICIO 64

Venus Cuando se ve desde la Tierra durante un tiempo, el
planeta Venus parece moverse hacia adelante y atrds a lo
largo de un segmento de recta con el Sol en su punto medio
(vea la figura). Si ES es aproximadamente 92,900,000
millas, entonces la maxima distancia aparente de Venus
desde el Sol ocurre cuando el angulo SEV es aproximada-
mente 47°. Suponga que la drbita de Venus es circular y
estime la distancia de Venus al Sol.

EJERCICIO 65
Maxima

distancia
aparente

Movimiento
aparente
de Venus

Orbita
de Venus

Topografia Desde un punto a 233 metros sobre el nivel del
suelo, un topdgrafo mide el dngulo de depresién de un
objeto sobre el terreno que es de 17°. Aproxime la distan-
cia desde el objeto hasta el punto en el suelo directamente
debajo del topdgrafo.

Célculos para una escalera Una escalera de 16 pies de
largo se apoya contra la pared de un edificio y el dangulo
entre la escalera y el edificio es de 25°.

(a) Calcule la distancia aproximada desde la parte inferior
de la escalera a la construccion.

(b) Si la distancia desde la parte inferior de la escalera a la
construccién se reduce en 1.5 metros, aproximada-
mente ;qué tan lejos llega la parte superior de la esca-
lera moviéndose hacia la parte alta del edificio?

Construccion de un vaso cénico Un vaso cénico de papel
se construye al remover un sector de un circulo de 5 pulga-
das de radio y unir el borde OA con OB (vea la figura).
Encuentre el dngulo AOB para que el vaso tenga una pro-
fundidad de 4 pulgadas.
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EJERCICIO 68

69 Longitud de tinel Un tinel para una nueva carretera se ha

de cortar a través de una montaila que mide 260 pies de
altura. A una distancia de 200 pies de la base de la montaiia,
el dngulo de elevacion es 36° (vea la figura). Desde una dis-
tancia de 150 pies en el otro lado, el dngulo de elevacion es
47°. Aproxime la longitud del tinel al pie mds cercano.

EJERCICIO 69

|
<—150"—>~

70 Altura de un rascacielos Cuando cierto rascacielos se

observa desde lo alto de un edificio de 50 pies de altura, el
angulo de elevacion es 59° (vea la figura). Cuando se ve
desde la calle junto al edificio mds pequefio, el dngulo de
elevacion es de 62°.

(a) ¢Aproximadamente cudl es la distancia entre las dos

estructuras?

(b) Aproxime la altura del rascacielos al décimo de pie mas
cercano.

EJERCICIO 70




i

Altura de una montafa Cuando la cima de una montafia
se observa desde el punto P que se muestra en la figura, el
angulo de elevacién es a. Desde un punto Q, que esta d
millas més cerca de la montafia, el dngulo de elevacion
aumenta a 3.

(a) Demuestre que la altura / de la montafia estd dada por
_ d
cot @ — cot B

(b) Sid =2 mi, « = 15°y B = 20°, aproxime la altura de
la montafia.

EJERCICIO 71

72

73

Altura de un edificio Un observador de estatura h se
encuentra en un terreno inclinado a una distanciad de la base
de un edificio de altura 7, como se ve en la figura. El dngulo
de elevacion del observador a la cima del edificio es 6 y el
terreno inclinado forma un dngulo de « con la horizontal.

(a) Exprese T en términos de h, d, a y 6.

(b) Si h =6 pies, d = 50 pies, « = 15° y 6 = 31.4°,
estime la altura del edificio.

EJERCICIO 72

Iluminacién Un proyector de luz con intensidad de 5000
candelas estd situado a 15 pies sobre un escenario. Si el
proyector se hace girar todo un dngulo # como se muestra
en la figura, la iluminancia E (en pies-candelas) en el drea
iluminada del escenario estd dada por
5000 cos 6
E e,

2 s

s
donde s es la distancia (en pies) que la luz debe recorrer.

(a) Encuentre la iluminancia si el proyector se hace girar
un dngulo de 30°.

74
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(b) La méxima iluminacién ocurre cuando 6§ = 0°. ;Para
qué valor de 6 la iluminacién es la mitad del valor

maximo?

EJERCICIO 73

Altura de una montafia Si la cima de una montafa se ve
desde un punto P al sur de la montaia, el 4ngulo de eleva-
cion es « (vea la figura). Si se ve desde un punto Q que estd
d millas al este de P, el angulo de elevacion es (3.

(a) Demuestre que la altura / de la montafa estd dada por
dsen a sen 3

Vsen? @ — sen’ B

(b) Si @ = 30°, B = 20° y d = 10 mi, aproxime /% al cen-
tésimo de milla mas cercano.

h =

EJERCICIO 74

75

Montaje de una unidad de proyeccién El fabricante de
un sistema computarizado de proyeccion recomienda que
una unidad de proyeccion se instale en el cielo de una sala,
como se ve en la figura. La distancia desde el extremo del
soporte de montaje al centro de la pantalla es de 85.5 pul-
gadas y el dngulo de depresién es 30°.

(a) Si el grosor de la pantalla es insignificante, ¢a qué dis-
tancia de la pared debe montarse el soporte?

(b) Si el soporte mide 18 pulgadas de largo y la pantalla es
de 6 pies de alto, determine la distancia desde el cielo
al borde superior de la pantalla.
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77

EJERCICIO 75

|
\%T
atala

Relaciones de piramide Una pirdmide tiene una base cua-
drada y caras triangulares congruentes. Sea 6 el dngulo que
la altura a de una cara triangular forma con la altura y de la
pirdmide y sea x la longitud de un lado (vea la figura).

6/ -~

(a) Exprese el drea superficial total S de las cuatro caras en
términos de a y 0.

(b) EI volumen V de la pirdmide es igual a un tercio del
drea de la base por la altura. Exprese V en términos de
ayé.

EJERCICIO 76

Levantar el plano de un acantilado Un topégrafo, con el
uso de un teodolito, avista el borde B de un acantilado,
como se ve en la parte izquierda de la figura (no trazado a
escala). Debido a la curvatura de la Tierra, la verdadera ele-
vacién & del acantilado es mayor que la medida por el top6-
grafo. Una vista esquemadtica en seccién transversal de la
Tierra se muestra en la parte derecha de la figura.

(a) Si s es la longitud del arco PQ y R es la distancia de P
al centro C de nuestro planeta, exprese / en términos de
Rys.

(b) Si R = 4000 mi y s = 50 millas, estime la elevacién
del acantilado en pies.
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EJERCICIO 77

Respuesta a un terremoto Para simular la respuesta de
una estructura a un terremoto, un ingeniero debe seleccio-
nar una forma para el desplazamiento inicial de las vigas
del edificio. Cuando la viga tiene una longitud L pies y el
méximo desplazamiento es a pies, la ecuacién

T
=da —dadacos—x
Y 2L

ha sido empleada por ingenieros para estimar el desplaza-
miento y (vea la figura). Sia = 1y L = 10, trace la grafica
de la ecuacién para 0 = x = 10.

EJERCICIO 78

Ritmos circadianos La variacion en la temperatura del
cuerpo es un ejemplo de un ritmo circadiano, ciclo de un
proceso biolégico que se repite aproximadamente cada 24
horas. La temperatura del cuerpo es maxima alrededor de
las 5:00 p.m. y minima a las 5:00 a.m. Denote con y la tem-
peratura del cuerpo (en °F), y sea t = 0 correspondiente a
la medianoche. Si las temperaturas alta y baja del cuerpo
son 98.3° y 98.9°, respectivamente, encuentre una ecuacion
que tenga la formay = 98.6 + a sen (bt + c¢) que ajuste esta
informacion.

Variacién de temperatura en Ottawa La variacion anual
de temperatura 7 (en °C) en Ottawa, Canadd, se puede
aproximar con

(1) = 15.8 sen [Z(z - 3)} +5,

donde ¢ es el tiempo en meses y t = 0 corresponde al 1 de
enero.

(a) Trace la grifica de TparaQ = ¢t =< 12.
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(b) Encuentre la temperatura mds alta del aflo y la fecha en
la que ocurre.

Demanda de agua Un depdsito suministra agua a una
comunidad. Durante los meses de verano, la demanda D(r)
de agua (en pies’/dia) estd dada por

T
D(1) = 2000 sen %t + 4000,

donde  es el tiempo en dias y + = O corresponde al princi-
pio del verano.

(a) Trace la grifica de D para 0 < ¢ =< 90.
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(b) (Cuédndo es médxima la demanda de agua?

Corcho flotante Un corcho sube y baja en un lago. La dis-
tancia del fondo del lago al centro del corcho en el tiempo
t = 0 estd dada por s(f) = 12 + cos 7rt, donde s(¥) estd en
pies y 7 es en segundos.

(a) Describa el movimiento del corcho para 0 < r < 2.

(b) ¢(Durante cudles intervalos sube el corcho?

(W NIRNVINOWY EJERCICIOS DE ANALISIS

@1

Grafique y = sen (ax) en [—2m, 2] por [—1,1] para a =
15, 30 y 45. Discuta la precisién de las gréficas y la capa-
cidad de graficacién (en términos de precisién) de su calcu-
ladora. (Nota: si no ocurre algo extrafio para a = 45, siga
aumentando a hasta que ocurra.)

Encuentre el mdximo entero k en su calculadora tal que sen
(10%) se pueda evaluar. Ahora discuta como se puede eva-
luar sen (105*1) en la misma calculadora y luego encuentre
realmente ese valor.

Determine el nimero de soluciones de la ecuacion
cos x + cos 2x + cos 3x = .

Discuta las relaciones entre funciones periddicas, funciones
biunivocas y funciones inversas. Con estas relaciones en
mente, discuta qué debe ocurrir para que las funciones tri-
gonométricas tengan inversas.

Grafique y, = x,y, =senxy y; = tanxen [—0.1, 0.1] por
[—0.1, 0.1]. Escriba una tabla de valores para estas tres fun-
ciones, con valores positivos pequefios (del orden de 10710
o algo asi). ;Qué conclusiones puede sacar de la grafica y
la tabla?

Coordenadas en una pista de carreras En la figura se
muestra una pista circular de carreras de 2 kilémetros de
didmetro. Todas las carreras se inician en S y contintan en
sentido contrario al giro de las manecillas de un reloj.
Aproxime, a cuatro lugares decimales, las coordenadas del
punto en el que las siguientes carreras terminan con res-
pecto a un sistema de coordenadas rectangulares, con ori-
gen en el centro de la pista y S en el eje x positivo.

EJERCICIO 6

(a) Una carrera de velocidad de 2 kilémetros de longitud.

(b) Una carrera de resistencia de 500 kilémetros de longi-
tud.

Coordenadas de pista de carreras Trabaje el ejercicio 6
para la pista que se ve en la figura, si el origen del sistema
de coordenadas rectangulares estd en el centro de la pista y
S estd en el eje y negativo.

EJERCICIO 7

2 km

U o

Hélice de motor fuera de borda Un motor fuera de borda
de 90 hp acelerado al maximo hard girar su hélice a 5000
revoluciones por minuto.

(a) Encuentre la rapidez angular w de la hélice en radianes
por segundo.

(b) El centro de una hélice de 10 pulgadas de didmetro esté
situado a 18 pulgadas bajo la superficie del agua.
Exprese la profundidad D(f) = a cos (wt + ¢) + d de
un punto en el borde de una pala de la hélice como fun-
cioén del tiempo ¢, donde 7 estd en segundos. Suponga
que el punto estd inicialmente a una profundidad de 23
pulgadas.

(c) Grificamente determine el nimero de veces que la
hélice gira en 0.12 segundos.
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Si un arco circular de 14 centimetros subtiende el dngulo central de 35° en una
circunferencia, aproxime el radio del circulo.

Aproxime, a dos lugares decimales, el drea de un sector de un circulo que tiene
radio de 8 pulgadas y un dngulo central de 32°17".

Encuentre el drea de un sector que tiene un arco de 6 pies de longitud en un circulo
que tiene un didmetro de 4 pies.

Determine la medida en grados, al minuto mds cercano, de un dngulo central de un
sector que tiene un arco de 9 metros en un circulo que tiene 4 metros de radio.

Una rueda de 7 pulgadas de didmetro estd rotando a 1200 rpm.
(a) Encuentre la rapidez angular en radianes por minuto.

(b) Encuentre la rapidez lineal de un punto de la circunferencia en pies por minuto.

. . 5
En un tridngulo rectdngulo, se sabe que sen 6 = 5. Encuentre los valores exactos

de las funciones trigonométricas para el angulo agudo 6.

Use las identidades fundamentales para escribir cot 6 en términos de cos € para
cualquier dngulo agudo 6.

. . csc O — 1 csc 6+ 1 1
Verifique la identidad = .
csc 6 csc 6 sec? 6

Determine los valores exactos de las funciones trigonométricas de 6 si 6 estd en su
posicién estdndar y P(12, —5) estd en el lado final.

Determine los valores exactos de las funciones trigonométricas de 6 dado que
tan 6=%ysen 0 <0.

Reescriba V1 — sen’? 6 en forma no radical sin usar valores absolutos si
72 <0<

. 15 8 . . o
Si P(t) = (—13, 15) es un punto en la circunferencia unitaria U que corresponde a
un dngulo 7, entonces encuentre las coordenadas rectangulares para P(—t — ).

Verifique la identidad sen (—x) sec? (—x) = —tan x sec x.
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Encuentre todos los valores de x tales que sen x > —% en el intervalo [, 277].
Determine el dngulo de referencia 6 si 6 = 60 radianes.

4ar
Encuentre el valor exacto de csc ES

Aproxime, al 0.1° més cercano, todos los dngulos 0 en el intervalo [0°, 360°) que
satisfacen cos 6 = 0.6357.

Aproxime, al 0.01 de radian mas cercano, todos los dngulos 6 en el intervalo [0,
21r) que satisfacen tan 6 = —1.8224.

(Cudntos ciclos de y = 4 sen 3mx + 2 hay en el intervalo [0, 50]?

Encuentre las coordenadas de cualquiera de los puntos mds altos de la grafica de
f) = 3cos (2x— =) 1
=f(x)=3cos | -x—— ] — L
Y 3706
. 1 T p )
Grafique un ciclode y = —2sen | —x — o) Marque los puntos mds alto y més

bajo asi como los puntos extremos.

Una funcién de la forma y = f(x) = a sen bx + d tiene su punto més alto en (7,
5) y su punto mds bajo en (377,—1). Encuentre una funcién para f.

Encuentre las ecuaciones de dos asintotas verticales consecutivas de la grafica de
y = tan (3x — 7).

. . 1 T .
Encuentre la interseccion de la grafica de y = cot <8x + 4> con el eje x.
Encuentre el punto més bajo en una rama superior de y = 2 sec (2x + ).

Determine el rango de y = 3 ¢sc (x — m) — 2.

Encuentre una ecuacion usando la funcidn cosecante que tiene la misma gréfica
que y = [sec x].

Se sabe que en el tridngulo ABC, B = 45°, v = 90° y ¢ = 20°. Determine los
valores exactos del resto de las partes.
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29 Se sabe que en el tridngulo ABC, B = 73°14', v = 90° y b = 821.0. Determine
los valores aproximados del resto de las partes.

30 Dados ay b en el tridngulo ABC con vy = 90°, exprese a en términos de las partes
dadas.

31 Un pentdgono regular estd inscrito en un circulo de 18 pulgadas de radio.
Aproxime, a un lugar decimal, el perimetro del pentdgono.

32 A partir de un punto A que estd a 10 metros sobre el nivel del suelo, el dngulo de
elevacion de la parte mds alta de un edificio es 42° y el dngulo de depresion de la
base del edificio es 8°. Aproxime la altura del edificio.
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Trigonometria analitica

En matematicas avanzadas, ciencias naturales e ingenieria, a veces es
necesario simplificar complicadas expresiones trigonométricas y resolver
ecuaciones que contienen funciones trigonométricas. Estos temas se
estudian en las primeras dos secciones de este capitulo, a continuacion de
las cuales deducimos numerosas férmulas ttiles con respecto a sumas,
diferencias y multiplos; para referencia, se citan en la tercera de forros
del texto. Ademas de manipulaciones formales, también consideramos
numerosas aplicaciones de estas férmulas. La tdltima seccién contiene las

definiciones y propiedades de las funciones trigonométricas inversas.
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Verificacion
de identidades
trigonométricas

ILUSTRACION

Una expresion trigonométrica contiene simbolos que se refieren a funciones
trigonométricas.

Expresiones trigonométricas

B x+ senx

Vo + 200
cot 6

cos (3t + 1)
2+ tan> (2 — 1?)

Suponemos que el dominio de cada variable en una expresion trigonomé-
trica es el conjunto de nimeros reales o dngulos para los que la expresion tiene
significado. Para adquirir practica en manipulaciones al simplificar complica-
das expresiones trigonométricas, usaremos las identidades fundamentales (vea
la pagina 382) y manipulaciones algebraicas, como hicimos en los ejemplos 5
y 6 de la seccién 6.2. En los primeros tres ejemplos nuestro método consiste
en transformar el lado izquierdo de una identidad dada en el lado derecho o
viceversa.

EJEMPLO 1 Verificar una identidad

Verifique la identidad sec « — cos @ = sen « tan a.

SOLUCION Transformamos el lado izquierdo en el derecho:

seca — cos a = — cos « identidad reciproca

COS o
1 — cos’ « _

= sume expresiones

COS o

sen’ a . .

= sen” o + cos” a = 1
COS o

sen a » .
= sen «o expresion equivalente

= sen o tan « identidad tangente |

En la seccién 6.2 estudiamos dar apoyo numérico a identidades al exami-
nar una tabla de valores. También podemos dar apoyo grafico a identidades al
examinar las gréficas del lado izquierdo y el lado derecho de la identidad pro-
puesta. Si las graficas son iguales (con excepcion de huecos en ellas), decimos
que apoyan la identidad. Si las graficas no se relacionan, entonces la identidad
propuesta es falsa.
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La grafica de la figura 1 presta apoyo grafico a nuestra verificacién del ejemplo 1. Es la
grafica (en modo de radianes y punto) de

Y, = 1/cos (X) — cos (X) y Y, = sen (X) tan (X).

FIGURA1 FIGURA 2
[=2m, 24, w/2] por [—5, 5]
. A My Mz
B.1158 | -3.605 | -3.60%
F Bican | -ar | -Fare
L 4 K ! g.90iz | -.zBA7 | -.2BAF
9ifz | -oEay | -
AyzhE | 0 ;
9 aEAE | -.069Y4 | -.069Y4
Ve=-4E -26

Los valores de Y, y Y, de la figura 2 también prestan apoyo numérico a nuestra verifi-
cacién. Puede haber pequenas discrepancias en los valores, como lo ilustra el valor resaltado.
Otras variaciones
de apoyo gréfico para
el ejemplo 1

(1) GrafiqueY,;yY; =Y, + 1, como se ve en las figuras 3 y 4. Esto nos permite ver la gré-
fica de Y, desplazada una unidad hacia arriba, en lugar de sobre Y.

FIGURA 3 FIGURA 4

[—2m, 24, w/2] por [—4, 4]

Flokl Flokz Flobz

HE1EI£GDS¢H}—GD5 = ] s -
ChrssinCiitan(i) IR I T
shzBY e+

-y =

mhe=

(2) GrafiqueY; =Y, — Y, + 1, como se ve en las figuras 5 y 6. Si la identidad propuesta es

verdadera, entonces Y; — Y, serd cero, de modo que la grafica de Y5 serd la gréfica de la
rectay = 1 con huecos donde Y; 0 Y, no estd definida.

FIGURA 5 FIGURA 6

[—2m, 27, /2] por [—4, 4]

Flokl Flokz Flats
M=l cos R —Cos

-
CNe=sintErbandE
M EEY Y+l

-y =
~Ne=

(3) Grafique Y; = (Y, =Y,), como se ve en las figuras 7 y 8. Cuando Y, =Y, es verdadero,
el valor de Y; es 1. La grafica de Y5 serd la grafica de la recta y = 1 con huecos donde Y
0Y, no esta definida.

FIGURA7 FIGURA 8

[—2, 27, w/2] por [—4, 4]

Flobl Flakz Flots
E¥1=1ch5iH}—cD5

CNr=sinlEIbani
s BN =Y

-y =

LN e=
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EJEMPLO 2 Verificar una identidad

Verifique la identidad sec 6 = sen 6 (tan 6 + cot 6).

SOLUCION Como la expresion del lado derecho es mds complicada que la
del lado izquierdo, transformamos el lado derecho en el izquierdo:

sen §  cos 6 identidades tangente y
cotangente

sen O (tan 6 + cot 6) = sen 0
cos @ sen @

sen® 6 + cos® 0 o
= Sen 6 - sume fracciones

cos Osen 0
1 o .
=sen | —— identidad de Pitdgoras
cos Osen 0
1
= cancele sen 6
cos 0
= sec 0 identidad reciproca [

-~

FIGURA 9

"

'y

Vg

L]
-.call
0

1.1Ey7
1.0353

1.0zEz
11547
%.'11'12

1.iEy7

1
1.0zEz
11547
%.'11'12

~

La tabla (con ATbl = 77/12) de la figura 9 muestra algunos valores de
Y, = 1/cos (X) y Y, = sen (X)(tan (X) + 1/tan (X)),

los lados izquierdo y derecho de la identidad del ejemplo 2. Note que
X =0,Y, =1, pero Y, tiene “ERROR”. Esto resulta del uso de 1/tan (X)
por cot (X) en Y,; para X = 0, estamos tratando de dividir entre cero.

/

EJEMPLO 3 Verificar una identidad

cosx 1 +senx

Verifique la identidad =
1 —senx cos x

SOLUCION Como el denominador del lado izquierdo es un binomio y el
denominador del lado derecho es un monomio, cambiamos la forma de la frac-
cidn del lado izquierdo al multiplicar el numerador y denominador por el con-
jugado del denominador y luego usamos una de las identidades de Pitdgoras:

Cos X CoS x I + senx multiplique numerador y

1 —senx 1 —senx 1 sen x denominador por 1 + sen x

cos x (1 + senx) ) )
=5 propiedad de cocientes
1 — sen”x
cosx (1 + sen x) 7 .
= sen“x + cos*x = 1
cos” x
1 + senx

= cancele cos x [ |
COS X



Trabaje con el lado izquierdo.

expresiones
equivalentes

Trabaje con el lado derecho.
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Otra técnica para mostrar que una ecuaciéon p = g es una identidad con-
siste en transformar el lado izquierdo p en otra expresion s, asegurandose de
que cada paso sea reversible; es decir, que sea posible transformar s de nuevo
en p al invertir el procedimiento empleado en cada paso. En este caso, la ecua-
cién p = s es una identidad. A continuacién, como ejercicio separado, mos-
tramos que el lado derecho ¢ también se puede transformar en la expresion s
por medio de pasos reversibles y, por tanto, que ¢ = s es una identidad. Se
deduce entonces que p = ¢ es una identidad. Este método estd ilustrado en el
siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4 Verificar una identidad

1 - 0
Verifique la identidad (tan 6 — sec 6)> = -y
1 + sen 6

SOLUCION  Vamos a verificar la identidad demostrando que cada lado de la
ecuacion se puede transformar en la misma expresion. Primero trabajamos
s6lo con el lado izquierdo:

(tan 0 — sec 0)?

tan?>  — 2 tan O sec O + sec> @  expresion al cuadrado

_ sen62_2sen0 1 N 1\
cos 0 cos 0/ \ cos 6 cos 0

identidades tangente y reciproca

sen’ 0 _ 2sen 1
cos’@  cos’O  cos’ O
sen”® — 2sen 0 + 1

expresion equivalente

= 5 sume fracciones
cos” 0

En este punto puede no ser obvio como podemos obtener el lado derecho
de la ecuacién dada a partir de la dltima expresion. Entonces, a continuacién
trabajamos s6lo con el lado derecho y tratamos de obtener la dltima expresion.
Multiplicando numerador y denominador por el conjugado del denominador
nos da lo siguiente:

1—senf® 1 —sen® 1 — sen # multiplique numerador y
1 +senf 1+4+send 1 —senf denominador por 1 — sen 6
1 — 2sen 6 + sen’ 0

= ropiedad de cocientes
1 — sen’ @ prop

1 —2sen 6 + sen® 0

= 3 sen’ 0 + cos’> 0 =1

cos” 6
La dltima expresion es la misma que se obtuvo de (tan 6 — sec 6)>. Como
todos los pasos son reversibles, la ecuacién dada es una identidad. ]

EJEMPLO 5 Demostrar que una ecuacién no es una identidad
Demuestre que cot x = Vesc? x — 1 no es una identidad.

SOLUCION Sdlo tenemos que encontrar un valor de x que hace que cada
lado de la ecuacién tenga un valor diferente. Podriamos tratar con valores ale-
atorios de x, pero la investigacién de una identidad conocida nos puede ayudar
con la eleccion de un valor para x.

(continiia)
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FIGURA 10

Va2 — x2

Una identidad pitagérica, 1 + cot®> x = csc?x, relaciona las funciones
cotangente (cot) y cosecante (csc). Despejando de la identidad cot x, tenemos
cot? x = csc?x — 1y acontinuacién cot x = = Vesc?x — 1. El simbolo * es
la clave, cualquier valor de x que hace cot x negativa muestra que la ecuacién
dada no es una identidad. En concreto, ya que cot es negativa en los cuadran-
tes segundo y cuarto, tomaremos (377/4) para nuestro valor de x. El lado
izquierdo es entonces cot (37/4) y el lado derecho es

Vese? Bm/4) — 1 = V=Vay—1=v2-1=1.

Los lados no son iguales, por lo tanto la ecuacién dada no es una identidad. m

En célculo a veces es conveniente cambiar la forma de ciertas expresiones
algebraicas al hacer una sustitucion trigonométrica, como se ilustra en el
siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6 Hacer una sustitucion trigonométrica

Exprese Va> — x* en términos de una funcién trigonométrica de 6, sin radi-
cales, haciendo la sustitucién x = a sen § para —7w/2 =60 = 7/2y a > 0.

SOLUCION Procedemos como sigue:

Va* — x2=Va — (asen 6 seax=asen0
Va* — a*sen” 0 ley de exponentes
\/m factorice a’

= Va? cos? 0 sen’ 6 + cos’ 6 = 1
Vla cos 6 cd* = (cdy?

= |a cos 0| Ve = e
= |al|cos 6] led| = |c||d]
= acos 6 vea a continuacion

La dltima igualdad es verdadera porque (1) si @ > 0, entonces |a| = a 'y (2) si
—m/2 = 6 = /2, entonces cos 6 > 0 y por tanto |cos 6] = cos 6.

También podemos usar una solucién geométrica. Si x = a sen 6, entonces
sen @ = x/a y el tridngulo de la figura 10 ilustra el problema para 0 < 6 <
/2. El tercer lado del tridngulo, Va*> — x?, se puede hallar usando el teorema
de Pitdgoras. De la figura podemos ver que

a2 — .X2
cos 0 = —  ° bien, lo que es equivalente, Va> — x> = acos . m

Ejercicios

Ejer. 1-50: Verifique la identidad.

T csc O — sen 6 = cot 6 cos 6

2 sen x + COS x cot x = csC x

sec’ 2u — 1
XU AT L en?2

> sen? 2u
sec” 2u

4 tant + 2costcsct=sectcsct + cott
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14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

csc? 0

——— - =cot’ §
1 + tan® 6
(tan u + cot u)(cos u + sen u) = csc u + sec u

1 + cos 3¢ sen 3t
sen 3t 1 + cos 3¢

= 2 csc 3t

tan’> o — sen’ a = tan® « sen® «

1 1
+ =2 csc?
1 —cosy 1+cosy ey
1 +csc3
ST R B—cot3[3=cos 3B
sec 38

(sec u — tan u)(csc u + 1) = cot u

cot § — tan 0
sen 6 + cos 6

= csc 0 — sec 0

csctt — cot* t = csc? t + cot® ¢

cos* 26 + sen® 260 = cos® 260 + sen* 20

cos
7B:secﬁ+tan/3
1 —sen B

1

— =c¢scy tcoty
cscy —coty

tan>x 1 —cosx
secx + 1 CoS X

cotx  cscx — 1
cscx + 1 cot x

cot4u — 1 1 — tan 4u
cotdu + 1 1 + tan 4u

1 + sec 4x

—— = csc 4x
sen 4x + tan 4x

sen* r — cos* r = sen’ r — cos’ r

sen* 0 + 2 sen® 6§ cos> O + cos* 6 = 1

tan* k —sec*k =1 — 2 sec’ k

sec* u — sec®> u = tan®* u + tan* u

1 +sent

(sec t + tan 1)* =
1 —sent

7.1

26

27

28

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39
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sec’ y + tan* y = (1 — sen* ) sec* y

(sen® O + cos® 0)° =1

sen t 1 + csc
——— =csct+cott 297’825(&3
1 —cost cot B+ cos B

cos® x — sen’ x
———— =1+ sen x cos x
COS X — sen x

(csc t — cot t)*(csc t + cot 1)* =1

(acost—bsent)> + (asent+ bcos 1) =a>+ b

sen a cos B+ cos asen B tan a + tan

cosacos B—senasen B 1 — tan atan B
tanu —tanv  cotv — cotu
l +tanutanv cotucotv + 1
tan « 1 + sec a
=2csc a
1 + sec « tan «
csC X csC X
- =2 sec’ x
1 +cscx 1 —cscx
1 B cos B
—— = sen 3 cos
tan 3 + cot B
coty — tany N N
————— =csc’y —sec’y
sen y cos y

sec O + csc @ — cos 6 — sen 6 = sen O tan O + cos 6 cot 6

40

141

42

43

44

45

47

49

50

sen® t + cos®t = (1 — sen ¢ cos t)(sen t + cos 1)

(1 — tan® ¢)* = sec* ¢ — 4 tan® ¢

cos* w+ 1 — sen* w = 2 cos®> w
cot (—¢) + tan (—1) 5
= —sec’ ¢
cot t

csc (—1) — sen (—¢

(=1 (=0 _ cof’ 1

sen (—1)

log 10" = tan ¢ 46 10l = |sen ¢|
In cot x = —In tan x 48 In sec # = —In cos 0
In|sec 6 + tan ] = —In |sec 6 — tan 0]
In|csc x — cot x| = —In|csc x + cot x|
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Ejer. 51-60: Demuestre que la ecuacion no es una identidad.
(Sugerencia: encuentre un nimero para el cual la ecuaciéon
es falsa.)

51 cost= V1 —sen’t
52 Vsen’t + cos’t=sent + cost

53 Vsen’t = sent 54 sect= Vtan’t + 1

55 (sen 6 + cos 0)*> = sen? 6 + cos’ 0

1 1
56 1 — =
o8 <sen t> log sen ¢

57 cos (—t) = —cos ¢ 58 sen (¢ + ) = sen ¢

59 cos (sec ) =1 60 cot (tan 6) = 1

Ejer. 61-64: Muestre que la ecuacién es una identidad o que
la ecuacion no es una identidad.

61 (sec x + tanx)> = 2 tanx (tan x + sec x)

tan’® x
—— =secx
secx — 1

63 cos x(tan x + cotx) = csc x

64 csc’x + sec®x = csc? x sec’ x

Ejer. 65-68: Consulte el ejemplo 5. Haga la sustitucion tri-
gonométrica x = a sen 6 para —@/2 < 0 < @2y
a > 0. Use identidades fundamentales para simplificar la
expresion resultante.

x2 (aZ _ x2)2

65— 66
2 42

67 4L — X 68 —

x? pro—

Ejer. 69-72: Haga la sustitucion trigonométrica
x=atan @ para —7@/2<O<mw/2ya>0.

Simplifique la expresién resultante.

69— 70 1%
(aZ + xZ)Z .XZ

71 xiz 72 ﬂ
Va> + x? X

Ejer. 73-76: Haga la sustitucién trigonométrica
x=asecO para 0<O<w2ya>0.

Simplifique la expresion resultante.

2 . 2)2
73 W) N
X

2 -
= P 2
75— 76

X X

X

2 2

—a

Ejer. 77-80: Use la grafica de f para hallar la expresion mas
sencilla g(x) tal que la ecuacién f(x) = g(x) sea una identi-
dad. Verifique esta identidad.

77 fox) = sen’ x — sen* x
* (1 — sec? x) cos* x

sen x — sen’® x

78 flx) =

cos* x + cos? x sen? x
79 f(x) = sec x (sen x cos x + cos* x) — sen x

sen® x + sen x cos’ x N cos® x + cos x sen® x

80 flx) =

CSC x SeC x

B 7.2

Ecuaciones
trigonométricas

Una ecuacion trigonométrica es una ecuacion que contiene expresiones tri-
gonométricas. Cada identidad considerada en la seccién precedente es un
ejemplo de una ecuacién trigonométrica con cada nimero (o dngulo) en el
dominio de la variable como una solucién de la ecuacién. Si una ecuacion tri-

gonométrica no es una identidad, con frecuencia hallamos soluciones
mediante el uso de técnicas semejantes a las empleadas para ecuaciones alge-
braicas. La principal diferencia es que de la ecuacién trigonométrica primero
despejamos sen x, cos 6, etcétera, y luego hallamos valores de x o 6 que satis-
fagan la ecuacién. Se pueden expresar las soluciones ya sea como nimeros
reales o como dngulos. En todo nuestro trabajo usaremos la regla siguiente: si
la medida en grados no estd especificada, entonces las soluciones de una
ecuacion trigonométrica deben expresarse medidas en radianes (o como
niimeros reales). Si se desean soluciones medidas en grados, se incluird un
enunciado apropiado en el ejemplo o ejercicio.
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EJEMPLO 1 Resolver una ecuacién trigonométrica que contiene
la funcién seno

. .. 1.
Encuentre las soluciones de la ecuacion sen 6 = 5 si

(a) 0 estd en el intervalo [0, 277)

(b) 6 es cualquier nimero real

SOLUCION

(@) Sisen 6 = %, entonces el dngulo de referencia para 0 es 6 = /6. Si con-
sideremos 6 como un dngulo en posicion estdndar, entonces, como sen 6 > 0,
el lado terminal estd en el primero o en el segundo cuadrantes, como se ilus-
tra en la figura 1. Por tanto, hay dos soluciones para 0 = 6 = 27

0 T 0 T 5T

S =g — ==
Y 6 6

(b) Como la funcién seno tiene periodo 27, podemos obtener todas las solu-
ciones al sumar mdltiplos de 271 a 7/6 y 57/6. Esto nos da

T S
0= 3 +2mn y 6= i + 2mn  para todo entero n.

FIGURA 2

Una solucién alternativa (grafica) involucra determinar dénde es que la
grifica de y = sen 6 interseca la recta horizontal y = %, como se ilustra en la
figura 2. u

EJEMPLO 2 Resolver una ecuacién trigonométrica

que contenga la funcién tangente

Hallense las soluciones de la ecuacion tan u = —1.

SOLUCION Como la funcién tangente tiene periodo 7, es suficiente hallar

un nimero real u tal que tan u = —1 y luego sumar multiplos de 7r.
Una parte de la grafica de y = tan u estd trazada en la figura 3 en la pdgina
siguiente. Como tan (377/4) = —1, una solucién es 37 /4; por tanto,

. 37
si tanu = —1, entonces u = e + 7n  para todo entero n.

(continiia)
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FIGURA3 y =tanu

AY

y=—1

También podriamos haber escogido —r/4 (0 alglin otro nimero u tal que
tan u = —1) para la solucién inicial y escrito

T
u = vy + mn  para todo entero n.

FIGURA 4
AY

tan 37 _ -1 tanZ = 1
4 = 4
/— 3m

w

\ &1
]

tanS—Tr=l tan7—7r=—1

4 4
U

Una solucién alternativa involucra un circulo unitario. Usando tan 377/4
= —1 y el hecho de que el periodo de la tangente es 7, podemos ver de la
figura 4 que las soluciones deseadas son

37
u= 2 + mn  para todo entero n. ]

EJEMPLO 3 Resolver una ecuacién trigonométrica

que contiene angulos multiples

(a) Resuelva la ecuacion cos 2x = 0, y exprese las soluciones en radianes y
en grados.

(b) Encuentre las soluciones que estdn en el intervalo [0, 277) y, lo que es equi-
valente, [0°, 360°).



FIGURA 5

cos5 =0

{.

37 _
cos > =0

. |
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SOLUCION

(a) Procedemos como sigue, donde n denota cualquier entero:

cos2x =0 enunciado
cos =0 sea 6 = 2x
T
0= > + 7tn consulte la figura 5
T
2x=—+mn 0=2x
2
T T
x = — + —n divida entre 2
4 2

En grados, tenemos x = 45° + 90°n.

(b) Podemos hallar soluciones particulares de la ecuacidn al sustituir enteros
por n en cualquiera de las férmulas para x obtenidas en el inciso (a). Varias de
estas soluciones aparecen en la tabla siguiente.

n St 45° + 90°n
aw aw o

-1 — 4+ —(—-1) = —— 45° + °(—1) = —45°
2 T 1 52 +90°(=1) 5
T T o
— 4+ — - 45° + o = 45°

0 | ;o 0=- 5° + 90°(0) = 45
T T 3w

1| S+ Z==2 459 + 90°(1) = 135°
T = 90°(1)

2 | I+ Zp-=2C 45° + 90°(2) = 225°
42 4

3| ZeZp-=-Z 45° + 90°(3) = 315°
4 2 4
T 9

4 | T+ lw=-" 45° + 90°(4) = 405°
LTS W=- 5° + 90°(4) = 405

Note que las soluciones en el intervalo [0, 277) o, lo que es equivalente,
[0°, 360°) estdn dadas porn = 0,n = 1,n = 2 y n = 3. Estas soluciones son

o bien, lo que es equivalente, 45°, 135°,225°, 315°. =m

EJEMPLO 4 Resolver una ecuacion trigonométrica
por factorizacion

Resuelva la ecuacion sen 6 tan 6 = sen 6.
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SOLUCION
sen ftan 6 = sen @ enunciado
sen ftan @ — sen O = 0 iguale a 0 un lado
sen O (tan — 1) =0 factorice sen 6
senf =0, tanfh—1=0 teorema del factor cero
sen 0§ = 0, tan 6 = 1 despeje sen 0y tan 0
Las soluciones de la ecuacion sen @ = 0 son 0, =7, =27, . . . . Por tanto,

si sen §# =0, entonces 6= mn para todo entero n.

La funcién tangente tiene periodo 77 y por tanto encontramos las soluciones de

FIGURA 6 la ecuacion tan 6 = 1 que estdn en el intervalo (—/2, 7/2) y luego sumamos
Y, = sen (X) tan (X) miuiltiplos de 7. Como la tnica solucién de tan 0 = 1 en (—7/2, w/2) es /4,

Y, = sen (X) vemos que

. T
si tan @ =1, entonces 6 = I + @n  para todo entero n.

_"-._H__ Entonces, las soluciones de la ecuacion dada son

NN}

T
™m 'y Z + mn  para todo entero n.

Algunas soluciones particulares, obtenidas al hacern = 0,n = 1, n = 2,

yn = —1, son
[ =42, 37/2, /4] por [—3, 3]
™ Sm o 3w
o, — @ —, 2@, —, —@wm 'y ——.
4 4 4 4
La grafica de la figura 6 apoya nuestra conclusion. ]

En el ejemplo 4 hubiera sido incorrecto empezar por dividir ambos lados
entre sen 6, porque hubiéramos perdido las soluciones de sen 6 = 0.

EJEMPLO 5 Resolver una ecuacion trigonométrica

por factorizacion

Resuelva la ecuacién 2 sen? t — cos t — 1 = 0 y exprese las soluciones en
radianes y en grados.

SOLUCION Tal parece que tenemos una ecuacion cuadratica con sen ¢ 0 cos
t. No tenemos una sustitucién sencilla para cos ¢ en términos de sen #, pero
tenemos una para sen? ¢ en términos de cos? ¢ (sen? t = 1 — cos? ¢), de modo
que primero expresaremos la ecuacién en términos de cos ¢ solamente y luego
resolvemos por factorizacion.

2sen’t —cost— 1 =0 enunciado

.. . 2(1 —cos’t) —cost—1=0 sen’tr + cos’t = 1
Esta es una ecuacion cuadrdtica

con cos t'y el lector podria usar la —2cos’t —cost+1=0  simplifique
formula cuadrdtica en este punto. Si —> 2cos’t +cost— 1 =0 multiplique por —1
lo hace, recuerde despejar cos t, no t. (2cost — 1)(cost+ 1) =0  factorice

2cost—1=0, cost+1=0 teorema del factor cero

cost =5, cost = —1 despeje cos ¢

Como la funcién coseno tiene periodo 27, podemos hallar todas las solucio-
nes de estas ecuaciones al sumar multiplos de 27r a las soluciones que estdn en
el intervalo [0, 277).



FIGURA7

Y, = 2(sen (X)) — cos (X) — 1

[0, 2, /3] por [—3, 2]

FIGURA 8

[

oY
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. 1 . . .

Si cos t = 3, el dngulo de referencia es 7/3 (0 60°). Como cos f es posi-

tivo, el dngulo  medido en radianes estd en el primero o en el cuarto cuadrante.
En consecuencia, en el intervalo [0, 277), vemos que

. T T  Su
si cost=?, entonces t=? o t=2m— —=—.

Al consultar la grifica de la funcién coseno, vemos que

si cost= —1, entonces t= 7.
Por tanto, las soluciones de la ecuacién dada son las siguientes, donde 7 es
cualquier entero:

™ 5w
?4‘2’/7}1,?‘{‘2’/711 y -+ 2mn

En medidas con grados tenemos
60° + 360°n, 300° + 360°n y 180° + 360°n.

La gréfica de la figura 7 apoya nuestra conclusion. ]

EJEMPLO 6 Resolver una ecuacién trigonométrica

por factorizacion
Encuentre las soluciones de 4 sen? x tan x — tan x = 0 que estéan en el inter-
valo [0, 2).

SOLUCION 4sen*xtanx —tanx = 0 enunciado

tanx (4sen’x — 1) =0 factorice tan x

tanx =0, 4sen’x—1=0 teorema del factor cero
1 .
tanx = 0, sen’ x = 3 despeje tan x, sen’ x
1 .
tanx = 0, senx = *35  despeje sen x

El dngulo de referencia 77/6 para los cuadrantes tercero y cuarto se ve en la
figura 8. Estos dngulos, 77/6 y 117/6, son las soluciones de la ecuacién
senx = —% para 0 = x = 2. Las soluciones de las tres ecuaciones aparecen
en la tabla siguiente.

Ecuacion Soluciones en [0, 27) Consulte
tanx = 0 0, 7 Figura 3
sen x = e 1, m Ejemplo 1
2 6 6
1 Tm 1lm . .
senx = DY 5 6 Figura 8 (use angulo de referencia)

Entonces, la ecuacion dada tiene las seis soluciones que aparecen en la
segunda columna de la tabla. [ ]

EJEMPLO 7 Resolver una ecuacién trigonométrica

que contenga angulos miltiples

Encuentre las soluciones de csc*2u — 4 = 0.
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SOLUCION
cesct2u —4=0 enunciado
(csc®2u — 2)(csc®2u +2) =0 diferencia de dos cuadrados
csc?2u —2 =0, csc?2u+2=0 teorema del factor cero
csc?2u = 2, csc?2u = =2 despeje csc? 2u

csc2u = *V2, csc2u=*V-2 saque raices cuadradas

La segunda ecuacién no tiene soluciones porque V —2 no es un nimero real.
La primera ecuacion es equivalente a

sen 2u = *

Sl-
)

|
)

Como el dngulo de referencia para 2u es /4, obtenemos la tabla siguiente, en
la cual n denota cualquier entero.

Ecuacion Solucion para 2u Solucion para u
2 T T
sen 2u = — 2u=—+2mn u=—+1n
2 4 8
3
2u=—7T+277n u=3—77+77n
4 8
V2 5
sen 2u = ——— 2u=—7T+27Tn u=—+=+ 1n
2 4 8
7 7
2u=—7T+277n u=—77+77n

Las soluciones de la ecuacion dada aparecen en la dltima columna. Note
que fodas estas soluciones se pueden escribir en la forma
T

u=-—+—n. [ ]
8 4

El ejemplo siguiente ilustra el uso de una calculadora para resolver una
ecuacion trigonométrica.

EJEMPLO 8 Calcular las soluciones de una ecuacién trigonométrica
Calcule, al grado mds cercano, las soluciones de la siguiente ecuacién en el
intervalo [0°, 360°):

Ssenftan § — 10tan 0 + 3sen § — 6 =0

SOLUCION

Ssenftan  — 10tan § + 3sen ® — 6 = 0 enunciado
(5senftan @ — 10tan 0) + (3sen @ — 6) = 0 agrupe términos
Stan O (sen 0 — 2) + 3(sen § — 2) = 0 factorice cada grupo
(5tan 6 + 3)(sen 6§ — 2) = 0 factorice (sen 6 — 2)
Stan 6 + 3 = 0, sen § — 2 =0 teorema del factor cero

tan 6 = —%, sen @ = 2 despeje tan 0y sen 6
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La ecuacién sen 6 = 2 no tiene solucién, porque —1 = sen § = 1 para todo 6.
3 .
Para tan 6 = —3, usamos una calculadora en el modo de grados, obteniendo

6 =tan"' (—3) = -31°.

Por tanto, el dngulo de referencia es 8y = 31°. Como 6 estd en el segundo o
en el cuarto cuadrante, obtenemos las soluciones siguientes:

0 = 180° — 6 = 180° — 31° = 149°

0 = 360° — 6 = 360° — 31° = 329° |
e N
Veamos cdmo una calculadora de graficas puede ayudarnos a resolver la ecuacion del
ejemplo 8.
Calcular las soluciones Seleccione modo de radianes y punto. Asigne | Floti Flekz Flatz
de una ecuacion el lado izquierdo de la ecuacién a Y. :.E 1 Eggr{u?éﬁfi%g?rﬁ%
trigonométrica -
=
M3=
-y =
NE=
Ajuste la pantalla a [0, 277] por
[—20, 20, 10]. Grafique Y. .
s g
N e
“-\-._\_“.-I 3
Calcule el cero entre 2 y 3.
2 (ENTER) 3 (ENTER) 2.5 (ENTER) .
., S
2k .
RIz.E0Li7EE Y=0

Convierta en grados; la ubicacién X
de la memoria contiene la estimacion de raiz.

L Ra. a3e243s
180 (=) '

(contintia)

- /
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' N
Estime el cero entre 5y 6.
(GRAPH) (2nd) ( CALC ) EEETEE
143, 8362435
5 (ENTER) 6 (ENTER) 5.5 (ENTER) ok 1 8071
2nd) (QuIT ) (2nd) (ENTRY ) (ENTER) 329, 0362455
- /
Investigar el nimero de horas de luz diurna
En Boston, el niimero de horas de luz diurna D(f) en un tiempo particular del
afio se puede aproximar con
21
D() =3 — (=79 + 12,
(®) sen [365( )]
con t en dias y = O correspondiente al 1 de enero. ;Cudntos dias del afo tie-
nen mds de 10.5 horas de luz diurna?
FIGURA 9 SOLUCION La gréfica de D se estudi6 en el ejemplo 12 de la seccién 6.5 y

A y (nimero de horas)

15 F
12 __A ______
10.5

365

a79 170 262b 353

¢ (dfas)

se vuelve a trazar en la figura 9. Como se ilustra en la figura, si podemos hallar

dos nimeros a y b con D(a) = 10.5, D(b) = 10.5y 0 < a < b < 365, enton-

ces habra mas de 10.5 horas de luz diurna el #-ésimo dia del afio si a <t < b.
Resolvamos la ecuacién D(f) = 10.5 como sigue:

3 ﬁ(l‘—79) + 12 =10.5 D(r) = 10.5
sen 365 . sea = .
2
3 sen [%(Z — 79):| =-15 reste 12

2 (t—179) 0.5 ! divida entre 3
n| —— - = Vo = —— 2z
se 365 2 1vida entre

Sisen 6 = —%, entonces el dngulo de referencia es 7/6 y el dngulo 6 estd
en el tercer o en el cuarto cuadrante. Asi, podemos hallar los nimeros a y b al
resolver las ecuaciones

T Tar 2ar 11
— (=79 = — — =79 = —.
365 )=% Y 365" )
De la primera de estas ecuaciones obtenemos

Tm 365 2555
79 =L .= = 9
L T T2 3

y por lo tanto t=213 +79, 0 sea t =292

Del mismo modo, la segunda ecuacién nos da r = 414. Como el periodo de la
funcién D es 365 dias (vea la figura 9), obtenemos

t =414 — 365 o t=49.



FIGURA 10
[0, 27, 7w/4] por [—3, 3]

L

=
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Entonces, habra al menos 10.5 horas de luz diurna de t = 49 ar = 292; es
decir, durante 243 dias del afio. ]

Una solucién grafica del siguiente ejemplo se dio en el ejemplo 14 de la
seccion 6.5.

EJEMPLO 10 Hallar la corriente minima en un circuito eléctrico

La corriente I (en amperes) en un circuito de corriente alterna en el tiempo ¢
(en segundos) estd dada por

7
I =30sen (50m - f)
Encuentre el minimo valor exacto de ¢ para el cual 7 = 15.
SOLUCION Haciendo I = 15 en la férmula dada, obtenemos
T . .
15 = 30sen | 507t — EY o bien, lo que es equivalente,

Tar 1
50wt — — | = —.
sen( T 3) 5

Entonces, el dngulo de referencia es /6 y por consiguiente

7 7 5
5077t—§=%+27m 0 sea 50771‘—?772?774—2771’1,
donde n es cualquier entero. Despejando ¢ obtenemos
15 19
s T 2n . 5 + 2n
t= bien, t =
0 o bien 0

El minimo valor positivo de 7 ocurrird cuando uno de los numeradores de estas
dos fracciones tenga su minimo valor posible. Como % =252 =317, y
2(—1) = —2, vemos que el minimo valor posible de ¢ ocurre cuando n = —1
en la primera fraccién; es decir, cuando

_et2-D_ 1
B 50 ©100°

El siguiente ejemplo ilustra cémo una calculadora de graficas puede ayu-
dar a resolver una complicada ecuacién trigonométrica.

EJEMPLO 11 Usar una grafica para determinar soluciones
de una ecuacién trigonométrica

Encuentre las soluciones de la siguiente ecuacién que estan en el intervalo
[0, 277):

sen x + sen 2x + sen 3x = 0

SOLUCION Asignamos sen x + sen 2x + sen 3x a Y;. Como [sen 0] = 1
para 0 = x, 2x y 3x, el lado izquierdo de la ecuacion estd entre —3 y 3, y esco-
gemos la pantalla [0, 277, 77 /4] por [—3, 3] y obtenemos un trazo semejante al
de la figura 10. Usando una funcién de raiz, obtenemos las siguientes aproxi-
maciones para los puntos de cruce con el eje x, es decir, soluciones aproxima-
das de la ecuacién dada en [0, 27):

0, 157, 2.09, 3.14, 4.19, 4.71

(contintia)
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Cambiando a medida en grados y redondeando al grado mds cercano, obtene-
mos

0°, 90°, 120°, 180°, 240° y 270°.
La conversion de estas medidas en grados a radianes nos dard

0 T 2w 4 3T

23 Ty Y
Al verificar estos valores en la ecuacién dada, vemos que las seis son solucio-
nes. La figura 10 sugiere que la grafica tiene periodo 27r. Después de estudiar
la seccion 7.4, el estudiante podrd cambiar la forma de Y, y demostrar que el
periodo es 27 y, por lo tanto, que todas las soluciones de la ecuacién dada se
pueden obtener al sumar multiplos enteros de 2. ]

En el ejemplo procedente pudimos usar calculadora de graficas para ayu-
darnos a hallar las soluciones exactas de la ecuacién, pero para muchas ecua-
ciones que se presentan en aplicaciones sélo es posible aproximar las soluciones.

Ejer. 1-42: Hallar todas las soluciones de la ecuacion. (2 7-r> 1 o (4 7-r> V2
1 senx=—¥ 2 cost=—1 v xj? 2 b xj? 2
X 19 2cost+1=0 20 4cos 6 —2=0
3 tan 0= V3 4cota=—%
21 \/§+ZSen,B:0 22 2cosx = V3
5 secB=2 60scy=\@

m

13

15

T
sen x = —
2

cos 6 =
sec 0

2cos20— V3=0

1
\/gtan?t =1

0+ 2 !
sen — ==
4] "2

10

16

23 (cos @ —1)sen 0 =0 24 (sent—1)cost =10

cos x = ——
3 25 tan’x = 1 26 co 06— 1=0
csc Osen 6 =1 27 sec?a =4 =0 28 3—tan* =0
29 co?’x —3=0 30 4sen’x —3=0
2sen30+ V2 =0

31 2sen §+ 1)(2cos 6+ 3) =0

1 V2
cos—x = ———
4" 2
32 (2senu — 1)(cosu = \/5) =0
SR I
oS\ 3) 33 cosx + 1 =2sen’x 34 2cos’x + senx = 1



35 sen2x(csc2x —2) =0 36 cos2x(sec2x +2) =0

37 cotx + cot?x =0 38 tan a + tan’> a = 0
39 cos(Inx) =0 40 sen (logx) =0
41 log (cosx) =0 42 In(senx) =0

Ejer. 43-70: Hallar las soluciones de la ecuacion que estan
en el intervalo [0, 277).

43 cos <2x—z>=0 44 sen <3x—z>=l

45 2 —8cos’t=0 46 1+ 8sen’x =0

47 tan’x = tan x 48 cot?  —cot 6 =0

49 2sen>u=1— senu 50 2cos’t+3cost=—1
51 tan® x sen x = sen x 52 sec’ x cosx = COs x

53 sec xcscx = V2secx 54 sec Bcsc B=2csc B

55 2cos®>y+cosy=0 56 senx —cosx =0

57 sen* 6 +sen 6 — 6 =0 582 sen*u +senu — 6 =0

59 1 —sent= V3cost 60 cos O —sen 6 =1

61 cos a + sen a = 1 62 V3sent+cost=1

63 2tant —sec’t =0 64 tan 0 +sec 0 =1

65
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cot a + tan @ = csc a sec «

66 sen x + cos x cot x = csc x

67

2sen*x +sen’x —2senx — 1 =0

68 sec’ O = 4 sec 0

69 2tantcsct+2csct+tant+1=0

70 2senvescv —cscv=4senv — 2

Ejer. 71-76: Calcule, a los 10’ mas cercanos, las soluciones
de la ecuacion en el intervalo [0°, 360°).

A

72

73

74

75

76

77

sent —4sent+1=0
cos’t—4cost+2=0
tan> 6 +3tan 6 +2 =0
2tan’x —3tanx — 1 =10
12sen*u —5senu —2 =0
S5cos’a+3cosa—2=0

Olas de mareas Una ola de marea, de 50 pies de altura y
periodo de 30 minutos, se aproxima a un dique que estd a
12.5 pies sobre el nivel del mar (vea la figura). Desde un
punto particular en la orilla, la distancia y del nivel del mar
a la cresta de la ola estd dada por

T

y = 25 cos 5 t,

con ¢t en minutos. ;Durante aproximadamente cudntos
minutos de cada periodo de 30 minutos estd la cresta de la
ola arriba del nivel de la cima del dique?

EJERCICIO 77

AY 50" 12.5'

__1\ /T\ ;t

Nivel del mar
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Temperatura en Fairbanks La temperatura T baja (en °F)
esperada en Fairbanks, Alaska, se puede aproximar con

T =36 2T~ 101) | + 14
— 36 sen | 2™ (s — ,
11 365

donde ¢ estd en dias, con + = 0 correspondiente al 1 de
enero. (Cudntos dias durante el afio se espera que la tem-
peratura baja sea menor que —4°F?

Temperatura en Chicago EI promedio mensual de tempe-

ratura alta 7 (en °F) en Chicago, Illinois, se puede aproxi-
mar con la funcién

T 2

T(r) = 26.5 sen Zt -3 + 56.5,

donde ¢ estd en meses y t = 1 corresponde a enero.

(a) Grafique T sobre el intervalo de dos afios [1, 25].

(b) Calcule el promedio de temperatura alta en julio y octu-
bre.

(c) Aproximar grificamente los meses cuando el promedio
de temperatura alta sea de 69°F o mds.

(d) Examine por qué una funcion seno es apropiada para
calcular estas temperaturas.

Temperatura en Augusta El promedio mensual de alta
temperatura 7 (en °F) en Augusta, Georgia, puede aproxi-
marse con la funcién

T T
@) = 17 —t——| + 75,
() 005(6 6)

donde # estd en meses y t = 1 corresponde a enero.
(a) Grafique T sobre el intervalo de dos afos [1, 25].

(b) Calcule el promedio de alta temperatura en abril y
diciembre.

(c) Gréficamente aproxime los meses cuando el promedio
de alta temperatura sea de 67°F o menor.

Intensidad de luz diurna En un dia despejado con D horas
de luz diurna, la intensidad de la luz diurna / (en calo-
rias/cm?) puede aproximarse con

1
I=IMsen3% para 0=7=D,

donde ¢ = O corresponde al amanecer e I; es la mdxima

intensidad. Si D = 12, ;aproximadamente cudntas horas
c 1

después del amanecer es I = 31y?

Intensidad de luz diurna Consulte el ejercicio 81. En dias
nublados, un mejor cédlculo de la intensidad / solar estd
dado por ot
I =1 sen’> —.
D

Si D = 12, ;cudntas horas después del amanecer es I = %IM?

83

84

85

86

87

Proteccién contra luz diurna Consulte los ejercicios 81y
82. Un dermatélogo recomienda protegerse del sol cuando
la intensidad / sea mayor que 75% de la intensidad maxima.
Si D = 12 horas, aproxime el nimero de horas para las que
se requiere proteccion en

(a) un dia despejado

(b) un dia nublado

Ingenieria de carreteras En un estudio de problemas de
penetracion de heladas en ingenierfa de carreteras, la tem-
peratura 7T a las ¢ horas y profundidad x pies estd dada por

T = Tye ™ sen (wt — Ax),

donde T, w y A son constantes y el periodo de 7 es de 24
horas.

(a) Encuentre una formula para la temperatura en la super-
ficie.

(b) (A qué horas es minima la temperatura de la superficie?

(c) Si A = 2.5, encuentre las horas cuando la temperatura
sea minima a una profundidad de 1 pie.

Poblacién de conejos Muchas poblaciones de animales,
por ejemplo la de conejos, fluctiian durante ciclos de diez
afos. Suponga que el nimero de conejos en el tiempo ¢ (en
afios) estd dado por

N(1) = 1000 cos %t + 4000.
(a) Trace la gréifica de N para 0 = ¢ = 10.

(b) ¢Para qué valores de 7 en el inciso (a) la poblacién de
conejos es mayor que 45007

Caudal de un rio El caudal (o descarga de agua) en la de-
sembocadura del rio Orinoco en Sudamérica puede aproxi-
marse con

™
F(t) = 26,000 sen [6(t - 5.5)] + 34,000,

donde 7 es el tiempo en meses y F(¢) es el caudal en m3/s.
(Durante aproximadamente cudntos meses de cada afio el
flujo rebasa los 55,000 m3/s?

En la figura se muestra una graficade y = %x + sen x para
—2m = x = 2m. Usando célculo se puede demostrar que las
coordenadas x de los puntos de inflexién A, B, Cy Den la
grafica son soluciones de la ecuacidn % + cos x = 0.
Determine las coordenadas de estos puntos.



EJERCICIO 87

88 En la figura se muestra la grafica de la ecuacién

~¥2 sen 2x.

y=e
Las coordenadas x de los puntos de inflexién en la grafica
son soluciones de 4 cos 2x — sen 2x = (. Aproxime las

coordenadas x de estos puntos para x > 0.

EJERCICIO 88
y

=Y

Ejer. 89-90: Si I(f) es la corriente (en amperes) en un cir-
cuito de corriente alterna en el tiempo ¢ (en segundos),
encuentre el minimo valor exacto de ¢ para el que I(f) = k.

89 I(r) = 20 sen (607t — 67); k= —10

90 I(r) = 40 sen (1007t — 4m); k=20

Ejer. 91-94: Aproxime la solucion a cada desigualdad en el
intervalo [0, 277].

91 cos x = 0.3

i

92 senx < —0.6

1
93 cos 3x < 2sen x 94 tanix = sen 2x

E Ejer. 95-96: Grafique f en la pantalla [0, 3] por [—1.5, 1.5].
(a) Aproxime a no menos de cuatro lugares decimales la
maxima solucién de f(x) = 0 en [0, 3].

(b) Discuta lo que ocurre a la grifica de f cuando x
aumenta.
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(c) Examine graficas de la funcion f en el intervalo [0, c],
donde ¢ = 0.1, 0.01, 0.001. ;Cuantos ceros parece tener

fen el intervalo [0, c], donde ¢ > 0?

95 fl(x) = cosL 9% f(x) = seni2
X X

Ejer. 97-100: Debido a que los planetas no se mueven en
orbitas precisamente circulares, el calculo de la posicion de
un planeta requiere la solucién de la ecuacién de Kepler. La
ecuacion de Kepler no se puede resolver algebraicamente.
Tiene la forma M = 6 + ¢ sen 6, donde M es la anomalia
media, e es la excentricidad de la érbita y  un angulo lla-
mado anomalia excéntrica. Para los valores especificados
de M y e, use técnicas graficas para resolver la ecuacion de
Kepler y determinar 0 a tres lugares decimales.

97 Posicion de MercurioM = 5.241, e = 0.206
98 Posicion de Marte M = 4.028, e = 0.093
99 Posicion de la Tierra M = 3.611, e = 0.0167

100 Posicién de Pluton M = 0.09424, e = 0.255

Ejer. 101-106: Calcule las soluciones de la ecuaciéon del
intervalo [—7, 77].

101 sen 2x = 2 — x?

102 cos®x + cos 3x —2sen*x =0

103 In (1 + sen® x) = cos x

1

104 " = sec (%x - 5)

105 3cos*x —2cos’x +cosx—1=0

106 cos 2x + sen 3x + tan %x =0

107 Peso en varias latitudes El peso W de una persona en la
superficie terrestre es directamente proporcional a la fuer-
za de la gravedad g (en m/s2). Debido a la rotacién, la
Tierra estd aplanada en los polos y por ello el peso varia
en diferentes latitudes. Si 6 es la latitud, entonces g se

puede aproximar con g = 9.8066 (1 — 0.00264 cos 26).
(a) (En qué latitud es g = 9.8?

(b) Si una persona pesa 150 libras en el ecuador (§ = 0°),
ien qué latitud la persona pesard 150.5 libras?
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L 73

Férmulas
de suma y resta

En esta seccion deducimos férmulas que contienen funciones trigonométri-
cas de u + v o u — v para cualesquiera nimeros reales o dngulos u y v. Estas
férmulas se conocen como formulas de suma y resta, respectivamente, 0 como
identidades de suma y diferencia. La primera férmula que consideraremos
puede expresarse como sigue.

Férmula de la resta para
el coseno

cos (u — v) = cos ucos v + sen u sen v

FIGURA1

w=u-—v

FIGURA 2

R(wy, wy)

Oy, )

=Y

u—vyo
P(uy, u,)

u=vIA(1,0) _

X

DEMOSTRACION Sean u y v nimeros reales cualesquiera, y considere
dngulos medidos en radianes u y v. Seaw = u — v. La figura 1 ilustra una posi-
bilidad con los dngulos en posicion estandar. Por comodidad hemos supuesto
que u'y v son positivosy que 0 = u — v <.

Al igual que en la figura 2, sean P(u,, u,), Q(vy, v;) y R(w;, w,) los pun-
tos en los lados terminales de los dngulos indicados que estdn cada uno a una
distancia 1 del origen. En este caso P, Q y R estdn en la circunferencia unita-
ria U con centro en el origen. A partir de la definicién de funciones trigono-
métricas en términos de una circunferencia unitaria,

cosu = u, cos Vv = v, cos (u —v) =w (%)
senu = u, seny = v, sen (u — v) = w,.

A continuacién observamos que la distancia entre A(1, 0) y R debe ser
igual a la distancia entre Q y P, porque los dangulos AOR y QOP tienen la
misma medida, # — v. Con la férmula de la distancia tendremos

d(A,R) = d(Q, P)
\/(Wl -1+ (w—0)0= \/(ul — v+ (1 — »)~

Si elevamos al cuadrado ambos lados y simplificamos las expresiones bajo los
radicales tendremos

wi = 2w, + 1+ wi=ul—2uv, +vi+ui— 2uv, + 3

Como los puntos (u;, u,), (v, v5) y (W, w,) estdn en la circunferencia unitaria
Uy como una ecuacion para U es x*> + y*> = 1, podemos sustituir 1 por cada
uno de u? + u3, vi + v3y wi + wi. Al hacer esto y simplificar, obtenemos

2 = 2w, = 2 = 2uv; — 2u,v,,
que se reduce a
w; = vy + uv,.
Sustituyendo de las férmulas expresadas en () nos da
cos (u — v) = cos ucos v + sen u sen v,
que es lo que desedbamos demostrar. Es posible ampliar nuestra exposicion a

todos los valores de u y v. ]

El siguiente ejemplo demuestra el uso de la férmula de la resta para hallar
el valor exacto de cos 15°. Desde luego, si s6lo se desea una aproximacion, se
podria usar calculadora.
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(]

(—40, —9)

\
\
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P
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EJEMPLO 1 Usar la formula de la resta para el coseno

Encuentre el valor exacto de cos 15° usando el hecho que 15° = 60° — 45°.
SOLUCION Usamos la férmula de la resta para el coseno con u = 60° y
v = 45°%

cos 15° = cos (60° — 45°)
cos 60° cos 45° + sen 60° sen 45°

1V2 V3V
2 2 2 2
_V2+ Ve .
4

EJEMPLO 2 Usar la formula de la resta para la cosecante

. 41 T
Sicsca = _E y cot a > 0, encuentre el valor exacto de cos (a - ?)

SOLUCION Como la cosecante de a es negativa y la cotangente de « es
positiva, « debe estar en el tercer cuadrante. Por la definicién de las funciones
trigonométricas de cualquier dngulo, sabemos que x y y son negativos y que

r 41
csc @ = — = —. Para encontrar x, tenemos x> + y* = > & x> = 7 — y?,
y

que nos da lo siguiente:
X = - \/rfy2 X es negativa
:_\/m sear =41,y = -9
= —40 simplifique el radical

El dngulo a y el punto (—40, —9) en el lado del terminal de « se ilustran en
la figura 3. Ahora podemos usar la férmula de la resta para el coseno para
encontrar el valor exacto deseado de la siguiente manera:

T T T
cos| a —— | = cos acos ? + sen « sen ? féormula de la resta

6
—40 V3 91 .
= - 4 - de la figura 3
41 2 41 2 -
—40V3 -9 .
= T sume las fracciones |

Es relativamente fécil obtener una férmula para cos (¢ + v). Empezamos
por escribir # + v como # — (—v) y luego usamos la férmula de la resta para
el coseno:

cos (u +v) =coslu — (—v)]
= cos u cos (—v) + sen u sen (—v)

Usando las férmulas para negativos, cos (—v) = cos vy sen (—v) = —sen v,
nos da la siguiente férmula de suma para el coseno.
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Formula de la suma
para coseno

cos (u + v) = cos ucosv — sen u sen y

FIGURA 4

EJEMPLO 3 Usar la formula de la suma para el coseno

7 7
Encuentre el valor exacto de cos % usando el hecho que £ = % + %

SOLUCION  Aplicamos la férmula de la suma para el coseno:

L A
COS 12 COS 3 4

w ko w ko
Ccos ? COS — — seén——sen —/—

4 3 4
_1V2 V3Vv2
2 2 2 2
V2 - Ve
:T ]

Nos referimos a las funciones seno y coseno como cofunciones una de la
otra. Del mismo modo, las funciones tangente y cotangente son cofunciones,
como son la secante y cosecante. Si u« es la medida en radianes de un dngulo
agudo, entonces el dngulo medido en radianes 7/2 — u es complementario de
u y podemos considerar el tridngulo rectingulo mostrado en la figura 4.
Usando razones, vemos que

sen u =

cosu =

t a t
n = — = _ = .
an u b CO 5 u

Estas tres formulas y sus andlogas para sec u, cSc u y cot u expresan que
el valor de funcion de u es igual a la cofuncion del dngulo complementario
/2 — u.

En las férmulas siguientes usamos las formulas de la resta para ampliar
estas relaciones a cualquier nimero real u, siempre que los valores de la fun-
cidén estén definidos.

s ls o s
Il |
w2
[¢]
=

/o

|
|
N

~

Férmulas de cofuncién

Si u es un nimero real o la medida en radianes de un dngulo, entonces,

(1) cos (% - u) = senu (2) sen (% - u) =cosu
3 tan(w - u> = cotu @) c0t< —u) = tan u
csc u (6) csc < — u>

seC u

,.\
u
w2
3
—
S |
|
=
~
Il
YRS
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DEMOSTRACIONES Usando la férmula de la resta para el coseno, tenemos
T T N T
cos|— —u) =cos—cosu + sen—sen u
2 2 2

= (0) cos u + (1) sen u = sen u.

Esto nos da la férmula 1.
Si sustituimos /2 — v por u en la primera férmula, obtenemos

T T T
cos [7— <7— v)] = sen <7— v),
~sen ()
0 cosS Vv = sen ?—v.

Como el simbolo v es arbitrario, esta ecuacion es equivalente a la segunda

férmula de cofuncidn:
T
sen >~ u| =-cosu

Usando la identidad tangente, las férmulas de cofuncién 1y 2, y la iden-
tidad cotangente, obtenemos una demostracion para la tercera férmula:

T
sen | — —u
T 2 Ccos u
tan | — —u| = = = cotu
2 T sen u
cos|——u
2
Las demostraciones de las restantes tres formulas son semejantes. ]

Una forma facil de recordar las férmulas de cofuncién es consultar el
tridngulo de la figura 4.
Podemos ahora demostrar las identidades siguientes.

Férmulas de suma
y resta para seno y tangente

(1) sen(u + v) = senucosv + cosusenv
(2) sen (4 — v) = senucosv — cos u sen v

tan u + tan v
@) tan(u +v) = ——
1 — tan u tan v

tanu — tanv
@ tan(u —v) = ——mM8
1 + tanu tan v

DEMOSTRACIONES Demostraremos las férmulas 1 y 3. Usando las formu-
las de cofuncién y la féormula de la resta para el coseno, podemos verificar la
férmula 1:

sen (u + v) = cos [%— (u + v)]

“e[(F4)
= cos ?—u Y

T T
=cos<7—u>cosv+sen(;—u)senv

sen 1 cos v + cos u sen v
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Dividiendo entre cos u cos v nos

dard una expresion que contenga
tangentes, dividiendo entre sen u
sen v nos dard una expresion que
contenga cotangentes.

FIGURA 5

(—12,5)

=Y
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Para verificar la férmula 3, empezamos como sigue:

sen (u + v
tan(u+v)=¥
cos (u + v)

sen u cos v + cos u sen v

COS u CoOsv — sen u sen v

Si cos u cos v # 0, entonces podemos dividir el numerador y el denominador
entre cos u cos v, obteniendo

sen u Cosv 4 cos u sen v
cosu Cosv cos u cos v
cos u Cosv sen u sen v
cosu Cosv cos u cos v

tanu + tanvy

tan (u + v) =

1 —tanutanv’

Sicos u cos v = 0, entonces cos u = 0 o cos v = 0. En este caso, tan # o tan v
no estan definidas y la féormula es invélida. Las demostraciones de las férmu-
las 2 y 4 se dejan como ejercicios. ]

EJEMPLO 4 Usar féormulas de la suma para hallar

el cuadrante que contiene un dngulo

4 12 . .
Suponga sen = 5y cos 3 = —13, donde « estd en el primer cuadrante y 3
estd en el segundo cuadrante.

(a) Encuentre los valores exactos de sen (« + ) y tan (o + B).

(b) Encuentre el cuadrante que contenga a o + 3.

SOLUCION Los dngulos a y B estédn ilustrados en la figura 5. No hay pér-
dida de generalidad respecto a « y B como dngulos positivos entre 0 y 277,
como hemos hecho en la figura. Como sen a = %, podemos escoger el punto
(3, 4) en el lado terminal de a. Del mismo modo, como cos 8 = —%, el pun-
to (—12, 5) estd en el lado terminal de . Si consultamos la figura 5 y usamos

la definicion de las funciones trigonométricas de cualquier dngulo, tenemos
3 _ 4 =3 - _3
cosa =3, tana=3, senf3 =13, tanf = —.
(a) Las férmulas de la suma nos dan:
= = (4) (=12 3) (L) = 33
sen (a + B) = sen acos B + cos asen B = (5)( 13) + (5)(13) = —=

tan « + tan 8 % + (_ﬁ) 36 33

tan (a + B) = 1 —tanatanB: 1 —(%)(—15—2)%_%

(b) Como sen (a + B) es negativo y tan(a + B) es positivo, el dngulo o + B
debe estar en el tercer cuadrante. ]
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FIGURA 6 A continuacién veamos como se puede aplicar una calculadora de gréficas
= 1 R-1C D +H para hallar los valores exactos del ejemplo 4. Como « estd en el primer cua-
LART2a5218 drante, sen o = % implica que o = sen”! ;—‘; y como f3 estd en el segundo

o= I:E-lgié-%%?%34 cuadrante, cos 8 = —% implica que 8 = cos ™! (—%) (Si los dngulos estuvie-
=ikt FH_'B “rFrac ran en cuadrantes diferentes, podriamos usar dngulos de referencia como hicimos
-AARSES en la seccién 6.4.) En la figura 6, guardamos los dngulos « y B en las locaciones

tantA+EX rFrac Ay B y luego encontramos los valores exactos de sen (@ + B) y tan (@ + B)

2306 como fracciones. Los valores concuerdan con los hallados en el ejemplo 4.
-

~

/

El siguiente ejemplo ilustra un tipo de simplificacién del cociente de dife-
rencias (introducido en la seccién 3.4) con la funcién seno. La forma resul-
tante es util en célculo.

EJEMPLO 5 Una féormula empleada en calculo

Sif(x) = senxy h # 0, demuestre que

f(x+h)—f(x)zsenx cosh — 1 + cosx sen h
h h h )

SOLUCION Usamos la definicién de f'y la férmula de la suma para el seno:

flx + h) — f(x) _sen (x + h) —senx

h h
_senxcosh + cosxsenh — senx
B h
_senx(cosh — 1) + cosxsenh
h

cen cosh —1 + cos sen h -
x|{——— X
h h

Las férmulas de la suma también se pueden usar para deducir férmulas
de reduccion. Las formulas de reduccion se pueden usar para cambiar expre-
siones como

sen <0 + gn> y oS <9 + gn> para cualquier entero n

por expresiones que contengan s6lo sen 6 o cos 6 . Férmulas similares son ver-
daderas para las otras funciones trigonométricas. En lugar de deducir férmulas
generales de reduccion, ilustraremos dos casos especiales en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6 Obtener formulas de reduccion

Exprese en términos de una funcién trigonométrica sélo de 0:

(a) sen (0 — 377T> (b) cos (0 + =)
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T
Como cos u = sen ( ) — u>,

también podriamos escribir la suma
en términos de una funcion seno.

TRIGONOMETRIA ANALITICA

SOLUCION Utilizando las férmulas de resta y suma, obtenemos lo
siguiente:
@ 0 3 0 3 0 37
sen — — | = sen 6 cos— — cos fsen—
2 2 2

=senf-(0) —cosf-(—1) =cos b
(b) cos (0 + ) = cos Ocos m — sen Osen 7

cos O (—1) —sen 6 (0) = —cos 0 m

EJEMPLO 7 Combinar una suma que contenga las funciones
seno y coseno

Sean a y b nimeros reales con a > (0. Demuestre que para toda x,

a cos Bx + b sen Bx = A cos (Bx — C),

b
donde A = Va*> + b*y tan C = — con —§<C<%.
a

SOLUCION Dado a cos Bx + b sen Bx, consideremos que tan C = b/a con
—1/2 < C < 7/2. Por tanto, b = a tan C, y podemos escribir

a cos Bx + b sen Bx = a cos Bx + (a tan C) sen Bx

C
sen Bx

sen
=acosBx +a
cos

=2 (cos C cos Bx + sen C sen Bx)
cos C

= (a sec C) cos (Bx — C).

Completaremos la demostracién mostrando que a sec C = Va* + b*. Como
—7/2 < C < 7/2, se deduce que sec C es positivo, y por tanto

asecC=aV1 + tan® C.

Usando tan C = b/a y a > 0, obtenemos
b* b*
asecC=aq[1+—5=,/d|1+—5]=Va+DP. u
a a

EJEMPLO 8 Una aplicacion del ejemplo 6

Si f(x) = cos x + sen x, use las férmulas dadas en el ejemplo 7 para expresar
f(x) en la forma A cos (Bx — C), y luego trace la grafica de f.

SOLUCION Haciendoa = 1,b = 1y B = 1 en las férmulas del ejemplo 7,
tenemos

b 1
tanC =—=— = 1.
a 1

A=V +pr=V1+1=V2 y

Comotan C =1y —7/2 < C < /2, tenemos C = /4. Sustituyendo por
a, b, A, By Cen la féormula

acos Bx + bsen Bx = A cos (Bx — C)
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nos da
T
f(x) = cosx + senx = V2 cos (x - I)

Comparando la dltima férmula con la ecuacién y = a cos (bx + c), que hemos
estudiado en la seccién 6.5, vemos que la amplitud de la grifica es V2, el
periodo es 27 y el desplazamiento de fase es 7 /4. La gréfica de f estd trazada
en la figura 7, donde también hemos mostrado las graficas de y = sen x y
y = cos x. Nuestro trazo estd acorde con el obtenido en el capitulo 6 usando

s calculadora. (Vea la figura 10 en la seccién 6.6.) [ ]
Ejercicios
Ejer. 1-4: Exprese como cofuncion de un angulo comple- 1 1w 27 =
o b - _— 4 —
mentario. (b) sen B <use I 3 4)
1 (a) sen 15°20’ (b) cos 73°12'
7 () tan 60° + tan 225°
T
(c) tang (d) sec 17.28° (b) tan 285° (use 285° = 60° + 225°)
8 (a) cos 225° — cos 30°
2 (a) tan 37°50’ (b) sen 89°41’
(b) cos 195°  (use 195° = 225° — 30°)
(c) cos% (d) cot 61.87° - 71-
9 (a) senT - seng
T 1
3 — b — m m_T_ T
(@) cosg ©) seny (b) sen 15 (use 12 4 6)
3 T
10 (a) tan— — tan —
(©) tan 1 (d) csc 0.53 () tan " — tan g
7 7 3
(b) tanl (useﬂ =27 7T>
. 1 12 12 4 6
4 (a) senﬁ (b) cos;
Ejer. 11-16: Exprese como una funcion trigonométrica de
(c) tan V2 (d) sec 1.2 un 4ngulo.
11 cos 70° cos 53° + sen 70° sen 53°
Ejer. 5-10: Encuentre los valores exactos. 12 cos 6° cos 25° — sen 6° sen 25°
a o
5 (a) cos + cos 13 cos 61° sen 82° — sen 61° cos 82°
®) Sm Sm_m + T 14 sen 57° cos 4° + cos 57° sen 4°
O\ 76

21 T
6 (a) sen— + sen —
3 4

15 cos 3 sen (—2) — cos 2 sen 3

16 sen (—5) cos 2 + cos 5 sen (—2)
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Ejer. 17-22: Utilice las condiciones dadas para encontrar el
valor exacto de la expresion

5
17 sena = _E’ tan @ > 0, sen <a—7r)

24 T
18 cosa:E, sen a < 0, cos(a+)

19 secx = 3, cscx <0, cos <x—Z>
20 tanx = Z’ secx >0, sen <

T
x+>

3
T
21 cotx = \/§, cosx <0, tan <x+6>
5
22 cscx = BEY cotx >0, tan <xz>

23 Siay g son dngulos agudos tales que cos « :§ y
tan B = {3, encuentre

@) sen (a + B) (b) cos (a + B)
(c) el cuadrante que contiene a & + 3

24 Si o y B son dngulos agudos tales que csc a = % y
cot B = %, encuentre

@) sen (a + B) (b) tan (a + B)
(c) el cuadrante que contiene a « + B

. 4 5 2
25 Sisen a = —3y sec B = 3 para un dngulo « en el tercer
cuadrante y un dngulo 8 en primer cuadrante, encuentre

@) sen (a + B) (b) tan (a + B)
(c) el cuadrante que contiene a & + 8

26 Sitan a = —214 ycot B = % para un dngulo « del segundo
cuadrante y un dngulo 3 del tercer cuadrante, encuentre

@) sen (@ + B) (b) cos (@ + B)  (c) tan (a + B)
(d) sen (@ — B) (e) cos (a — B) (f) tan (@ — B)

27 Si o y B son dngulos del tercer cuadrante tales que
cos a = —5ycos 8= —%, encuentre

(a) sen (a — B) () cos (@ — B)
(c) el cuadrante que contiene a @ — 3

28 Si @ y B son dngulos del segundo cuadrante tales que
sen a = %y cos B = —%, encuentre

@) sen (a + B) (b) tan (@ + B)

(c) el cuadrante que contiene a & + 3

Ejer. 29-40: Verifique la formula de reduccion.

29

31

33

35

37

39

sen (0 + ) = —sen 6 30 sen x+g = CcoS X

sen (x —5277> = —cosx 32 sen (0—3277> = cos 6

ar
cos (0 — @) = —cos 6 34 cos (x + 2) = —sen x

37 S
cos x+7 = sen x 36 cos 0—7 = sen 6

tan (x — ;) = —cot x 38 tan (7 — 0) = —tan 6

T
tan <0+2> = —cotf® 40 tan (x + 7) = tan x

Ejer. 41-50: Verifique la identidad.

141

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

T V2
sen | 0+ — ) = ——(sen 6 + cos 0)
4 2
V2
cos <0+Z> = T(COS 0 — sen 0)
. N T 1 + tan u
an — ) =—
" 4 1 —tanu

T tan x — 1
tan (x — — ) = ———

4 tan x + 1
cos (u +v) + cos (u —v) =2 cos u cos v
sen (u + v) + sen (u — v) = 2 sen u cos v
sen (u + v) - sen (u — v) = sen’* u — sen’ v

cos (u + v) - cos (u — v) = cos®> u — sen® v

1 _ sen a sen B

cota—cot B sen (B — a)

1 _ cos acos B
tan @ + tan B sen (a + B)

Exprese sen (u + v + w) en términos de funciones trigo-
nométricas de u, vy w. (Sugerencia: escriba

sen (u + v+ w) comosen [(u + v) + w]

y use féormulas de suma.)

Exprese tan (u + v + w) en términos de funciones trigo-
nométricas de u, vy w.

cotucotv — 1
Deduzca la férmula cot (u + v) = ——.
cotu + cotv



54 Siay 8 son dngulos complementarios, demuestre que

sen”> @ + sen® B = 1.
55 Deduzca la férmula de la resta para la funcién seno.
56 Deduzca la férmula de la resta para la funcién tangente.

57 Sif(x) = cos x, demuestre que
flx+ h) = f(x) cos cos h — 1 wen sen h
- v = xX|———mm — X .

h h h

58 Sif(x) = tan x, demuestre que

fx+h) —flx) sec? sen h 1
h \Th Jcos h — sen htan x°

Ejer. 59-60: (a) Compare las aproximaciones decimales de
ambos lados de la ecuacion (1). (b) Encuentre el angulo
agudo x tal que la ecuacion (2) sea una identidad. (c) ;Como
se relaciona la ecuacion (1) con la ecuacion (2)?

59 (1) sen 63° — sen 57° = sen 3°
(2) sen(a + B) — sen (a« — B) = sen B

60 (1) sen 35° + sen 25° = cos 5°
(2) sen (a + B) + sen (¢« — B) = cos B

Ejer. 61-66: Use una formula de suma o resta para hallar
las soluciones de la ecuacién que estén en el intervalo [0, 7).
61 sen 47 cos t = sen ¢ cos 4t

62 cos 5t cos 3t = % + sen (—5¢) sen 3¢

63 cos 5t cos 2t = —sen 5t sen 2t

64 sen 3t cos t + cos 3t sen t = —%

65 tan 2t + tan r = 1 — tan 2f tan ¢

66 tan r — tan 41 = 1 + tan 4f tan ¢

Ejer. 67-70: (a) Use la formula del ejemplo 7 para expresar
f en términos de la funcion coseno. (b) Determine la ampli-
tud, periodo y desplazamiento de fase de f. (c) Trace la gra-
fica de f.

67 f(x) = V3 cos 2x + sen 2x

68 f(x) = cos 4x + V3 sen 4x
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69 f(x) = 2 cos 3x — 2 sen 3x

70 f(x) = 5 cos 10x — 5 sen 10x

Ejer. 71-72: Para ciertas aplicaciones en ingenieria eléc-
trica, la suma de varias sefiales de voltaje u ondas de radio
de la misma frecuencia se expresa en la forma compacta
y = A cos (Bt — C). Exprese la seiial dada en esta forma.

71 y = 50 sen 607t + 40 cos 607t

72 y =10 sen <120m - 72T> + 5 sen 1207t

73 Movimiento de una masa Si una masa que estd unida a un
resorte se eleva y, pies y se suelta con una velocidad verti-
cal inicial de v, pies/s, entonces la subsiguiente posicién y
de la masa estd dada por

Vo
y = Yy COS wf + — sen wt,
w

donde ¢ es el tiempo en segundos y w es una constante posi-
tiva.

@) Si w=1, y, =2 pies y v, = 3 ft/s, exprese y en la
forma A cos (Bt — C), y encuentre la amplitud y al
periodo del movimiento resultante.

(b) Determine los tiempos cuando y = 0; es decir, los tiem-
pos cuando la masa pasa por la posicion de equilibrio.

74 Movimiento de una masa Consulte el ejercicio 73. Si
Yo = 1 y o = 2, encuentre las velocidades iniciales que
resulten en una amplitud de 4 pies.

75 Presién en el timpano Si un diapason se toca ligeramente
y luego se sostiene a cierta distancia del timpano, la presion
pi(t) en el exterior del titmpano en el tiempo ¢ puede estar
representada por p,(f) = A sen wt, donde A y w son cons-
tantes positivas. Si un segundo diapasén idéntico se toca
con una fuerza posiblemente diferente y se sostiene a una
distancia diferente del timpano (vea la figura), su efecto
puede estar representado por la ecuacion p,(f) = B sen (wt
+ 7), donde B es una constante positivay 0 = 7 = 27. La
presion total p(7) en el timpano estd dada por

p(t) = A sen wt + B sen (wt + 7).
(a) Demuestre que p(f) = a cos wt + b sen wt, donde
b=A+ Bcos T
(b) Demuestre que la amplitud C de p estd dada por
C? = A% + B* + 2AB cos T.

a=BsenTt y
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77
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EJERCICIO 75

Interferencia destructiva Consulte el ejercicio 75.
Cuando se golpean dos diapasones ocurre interferencia
destructiva si la amplitud de la onda de sonido resultante es
menor que A. Suponga que los dos diapasones se golpean
con la misma fuerza; es decir, A = B.

(a) Cuando ocurre interferencia destructiva total, la ampli-
tud de p es cero y no se escucha sonido alguno.
Encuentre el minimo valor positivo de 7 para el cual
esto sucede.

(b) Determine el intervalo (a, b) de 7 para el cual se pre-
senta interferencia destructiva y a tiene su minimo
valor positivo.

Interferencia constructiva Consulte el ejercicio 75.
Cuando se golpean dos diapasones, ocurre interferencia
constructiva si la amplitud C de la onda de sonido resul-
tante es mayor que A o B (vea la figura).

(a) Demuestre que C = A + B.
(b) Encuentre los valores de 7 tales que C = A + B.

(c) Si A = B, determine una condicion en la cual ocurrird
interferencia constructiva.

i

i

EJERCICIO 77

y
p()
pi(0) /

- >
27 \% Pa(0) 27 t

78 Presion en el timpano Consulte el ejercicio 75. Si dos dia-

pasones con diferentes frecuencias se golpean simultdnea-
mente con fuerzas diferentes, entonces la presion total p(r)
en el timpano en el tiempo ¢ estd dada por

p(1) = pi(t) + pu(t) = A sen ot + B sen (wyt + 7),
donde A, B, w|, w, y T son constantes.

(a) Grafique p para 27w =t=2my si A=B =2,
w=1,w,=20y7=3.

(b) Use la gréfica para describir la variacién de tono que se
produce.

Ejer. 79-80: Consulte el ejercicio 77. Grafique la ecuacion
para —7 =t = 77y estime los intervalos en los que ocurre
interferencia constructiva.

79 y =3 sen 2t + 2 sen (4t + 1)

80 y =2sent + 2sen (3t + 3)

Férmulas de angulos
maltiples

Nos referimos a las formulas consideradas en esta secciéon como formulas de
angulos multiples. En particular, las siguientes identidades son férmulas
de angulo doble, porque contienen la expresion 2u.

Férmulas de angulo doble
(2) (a) cos2u

(b) cos2u=1—2sen’u
(¢) cos2u =2cos’u — 1
2 tan u
3) tan2u = ———
(3) tan 2u 1 —tan’u

(1) sen2u = 2 sen u cos u

= cos’u — sen’*u

DEMOSTRACIONES Cada una de estas féormulas se puede demostrar al
hacer v = u en las férmulas de suma apropiadas. Si usamos la férmula para

sen (1 + v), entonces
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sen 2u = sen (u + u)
=senucosu + cosusenu

= 2 sen u cos u.
Usando la férmula para cos (u + v), tenemos
cos 2u = cos (u + u)
= COS U COS U — Sen u sen u
= cos’u — sen’ u.
Para obtener las otras dos formas para cos 2u en 2(b) y 2(c), usamos la identi-
dad fundamental sen? u + cos? u = 1. Asi,
cos 2u = cos’>u — sen’u
= (1 —sen’u) — sen’u
=1 — 2sen’u.
Del mismo modo, si sustituimos sen? u en lugar de cos? u, obtenemos
cos 2u = cos>u — (1 — cos u)
=2cos’u — 1.

La féormula 3 para tan 2u se puede obtener al hacer v =u en la férmula para
tan (u + v). [

EJEMPLO 1 Usar férmulas de angulo doble

. 4 <
Si sen a = 3 es un dngulo agudo, encuentre los valores exactos de sen 2a y
cos 2a.

SOLUCION  Si consideramos a como un dngulo agudo de un tridngulo rec-
tdngulo, como se ve en la figura 1, obtenemos cos @ = 5. A continuacién sus-
tituimos en las férmulas de dngulo doble:

= = é)(é)_%
sen201—2senozcosoz—2(5 5) =5
— co o — sen? o = 3)2_@2:2_&:_1
cos 2a = cos” a — sen’ « (5 5 3% — 35 3% =

La figura 2 muestra una forma de calcular los valores del ejemplo 1 en calcu-
ladora.

El siguiente ejemplo demuestra cémo cambiar una expresion de dngulo
multiple a una expresién de un solo dngulo.

EJEMPLO 2 Cambiar la forma de cos 36

Exprese cos 360 en términos de cos 6.

SOLUCION
cos 30 = cos (20 + 0) 30 =20+ 0
= cos 260 cos 0 — sen 26 sen 6 férmula de la suma

= (2cos? 0 — 1) cos 6 — (2 sen O cos 0) sen O férmulas de dngulo doble
= 2co0s* 0 — cos 6 — 2 cos Hsen’ 0 multiplique
=2co0s*0 — cos § —2cos O(1 — cos? ) sen® @ + cos> 6 = 1

=4cos’ 0 — 3cos 6 simplifique [
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A cada una de las siguientes tres formulas se les da el nombre de identi-
dad de semiangulo, porque el nimero u es la mitad del ndimero 2u.

Identidades de semiangulo

1 - 2 1+ 2
1) sen’u = T cosu @) cos?u = 1T cosau
2 2
1 — cos2u
3 t 2 -
(3) tan®u 1 + cos 2u

DEMOSTRACIONES La primera identidad puede verificarse como sigue:

cos2u =1 — 2sen’u férmula 2(b) de dngulo doble
2sen’u =1 — cos2u aisle 2 sen® u

5 1 —cos2u |
sen“u = ——— divida entre 2

2
La segunda identidad se puede deducir en forma semejante empezando con
cos2u = 2 cos’u — 1.

La tercera identidad puede obtenerse de las identidades 1 y 2 al notar que

2 2
sen u sen’ u
tan® u = (tan u)> = < ) =

cos u cos>u’

Es posible usar identidades de semidngulo para expresar potencias pares
de funciones trigonométricas en términos de funciones con exponente 1, como
se ilustra en los siguientes dos ejemplos.

EJEMPLO 3 Usar identidades de semidngulo para verificar
una identidad

Verifique la identidad sen® x cos> x = %(1 — cos 4x).

SOLUCION
5 5 I —cos2x\(1 +cos2x\ . . )

Sen” x cos” x = > > identidades de semidngulo
= 3(1 — cos* 2x) multiplique
= i(sen2 2x) sen’2x + cos’>2x = 1
_ 1 (1 —cos4x identidad de semidngulo
T4 2 conu = 2x
= %(1 — cos 4x) multiplique ]

EJEMPLO 4 Usar identidades de semiangulo para reducir
una potencia de cos ¢

Exprese cos* ¢ en términos de valores de la funcién coseno con exponente 1.
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SOLUCION
cos* t = (cos? 1)? ley de exponentes
1 + cos2t\? L .
= T identidad de semidngulo
= %(1 + 2 cos 2t + cos? 2t) eleve al cuadrado
1 1 + cos 4t ) )
= 7 1+ 2cos 2t + Y dentidad de semidngulo con u = 2¢
= % + %COS 2t + écos 4t simplifique |

Sustituyendo v/2 por u en las tres identidades de semidngulo nos da

, v 1 —cosv , Vv 1 + cosv , v 1 —cosv
sen* — = ———— cos’ —=—"—" tan* —— = ——.
2 2 2 2 2 1 + cosv
Sacando las raices cuadradas de ambos lados de cada una de estas ecuaciones,
obtenemos lo siguiente, a las que llamamos formulas de semidngulo para dis-
tinguirlas de las identidades de semidngulo.

Férmulas de semiangulo

Al usar una formula de semidngulo, escogemos ya sea + o —, dependien-
do del cuadrante que contenga el dngulo v/2 medido en radianes. Entonces,
para sen (v/2) usamos + si v/2 es un dngulo en el primer cuadrante o en el
segundo, o — si v/2 estd en los cuadrantes tercero o cuarto. Para cos (v/2) usa-
mos + si v/2 estd en los cuadrantes primero o cuarto, y asi sucesivamente.

EJEMPLO 5 Usar formulas de semiangulo para el seno y coseno

Encuentre valores exactos para
(a) sen 22.5° (b) cos 112.5°

SOLUCION

(a) Escogemos el signo positivo porque 22.5° estd en el primer cuadrante y,
por tanto, sen 22.5° > 0.

1 — cos 45° ,
sen 22.5° = + — féormula de semidngulo para seno con v = 45°
1—V2/2 V2
= —_— cos 45° = —
2 2
V2 - V2

2
= T multiplique el radicando por Y simplificar

(continiia)
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(b) De manera similar, escogemos el signo negativo porque 112.5° estd en el
segundo cuadrante y por tanto cos 112.5° < 0.

[ o+ - ~nco férmula del semidngulo
cos 112.5° = — \/% para coseno con v = 225°
1-V2/2 V2
= — 4 [/ c¢c0s225° = ——
2 2
2 - V2 multiplique el radicando
= - 2
2 por 'y simplifique [ ]

Podemos obtener una forma alternativa para la formula de semidngulo con
tan (v/2). Multiplicar el numerador y denominador del radicando de la tercera
férmula del semidngulo por 1 — cos v nos dara

v 1 —cosv 1 —cosv
tan — = =+ :
2 1 +cosv 1 —cosv

(1 — cos v)?

= +

1 — cos’v

(1 — cosv)? 1 —cosv
=+ =+ .
sen’ v sen v

Podemos eliminar el signo = de la férmula precedente. Primero observe
que el numerador 1 — cos v nunca es negativo. Podemos demostrar que tan
(v/2) y sen v siempre tienen el mismo signo. Por ejemplo, si 0 < v < mr,
entonces 0 < v/2 < 71/2 y en consecuencia sen v y tan (v/2) son positivos.
Si 7 < v < 2, entonces 7/2 < v/2 < 7 y por lo tanto sen v y tan (v/2)
son negativos, lo cual nos da la primera de las siguientes dos identidades. La
segunda identidad para tan (v/2) puede obtenerse al multiplicar el numera-
dor y el denominador del radicando de la tercera férmula del semidngulo por
1 + cosv.

Férmulas del semiangulo
para la tangente

1 — cos sen
1) tan~ = ———" @) tan~ = "V
2 sen v 2 1+ cosv

FIGURA 3

\ PG 4

=Y

EJEMPLO 6 Usar una formula del semiangulo para la tangente

. 4 o
Sitana = — ? y « estd en el cuarto cuadrante, encuentre tan 7

SOLUCION  Si escogemos el punto (3, —4) en el lado terminal de «, como
se ilustra en la figura 3, entonces sen o = —;1 y cos a = % Aplicando la
primera férmula del semidngulo para la tangente, obtenemos

1 — cos a 1—% 1
= Z—?. | |

lo
tan — =
2 sen « —

(TR
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EJEMPLO 7 Hallar los puntos de interseccion con el ejex de la grafica

Una gréifica de la ecuacién y = cos 2x + cos x para 0 = x = 277 aparece en la
figura 4. Los puntos de interseccidn con el eje x parecen estar aproximada-
mente en 1.1, 3.1 y 5.2. Encuentre los valores exactos y aproximaciones a tres
lugares decimales.

SOLUCION  Para hallar los puntos de interseccién con el eje x, procedemos
como sigue:
cos2x + cosx =0 seay =0
(2cos’x — 1) + cosx =0  férmula 2(c) del dngulo doble
2cos’x +cosx—1=0 ecuacion equivalente
(2cosx — I)(cosx + 1) =0  factorice
2cosx—1=0, cosx+1=0 teorema del factor cero
cosx = %, cosx = —1 despeje cos x

Las soluciones de las ultimas dos ecuaciones del intervalo [0, 277] nos dan los
siguientes puntos de interseccion con el eje x exactos y aproximados:

% ~ 1.047, 5777 ~ 5236, mw~3.142 -

EJEMPLO 8 Deducir una férmula para el area

de un tridangulo isésceles

Un triangulo isésceles tiene dos lados iguales de longitud a y el dngulo entre
ellos es 0 (vea la figura 5). Exprese el drea A del tridngulo en términos de a y 6.

SOLUCION En la figura 6 vemos que la altura desde el punto P biseca 0 y
que A = %(Zk)h = kh. Entonces, tenemos lo siguiente, donde 6/2 es un dngulo
agudo:

k 0 h ek 6
sen — = — cos — = — vea la figura
2 a 2 a ¢

0 0 )
k=asen3 h:aCOSE despeje ky h

A continuacion hallamos el area:

0
A = a’sen S cos = sustituya en A = kh (%)
_ , J1 —cosf |1+ cosf férmulas del semidngulo con
-a 2 2 6/2 en el primer cuadrante
, [l —cos’@ )
=a T ley de radicales

sen’ @ + cos’> 6 = 1

I
Q
8]
%
@
~|B
(i8]
S

1 .
Eaz | sen 0| saque la raiz cuadrada

—%aZSCHO sen > 0 para 0° < 0 < 180°

Otro método para simplificar (x) es escribir la férmula del angulo doble

para el seno, sen 2u = 2 sen u cos u, cOMO
(contintia)
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1
sen u cos u = 5 sen 2u ()

y procedemos como sigue:

A = a*sen > cos > sustituya en A = kh

1 0
=a% - —sen <2 . ?> seau = g en (%)

2
= %a2 sen 6 simplifique [
Ejercicios
Ejer. 1-4: Encuentre los valores exactos de sen 26, cos 20y 14 Sisec = _275 +qué posibles valores puede tener (6/2)?
tan 20 para los valores dados de 6.
1 cos 6 = % 0° < 6 < 90° Ejer. 15-16: Use férmulas del semidngulo para hallar los
valores exactos.
_ 4 o o 3
2 cotf =3 180°<6<270 15 (a) cos 67°30"  (b) sen 15° (c) tan%
3 sec = —13;90° < < 180°
2 o o
4 sen 6 = _}?; 270° < 6 < 360 16 (a) cos 165° (b) sen 157°30"  (c) tan%

5 Sitan a = 3 y a es un dngulo agudo, encuentre el valor
exacto de sen 2a.

. Ejer. 17-38: Verifique la identidad.
6 Sicota =2y a es agudo, encuentre el valor exacto de

cos 2. 17 sen 106 = 2 sen 56 cos 56

2 _ 2 —
Ejer. 7-12: Encuentre los valores exactos de sen (6/2), cos 18 cos® 3x = sen” 3x = cos bx

(60/2) y tan (0/2) para las condiciones dadas. x x
19 4sen—cos— =2senx

7sec0=§; 0° < 6<90° 2 2
sen’ 2«
20 — =4 — 4sen’ «
sen® «
8 csc O = —%; —90° < 9<0°
i 7 , X sen’® x
sen? — = ————
2 2(1 + cosx)
12 o o
9 sen 0 =13 90°<6<180 22 cos® X sen’ x

?:2(1—c0sx)
10 tan 6 = _%; 270° < § < 360° 23 (sent + cost)> =1 + sen 2t
24 csc 2u=%cscusecu

Mtan =1, —180°< < —90°
25 sen 3u = sen u (3 — 4 sen’ u)

12 sec = —4; 180° < 0 < 270° 26 sen 4t = 4 sentcos t (1 — 2 sen® 1)

27 cos 40 = 8 cos* 0 — 8 cos® O + 1

13 Sicos B = 4% y B estd en el cuarto cuadrante, encuentre el
valor exacto de tan(3/2). 28 cos 61 = 32 cos® r — 48 cos* t + 18 cos* r — 1



29

30

31

33

34

35

36

37

38

4,3 _1 1
sen®t =g — 5 cos 2t + g cos 4t

cos* x — sen* x = cos 2x

20 Cu— 1
sec 26=L 32 cot2u=%
2 — sec’ 0 2 cot u
2 sen® 2t + cos 4t = 1
tan 6 + cot O = 2 csc 260
van 3 tan u (3 — tan® u)
an3u =————7
1 —3tan’u
1 + sen 2v + cos 2v
= cot v

1 + sen 2v — cos 2v

6
tani =csc O — coth

0
tan25= 1 —2cotfcsc @+ 2cot’ 6

Ejer. 39—42: Exprese en términos de la funcion coseno con
exponente 1.

39

41

6
cos* > 40 cos* 2x

0
sen* 2x 42 sen* >

Ejer. 43-52: Encuentre las soluciones de la ecuacion que
estén en el intervalo [0, 277).

43

45

47

49

51

53

sen 2t + sent =0 44 cost—sen2t=0
cosu + cos2u =0 46 cos 20 —tan 6 = 1
tan 2x = tan x 48 tan 2t — 2 cost =0
sen%u-l—cosu:l 50 2—coszx:4sen2%x
tan (x/2) = senx 52 tan (x/2) = cotx
Sia>0,b>0y0<u< m/2, demuestre que

asenu+ bcosu= Va*+ b*sen (u+v)
para 0 < v < /2, con

b a
sen v = —F—— CoOSV =—"F——.
Vv Va* + b’

54

55

56

57

497

7.4 Férmulas de dngulos multiples

Use el ejercicio 53 para expresar 8 sen # + 15 cos u en la
forma ¢ sen (u + v).

Una grificade y = cos 2x + 2 cos x para 0 = x = 27 se
muestra en la figura.

(a) Aproxime los puntos de interseccién con el eje x a dos
lugares decimales.

(b) Las coordenadas x de los puntos de inflexién P, Q y R
en la grifica son soluciones de sen 2x + sen x = 0.
Encuentre las coordenadas de estos puntos.

EJERCICIO 55
AY

Una grifica de y = cos x — sen 2x para 0 = x = 27 se
muestra en la figura.

(a) Encuentre los puntos de interseccién con el eje x.

(b) Las coordenadas x de los ocho puntos de inflexién en la
grifica son soluciones de sen x + 2 cos 2x = 0.
Aproxime estas coordenadas x a dos lugares decimales.

EJERCICIO 56

Una graficade y = cos 3x — 3 cos x para 0 = x = 27 se ve
en la figura en la pdgina siguiente.

(a) Encuentre los puntos de interseccién con el eje x.
(Sugerencia: use la férmula para cos 36 dada en el
ejemplo 2.)

(b) Las coordenadas x de los siete puntos de inflexién en la
grifica son soluciones de sen 3x — sen x = 0.
Encuentre estas coordenadas x. (Sugerencia: use la
férmula para sen 3u del ejercicio 25.)
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59
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EJERCICIO 57 LY

Una graficade y = sen 4x — 4 sen x para 0 = x = 27 se ve
en la figura. Encuentre los puntos de interseccién con el eje
X. (Sugerencia: use la férmula para sen 4¢ del ejercicio 26.)

EJERCICIOS8  y

=Y

27

Planeacién de una ruta de ferrocarril En la figura se
muestra una ruta de ferrocarril propuesta que pasa por tres
ciudades localizadas en los puntos A, By C. En B, la via da
vuelta hacia C a un dngulo 6.

(a) Demuestre que la distancia total d de A a C estd dada
por d = 20 tan%@ + 40.

(b) Debido a las montafias entre A y C, el punto de in-
flexién B debe estar al menos a 20 millas de A. ;Hay
una ruta que evite las montafias y mida exactamente 50
millas?

EJERCICIO 59

Alcance de un proyectil Si un proyectil es disparado
desde el nivel del suelo a una velocidad inicial de v pies/s
y aun angulo de 6 grados con la horizontal, el alcance R del
proyectil estd dado por )

R=%sen 6 cos 6.

Si v = 80 ft/s, aproxime los dngulos que resulten en un
alcance de 150 pies.

61 Construccion de un canal para lluvia En la figura se
muestra un disefio de un canal para lluvia.

(a) Exprese el volumen V como funcién de 6. (Sugerencia:
vea el ejemplo 8.)

(b) Aproxime el dngulo agudo 6 que resulte en un volumen
de 2 pies.

EJERCICIO 61

~~—
: 20

62 Disefio de una guarnicion Un ingeniero de caminos estd
disefiando una guarnicién para una calle en un crucero
donde dos carreteras se encuentran a un angulo ¢, como se
muestra en la figura. Se ha de construir una guarnicién
entre los puntos A y B usando un circulo que sea tangente a
la carretera en estos dos puntos.

(a) Demuestre que la relacién entre el radio R del circulo y
la distancia d de la figura estd dada por la ecuacién d =

R tan (¢/2).

(b) Si ¢ = 45° y d = 20 pies, calcule R y la longitud de la
guarnicion.

EJERCICIO 62

63 Bifurcacién arterial Una forma comtin de derivacién car-
diovascular es una bifurcacion, donde una arteria se divide
en dos vasos sanguineos mds pequefios. El dngulo 6 de
bifurcacion es el dngulo formado por las dos arterias mds
pequefias. En la figura, la linea que va de A a D biseca el
angulo 0 y es perpendicular a la linea que vade B a C.

(a) Demuestre que la longitud / de la arteria de A a B estd

b 0
dadapor/ =a + — tan —.
2 T4
(b) Calcule la longitud [ de las tres mediciones ¢ = 10 mm,

b=6mmy6 = 156°.
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EJERCICIO 63 s Ejer. 65-66: Ejer. 65-66: Use la grafica de f para hallar la
expresion mas sencilla g(x) tal que la ecuacion f(x) = g(x)

sea una identidad. Verifique esta identidad.

sen 2x + sen x
A h 0 b 65 f(x) =

cos 2x + cos x + 1

66 /(1) sen x (1 + cos 2x)
C sen 2x

a

64 Produccién de calor en un circuito de CA Por definicion, E Ejer. 67-72: Resuelva graficamente la ecuacién trigonomé-
el valor promedio de f(f) = ¢ + a cos bt para uno o mds trica en el intervalo indicado a dos lugares decimales.

ciclos completos es ¢ (vea la figura). 67 tan (% x + 1) = sen %x; [—2, 27]

(a) Use una férmula de dngulo doble para hallar el valor

promedio de f() = sen’ wf para 0 =< t = 27/w, con 1 68 sec (2x + 1) = cos %x +1; [—7/2, w/2]
en segundos.

(b) En un circuito eléctrico con una corriente alterna / = I,
sen wf, la tasa r (en calorfas/s) a la cual se produce
calor en un resistor de R ohms estd dada por r = RI2.
Encuentre la tasa promedio a la cual se produce calor 70 3 sen (2x) + 0.5 = 2 sen (% X+ 1); [—, 7]
durante un ciclo completo.

69 csc (%x + 1) = 1.5 — cos 2x; [, 7]

EJERCICIO 64
A f(0)

71 2 cot ix =1 — sec %x; [—2m, 27]

72 tan (%x + %) = % sen 2x; [—, o]

.E. Las siguientes férmulas se pueden usar para cambiar la forma de ciertas ex-

- presiones trigonométricas de productos a sumas. Nos referimos a éstas como
Férmulas de pl"OdUCtO ) féormulas de producto a suma aun cuando dos de las férmulas expresan un
sumay sumaa pI’OdUCtO producto como una diferencia, porque cualquier diferencia x — y entre dos
nuimeros reales también es una suma x + (—y). Estas férmulas se usan con fre-
cuencia en cdlculo como ayuda en un proceso llamado integracion.

Férmulas de producto a suma (1) senucosv = %[sen (u +v) +sen(u —v)]
(2) cosuseny = %[sen (u +v) —sen (u —v)]
(3) cosucosvy = %[cos (u +v) + cos (u—v)]

4) senuseny = %[cos (u —v) — cos (u + v)]
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DEMOSTRACIONES Sumemos los lados izquierdo y derecho de las féormu-
las para la suma y resta para la funcién seno, como sigue:

sen(u +v) = senucosv + cosusenv

sen (. — v) = senucosSv — COSusSeny

sen (u + v) +sen(u —v) = 2senucosv

Dividiendo entre 2 ambos lados de la dltima ecuacién tendremos la férmula 1.

La férmula 2 se obtiene restando el lado izquierdo y el derecho de las
férmulas de suma y resta para la funcién seno. Las férmulas 3 y 4 se desarro-
Ilan de modo semejante, usando las férmulas de suma y resta para la funcién
coseno. |

EJEMPLO 1 Usar féormulas de producto a suma

Exprese como suma:
(a) sen 46 cos 30 (b) sen 3x sen x
SOLUCION

(a) Usamos la formula 1 de producto a suma con u = 40y v = 36.

sen 46 cos 30 = %[sen (46 + 36) + sen (40 — 30)]

= %(sen 76 + sen 6)

También podemos obtener esta relacién usando la férmula 2 de producto a
suma.

(b) Usamos la férmula 4 de producto a suma con u = 3xy v = x:
sen 3xsenx = %[cos (Bx — x) — cos (3x + x)]

= %(cos 2x — cos 4x) [ ]

Podemos usar las férmulas de producto a suma para expresar una suma o
diferencia como producto. Para obtener formas que se puedan aplicar con més
facilidad, cambiaremos la notaciéon como sigue. Si hacemos

ut+tv=a y u—v=n,

entonces (u + v) + (u — v) = a + b, que se simplifica a
_a+b
T

u

Del mismo modo, como (# + v) — (u — v) = a — b, obtenemos
a—>b
7

Ahora sustituimos por # + vy u — v en los lados derechos de las féormulas de
producto a suma y por u y v en los lados izquierdos. Si entonces multiplica-
mos por 2, obtenemos las siguientes formulas de suma a producto.
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Férmulas de suma a producto

+b - b
(1) sena + senb = 25ena cosa

2 2

+b —b
(2) sena — senb = ZCosa sena

2 2

+b - b
(3) cosa + cosb = ZCosa cosa

2 2

+b —b

4) cosa —cosbh = —2 sena sen >

EJEMPLO 2 Usar una férmula de suma a producto

Exprese sen 5x — sen 3x como producto.

SOLUCION  Usamos la férmula 2 de suma a producto con a = 5x y b = 3x:

5x + 3x S5x — 3x
sen 5x — sen 3x = 2 cos > sen 2

= 2 cos 4x sen x ]

EJEMPLO 3 Usar férmulas de suma a producto para verificar
una identidad

sen 3t + sen 5t

Verifique la identidad cot t.

cos 3t — cos 5t

SOLUCION Primero usamos una férmula de suma a producto para el nume-
rador y una para el denominador:

3t + 5t 3t — 5t
2 sen cos
sen 3t + sen 5t - 2 2 formulas 1y 4 de
cos 3t — cos 5t 3t + 5t 3t— 5t sumaaproducto
—2 sen > sen >

2 sen 4t cos (—1) o
= simplifique
—2 sen 4t sen (—1)

cos (—1)
= — cancele 2 sen 4¢
—sen (—1)
cos t ) )
= — férmulas para negativos
sen ¢
= cott identidad cotangente ®

EJEMPLO 4 Usar una férmula de suma a producto

para resolver una ecuacién
Encuentre las soluciones de sen 5x + sen x = 0.
SOLUCION Cambiar una suma a producto nos permite usar el teorema del

factor cero para resolver la ecuacién.
(continiia)
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sen Sx + senx = 0 enunciado

5x + x Sx — x )
2 sen > cos > = (0 férmula 1 de suma a producto

sen 3x cos 2x = 0 simplifique y divida entre 2

sen3x = 0, cos2x = 0 teorema del factor cero

Las soluciones de las dltimas dos ecuaciones son
T
3x=mn y 2x= 5 + 7n  para todo entero n.

Dividiendo entre 3 y 2, respectivamente, obtenemos

™ T ™
—n y — + —n paratodo entero n. ]
3 4 2

EJEMPLO 5 Hallar los puntos de interseccion con el eje x de una
grafica

Una gréfica de la ecuaciéon y = cos x — cos 3x — sen 2x se muestra en la
figura 1. Encuentre los 13 puntos de interseccidn con el eje x que estdn en el
intervalo [—27, 277].

FIGURA1

34 y=-cosx—cos3x — sen2x

\ A\ A yaDN / N

R \/_W\/ R >
-3

SOLUCION Para hallar los puntos de interseccién con el eje x, procedemos
como sigue:

2
3
=

cosx —cos3x —sen2x =0 seay =0

(cos x — cos 3x) — sen 2x = 0 agrupe los primeros dos términos

x + 3x x — 3x
—2 sen > sen 5 sen 2x = 0 férmula 4 de suma a producto

—2 sen 2x sen (—x) — sen 2x = 0 simplifique

2 sen 2x sen x — sen 2x = 0 férmula para negativos
sen2x (2senx — 1) = 0 factorice sen 2x
sen2x =0, 2senx — 1 =0 teorema del factor cero

1 .
sen 2x = 0, senx = 3  despeje sen x

La ecuacidn sen 2x = 0 tiene soluciones 2x = 7rn, o bien, dividiendo entre 2,

T
X = 7” para todo entero n.
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Si hacemos n = 0, =1, £2, £3 y =4, obtenemos nueve puntos de interseccion
con el eje x en [—2, 27]:

0, i?ﬂ-, *a, i3—7T *+2

2 b}

. < _1
Las soluciones de la ecuacién sen x = 5 son

5
% +2mn y % + 2mn  para todo entero n.

Las cuatro soluciones en [—24r, 277] se obtienen al hacern = 0y n = —1:
7w Mmoo Tm -
6’ 6° 6’ 6

Ejercicios

Ejer. 1-8: Exprese como una suma o diferencia.

1 sen 7t sent 2 sen (—4x) cos 8x
3 cos 6u cos (—4u) 4 cos 2t sen 6¢

5 2 sen 50 cos 36 6 2 sen 70 sen 560
7 3 cos x sen 2x 8 5 cos 4u cos Su

Ejer. 9-16: Exprese como producto.

9 sen 260 + sen 46 10 sen 260 — sen 860
1 cos 5x — cos 3x 12 cos 5t + cos 6f
13 sen 3¢ — sen 9t 14 cos 36 — cos 560
15 cos x + cos 2x 16 sen 8t + sen 2t

Ejer. 17-24: Verifique la identidad.

sen 4t + sen 61

= cot t
cos 4t — cos 6t

0+ 36
18 RIS n 26
cos 0 + cos 360

sen u + sen v
99 ——

an u v

sen u — sen v 1
20 ————— = —cot—(u +v)
CcOS U — COS V 2

1
n senu —senv tanj(u — v)
sen u + sen v tan%(u +)

CcOS U — COS V 1 1
22 ——— = —tan—(u + v) tan— (u —
cos u + cos v 2 +v) 2 (=)

23 4 cos x cos 2x sen 3x = sen 2x + sen 4x + sen 6x

cos t + cos 4t + cos 7t

= cot 4t
sen t + sen 4t + sen 7t

24

Ejer. 25-26: Exprese como suma.
25 (sen ax)(cos bx) 26 (cos au)(cos bu)

Ejer. 27-34: Use formulas de suma a producto para hallar
las soluciones de la ecuacion.

27 sen 5t + sen 3t = 0 28 sen t + sen 3t = sen 2t
29 cos x = cos 3x 30 cosd4x —cos3x =0
31 cos 3x + cos Sx =cosx 32 cos 3x = —cos bx

33 sen 2x —sen 5x = 0

34 sen 5x — sen x = 2 cos 3x
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Ejer. 35-36: En la figura se muestra una grafica de la fun-
cién f para 0 =x = 27. Use una férmula de suma a producto
para ayudar a hallar los puntos de interseccién con el eje x.

35

A

f(x) = cos x + cos 3x 36 f(x) = sen 4x — sen x
Y y

37

38

39

40

L 76

trigonométricas inversas

Consulte el ejercicio 57 de la seccién 7.4. La grifica de la
ecuacién y = cos 3x — 3 cos x tiene 7 puntos de inflexién
para 0 = x = 2. Las coordenadas x de estos puntos son
soluciones de la ecuacién sen 3x — sen x = 0. Use una férmu-
la de suma a producto para hallar estas coordenadas x.

Consulte el ejercicio 58 de la seccién 7.4. Las coordenadas
x de los puntos de inflexion en la grafica de y = sen 4x —
4 sen x son soluciones para cos 4x — cos x = (. Use una
férmula de suma a producto para encontrar estas coordena-
das x para —27 = x = 2.

Vibracién de una cuerda de violin El analisis matemdtico
de una cuerda de violin de longitud / en vibracién contiene
funciones como

f(x) = sen <771x> cos <k771t>,

donde n es un entero, k es una constante y ¢ es el tiempo.
Exprese f como una suma de dos funciones senoidales.

Presién en el timpano Si dos diapasones se golpean
simultdneamente con la misma fuerza y luego se sostienen
a la misma distancia del timpano, la presion en el exterior
el timpano en el tiempo ¢ estd dada por

p(f) = a cos wt + a cos wy,

donde a, w; y w, son constantes. Si w; y w, son casi igua-
les, se produce un tono que alterna entre sonoridad y silen-
cio virtual. Este fenémeno se conoce como pulsacion.

43 fx) =

44 f(x) =

(a) Use una férmula de suma a producto para expresar p(r)
como producto.

(b) Demuestre que p(f) puede ser considerada como una
onda coseno con periodo aproximado de 27/w, y
amplitud variable f(r) = 2a cos%(a)l — w,)t. En-
cuentre la mdxima amplitud.

(c) En la figura se ve una grafica de la ecuacion

p(1) = cos 4.5t + cos 3.5t
Casi el silencio se presenta en los puntos A 'y B, donde
la amplitud variable f(r) en el inciso (b) es cero.

Encuentre las coordenadas de estos puntos y determine
con qué frecuencia se presenta el casi silencio.

(d) Use la gréfica para demostrar que la funcién p en el
inciso (c) tiene periodo 4. Concluya que la maxima
amplitud de 2 ocurre cada 47 unidades de tiempo.

EJERCICIO 40 plt)

i Ejer. 41-42: Grafique f en el intervalo [— 7, 77]. (a) Estime
los puntos de interseccion con el eje x. (b) Use formulas de
suma a producto para hallar los valores exactos de los pun-
tos de interseccion con el eje x.

41 f(x) = sen 4x + sen 2x

42 f(x) = cos 3x — cos 2x

Ejer. 43-44: Use la grafica de f para hallar la expresion mas
sencilla g(x) tal que la ecuacion f(x) = g(x) sea una identi-
dad. Verifique esta identidad.

sen x + sen 2x + sen 3x

cos x + cos 2x + cos 3x

cos x — cos 2x + cos 3x

sen x — sen 2x + sen 3x

Funciones

por f; esto es,

u = fv)

Recuerde de la seccién 5.1 que para definir la funcién inversa f~! de una fun-
cion f, es esencial que f sea biunivoca; esto es, si a # b en el dominio de f,
entonces f(a) # f(b). La funcién inversa f~! invierte la correspondencia dada

v = f"Yu).

siy s6lo si

Las siguientes relaciones generales que involucran fy f~! se estudiaron en la

seccion 5.1
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Relaciones entre

f'yf

(1) y = f7'(x) si y sélo si x = f(y), donde x estd en el dominio de !
y y estd en el dominio de f

(2) dominio de f~! = rango de f

(3) rango de f~! = dominio de f

@) f(f~'(x)) = x paratoda x en el dominio de f !

(5) f7'(f(y)) =y paratoday en el dominio de f

(6) El punto (a, b) esta en la gréfica de f'si y s6lo si el punto (b, a) estd en
la grafica de /1.

(7) Las graficas de /™'y f son reflexiones entre si a través de la recta
y = x

FIGURA1

A

4

y = senx

| p

I
T
m
2

ANz

X

Usaremos la relacion 1 para definir cada una de las funciones trigonomé-
tricas inversas.

La funcién seno no es biunivoca, porque nimeros diferentes, por ejemplo
/6, 5m/6 'y —71/6, dan el mismo valor de funcién (%) Si restringimos el
dominio a [—/2, 7/2], entonces, como estd ilustrado por la parte azul de la
grafica de y = sen x en la figura 1, obtenemos una funcién biunivoca (cre-
ciente) que toma todo valor de la funcién seno una vez y sélo una vez. Usamos
esta nueva funcién con dominio [ —/2, /2] y rango [—1, 1] para definir la

funcion seno inversa.

Definicién de la funcién
seno inversa

La funcién seno inversa, denotada por sen™! esté definida por

y = sen’lx siys()lo si x = sen 'y
-1 = =1 _— < = —
ara =X = =y= .

Nota sobre notacion: si bien

(sen x)~!

sen x

de éstas es igual a sen™

= cSC X, ninguna

X.

}} iAtencion! 44

El dominio de la funcién seno inversa es [—1,1], y el rango es
[=m/2, w/2].

La notacién y = sen! x a veces se lee “y es el seno inverso de x”. La
ecuacién x = sen y de la definicidn nos permite ver a y como angulo, de modo
que y = sen~! x también se puede leer “y es el dngulo cuyo seno es x” (con
—m7/2<y=1m/2).

La funcién seno inversa también se denomina funcién arcseno y arcsen x
se puede usar en lugar de sen™! x. Si r = arcsen x, entonces sent = x, y f se
puede interpretar como una longitud de arco en el circulo unitario U con cen-
tro en el origen. Usaremos ambas notaciones, sen™! y arcsen, en todo nuestro
trabajo.

En la tabla siguiente aparecen diversos valores de la funcién seno inversa.

Es esencial seleccionar el valor de y en el rango [—7/2, /2] de sen™ .

Asi, aun cuando sen (577/6) = %, el ndmero y = 57/6 no es el valor de

o 1
la funci6n inversa sen' 5.
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FIGURA 2

(SIE}

y = arcsen x
=sen 'x

=Y
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Ecuacién Enunciado equivalente Solucién
=sen”! i seny = i 7_77 =y = 1 — 1
= sen™ . seny = _ L T, _m

y ) y D) y S =YES y o
a aw o
= -1(1 =1 =y = — = —
y = sen”' (1) sen y y S =Y=7 y=5
a aa
y = arcsen (0) seny =0 y —TSySE y=0
V3 V3 m™_ . _ T
= arcsen | ———— seny = ——— —=y=— = ——
' 2 YT 2 VT | YT

Hemos justificado el método de resolver una ecuacion de la forma sen 6
= k como se estudi6 en el capitulo 6. Vemos que la tecla de la calcu-
ladora empleada para obtener § = sen™! k nos da el valor de la funcién seno
inversa.

La relacién 7 para las gréficas de fy f~! nos dice que podemos trazar la
gréfica de y = sen™! x al reflejar la parte azul de la figura 1 a través de la recta
y = x. También podemos usar la ecuacién x = sen y con la restriccién —r/2
= y = /2 para hallar puntos en la grafica. Esto nos da la figura 2.

La relacién 4, f(f~(x)) = x y la relacién 5, f~1(f(y)) = y, que se cumple
para cualquier funcidn inversa f~!, nos dan las siguientes propiedades.

Propiedades de sen™!

(1) sen(sen”'x) = sen (arcsenx) =x si —1 =x=1

I

(2) sen!(seny) = arcsen (seny) =y si —777 y = %

EJEMPLO 1 Usar las propiedades de sen™!

Encuentre el valor exacto:

a1 Y — i g 27
(a) sen (sen 2) (b) sen <sen 4) (c) sen (sen 3 )

SOLUCION

(a) La forma dificil de hallar el valor de esta expresion es primero hallar el
angulo sen™! %, a saber /6, y luego evaluar sen (7/6), obteniendo % La
forma fdcil es usar la propiedad 1 de sen™!:

como -1= % =1, sen (sen’1 %) =3
(b) Como —7/2 = 7/4 = /2, podemos usar la propiedad 2 de sen™! para
obtener
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(c) ;Tenga cuidado! Como 27/3 no estd entre —r /2y 7 /2, no podemos usar
la propiedad 2 de sen™!. En cambio, primero evaluamos la expresion interior,
sen (27/3), y luego usamos la definicién de sen™!, como sigue:

sen”! sen2—7T = sen! ﬁ =T n
3 2 3

EJEMPLO 2 Hallar un valor de sen—!

. T
Encuentre el valor exacto de y siy = sen™! <tan T)

SOLUCION Primero evaluamos la expresién interior, tan(37/4), y luego
encontramos el seno inverso de ese nimero:

3
y = sen! <tan f) =sen ' (—1)

En otras palabras, tenemos “y es el dngulo cuyo seno es —1”. Puede ser
util recordar los valores de arcseno al asociarlos con los dngulos correspon-
dientes a la parte azul del circulo unitario que se ve en la figura 3. De la figura
observamos que —/2 es el dngulo cuyo seno es —1. Se deduce que y =

—17/2 y por tanto
= sen”' | tan dmy__ 7 n
Y 4 2

Las otras funciones trigonométricas también se pueden usar para introdu-
cir funciones trigonométricas inversas. El procedimiento es primero determi-
nar un subconjunto cémodo del dominio para obtener una funcién biunivoca.
Si el dominio de la funcién coseno estd restringido al intervalo [0, 7], como
estd ilustrado por la parte azul de la grifica de y = cos x en la figura 4, obte-
nemos una funcién biunivoca (decreciente) que toma todo valor de la funcién
coseno una vez y s6lo una vez. Entonces, usamos esta nueva funciéon con
dominio [0, 77] y rango [—1, 1] para definir la funcion coseno inversa.

Definicion de la funcién
coseno inversa

La funcién coseno inversa, denotada por cos™!, estd definida por

y=cos'x siysélosi x=cosy

parra—1l=x=1y0=y=m

El dominio de la funcién coseno inversa es [—1, 1] y el rango es [0, 77].
Note que el rango de cos™! no es el mismo que el rango de sen™! pero sus
dominios son iguales.

La notacion y = cos™! x se puede leer “y es el coseno inverso de x” o ““y
es el angulo cuyo coseno es x” (con 0 =y = ).

La funcién coseno inversa también se llama funcion arccoseno y la nota-
cién arccos x se usa indistintamente con cos ™! x.

Diversos valores de la funciéon coseno inversa aparecen en la tabla
siguiente.
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}} ;Atencién! ‘{ Es esencial escoger el valor y en el rango [0, 7] de cos™!.

Ecuacion Enunciado equivalente Solucién
=cos‘ll cos - 0=y=nmw -

y B y ) y =y= y 3
cos™! ! cos ! 0=y= 27

= i - =v=a ==

y B y B y y y 3

y = cos ' (1) cosy =1 y O0=y=sw y=20

T

y = arccos (0) cosy =0 y O=y=nw y=7
V3 V3 57

y = arccos _T cosy=—Ty O=sy=nmw y=z

Podemos trazar la grafica de y = cos™! x al reflejar la parte azul de la
figura 4 a través de la recta y = x, lo cual nos da el trazo de la figura 5.
También podriamos usar la ecuacién x = cos y, con 0 = y = r, para hallar
puntos en la grafica. Como estd indicado por la gréfica, los valores de la fun-
cion coseno inverso nunca son negativos.

Al igual que en el ejemplo 2 y la figura 3 para arcseno, puede ser til aso-
ciar los valores arccoseno con los dngulos correspondientes al arco azul de la

figura 6.
FIGURA5 FIGURA 6
AY AY
T+
Oam
y = arccos x N
=cos ! x -
f T >
—1 1 X

Usando las relaciones 4 y 5 para las funciones inversas generales fy f 1,
obtenemos las siguientes propiedades.

Propiedades de cos™! (1) cos (cos™'x) = cos(arccosx) =x si —1=x=1

(2) cos™'(cosy) = arccos (cosy) =y si 0=y=nm
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EJEMPLO 3 Usar propiedades de cos™

Encuentre el valor exacto:

(@) cos[cos™' (—=0.5)] (b) cos ! (cos3.14) (c) cos™! [sen <—%)j|

SOLUCION  Para los incisos (a) y (b) podemos usar las propiedades 1y 2 de
cos™ !, respectivamente.

(@) Como —1 = —0.5 = 1,cos[cos™! (—=0.5)] = —0.5.
(b) Como 0 = 3.14 = a1, cos ! (cos 3.14) = 3.14.

(c) Primero hallamos sen (—7/6) y luego usamos la definicién de cos™!,

como sigue:
cos ! | sen T = cos”! L = 2m n
6 2 3

EJEMPLO 4 Hallar el valor de una funcién trigonométrica

Encuentre el valor exacto de sen [arccos (—%)]

P . 2 . e
SOLUCION Sihacemos 68 = arccos (— g), entonces, usando la definicién de
la funcién coseno inversa, tenemos

c0s0=—§ y O0=6=m

En consecuencia, 0 estd en el segundo cuadrante, como se ilustra en la figura
7. Si escogemos el punto P en el lado terminal con coordenada x de —2, la
hipotenusa del tridngulo de la figura debe tener longitud 3, porque
cos 0 = —%. Entonces, por el teorema de Pitdgoras, la coordenada y de P es

V3 -22=V9-4=1/5,

2 sen 6 Vs -
sen | arccos | —— = e
3 3

Si restringimos el dominio de la funcién tangente de la rama definida en
el intervalo abierto (—/2, 7/2), obtenemos una funcién biunivoca (cre-
ciente) (vea la figura 3 en la seccién 7.2). Usamos esta nueva funcién para
definir la funcion tangente inversa.

y por lo tanto

Definicion de la funcién
tangente inversa

La funcién tangente inversa, o funcién arctangente, denotada por tan™!
o0 arctan, estd definida por

=tan 'x = arctanx siysélosi x = tan
y

. ) T T
para cualquier ndmero real x y para —7 <y< ?

El dominio de la funcién arctan es R, y el rango es el intervalo abierto
(—m/2, 7/2).
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FIGURA 8
AY
y = arctan x
=tan ' x
_________ T
2
: : -
— 1 X
- T __
2

Podemos obtener la grafica de y = tan~! x en la figura 8 al trazar la gra-
fica de x = tan y para —7/2 <y < /2. Nétese que las dos asintotas verti-
cales, x = *1/2, de la funcién tangente corresponden a las dos asintotas
horizontales, y = *1r/2, de la funcién arctan.

Aligual que con sen—1 y cos™!, tenemos las siguientes propiedades para
tan~ !,

Propiedades de tan™!

(1) tan (tan~! x) = tan (arctan x) = x para toda x

(2) tan~! (tan y) = arctan (tany) =y si —%T <y< g

FIGURA 9

EJEMPLO 5 Usar propiedades de tan™!

Encuentre el valor exacto:

(a) tan (tan~' 1000) (b) tan™! (tan %) (c) arctan (tan )

SOLUCION
(a) Por la propiedad 1 de tan™!,

tan (tan~' 1000) = 1000.

(b) Como —7/2 < m/4 < /2, tenemos, por la propiedad 2 de tan™',

t -1 t. — ] = —.
an <an4> 4

(c) Como 7 > /2, no podemos usar la segunda propiedad de tan~!.
Entonces, primero hallamos tan 7 y luego evaluamos, como sigue:

arctan (tan 77) = arctan 0 = 0 [ ]

EJEMPLO 6 Hallar el valor de una funcién trigonométrica

2
Encuentre el valor exacto de sec (arctan 5).

SOLUCION  Si hacemos y = arctan %, entonces tan y = % Deseamos hallar
sec y. Como — /2 < arctan x < 77/2 para toda x y tan y > 0, se deduce que
0 <y < /2. Asi, podemos considerar a y como la medida en radianes de un
dngulo de un tridngulo rectangulo tal que tany = %, como se ilustra en la
figura 9. Por el teorema de Pitdgoras, la hipotenusa es V/3? + 22 = V/13. Con
respecto al tridngulo, obtenemos

V13

2
sec |arctan— | =secy = ———. |
3 3
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EJEMPLO 7 Hallar el valor de una funcién trigonométrica

1 4
Encuentre el valor exacto de sen (arctan 3 — arccos g).

SOLUCION Si hacemos

— 1 - 4
u = arctan 3 y V = arccos 3,

t t =1 =4
entonces anu = ; y cosv = s.

Deseamos hallar sen (z — v). Como u y v estdn en el intervalo (0, 7/2), se pue-
den considerar como las medidas en radianes de dngulos agudos positivos y
podemos consultar los tridngulos rectdngulos de la figura 10. Esto nos da

1 2 3 4
senu =—=, cosu=—, senv=— cosv =—.

5 V5 5 7 5
Por la férmula de resta para el seno,

sen (u — v) = sen u cos v — cos u sen v

_ 14 23
V55 V55
-2 -2V5 .
5V/5° 25

EJEMPLO 8 Cambiar una expresion que contenga

sen~! x por una expresion algebraica

Si —1 = x = 1, reescriba cos (sen~! x) como una expresion algebraica en x.

SOLUCION Sea

y =sen 'x 0, lo que es equivalente, seny = X.

Deseamos expresar cos y en términos de x. Como —7/2 < y = 7/2, se
deduce que cos y = 0 y por tanto (de sen? y + cos?y = 1)

cosy= V1 —sen’y = V1 —x%
En consecuencia, cos (sen'x) = VI — x%

La dltima identidad también es evidente geométricamente si 0 < x < 1. En
este caso 0 < y < 77/2 y podemos considerar a y como la medida en radianes
de un 4ngulo de un tridngulo rectangulo tal que sen y = x, como se ilustra en
la figura 11. (El lado de longitud V1 — x? se encuentra por el teorema de
Pitdgoras.) Al consultar el tridngulo, tenemos

\/l—xz_
1

cos (sen'x) = cosy =

La mayor parte de las ecuaciones trigonométricas consideradas en la sec-
cién 7.2 tenian soluciones que eran multiplos racionales de 7, por ejemplo
/3, 3w /4, m, y asi sucesivamente. Si las soluciones de ecuaciones trigono-
métricos no son de ese tipo, podemos a veces usar funciones inversas para
expresarlas en forma exacta, como se ilustra en el siguiente ejemplo.
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FIGURA 12
©)]
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FIGURA 13

[0, 277] por [—3, 8]

T

EJEMPLO 9 Usar funciones trigonométricas inversas
para resolver una ecuacién

Encuentre las soluciones de 5 sen*t + 3sent — 1 = O en [0, 27).

SOLUCION La ecuacién puede ser considerada como cuadrdtica con sen .
Aplicando la férmula cuadritica tendremos
=3+ V3 —405)(-1) -3x V29

t = =
set 2(5) 10

Usando la definicién de la funcién seno inverso, obtenemos las siguientes
soluciones:

f, = sen' (=3 + V29) = 0.2408
f=sen' (=3 — V29) = —0.9946

Como el rango de arcsen es [—/2, 7 /2], sabemos que 7, estd en [0, 77/2]
y t, estd en [—/2, 0]. Usando ¢, como dngulo de referencia, también tenemos
7 — t; como solucién en el segundo cuadrante, como se ve en la figura 12(a).
Podemos sumar 27 a t, para obtener una solucién en el cuarto cuadrante,
como se ve en la figura 12(b). La solucién en el tercer cuadrante es 7 — t,, no
m + t,, porque f, es negativa.

Por lo tanto, con ¢, y t, como se definieron previamente, las cuatro solu-
ciones exactas son

t,, @T—t, T— 1 y 2 + 1,
y las cuatro soluciones aproximadas son
0.2408, 2.9008, 4.1361 y 5.2886.

Si sélo se piden soluciones aproximadas, podemos usar una calculadora de
graficas para hallar los puntos de interseccion con el eje x de Y, = 5 sen® x +
3 senx — 1. Graficando Y, como se ve en la figura 13 y usando una funcién de
raiz, obtenemos las mismas cuatro soluciones aproximadas que se dan lineas
antes. |

El siguiente ejemplo ilustra una de muchas identidades que son verdade-
ras para funciones trigonométricas inversas.

EJEMPLO 10 Verificar una identidad que contenga

funciones trigonométricas inversas

Verifique la identidad sen™' x + cos™'x = % para —1 = x = L.

SOLUCION Sean

1

a=sen"'x y B = cos!x.

Deseamos demostrar que o + 8 = /2. De las definiciones de sen™! y cos ™!,

T
sen o = x para — SaST

2
y cosB=x para 0=B=m
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Sumando las dos desigualdades de la derecha, vemos que

T 3
e =a+B="—.
, SatB=5,

Note también que

cosa=V1—sen’a=\VI—x?
y sen B = V1 —cos?B= V1 —x2

Usando la férmula de suma para seno, obtenemos

sen (o + B) = sen wcos B + cos a sen 3
=x-x+ V1I—-x2VI1—x?
X+ (1 -x)=1

Como « + B estd en el intervalo [—7/2, 377 /2], la ecuacién sen (o + B) = 1
tiene s6lo una solucién, a + B = /2, que es lo que desedbamos demostrar.

Podemos interpretar geométricamente la identidad si 0 < x < 1. Si cons-
truimos un tridngulo rectdngulo con un lado de longitud x e hipotenusa de lon-
gitud 1, como se ilustra en la figura 14, entonces el angulo 8 en B es un dngulo
Cuyo coseno es x; esto es, B = cos~ ! x. Del mismo modo, el dngulo a en A es
un dngulo cuyo sen es x; esto es, @ = sen” ! x. Como los dngulos agudos de un
tridngulo rectdngulo son complementarios, « + 8 = /2, o bien, lo que es
equivalente,

-1 -1 T
sen ' x + cos xZ?. |

Cada una de las restantes funciones trigonométricas inversas se define en la
misma forma que las tres primeras, al escoger un dominio D en el que la fun-
cién trigonométrica correspondiente sea biunivoca y luego usar la técnica
usual (donde y estd en D):

y=cot'x siysélosi x = coty
y=sec!x siysélosi x=secy
y=csc'x siysélosi x=cscy

La funcién sec™! se usa en cdlculo, pero cot™! y csc™! raras veces se usan.
Debido a su limitado uso en aplicaciones, no consideraremos ejemplos o ejer-
cicios respecto a estas funciones, s6lo resumiremos dominios, rangos y grafi-
cas comunes en la tabla siguiente. Un resumen similar para las seis funciones
trigonométricas y sus inversas aparece en el Apéndice III.

A veces es dificil verificar una identidad que contenga funciones trigono-
métricas inversas, como vimos en el ejemplo 10. Una calculadora de gréficas
puede ser muy util para determinar si una ecuacién que contiene funciones tri-
gonométricas inversas es una identidad y, si no lo es, para hallar cualesquiera
soluciones de la ecuacidn. El siguiente ejemplo ilustra este proceso.
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E EJEMPLO 11 Investigar una ecuacién

Sabemos que tan x = (sen x)/cos x es una identidad. Determine si la ecuacion

arcsen x

arctan x = ————
arccos x

es una identidad; si no lo es, calcule los valores de x para lo cual la ecuacién

es verdadera, es decir, resuelva la ecuacion.

SOLUCION Empezamos por hacer las asignaciones
Y, = tan" ' x y Y, = sen”! x/cos! x.

Como el dominio de sen™ !y cos ! es [—1, 1] y el rango de tan~! es (—/2,

7/2), escogemos la pantalla que se muestra en la figura 15.
FIGURA 15 Como las gréficas que representan a Y, y Y, no son iguales, sabemos que
[—1,1,0.1] por [— /2, /2, 0.2] la ecuacion dada no es una identidad, pero debido a que las graficas se inter-
secan dos veces sabemos que la ecuacion tiene dos soluciones. Parece que x =
0 es una solucion y una rdpida verificacion en la ecuaciéon dada comprueba que
esto es cierto. Para calcular el punto de interseccion en el primer cuadrante,
usamos una funcién intersect para determinar que el punto tiene las coordena-

’ das aproximadas (0.450, 0.423). Por tanto,
g [ x=0 'y x=0450

son los valores de x para los cuales la ecuaciéon dada es verdadera. ]

Resumen de funciones de cot~1, sec™!y csc™!

Funcién y=cot lx y =sec lx y=csclx
Dominio R [x| =1 [x| =1
Rango 0, m) Y NU Tlulo=Z
b W ’_ 9_ - b -4 ’_
£ 2 ™3 ™5 2
Ordfica . A A
_________ T hk—————— — 37 T




Ejer. 1-22: Encuentre el valor exacto de la expresion siem-
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Ejercicios

pre que esté definido.

1

\6> (b) cos™! (—%)

(a) sen”! < —T

(© tan' (—V/3)
(a) sen™! (—%)
(c) tan™! (—1)

3 V2 1
(a) arcsen - (b) arccos - (c) arctan W

(a) arcsen 0 (b) arccos (—1)  (c) arctan 0

(@) sen”! % (b) cos! % (© tan"' 1
@) arcsen% (b) arccos%

(c) arctan (—f)

(@) senfarcsen (—2)] () cos (arccos )
(c) tan (arctan 14)

(a) sen (sen' 2) (b) cos[cos™ (—3)]

(c) tan [tan~' (—9)]

(a) sen™! <sen Z)
(c) tan™! [tan <—Z>]

(b) cos™! |:cos <567T>]

10

n

12

13

14

15

16

17

(a) arcsen | sen <727)} (b) arccos (cos 0)

T
(c) arctan (tan4
(a) arcsen (sen 577) (b) arccos <cos 5;)

4

o =T -1 4m
(a) sen <sen 3) (b) cos (cos 3)

(c) tan™! (tan 7677>

(a) sen [cos" (f%)] (b) cos (tan™' 1)

N~——

=[5

(c) arctan (tan

[\S]

(c) tan [sen™' (—1)]

(a) sen (tan"! V3) (b) cos (sen”' 1)
(©) tan (cos' 0)

(a) cot (sen'2) (b) sec[tan~! (—2)]
(c) ese [cos ()]

(a) cot[sen! (=3)] () sec (tan'])

(c) ese (cos ')

(a) sen (arcsen § + arccos 0)

(b) cos [arctan (—%) — arcsen %]

(c) tan (arctang + arccos %)
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18 (a) sen [sen’1 % — cos™! (—%)]

(b) cos (sen"_g + tan™! %)

(c) tan (cos"% —sen”! %)
19 (a) sen [2 arccos (f%)] (b) cos (2 sen”! %)

(c) tan (2 tan”! %)

20 (a) sen (2 tan~! %) (b) cos (2 arccos %)
(c) tan [2 arcsen (—%)]

21 (a) sen[3sen”' (—3%)]  (b) cos (5 tan' )

(c) tan (% cos™! %)

—

1 -1 LZ)

22 (a) sen B cos™! (—%)] (b) cos (5 sen™' 3

(c) tan (% tan™! %0)

Ejer. 23-34: Escriba la expresion como una expresion alge-
braica con x para x > (.

23 sen (tan™! x) 24 tan (arccos x)

"9
25 sec tan‘x> 26 csc tan"{
3 2

Val -9
27 sec sen"ix 28 cot sen"xi
Vx*+ 4 X

29 sen (2 sen”! x) 30 cos (2 tan”! x)

1
31 tan <2 cos™! > 32 cos (2sen! x)
x

33 cos (% arccos x)

11
34 tan | — cos™ ' —
2 X

Ejer. 35-36