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FORMULAS BASICAS DE ALGEBRA

Operaciones aritméticas
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alb + ¢c) = ab + ac, b d = bd
a ., c_ad+be ab _a d
b d bd c/d b €
Leyes de los signos
— —a__a_ a
(Cay=a  F ==

Cero La division entre cero no esta definida.
Sia¢0zg=0, A =1 0=0
Para cualquier nuimeroa: a+0 =0+a =0
Leyes de los exponentes
aa" = """, (ab)™ = a"b", (a™)" = a™, a"n = /g = (%)m

Sia # 0,

El teorema del binomio Para cualquier entero positivo #,

-1
(a +b)"=4d" + nad" 'b + Ma"*zbz

1-2
n(n — 1)(1’[ — 2) n—313 n—1 n
Wa b> + -+ + nab + b".
Por ejemplo,
(a + b)? = a® + 2ab + b, (a — b)? =a*> — 2ab + b*

(a + b)Y =d + 3d%° + 3ab® + b, (a — b =d> = 3a®° + 3ab* — b
Factorizacion de una diferencia de potencias iguales de enteros, n > 1
A= b =(a—b)a " +d%+ a3+ o+ ab+ b
Por ejemplo,
a* — b = (a — b)a+ b),
@ — b =(a—b)a®+ ab + b,
at = b*=(a — b)(a® + a®b + ab® + ).
Como completar un cuadrado Sia # 0,
b2

ax*> + bx + ¢ = au’ + C <u=x+(b/2a),C=c—4a)

La férmula cuadratica Sia # Oy ax® + bx + ¢ = 0, entonces

oo —bE Vb~ dac
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Formulas generales

Cero:

Orden de la integracion:

Multiplos constantes:

Sumas y diferencias:

Aditividad:

REGLAS DE INTEGRACION

/af(x) dx =0
a b
/ f(x)dx = —/ f(x) dx
b a

b b
/ kf(x)dx = k| f(x)dx (cualquier numero k)

a

b b
/—f(X)dx= —/ fx)de (k= —1)

b b b
/(f(x) ig(X))dx=/f(x) dxi/g(x) dx

/ v + / fx) dx = / 1) dx
a b a

Desigualdad max-min: Si max f y min f son los valores maximo y minimo de f en [a, b], entonces

b
minf-(b—a)s/f(x)dxs max f+(b — a).

b

b
Dominancia: f(x) = g(x) en [a,b] implica /f(x) dx E/g(x) dx

b
f(x) =0 en [a,b] implica /f(x) dx =0

Teorema fundamental del calculo

Parte 1 Si f es continua en [a, b], entonces F(x) = f axf(t) dt es continua en
[a, b] y derivable en (a, b) y su derivada es f(x);

Fio =& / £y dt = ().

Parte 2 Si f es continua en cada punto de [a, b] y F es cualquier antiderivada
de f en [a, b], entonces

b
/ f(x) dx = F(b) — F(a).

Sustitucion en integrales definidas Integracion por partes

g(b)

b
/, fleg) g dv = [ fa) du / Hg () dr = f0)g)]

gla)

b
- / f'(x)g(x) dx
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PREFACIO

Revisamos exhaustivamente esta edicion de Cdlculo de Thomas con la finalidad de cubrir las
necesidades de los profesores y los estudiantes actuales. El resultado es un libro con mas ejem-
plos, mas ejercicios de nivel medio, mayor cantidad de figuras y mejor flujo conceptual, ademas
de mayores claridad y precision. Al igual que las ediciones anteriores, esta nueva edicion ofrece
una introduccion moderna al calculo que apoya la comprension conceptual, pero conserva los
elementos esenciales de un curso tradicional. Tales mejoras se relacionan estrechamente con una
version ampliada del texto de MyMathLab® (al que nos referiremos mas adelante), el cual brin-
da apoyo adicional a los estudiantes y flexibilidad a los profesores.

Muchos de nuestros alumnos estuvieron expuestos a la terminologia y los aspectos compu-
tacionales del calculo durante el bachillerato. A pesar de la familiaridad con el algebra y la tri-
gonometria, sus habilidades en estas materias con frecuencia son insuficientes para alcanzar el
éxito en el calculo universitario. Con este texto buscamos equilibrar la escasa experiencia de
los estudiantes con el calculo y el desarrollo de habilidades algebraicas que podrian necesitar,
todo sin socavar o minar su confianza. Ademas, hemos tenido cuidado de presentar suficiente
material, soluciones detalladas paso a paso y ejercicios que apoyen una comprension completa
para alumnos de todos los niveles.

Animamos a los estudiantes a ir mas alla de la memorizacion de las férmulas para genera-
lizar conceptos conforme éstos se presenten. Nuestro deseo es que después de cursar calculo,
ellos tengan confianza en sus habilidades para razonar y resolver problemas. El dominio de un
tema maravilloso con aplicaciones practicas al mundo sera su recompensa, pero el verdadero
regalo serd la habilidad para pensar y generalizar. Creemos que este libro brindara respaldo y
apoyo para ambas cosas.

Cambios en la decimosegunda edicion

CONTENIDO En la preparacion de esta edicion hemos conservado la estructura basica de la ta-
bla de contenido de la edicion anterior. Hemos puesto atencion a las peticiones de los usuarios
y los revisores de posponer la introduccion de ecuaciones paramétricas hasta después de expli-
car las coordenadas polares, y de presentar el tema de la regla de ’Hopital después de las fun-
ciones trascendentes. Realizamos numerosas revisiones a la mayoria de los capitulos, como se
detalla a continuacion.

« Funciones Condensamos este capitulo ain mas para centrarnos en la revision de los con-
ceptos sobre funciones. El material de requisito que cubre nimeros reales, intervalos, incre-
mentos, lineas rectas, distancias, circunferencias y parabolas se presenta en los apéndices
la3.

« Limites Para mejorar la continuidad en este capitulo, combinamos las ideas de limites que
incluyen infinito y su relacion con las asintotas en las graficas de las funciones, colocan-
dolas juntas al final de la tltima seccion del capitulo.

« Derivadas Aunque utilizamos tasas de cambio y tangentes a curvas como motivacion para el
estudio del concepto de limite, ahora presentamos el concepto de derivada en un solo capi-
tulo. Reorganizamos e incrementamos el nimero de ejemplos de tasas relacionadas y agre-
gamos nuevos ejemplos y ejercicios sobre graficacion de funciones racionales.

xiii
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Prefacio

Antiderivadas e integracién Conservamos la organizacion de la decimoprimera edicion al
colocar las antiderivadas como el tltimo tema referente a las aplicaciones de las derivadas.
Nuestro objetivo es exponer “la forma de recuperar una funcién a partir de su derivada”,
como la solucién del tipo mas sencillo de una ecuacion diferencial de primer orden. Las
integrales, como “limites de sumas de Riemann”, estudiadas sobre todo a la luz del pro-
blema de determinar areas de regiones generales con fronteras curvas, son un nuevo tema
que forma la parte sustancial del capitulo 5. Después de un cuidadoso desarrollo del con-
cepto de integral, pusimos nuestra atencion en su evaluacion y su relacion con las anti-
derivadas, relacion que se plasma en el teorema fundamental del calculo. Las aplicaciones
correspondientes definen diversas ideas geométricas de area, volumen, longitudes de tra-
yectorias y centroides, todas como limites de sumas de Riemann que dan lugar a integrales
definidas que pueden evaluarse determinando una antiderivada del integrando. Posterior-
mente, regresamos al tema de resolver ecuaciones diferenciales de primer orden mas com-
plicadas; después de ello, definimos y establecemos las funciones trascendentes y sus
propiedades.

Ecuaciones diferenciales Algunas universidades prefieren que este tema se incluya en un
curso aparte de calculo. Aunque nosotros tratamos las soluciones de ecuaciones diferencia-
les con variables separables, cuando tratamos las aplicaciones de crecimiento y decaimiento
exponenciales en el capitulo de funciones trascendentes, organizamos todo nuestro material
en dos capitulos (que pueden omitirse para seguir la secuencia de calculo). En el capitulo 9
damos un tratamiento introductorio a las ecuaciones diferenciales de primer orden. El capi-
tulo incluye una nueva seccion sobre sistemas y planos fase, con aplicaciones a modelos
que incluyen presas y depredadores. En el capitulo 17 presentamos una introduccion a ecua-
ciones diferenciales de segundo orden, que se incluye en MyMathLab, asi como en el sitio
Web del texto, www.pearsoneducacion.net/thomas.

Series Conservamos la estructura organizacional de la decimoprimera edicion para los temas
de sucesiones y series. Agregamos nuevas figuras y nuevos ejercicios a diversas secciones,
pero ademas revisamos algunas de las demostraciones relacionadas con la convergencia de
series de potencia para mejorar la accesibilidad del material a los estudiantes. Uno de los
usuarios del texto nos dijo que cualquier modificacion que hiciéramos “para que este ma-
terial resultara mas sencillo para los estudiantes” seria bienvenida en su facultad; ese co-
mentario nos guio para hacer las revisiones de este capitulo.

Ecuaciones paramétricas Varios usuarios pidieron incluir este tema en el capitulo 11, don-
de también se tratan coordenadas polares y secciones conicas. Lo hicimos luego de com-
prender que muchos departamentos eligen cubrir tales temas al inicio de Calculo III, como
preparacion para tratar el calculo con vectores y de varias variables.

Funciones de variables vectoriales Redujimos los temas de este capitulo para dar mayor
énfasis a los conceptos que fundamentan el material sobre derivadas parciales, el vector gra-
diente y las integrales de linea. Compactamos el analisis del marco de Frenet y las tres leyes
de Kepler acerca del movimiento de los planetas.

Cilculo de varias variables En estos tres capitulos resaltamos el disefio, ademas de afadir
muchas figuras, ejemplos y ejercicios nuevos. Reorganizamos el material inicial sobre inte-
grales dobles. Combinamos en una sola seccion las aplicaciones de integrales dobles y tri-
ples a masas y momentos; se presentan casos tanto de dos como de tres dimensiones. Dicha
reorganizacion permite una mejor exposicion de los conceptos clave, junto con sus propie-
dades y sus aspectos computacionales. Al igual que en la edicion anterior, en ésta conti-
nuamos haciendo las conexiones de las ideas de varias variables con sus analogos de una
variable que se estudian antes en el texto.

Campos vectoriales Dedicamos un considerable esfuerzo para mejorar la claridad y pre-
cision matematica de nuestro estudio de calculo integral vectorial, incluyendo ejemplos,
figuras y ejercicios adicionales. Los teoremas y los resultados importantes se enuncian con
mayor claridad y en forma completa; se incluyen explicaciones amplias de sus hipotesis
y consecuencias matematicas. El drea de una superficie ahora se organiza en una sola sec-
cién, mientras las superficies definidas, explicita o implicitamente, se tratan como casos
especiales de la representacion paramétrica mas general. Las integrales de superficie y sus
aplicaciones se estudian en una seccion separada. El teorema de Stokes y el teorema de
la divergencia se siguen presentando como generalizaciones del teorema de Green a tres
dimensiones.
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EJERCICIOS Y EJEMPLOS Sabemos que los ejercicios y los ejemplos son componentes funda-
mentales en el aprendizaje del calculo. En virtud de tal importancia, actualizamos, mejoramos
y ampliamos el numero de ejercicios en casi todas las secciones del libro. En la presente edicion
incluimos mas de 700 nuevos ejercicios. Continuamos nuestra organizacion y la agrupacion de
ejercicios por tema, como en las ediciones anteriores, pasando de problemas computacionales a
problemas aplicados y tedricos. Los ejercicios que requieren del uso de sistemas de computo
(como Maple® o Mathematica®) se colocaron al final de cada seccion de ejercicios con el ti-
tulo Exploraciones con computadora. La mayoria de los ejercicios aplicados tienen un sub-
titulo para indicar la clase de aplicacion adecuada del problema.

Muchas secciones incluyen ejemplos nuevos para clarificar y profundizar en el significado
del tema que se estudia, asi como para ayudar a los estudiantes a comprender las consecuencias
matematicas o las aplicaciones a la ciencia y la ingenieria. Al mismo tiempo, eliminamos ejem-
plos que repetian material presentado con anterioridad.

DISENO  Por su importancia en el aprendizaje del calculo, continuamos con la mejora de figuras
existentes en este texto e incluimos un numero significativo de nuevas figuras. Continuamos
con el uso del color de manera consistente y pedagogica para resaltar la idea conceptual que
se ilustra. También revisamos todas las leyendas de las figuras, poniendo mucha atencion a la
claridad y precision en los enunciados cortos.

No importa qué

Y htimero positivo sea €,
la gréfica se encuentra
1 enestabandaenx = ¢
Y=x y ahf permanece.
y=¢€
€
|
e
1
T X
—_— | 0 M = é T
—€
Sin importar qué
nimero positivo
sea €, la grafica
se encuentra en
estabandaen x = -
y ahi permanece. o
FIGURA 2.50 La geometria dentro del FIGURA 16.9 Una superficie, como una
argumento del ejemplo 1. red o un paracaidas, en un campo vectorial

que representa los vectores velocidad del
flujo de agua o aire. Las flechas muestran la
direccion y sus longitudes indican la rapidez.

MYMATHLAB Y MATHXL El aumento en el uso y la demanda de sistemas de tareas en linea
ha llevado a cambios en MyMathLab y MathXL® para el texto. El curso MyMathLab ahora
incluye muchos mas ejercicios de todo tipo. Los nuevos applets Java™ se agregan a la ya sig-
nificativa coleccion, para ayudar a los estudiantes a visualizar los conceptos y generalizar el
material.

Otras caracteristicas destacadas

RIGOR El nivel de formalidad es consistente con el de las ediciones anteriores. Seguimos dis-
tinguiendo entre analisis formal e informal, y sefialamos sus diferencias. Consideramos que
iniciar con una idea mas intuitiva y menos formal ayuda a los estudiantes a comprender un con-
cepto nuevo y dificil, de manera que luego ellos puedan apreciar cabalmente su precision
matematica y los resultados. Ponemos atencion en definir las ideas de una manera detallada
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y en probar los teoremas adecuados para estudiantes de calculo, aunque mencionamos temas
mas profundos o sutiles que ellos estudiaran en un curso mas avanzado. Nuestra organizacion
y las distinciones entre tratamiento informal y formal dan al profesor un considerable grado de
flexibilidad en la cantidad y la profundidad de cobertura de los diferentes temas. Por ejemplo,
no demostramos el teorema del valor intermedio ni el teorema del valor extremo para funciones
continuas en ¢ = x = b, pero enunciamos dichos teoremas de manera muy precisa, ilustramos
su significado en numerosos ejemplos y los utilizamos para demostrar otros resultados impor-
tantes. Ademas, para aquellos profesores que deseen una mayor profundidad, en el apéndice 6
estudiamos la validez de tales teoremas con base en la completez de los niimeros reales.

EJERCICIOS DE ESCRITURA Los ejercicios de escritura colocados en todo el texto piden a los
estudiantes explicar una variedad de conceptos y variaciones del calculo. Ademas, al final de
cada capitulo se incluye una lista de preguntas para que revisen y sinteticen lo que aprendieron.
Muchos de estos ejercicios son buenas tareas de redaccion.

REPASO Y PROYECTOS DE FINAL DE CAPITULO Ademés de los problemas que aparecen en
cada seccion, cada capitulo termina con preguntas de repaso, ejercicios de practica que cubren
todo el capitulo, y una serie de ejercicios adicionales y avanzados que sirven para incluir pro-
blemas mas desafiantes o que sintetizan el conocimiento. La mayoria de los capitulos también
incluyen descripciones de varios Proyectos de aplicacion tecnologica, que pueden desarro-
llarse de manera individual o por grupos en un periodo mas prolongado. Dichos proyectos re-
quieren el uso de una computadora con Mathematica o Maple, y de material adicional, el cual
esta disponible en Internet en www.pearsoneducacion.net/thomas y en MyMathLab.

ESCRITURA Y APLICACIONES Como siempre, este texto contintia siendo facil de leer, pues
tiene un estilo conversacional al tiempo que es rico matematicamente. Cada nuevo tema se
plantea mediante ejemplos claros y faciles de comprender; ademads, el tema se refuerza me-
diante aplicaciones a problemas del mundo real y de interés inmediato para los estudiantes. Un
sello distintivo del libro han sido sus aplicaciones del calculo a la ciencia y la ingenieria. Estos
problemas aplicados se han actualizado, mejorado y ampliado de manera continua durante las
ultimas ediciones.

TECNOLOGIA En un curso que utilice el texto, la tecnologia puede incorporarse de acuer-
do con el criterio de cada profesor. Cada seccion contiene ejercicios que requieren el uso de
tecnologia; si es pertinente el uso de una calculadora o una computadora, se incluye un sim-
bolo en los ejercicios, o bien, éstos se agrupan bajo el titulo Exploraciones con compu-
tadora si se requiere del uso de un sistema algebraico computacional (SAC, como Maple o
Mathematica).

Complementos multimedia y apoyo en linea

MANUALES DE RECURSOS TECNOLOGICOS

Maple Manual de James Stapleton, North Carolina State University

Mathematica Manual de Marie Vanisko, Carroll College

TI-Graphing Calculator Manual de Elaine McDonald-Newman, Sonoma State University
Estos manuales cubren Maple 13, Mathematica 7 y las TI-83 Plus/T1-84 Plus y TI-89, respec-
tivamente. Cada manual ofrece una guia detallada para integrar un paquete especifico o una
calculadora graficadora a lo largo de todo el curso, incluyendo sintaxis y comandos. Los ma-
nuales estan disponibles para profesores calificados a través del Centro de Recursos para el
Profesor de Pearson, www.pearsonhighered/irc y MyMathLab.

SITIO WEB www.pearsoneducacion.net/thomas

El sitio Web de Cdlculo de Thomas contiene el capitulo sobre ecuaciones de segundo orden,
incluyendo las respuestas a problemas de numero impar; ademas, presenta las biografias his-
toricas ampliadas y los ensayos a que hace referencia el texto. También esta disponible una
coleccion de modulos en Maple y Mathematica, asi como los Proyectos de aplicacion tecno-
logica, que pueden usarse como proyectos para los alumnos, ya sea que trabajen de manera in-
dividual o por grupos.
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Curso en linea con MyMathLab (se requiere un cédigo de acceso)

MyMathLab es un curso en linea especifico del texto y facil de personalizar que integra ins-
trucciones interactivas de multimedios con contenido del texto. MyMathLab da al profesor las
herramientas que necesita para poner todo su curso o una parte de éste en linea, si sus alumnos
estan en un laboratorio o bien trabajan en su casa.

« Ejercicios interactivos, correlacionados con el libro de texto en el nivel de objetivos, se ge-
neran de manera algoritmica para practica y dominio ilimitados. La mayoria de los ejerci-
cios son de respuesta abierta y presentan soluciones guiadas, problemas de ejemplo y apoyo
al aprendizaje para ayuda adicional.

« Capitulo “Cémo prepararse”: incluye cientos de ejercicios referentes a las habilidades
necesarias de dlgebra y trigonometria. Cada estudiante puede recibir apoyo para aquellas
habilidades en las que necesite ayuda.

« Plan de estudio personalizado, generado cuando los estudiantes completan un examen o
un cuestionario; indica los temas que tienen que dominarse, y contiene vinculos a ejercicios
tutoriales para mejorar su comprension y desempeio.

« Apoyo de aprendizaje multimedia, como videoclases, applets de Java y animaciones; ayuda
a los estudiantes a mejorar, independientemente de su nivel de comprension y desempeiio.

« Administrador de evaluaciones: permite crear trabajos, cuestionarios y examenes en linea,
que se califican de manera automatica. Basta seleccionar una mezcla adecuada de las pre-
guntas en el banco de ejercicios de MyMathLab y de los ejercicios creados por el profesor.

« Libro de calificaciones: disefiado especificamente para matematicas y estadistica, de ma-
nera automatica hace un seguimiento del estudiante y brinda al profesor control para calcu-
lar las calificaciones finales. También es posible agregar calificaciones extras a este libro de
calificaciones.

« Diseiiador de ejercicios MathXL: permite crear ejercicios fijos y algoritmicos para las
tareas en linea. El profesor puede utilizar la biblioteca de ejercicios como un punto sencillo
de inicio.

MyMathLab es activado por CourseCompassTM, entornos de ensefianza y aprendizaje de Pearson

Educacion, y por MathXL, nuestro sistema en linea de tareas, tutoriales y trabajos. MyMathLab

esta disponible para maestros calificados que adopten el texto. Para mayor informacion, co-

muniquese con su representante de ventas local de Pearson.

Video clases con captura opcional

Las presentaciones de las clases incluyen ejemplos y ejercicios del texto, ademas de que apo-
yan un enfoque que enfatiza la visualizacion y la resolucion de problemas. Esta disponible por
medio de MyMathLab y MathXL.

Cursos en linea con MathXL (se requiere codigo de acceso)
MathXL es un sistema en linea para tareas, tutoria y asignacion de trabajos que acompana a li-
bros de texto en matematicas y estadistica de Pearson.

« Ejercicios interactivos, correlacionados con el libro de texto en el nivel de objetivos; se
generan de manera algoritmica para practica y dominio ilimitados. La mayoria de los ejer-
cicios son de respuesta abierta y ofrecen soluciones guiadas, problemas de ejemplo y apoyo
al aprendizaje para ayuda adicional.

« Capitulo “Como prepararse”: incluye cientos de ejercicios referentes a las habilidades
necesarias de algebra y trigonometria. Cada estudiante puede recibir apoyo para aquellas
habilidades en las que necesite ayuda.

« Plan de estudio personalizado: se genera cuando los estudiantes completan un examen o
un cuestionario; ademas, indica los temas que tienen que dominarse, y contiene vinculos
a ejercicios tutoriales para mejorar su comprension y desempefio.

« Apoyo de aprendizaje multimedia, como videoclases, applets de Java y animaciones;
ayuda a los estudiantes a mejorar, independientemente de su nivel de comprension y de-
sempefio.
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« Libro de calificaciones: disefiado especificamente para matematicas y estadistica, de ma-
nera automatica hace un seguimiento del estudiante y y brinda al profesor control para calcu-
lar las calificaciones finales. También es posible agregar calificaciones extras a este libro de
calificaciones.

« Diseiiador de ejercicios MathXL: permite crear ejercicios fijos y algoritmicos para las
tareas en linea. El profesor puede utilizar la biblioteca de ejercicios como un punto sencillo
de inicio.

« Administrador de evaluaciones: permite crear trabajos, cuestionarios y examenes en linea
que se califican de manera automatica. Basta seleccionar una mezcla adecuada de las pre-
guntas en el banco de ejercicios de MyMathLab y de los ejercicios creados por el profesor.

MathXL esta disponible para profesores calificados que adopten el libro. Para mayor informa-
cioén, comuniquese con su representante de ventas local de Pearson.

TestGen®

TestGen permite a los maestros construir, editar, imprimir y administrar exdmenes utilizando
un banco de preguntas computarizado, el cual fue desarrollado para cubrir todos los objetivos
del texto. TestGen tiene como base un algoritmo que permite a los profesores crear multiples
versiones, aunque equivalentes, de la misma pregunta o examen con tan sdlo hacer clic en un
boton. Los profesores también pueden modificar las preguntas del banco respectivo o agregar
nuevas preguntas. Es posible imprimir los examenes o administrarlos en linea.

Diapositivas de clases en PowerPoint®

Estas diapositivas de presentaciones de clases fueron disefiadas especificamente para la secuen-
cia y filosofia de la serie de Cdlculo de Thomas. Se incluyen graficas clave del libro para ayudar
a hacer vividos los conceptos en el salon de clases.

Manual de soluciones para el profesor
El Manual de soluciones para el profesor, de William Ardis, Collin County Community College,
contiene soluciones completamente desarrolladas de todos los ejercicios del texto.

Agradecimientos
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L.OS VECTORES Y LA GEOMETRIA
DEL ESPACIO

INTRODUCCION Para aplicar el calculo a muchas situaciones reales y en matematicas avan-
zadas, necesitamos una descripcion matematica del espacio tridimensional. En este capitulo
presentaremos los sistemas de coordenadas y los vectores tridimensionales. Con base en nues-
tros conocimientos acerca de las coordenadas en el plano xy, estableceremos coordenadas en el
espacio agregando un tercer eje que mide la distancia hacia arriba y hacia abajo del plano xy.
Los vectores se usan para estudiar la geometria analitica del espacio, donde ofrecen maneras
simples de describir lineas, planos, superficies y curvas en el espacio. Usaremos estas ideas
geométricas mas adelante para estudiar el movimiento en el espacio y el calculo de funciones
de varias variables, con diversas aplicaciones importantes en ciencias, ingenieria, economia y
matematicas avanzadas.

12 1 | Sistemas de coordenadas tridimensionales
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FIGURA 12.1 El sistema coordenado

cartesiano sigue la convencion de la
mano derecha.
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Para localizar un punto en el espacio, utilizamos tres ejes coordenados mutuamente perpendicu-
lares, dispuestos como en la figura 12.1. Los ejes alli mostrados forman un sistema coordena-
do diestro o de mano derecha. Cuando se sostiene la mano derecha de tal manera que los dedos
mefiique a indice se curven del eje x positivo hacia al eje y positivo, el dedo pulgar apunta en
la direccion del eje z positivo. Asi, cuando se mira hacia abajo al plano xy desde la direccion
positiva del eje z, los angulos positivos en el plano se miden en el sentido contrario al de las
manecillas del reloj, a partir del eje x positivo y alrededor del eje z positivo. (En un sistema de
coordenadas de mano izquierda, el eje z positivo apuntaria hacia abajo en la figura 12.1 y los
angulos en el plano son positivos cuando se miden en el sentido de las manecillas del reloj a
partir del eje x positivo. Los sistemas de coordenadas de mano derecha y mano izquierda no
son equivalentes).

Las coordenadas cartesianas (x, y, z) de un punto P en el espacio son los valores en los
cuales los planos que pasan por P, perpendiculares a los ejes, cortan los ejes. Las coordenadas
cartesianas del espacio también se llaman coordenadas rectangulares, porque los ejes que las
definen se cortan en dngulos rectos. Los puntos sobre el eje x tienen las coordenadas y y z igual
a cero. Es decir, tienen coordenadas de la forma (x, 0, 0). De manera andloga, los puntos sobre
el eje y tienen coordenadas de la forma (0, y, 0), y los puntos sobre el eje z tienen coordenadas
de la forma (0, 0, z).

Los planos determinados por los ejes coordenados son el plano xy, cuya ecuacion estan-
dar es z = 0; el plano yz, cuya ecuacion estandar es x = 0; y el plano xz, cuya ecuacion habi-
tual es y = 0. Estos planos se cortan en el origen (0, 0, 0) (figura 12.2). El origen también se
identifica simplemente como 0 o algunas veces por la letra O.

Los tres planos coordenados x = 0,y = 0y z = 0 dividen al espacio en ocho celdas lla-
madas octantes. El octante en el cual todas las coordenadas de un punto son positivas se llama
primer octante; no hay una numeracion convencional para la de los otros siete octantes.

Los puntos en un plano perpendicular al eje x tienen todos la misma coordenada x, que
es el numero correspondiente al punto donde el plano corta al eje x. Las coordenadas y y z
pueden ser numeros cualesquiera. De manera analoga, los puntos en un plano perpendicular
al eje y tienen la misma coordenada y, y los puntos en un plano perpendicular al eje z tienen
una coordenada z comun. Para escribir las ecuaciones de estos planos, utilizamos el valor de
la coordenada comun. El plano x = 2 es el plano perpendicular al eje x en x = 2. El plano
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La circunferencia
X+ y2 =4,z=3
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N
El plano
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FIGURA 12.4 La circunferencia x> + y2 = 4
en el plano z = 3 (ejemplo 2).

y = 3 es el plano perpendicular al eje y en y = 3. El plano z = 5 es el plano perpendicular al
eje zen z = 5. La figura 12.3 muestra los planos x = 2, y = 3, y z = 5, junto con su punto de
interseccion (2, 3, 5).

Los planos x = 2y y = 3 de la figura 12.3 se intersecan en una recta paralela al eje z. Esta
recta queda descrita por el par de ecuaciones x = 2,y = 3. Un punto (x, y, z) esta en la recta si
y s6lo six = 2y y = 3. De igual manera, la linea de interseccion de los planos y = 3,yz =5
queda descrita por el par de ecuaciones y = 3, z = 5. Esta recta corre paralela al eje x. La recta
de interseccion de los planos x = 2y z = 5, paralela al eje y, queda descrita por el par de ecua-
cionesx = 2,z = 5.

En los siguientes ejemplos relacionamos ecuaciones y desigualdades de coordenadas con
los conjuntos de puntos que definen en el espacio.

EJEMPLO 1 Interpretacion geométrica de ecuaciones y desigualdades.
@ z=0 El semiespacio que consta de los puntos que estan en y
arriba del plano xy.

(b) x=-3 El plano perpendicular al eje x en x = —3. Este plano es
paralelo al plano yz y esta tres unidades atras de ¢l.

€ z=0x=0,y= El segundo cuadrante del plano xy.

d x=0,y=0,z= El primer octante.

e —-1l=y=1 El bloque entre los planos y = —1 y y = 1 (con estos
planos incluidos).

) y=-2,z=2 La recta donde se intersecan los planos y = =2y z = 2.
O bien, la recta paralela al eje x que pasa por el punto
0, —2,2). [

EJEMPLO 2 ;Qué puntos P(x, y, z) satisfacen la ecuacion

Solucion  Los puntos estdn en el plano horizontal z = 3 y, en este plano, forman la cir-
cunferencia x2 4+ y2 = 4. A este conjunto de puntos lo llamamos “la circunferencia x2 +
y2 = 4 en el plano z = 3” o, mas simplemente, “la circunferencia x2 + y2 = 4, z = 37
(figura 12.4). [ |
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Z

Pi(xp, vy 20) Polxg, y2, 29)

B(xy, y2,21)
Alxg, y1, 21)

X

FIGURA 12.5 Calculamos la distancia entre
P,y P, aplicando el teorema de Pitagoras a
los triangulos rectangulos P1AB y P1BP,.

Z

Py(x0, Yo» 20)
010> 0> <0 P(x,y,z)

%

al
1y

X

FIGURA 12.6 La esfera de radio a con
centro en el punto (xo, o, 2o)-

Distancia y esferas en el espacio

La férmula para la distancia entre dos puntos en el plano xy se extiende a puntos en el espacio.

La distancia entre Pi(x1, y1, 21) Y P2(x2, 12, 22) s

|P\P>| = \/(Xz —x1)+ =)+ (- z1)?

Demostracion Construimos una caja rectangular con caras paralelas a los planos coorde-
nados y los puntos Py y P, en esquinas opuestas de la caja (figura 12.5). Si A(x2, y1, z1) ¥
B(x2, 2, z1) son los vértices de la caja, como se indica en la figura, entonces las tres aristas
de la caja P14, AB, BP, tienen longitudes

|PiA| = |x2 — x1], [4B| = [y2 — »il, |BPy| = |22 — z1].

Como los triangulos PiBP, y P1AB son triangulos rectangulos, dos aplicaciones del teorema
de Pitagoras implican que

|P1P;|? = |P\B|* + |BP,|? y |P1B|? = |P14|* + |4B|?

(véase figura 12.5).
De manera que

|P1Py|* = |P\B|* + |BP;|?

PA 2 + AB 2 + BP 2 Se susEituye 5 .
|[PrA|” + [AB]” + | BP| |P\B|> = |P1A|* + |4B|.

|2 = x| + [y = 3i]* + |22 — 21|

(2= x1)?+ (0 =y + (22— 21)?

Por lo tanto,

|P\P>| = \/(xz —x1)+ (-3 + () L]

EJEMPLO 3 La distancia entre Py(2, 1, 5) y P»(—2, 3, 0) es

PPy = V(=2 =22+ (3 — 10+ (0 — 5)7?
= V16 + 4 + 25

= V45 = 6.708. [ |

Podemos usar la formula de la distancia para escribir ecuaciones de esferas en el espacio
(figura 12.6). Un punto P(x, y, z) esta en la esfera de radio a con centro en Py(xo, yo, Zo) €xac-
tamente cuando |PyP| = a, es decir,

(x = x0)* + (y = y0)* + (z — 29)* = a*.

Ecuacion en forma estandar de la esfera de radio a y centro en (xy, yo, z9)

(x=x) + =)+ E—z)=d

EJEMPLO 4  Encuentre el centro y el radio de la esfera
x2+y2+z2+3x—4z+1=0.

Solucion  Obtenemos el centro y el radio de una esfera del mismo modo en que encontramos
el centro y radio de una circunferencia: si es necesario se completan los cuadrados de los tér-
minos en x, y y z y se escribe cada expresion cuadratica como el cuadrado de una expresion li-
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neal. Luego, a partir de la forma estandar de la ecuacion, localizamos el centro y el radio. Para
esta esfera tenemos

XAy +2+3x—4z+1=0
(2 +3x)+)P+ (22— 4z) =

rose @) o (oo (3))-

|
I
—_

2
<x+§> +y2+(z—2)2=—1+2+4=£.

2 4

A partir de la forma estandar de la ecuacion, vemos que
a = "\V21/2.El centro es (—3/2, 0, 2). El radio es V' 21/2.

Xo = —3/2,y0:0,20:2y
|

EJEMPLO 5  He aqui algunas interpretaciones geométricas de desigualdades y ecuaciones
que implican esferas.

@ ¥ +)yP+22<4
b *+)y +2=4

El interior de la esfera x2 + 32 + z2 = 4.

La bola sélida acotada por la esfera x2 + 2 + z2 = 4.
O bien, la esfera x> + y?> + z2 = 4 junto con su in-
terior.

© ¥*+y*+22>4
d »*+ y2 + 2=

El exterior de la esfera x2 + y% + z2 = 4.

El hemisferio inferior obtenido al cortar la esfera
x2 + y2 + z2 = 4 con el plano xy (el plano z = 0).
]

Asi como las coordenadas polares nos ofrecen otra manera de localizar puntos en el pla-
no xy (seccion 11.3), existen otros sistemas coordenados para espacios tridimensionales, di-
ferentes de los sistemas cartesianos aqui desarrollados. Estudiaremos dos de estos sistemas
coordenados en la seccién 15.7.

Ejercicios 12.1

Interpretacion geométrica de ecuaciones

En los ejercicios 1 a 16, proporcione descripciones geométricas del con-
junto de puntos en el espacio cuyas coordenadas satisfacen los pares de
ecuaciones que se indican.

l.x=2, y=3 2.x=-1, z=0
3.y=0, z=0 4. x=1, y=0
5.x24+)y°=4, z=0 6. x>+’ =4, z=-2
7.2 +2=4, y=0 8.V +22=1, x=0
9. X+’ +22=1, x=0

10 X +y* +2 =25 y=—4
L2+ + (z+302=25 z=0
2.7+ (y - 1P2+2=4, y=0
13. %2+)y*=4, z=y

4. P+yP+2=4 y=x

15. y=x%, z=0
16. z=)% x=1

Interpretacion geométrica de ecuaciones y desigualdades

En los ejercicios 17 a 24, describa el conjunto de puntos en el espacio
cuyas coordenadas satisfacen las desigualdades o combinaciones de ecua-
ciones y desigualdades que se indican.

17. a.x=0, y=0, z=0 b. x=0, y=0, z=0
18. a. 0 =x =1 b.0=x=1, 0=y=1
c.0=sx=1 0=sy=1 0=z=1

19. a. ¥ + )y + 2 =1
20, a. X2 +)yP=1, z=0
c. ¥+ =1,

21. a.

b.x2+y2+zz>1
b. ¥ +j)y*=1, z=3
sin restriccion para z
1=+’ +2=4

b. *+)yP+22=1 z=0
22.a.x=y, z=0

b. x =y, sinrestriccion para z

2.a.y=x% z=0 b. x=<)), 0=z=<2

24. a. z = 1 — y, sinrestriccion para x

b.z=y3, x=2
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En los ejercicios 25 a 34 describa el conjunto dado con una ecuacién o

con un par de ecuaciones.

25. El plano perpendicular a
a. elejexen(3,0,0) b. elejeyen (0, —1,0)
c. elejezen (0,0, —2)

26. El plano que pasa por el punto (3, —1, 2) perpendicular a
a. elejex b. elejey c. elejez

27. El plano que pasa por el punto (3, —1, 1) paralelo a
a. elplanoxy b. el plano yz c. el plano xz

28. La circunferencia de radio 2 con centro en (0, 0, 0) y que esta en
a. elplanoxy b. el plano yz c. el plano xz

29. La circunferencia de radio 2 con centro en (0, 2, 0) y que esta en
a. el planoxy b. el plano yz c. elplanoy = 2

30. La circunferencia de radio 1 con centro en (—3, 4, 1) y que esta en
un plano paralelo a

a. elplanoxy b. elplanoyz c. el plano xz

31. Larecta que pasa por el punto (1, 3, —1) paralela a

a. elejex b. elejey c. elejez

32. El conjunto de puntos en el espacio equidistantes del origen y del
punto (0, 2, 0)

33. Lacircunferencia donde el plano perpendicular al eje z y que pasa por
el punto (1, 1, 3) corta a la esfera de radio 5 con centro en el origen

34. El conjunto de puntos en el espacio que estan a 2 unidades del punto
(0, 0, 1) y, al mismo tiempo, a 2 unidades del punto (0, 0, —1)

Desigualdades para describir conjuntos de puntos
Escriba las desigualdades que determinan a los conjuntos de puntos dados
en los ejercicios 35 a 40.

35. El bloque limitado por los planos z = 0 y z = 1 (incluidos los planos)

36. El cubo solido en el primer octante, limitado por los planos coordena-
dosylosplanosx =2,y =2yz=2

37. El semiespacio que consiste en los puntos que se encuentran en y
debajo del plano xy

38. El hemisferio superior de la esfera de radio 1 con centro en el origen

39. (a) El interior y (b) el exterior de una esfera de radio 1 con centro en
el punto (1, 1, 1)

40. La region cerrada acotada por las esferas de radio 1 y 2 con centro
en el origen. (Cerrada significa que las esferas estan incluidas. Si
quisiéramos no incluir a las esferas, habriamos pedido la region
abierta acotada por las esferas. Esto es similar a la manera en que
usamos cerrado y abierto para describir intervalos: cerrado significa
que se incluyen los extremos y abierto indica que no se incluyen

los extremos. Los conjuntos cerrados incluyen a sus fronteras y los
abiertos las excluyen).

Distancia
En los ejercicios 41 a 46, calcule la distancia entre los puntos P; y Ps.

41. Pi(1,1,1), P»(3,3,0)
42. P(—1,1,5), P(2,5,0)
43. Pi(1,4,5), Py(4,-2,7)

44. Pi(3,4,5), Py(2,3,4)
45. P1(0,0,0), Py(2,-2,-2)
46. P1(5,3,-2), P(0,0,0)

Esferas
Determine los centros y los radios de las esferas en los ejercicios 47 a 50.

47. (x + 2 + y* + (z —2)* =8
12
48. (x—1)2+<y+§> +(z+3)P=25

(= V) (o VR (e VR 2
) ()-8

Obtenga las ecuaciones de las esferas cuyos centros y radios se indican
en los ejercicios 51 a 54.

5

=

Centro Radio

51. (1,2,3) V14
52. (0,—-1,5) 2
1 2 4
o (5-2)
54. (0,-7,0) 7

Determine los centros y los radios de las esferas en los ejercicios 55 a 58.
55. X+’ + 2+ 4 —4z=0

56. >+ )P+ —6y+8=0

57. 2>+ 22+ 22 +x+y+z=9

58. 32 + 32 + 322+ 20 —22=9

Teoria y ejemplos

59. Determine una formula para la distancia del punto P(x, y, z) al
a. ejex b. ejey c. ejez

60. Determine una formula para la distancia del punto P(x, y, z) al

c¢. plano xz

a. planoxy  b. planoyz

61. Obtenga el perimetro del tridngulo con vértices 4(—1, 2, 1), B(1,
—1,3),y (3, 4,5).

62. Demuestre que el punto P(3, 1, 2) es equidistante de los puntos
A2, -1,3)y B(4,3, 1).

63. Obtenga una ecuacion para el conjunto de todos los puntos equidis-
tantes de los planosy = 3yy = —1.

64. Determine una ecuacion para el conjunto de todos los puntos equi-
distantes del punto (0, 0, 2) y del plano xy.

65. Encuentre el punto en la esfera x2 + (y — 3)2 + (z + 5)2 = 4 mas
cercano
a. al plano xy b. al punto (0, 7, —5).

66. Encuentre un punto equidistante de los puntos (0, 0, 0), (0, 4, 0),
(37 Oa 0), y (2a 25 73)
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12.2 I Vectores

Punto
final
°

Punto AB
inicial
A

FIGURA 12.7 El segmento de recta dirigido
se llama vector.

y
/B
A/ /D
C
P

O X

> F
E/

FIGURA 12.9 Las cuatro flechas en el plano
(segmentos de recta dirigidos) mostradas aqui
tienen la misma longitud y direccién. Por lo
tanto, representan al mismo vector, por lo

que escribimos 4B = CD = OP = EF.

O(x2, ¥2, 29)
°
P(xy, 15 21)
o | Posicion del vector (V12 v, v3)
de PQ |
|
0 vV=_(vnvy) |
3 v
~~ |
-~ |
vy ~o I
~~y Y
X

FIGURA 12.10 Un vector PQ en posicién
estandar tiene su punto inicial en el origen.
Los segmentos de recta dirigidos PQ y v
son paralelos y tienen la misma longitud.

Algunos de los factores que medimos estan determinados simplemente por sus magnitudes. Por
ejemplo, para registrar la masa, la longitud o el tiempo s6lo necesitamos escribir un numero y
el nombre de la unidad de medida apropiada. Para describir una fuerza, un desplazamiento o
una velocidad necesitamos mas informacion. En el caso de una fuerza, necesitamos registrar la
direccién en la cual actiia, asi como su magnitud. Para describir el desplazamiento de un
cuerpo, tenemos que decir en qué direccion se movid y qué tan lejos. Para describir la veloci-
dad de un cuerpo debemos saber hacia donde se dirige el cuerpo, asi como la rapidez con que
esta viajando. En esta seccion mostraremos como representar, en el plano o en el espacio, ele-
mentos que tienen tanto magnitud como direccion.

Componentes

Una cantidad como una fuerza, un desplazamiento o una velocidad se llama vector y se repre-
senta por medio de un segmento de recta dirigido (figura 12.7). La flecha apunta en la direc-
cion de la accidn, y su longitud representa la magnitud de la accion en términos de una unidad
apropiada. Por ejemplo, el vector de fuerza apunta en la direccion en la cual actua la fuerza, y
su longitud es una medida de la intensidad de la fuerza; un vector de velocidad apunta en la di-
reccion del movimiento y su longitud es la rapidez del objeto moévil. La figura 12.8 muestra el
vector de velocidad v en una posicion especifica para una particula que se desplaza a lo largo
de una trayectoria en el plano o en el espacio. (Esta aplicacion de los vectores se estudia en el

capitulo 13).
P

(b) Tres dimensiones

Z
— 0
X
0]
—
X

(a) Dos dimensiones

FIGURA 12.8 El vector de velocidad de una particula que se desplaza a lo
largo de una trayectoria (a) en el plano (b) en el espacio. La punta de la flecha
sobre la trayectoria indica la direccion del movimiento de la particula.

DEFINICIONES
dirigido 4B tiene un punto inicial 4 y un punto final B, y su longitud o magnitud se
representa por |E| Dos vectores son iguales cuando tienen la misma longitud y
direccion.

Un vector es un segmento de recta dirigido. El segmento de recta

Las flechas que usamos para trazar vectores representan al mismo vector si tienen la
misma longitud, son paralelas y apuntan en la misma direccion (figura 12.9) sin importar su
punto inicial.

En los libros de texto, los vectores se denotan normalmente con letras minusculas en
negritas, por ejemplo, u, vy w. Algunas veces usamos letras mayusculas en negritas, como F,
para representar un vector de fuerza. Cuando se usan cursivas, se acostumbra escribir pequeias
flechas encima de las letras, por ejemplo i, ¥, w, y F.

Necesitamos una manera para representar algebraicamente los vectores, de manera que
podamos precisar su direccion. Sea v = PQ. Existe un segmento de recta dirigido igual a PQ
cuyo punto inicial es el origen (figura 12.10). Esta es la representacion de v en posicién estan-
dar y es el vector que normalmente usamos para representar a v. Podemos especificar a v escri-



666

Capitulo 12: Los vectores y la geometria del espacio

biendo las coordenadas de su punto final (v, v, v3) cuando v esta en posicion estandar. Si v es
un vector en el plano, su punto final (v{, v;) tiene dos coordenadas.

DEFINICION

Si v es un vector bidimensional en el plano igual al vector con punto inicial en el
origen y punto final (v, v;), entonces la expresion de v en componentes es

vV = <V1, V2>.

Si v es un vector tridimensional igual al vector con punto inicial en el origen y
punto final (vy, v2, v3), entonces la expresion de v en componentes es

v = (vi, v2, v3).

Por lo tanto, un vector bidimensional es un par ordenado v = (v;, v,) de nimeros reales, y
un vector tridimensional es una terna ordenada v = (vy, v, v3) de niimeros reales. Los nimeros
Vi, V2 'y v3 son los componentes de v. N

Si v = (v, v, v3), se representa por el segmento de recta dirigido PQ, donde el punto ini-
cial es P(xy, y1, z1) y el punto final es O = (xp, 2, z2), entonces x; + vy = X2, ¥1 + va = 12, ¥
z1 + v3 = z5, (véase la figura 12.10). Por lo tanto, vi = x; — X1, Vv, = y2 — y1y V3 = 2 — 21 son
los componentes de PQ.

En resumen, dados los puntos P(xy, y1,21) y O = (X2, 2, 22), €l vector en posicion estandar
v = (v1, va, v3) igual a PQ es

V={(x—Xx,y— Y.z~ Z1).

Si v es el vector bidimensional con P(x1, y1) y O = (x2, y2) como puntos en el plano, entonces
v = (x — X1, 2 — »1).- No hay un tercer componente para vectores en el plano. Con esto en
mente desarrollaremos el algebra de los vectores tridimensionales y simplemente eliminaremos
el tercer componente cuando se trate de vectores bidimensionales (un vector en el plano).

Dos vectores son iguales si y solo si sus vectores en posicion estandar son idénticos. De
manera que (uy, u, u3) y (vi, v2, vs) son iguales siy solo siu; = vy, up = v y uz = vs.

La magnitud o longitud del vector @ es la longitud de cualquiera de sus representaciones
como segmento de recta dirigido. En particular, si v = (x — x1, 2 — »1, 22 — z1) es el vector
en posicion estandar para fTQ, entonces la férmula para la distancia proporciona la magnitud
o longitud de v, representada por el simbolo |v| o]|v]].

La magnitud o longitud del vector v = @ es el numero no negativo

IV = V2 +v2 + v = Vg —x1)* + (0 — n)* + (z — 21)

(véase la figura 12.10).

El tnico vector con longitud 0 es el vector cero 0 = (0, 0) o 0 = (0, 0, 0). Este vector
también es el Unico sin direccion especifica.

EJEMPLO 1 Determine (a) los componentes y (b) la longitud del vector con punto inicial en
P(—3,4, 1) y punto terminal Q(—5, 2, 2).

Solucion

(a) El vector en posicion candnica v que representa a PQ tiene componentes

vi=x—x = —5—(=3)=-2, w=ypon=2-4= -2,



FIGURA 12.11 La fuerza que tira del
carrito hacia delante se representa por el
vector F cuyo componente horizontal es
la fuerza efectiva (ejemplo 2).
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V3:Z2_21:2_1:1.
s
La expresion PQ en componentes es

v=(-2-21).

(b) Lalongitud o magnitud de v = P_Q es

Iv| = V(=22 + (=2)> + (1)* = V9 = 3. -

EJEMPLO 2 Se tira de un carrito a lo largo de un suelo liso horizontal con una fuerza F de
20 libras que forma un angulo de 45° con el suelo (figura 12.11). ;Cual es la fuerza efectiva
que mueve el carrito hacia delante?

Solucion  La fuerza efectiva es el componente horizontal de F = (a, b), dado por
a = |F| cos45° = (20) <\2f2> ~ 14.14 1b.
Note que F es un vector bidimensional. [ |

Operaciones algebraicas con vectores

Dos operaciones fundamentales que pueden realizarse con vectores son la suma de vectores
y la multiplicacion por un escalar. Un escalar es simplemente un nimero real y se llama asi
cuando queremos resaltar su diferencia en relacion con los vectores. Los escalares pueden ser
positivos, negativos o cero y se usan para “escalar” un vector multiplicandolo.

DEFINICIONES Sean u = (uy, ua, u3) y v = (v1, v, v3) vectores y k un escalar.
Suma: u+v=(u +v,u+ vy, uz + v3)

Multiplicacion escalar: ku = (kuy, kuy, kus)

La suma de vectores se realiza sumando los componentes correspondientes de los vec-
tores. Multiplicamos un vector por un escalar haciendo el producto de cada componente por el
escalar. Las definiciones se aplican de manera similar a los vectores en el plano, sélo que éstos
tienen Ginicamente dos componentes (uy, uz) y (vi, va).

La definicion de la suma de vectores en el plano se ilustra geométricamente en la figura
12.12a, donde el punto inicial de un vector se coloca en el punto final del otro. Otra inter-
pretacion se muestra en la figura 12.12b (1lamada la ley del paralelogramo de la suma), donde

(uy + vy, uy + vp)

I
I
I
I
u+v \/ |
I
I
I

(@ (b)

FIGURA 12.12 (a) Interpretacion geométrica de la suma de vectores. (b) La ley del paralelogramo
para la suma de vectores.
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/ 2u —2u

FIGURA 12.13 Multiplos escalares de u.

u+ (-v)

(b)
FIGURA 12.14 (a) El vectoru — v,

sumandoav,dau. (b)u — v=u+ (—-v).

la suma, llamada el vector resultante, es la diagonal del paralelogramo. En fisica, las fuerzas
se suman vectorialmente, al igual que las velocidades, las aceleraciones, etcétera. Asi, la fuerza
que actia sobre una particula sujeta a fuerzas eléctricas y gravitacionales se obtiene sumando
los dos vectores de fuerza.

En la figura 12.13 se muestra la interpretacion geométrica del producto ku del escalar k
por el vector u. Si k£ > 0, entonces ku tiene la misma direccion que u; si £ < 0, entonces la di-
reccion de ku es opuesta a la direccion de u. Comparando las longitudes de u y ku, vemos que

| = Vikn ) + (k) + (k) = VEW? + ur + ud)
= VEVU? + u + u? = |k||u].

La longitud de ku es igual al producto del valor absoluto del escalar k por la longitud de u. El
vector (—1)u = —u tiene la misma longitud de u, pero apunta en la direccion opuesta.
La diferencia u — v de dos vectores esta definida por

u—v=u+(—v).
Siu = (uy, us, u3) y v = (v1, va, v3), entonces
u—v=(u —v,u — vu3 — v3).

Observe que (u — v) + v = u, de manera que sumando el vector (u — v) a v se obtiene u
(figura 12.14a). La figura 12.14b muestra la diferencia u — v como la suma u + (—v).

EJEMPLO 3 Seanu = (—1,3, 1)y v = (4,7, 0). Obtenga los componentes de

(a) 2u + 3v b)u-—v (c) ‘%u

Solucion
(@) 2u+3v=2(—1,3,1) + 3(4,7,0) = (-2,6,2) + (12,21,0) = (10,27, 2)
(b) u—v= <_15351> - (4’7a0> = <_1 - 4a3 - 751 - 0> = <_5a_4a1>

i =S CRORNOR :

Las operaciones vectoriales tienen muchas de las propiedades de la aritmética ordinaria.

©

lu
2

Propiedades de las operaciones con vectores
Sean u, v, y w vectores, y a y b escalares.

l.u+v=v+u 2. (w+v)+w=u+ (v+w
3.u+0=u 4. u+(—u)=0

5. 0u=20 6. lu=u

7. a(bu) = (ab)u 8. alu +v) =au + av

9. (a + b)u = au + bu

Estas propiedades se verifican facilmente usando las definiciones de suma de vectores y
multiplicacion por un escalar. Por ejemplo, para establecer la propiedad 1, tenemos
u + v = (uy, uy, u3) + (vi, v2, v3)
= (uy + vi,up + vo, u3 + v3)
= (vi + u, vy + up, v3 + u3)
= (v, va, v3) + (uy, ua, u3)
vV + u.



$ 0P, = xji + yyf + 20k

Py(xs, ¥2, 27)

X / [ Pi(x1,y1,21)

@1 =xi+yj+zk

FIGURA 12.15 El vector de Py a P, es
PPy = (xa —xpi+ (2 —yj +
(z0 — zDk.
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Cuando tres 0 mas vectores en el espacio se encuentran en el mismo plano, decimos que
son vectores coplanares. Por ejemplo, los vectores u, vy u + v siempre son coplanares.

Vectores unitarios

Un vector v de longitud 1 se llama vector unitario. Los vectores unitarios estandar (o cano-
nicos) son

i=(1,0,0), j=10,1,0), y k=(0,0,1).

Cualquier vector v = (v, v, v3) se puede escribir como una combinacion lineal de los vectores
unitarios estandar de la siguiente manera:

vV = <V], V25V3> = <V1507 0> + <07 V2, 0> + <07 Os V3>
= V1<1,0, 0> + V2<0, 1, 0> + V3<0, 0, 1>
= Vli + V2j + V3k.

Llamamos al escalar (o numero) v, el componente en i del vector v, a v, el componente
en j, y a v; el componente en k. La expresion en componentes del vector de Pi(xy, y1, z1) a
Po(x2, y2, 22) €8

PPy = (xy —x))i + (32 = y1)j + (22 — 21k

(figura 12.15).
Siempre que v # 0, su longitud |v| no es cero y

‘lv’ :L|v| =1.
M v]

Es decir, v/|v| es un vector unitario en la direccion de v, llamado la direccién del vector no
nulo v.

EJEMPLO 4  Obtenga el vector unitario u en la direccion del vector de Pi(1, 0, 1) a
Py(3,2,0).

Solucion  Dividimos P?’z entre su longitud:
PP,=0B—-1i+2—-0)j+(0—1k=2i+2j—k
PPy = V2P + 22+ (-1 =Va+4+1=V9=3

PP, 242 -k
I TR
| P1P;|

.
El vector unitario u es la direccion de P P;. [ ]

EJEMPLO 5  Siv = 3i — 4j es un vector de velocidad, exprese v como el producto de su
rapidez por un vector unitario en la direccién del movimiento.
Solucion  La rapidez es la magnitud (longitud) de v:

v = V(3 + (=4 = V9 + 16 = 5.

El vector unitario v/|v| tiene la misma direccion de v:
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Py(xp, y1521)

X txn yi+t» 21+Zz)
M( 2 2 2

Py(x, y2, 2)

0

FIGURA 12.16 Las coordenadas del punto
medio son los promedios de las coordenadas
de P,y P,.
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Entonces

T B . I
v = 3i 41/5(51 5]). [ |

Longitud Direccion del movimiento

(rapidez)

En resumen, podemos expresar cualquier vector no nulo v en términos del producto de sus dos
v

caracteristicas fundamentales, longitud y direccion, escribiendo v = |v]| v
v

Si v # 0, entonces

v . . .,
1. ﬁ es un vector unitario en la direccion de v;
v
2. Laecuacionv = |V|7| | expresa a v en términos de su longitud y direccion.
v

EJEMPLO 6  Se aplica una fuerza de 6 newtons en la direccion del vector v = 2i + 2j — k.
Exprese la fuerza F como el producto de su magnitud y direccion.

Solucion  El vector de fuerza tiene magnitud 6 y direccion ﬁ, entonces
v
oo Y — 2i +2j — k _ 2i +2j — k
vl V22 + 22 + (—1)? 3
(22,1
= 6<3 i+ 373 k). [ |

Punto medio de un segmento de recta

Los vectores a menudo son utiles en geometria. Por ejemplo, las coordenadas del punto medio
de un segmento de recta se determinan promediando.

El punto medio M del segmento de recta que une los puntos P(xi, yi, z1) ¥
Px(x2, 2, 22) es el punto

X1 + xo y1+y2 z1 + 2
2 2 2 ’

Para comprender por qué, observe la figura 12.16, donde

OM = 0731 + %(Pﬁ’z) = 07[’1 + %(0732 - 07’1)

:%(0_;’1"‘@;’2)
:x1+xzi Vity., z1+m
2 2 2

k.

EJEMPLO 7  El punto medio del segmento que une P(3, —2, 0)y P»(7,4, 4) es

347 —2+4 0+4) _
(2 s 2 k] 2 )_(5,1,2) [ |
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FIGURA 12.17 Los vectores que repre-
sentan las velocidades del avion u y el
viento de cola v del ejemplo 8.

w = (0,-75)

()

FIGURA 12.18 El peso suspendido del
ejemplo 9.
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Aplicaciones

Una aplicacion importante de los vectores se da en la navegacion.

EJEMPLO 8  Un avién comercial, que vuela hacia el este a 500 millas por hora con cielo
despejado, encuentra un viento de cola de 70 millas por hora soplando en direccion 60° al
noreste. El avion mantiene el rumbo hacia el este, pero, debido al viento, adquiere una nueva
rapidez y direccion con respecto al suelo. ;Cuales son la rapidez y direccion?

Solucion  Si u = la velocidad del avidon solamente y v = la velocidad del viento de cola,
entonces [u| = 500 y |v| = 70 (figura 12.17). La velocidad del avién con respecto al suelo
esta dada por la magnitud y direccion del vector resultante u + v. Si el eje x positivo represen-
ta la direccion este y el eje y positivo representa la direccion norte, entonces los componentes
de uyvson

u= (500,00 y v =(70cos60° 70sen60°) = (35,35V/3).

Por lo tanto,
u + v = (535,35V3) = 535i + 35\V/3j

lu + v| = V5352 + (35V3)* ~ 538.4

0 = tan ~ 6.5°. Figura 12.17

La nueva rapidez del avion con respecto al suelo es de alrededor de 538.4 millas por hora, y
su nueva direccion es de aproximadamente 6.5° al noreste. [ |

Otra aplicacion importante se da en fisica e ingenieria, cuando varias fuerzas actuan sobre
un objeto simple.
EJEMPLO 9  Un peso de 75 newtons (N) esta suspendido por dos alambres, como se muestra
en la figura 12.18a. Obtenga las fuerzas F, y F, que actiian en ambos alambres.
Solucién  Los vectores de fuerza F; y F, tienen magnitudes |F| y |F2| y componentes que
se miden en newtons. La fuerza resultante es la suma F; + F, y debe ser igual en magnitud
y actuar en direccion opuesta (hacia arriba) al vector de peso w (figura 12.18b). A partir de
la figura se deduce que

F; = (—|Fi|cos 55°, |Fi|sen55°) 'y Fy = (|F2|cos40°, |Fz|sen40°).

Puesto que F; + F, = (0, 75), el vector resultante lleva al sistema de ecuaciones

—|Fy|cos 55° + |F,|cos 40° = 0
|Fi|sen 55° + |F,|sen40° = 75.

Al despejar |F,| en la primera ecuacion y sustituir el resultado en la segunda, tenemos

|Fy|cos 55° |F;|cos 55°
= — o 4 o — .
|F,| o5 40° y | Fy|sen 55 osa00 Sen 40° =175
Por lo tanto,
| = 75 ~ 57.67N,

sen 55° + cos 55° tan 40°
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y
IFy| = 75 cos 55°
2 sen 55° cos 40° + cos 55° sen 40°
= oo L 4318\,
sen(55° + 40°)
Los vectores de fuerza son F; = (—33.08, 47.24) y F, = (33.08, 27.76). ]

Ejercicios 12.2

Vectores en el plano
En los ejercicios 1 a 8, u = (3, —2) y v = (=2, 5). Determine (a) los com-
ponentes y (b) la magnitud (longitud) del vector indicado.

1. 3u 2. —2v
3.utv 4. u—v
5. 2u — 3v 6. —2u + 5v

3 4 5 12
7.5u+5v 8. 13u+13v

En los ejercicios 9 a 16, obtenga los componentes del vector.
9. Elvector PO, donde P = (1,3)y O = (2, —1)

10. El vector OP donde O es el origen y P es el punto medio del seg-
mento RS, donde R = (2, - 1)y S=(—4,3)

11. El vector del punto 4 = (2, 3) al origen

12. Lasuma de ABy CD, donde 4 = (1, —1), B = (2,0), C = (—1, 3),
yD=(-2,2)

13. El vector unitario que forma un angulo 6 = 27/3 con el eje x
positivo

14. El vector unitario que forma un angulo 6 = —37/4 con el eje x
positivo

15. El vector unitario obtenido al girar el vector (0, 1) 120° en sentido
contrario a las manecillas del reloj en torno al origen

16. El vector unitario obtenido al girar el vector (1, 0) 135° en sentido
contrario a las manecillas del reloj en torno al origen

Vectores en el espacio

En los ejercicios 17 a 22, exprese cada vector en la forma

v =vji+ nj+ vk

17. Pﬁ’z si Py es el punto (5,7, —1)y P, es el punto (2,9, —2)
18. PTf’z si Py es el punto (1, 2, 0) y P, es el punto (—3, 0, 5)
19. ABsidesel punto (—7, —8, 1) y Bes el punto (—10, 8, 1)
20. ABsidesel punto (1, 0,3) y Besel punto (—1, 4, 5)

21. Su—vsiu=(l,1,-1)yv=(2,0,3)

22, —2u+3vsiu=(-1,0,2)yv={(I,1,1)

Representaciones geométricas
En los ejercicios 23 y 24, copie los vectores u, v y w con punto inicial y
final conforme se requiera para dibujar el vector indicado.

23.

24.

\4

b. ut+v+w

du—w

\4

c. 2u—v

Longitud y direccion

b. u—v+w
d.ut+v+w

En los ejercicios 25 a 30, exprese cada vector como producto de su lon-

gitud y direccion.
25. 21 +j— 2k

27. 5k

Ve 3

26. 9i — 2j + 6k

3. .4
28. 51-5—5k
1 i
——Kk 30. — + +

-
S



31. Determine los vectores con las longitudes y direcciones dadas. In-
tente hacer los calculos mentalmente.

Longitud Direccion
a. 2 i
b. V3 —k
1 3. 4
c. > 5l + 5 k
6. 2., 3
d. 7 7 i 7] + 7 k

32. Obtenga los vectores con las longitudes y direcciones dadas. Intente
hacer los calculos mentalmente.

Longitud Direccién
a. 7 |
3. 4
b. \/E 51 5k
. 12 3, 4, 12,
" 12 ' T
da>0 iyl Ly

33. Determine un vector de magnitud 7 en la direccion de v = 12i — 5k.

34. Obtenga un vector de magnitud 3 en direccion opuesta a la direccion
dev=(1/2)i — (1/2)j — (1/2)k.

Direccion y puntos medios
En los ejercicios 35 a 38, determine

a. La direccion de Pﬁ’z y
b. El punto medio del segmento de recta P, P;.
35. Pi(—1,1,5) Py2,5,0)
36. Pi(1,4,5) Py(4,-2,7)
37. P(3,4,5) Py(2,3,4)
38. P(0,0,0) Py(2,-2,-2)

39. SiAB =i+ 4j -2k y Bes el punto (5, 1, 3), obtenga 4.
40. SiAB = —7i + 3j + 8k y A4 es el punto (—2, —3, 6), obtenga B.

Teoria y aplicaciones

41. Combinacion lineal Siu=2i+j,v=1i+j,yw=1i— j, obtenga
los escalares a y b tales que u = av + bw.

42. Combinacién lineal Siu=1i—2j,v=2i+3j,yw=1i+ j,es-
criba u = u; + up, donde u; sea paralelo a v y u; sea paralelo a w.
(Véase el ejercicio 41).

43. Velocidad Un avion vuela en direccién 25° al oeste del norte a
800 km/h. Determine la forma en componentes de la velocidad
del avion, suponiendo que el eje x positivo representa el rumbo este
y el eje y positivo representa el rumbo norte.

44. (Continuacion del ejemplo 8) ;Qué rapidez y direccion debe tener
el avion del ejemplo 8 para que el vector resultante sea de 500 millas
por hora hacia el este?

45. Considere un peso de 100 N suspendido de dos alambres como se
muestra en la siguiente figura. Obtenga las magnitudes y los com-
ponentes de los vectores de fuerza F, y F.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

12.2  Vectores 673

Considere un peso de 50 N suspendido de dos alambres, como se
muestra en la figura. Si la magnitud del vector F; es de 35 N, obten-
ga el angulo « y la magnitud del vector Fj.

Considere un peso de w-N suspendido de dos alambres, como se
muestra en la figura. Si la magnitud del vector F, es 100 N, de-
termine w y la magnitud del vector F;.

Considere un peso de 25 N suspendido de dos alambres, como se
ilustra en la figura. Si las magnitudes de los vectores F; y F, son
ambas de 75 N, entonces los angulos « y 8 son iguales. Obtenga a.

Ubicacion Un pajaro vuela desde su nido 5 km en direccion de
60° al noreste, donde se detiene a descansar en un arbol. Luego vuela
10 km en direccion hacia el suroeste y se detiene en un poste tele-
fonico. Utilice un sistema de coordenadas xy de manera que el ori-
gen esté en el nido del pajaro, el eje x apunte hacia el este y el eje y
apunte hacia el norte.

a. (En qué punto se ubica el arbol?
b. (En qué punto se localiza el poste de teléfono?

Use triangulos semejantes para obtener las coordenadas del punto Q
que divide al segmento de Pj(xy, y1, z1) a Pa(x2, ¥, z2) en dos tramos,
cuyarazones p/q =r.

Medianas de un triangulo Suponga que 4, By C son las esquinas
de una delgada placa triangular de densidad constante como se mues-
tra en la figura.

a. Obtenga el vector que va desde C al punto medio de M del lado 4B.

b. Determine el vector que va desde C al punto que esta sobre la
mediana CM, a dos tercios de la distancia de C a M.
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c. Obtenga las coordenadas del punto donde se cortan las medianas 53.
del AABC. De acuerdo con el ejercicio 17 de la seccion 6.6, este
punto es el centro de masa de la placa.

Z
(1, 1,3)

M
A4,2,0)

\

B(1,3,0) Y 56. Vectores unitarios en el plano Demuestre que un vector unitario

Capitulo 12: Los vectores y la geometria del espacio

Sea ABCD un cuadrilatero en el espacio (no necesariamente en el
plano). Demuestre que los dos segmentos que unen los dos puntos
medios de los lados opuestos de ABCD se bisecan entre si. (Sugeren-
cia: Muestre que los segmentos tienen el mismo punto medio).

54. Desde el centro de un poligono regular de n lados en el plano se
trazan vectores hasta los vértices del poligono. Demuestre que la
suma de los vectores es igual a cero. (Sugerencia: ;{Qué pasa con
la suma si usted hace girar el poligono en torno a su centro?)

55. Suponga que 4, B'y C son los vértices de un triangulo y que a, by ¢
son, respectivamente, los puntos medios de los lados opuestos. De

muestre que,ﬁ + Bb + Ce = 0.

en el plano se puede expresar como u = (cos 6)i + (sen 6)j, obtenido
al hacer girar el vector i un angulo 6 en direccion contraria a las
manecillas del reloj. Explique por qué cualquier vector unitario en
el plano puede expresarse en esta forma.

52. Determine el vector del origen al punto de interseccion de las media-

nas del triangulo cuyos vértices son
A(1,-1,2), B(2,1,3),

y C(=1,2,-1).

12.3 I El producto punto

-

/g

-

~

Longitud = |F| cos 6

FIGURA 12.19 La magnitud de la fuerza F
en la direccion del vector v es la longitud |F]|
cos 6 de la proyeccion de F sobre v.

<

u

FIGURA 12.20 Elanguloentreuy v.

Si se aplica una fuerza F a una particula que se mueve a lo largo de una trayectoria, con fre-
cuencia necesitamos conocer la magnitud de la fuerza en la direcciéon de movimiento. Si v es
paralelo a la recta tangente a la trayectoria en el punto donde se aplica F, buscamos la magni-
tud de F en la direccion de v. La figura 12.19 indica que la cantidad escalar que buscamos es
la longitud de |F| cos 6, donde 6 es el angulo entre los dos vectores.

En esta seccion mostraremos como calcular facilmente el angulo entre dos vectores a
partir de sus componentes. Una parte clave del calculo es una expresion llamada el producto
punto. El producto punto también se conoce como producto interno o escalar porque el pro-
ducto da como resultado un escalar, no un vector. Después de investigar al producto punto, lo
aplicaremos para determinar la proyeccion de un vector sobre otro (como se ilustra en la fi-
gura 12.19) y para determinar el trabajo realizado por una fuerza constante que actua a lo largo
de un desplazamiento.

Angulo entre vectores

Cuando dos vectores no nulos u y v se colocan de manera que sus puntos iniciales coincidan,
forman un angulo 6 con medida 0 = 6 = 7 (figura 12.20). Si los vectores no estan en la misma
recta, el angulo 6 se mide en el plano que los contiene. Si los vectores estan alineados, el an-
gulo entre ellos es igual a cero si apuntan a la misma direccion, y 7r si apuntan en direcciones
opuestas. El angulo 6 es el angulo entre u y v. El teorema 1 ofrece una formula para deter-
minar este angulo.

TEOREMA 1: Angulo entre dos vectores El angulo 6 entre dos vectores no
nulos u = (uy, us, u3) y v = (vy, v2, v3) esta dado por

9 = COS_I <M1V1 + Uurvp + M3V3>
lul[v]

Antes de demostrar el teorema 1, enfocaremos nuestra atencion en la expresion u;v; +
upvy + uzvs en el calculo de 0. Esta expresion es la suma de los productos de los componentes
correspondientes a los vectores u 'y v.
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FIGURA 12.21 La ley del paralelogramo de
la suma de vectores daw = u — v.
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DEFINICION EIl producto punto u - v (“u punto v”) de los vectores u = (u1, ua, us)
y v = (v, vy, v3) €s

u-v=uvy + uv, + uzvs.

EJEMPLO 1
(a) <1’ -2, _1>'<_65 2, _3> = (l)(_6) + (_2)(2) + (_1)(_3)
= —6-4+3= -7

(b) (%1 +3j + k)-(4i —j+2K) = (%)(4) +G) (=) + (1)) =1 »
El producto punto de un par de vectores bidimensionales se define de un modo similar:
<u1, 142) . <V1, V2> = U1V + uxvy.

A lo largo del resto del libro veremos que el producto punto es una herramienta clave, no sélo
para la obtencion del dngulo entre dos vectores, sino también para muchos calculos fisicos
y geométricos importantes en el espacio (y en el plano).

Prueba del teorema 1 Al aplicar la ley de los cosenos [ecuacion (8), seccion 1.3] al tridn-
gulo de la figura 12.21, encontramos que

|w|? = |u|® + |v|*> — 2|u||v| cos O Ley de los cosenos
2|ul|v|cosf = |ul* + |v|* — |w|>
Como w = u — v, la forma componente de w es (u; — vy, up — v, u3 — v3). De esta forma,
lu|? = (\/m)z = u? + w? + us?
lv|? = (\/m)z = v+ vt +
Wi2 = (Vi = v)? + (2 = v + (s = v2)?)’

= (uy —v1)* + (1 = m)* + (u3 — v3)?

= u12 - 2u1v1 + V12 + u22 - 2Ll2V2 + V22 + u32 - 21431/3 + V32

lul? + |v]* = [w|* = 2(uyvy + ugva + u3vs).
Por lo tanto,
2|ul|v]cos® = [ul]* + |[v|* = |W|* = 2(uvi + vy + uzv3)

[u||v]| cos@ = uyvi + upv, + uzvs
upvy + Uurva + uszvs

cosfh =
[ul[v]

Como 0 = 6 < 7, tenemos

0 = cos! <u1v1 + vy + u3V3> -
[uf]v]

En la notacion del producto punto, el angulo entre dos vectores u y v puede escribirse

como
6 = cos™! <¥>
luf|v]
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B@3,5)

FIGURA 12.22 El triangulo del ejemplo 3.

EJEMPLO 2 Obtenga el angulo entreu =i — 2j — 2ky v = 6i + 3j + 2k.

Solucién  Utilizamos la férmula anterior:
u-v=_1)6)+(-2)3)+(-2)2)=6—-—6 —4=—4
lul = V1P + (=2 + (-2 = V9 =3
Iv| = V(6?2 + 3> + (2> = V49 = 7

6 = cos ! ( u-v ) = cos ! < —4 ) ~ 1.76 radianes. [ ]
luf|v] (3)(7)

La féormula para el 4&ngulo también se aplica a vectores bidimensionales.

EJEMPLO 3  Determine el angulo 6 del triangulo ABC determinado por los vértices
A4=(0,0),B=(3,5)yC=(5,2) (figura 12.22).

Solucion  El angulo 6 es el angulo entre los vectores C4 y CB. Las expresiones en compo-
nentes de estos dos vectores son

CA=(-5-2) 'y CB=(-23).
Primero calculamos el producto punto y las magnitudes de estos dos vectores.
CA+CB = (=5)(=2) + (-2)(3) = 4
|| = V(=57 + (=2 = V29
|CB| = V(=27 + 37 = V13

Luego, aplicando la férmula del angulo, tenemos

_1< Ci- CB >
cos | —
|CA||CB]|

= cos

53
Il

(wsm)

78.1° 0 1.36 radianes. [ ]

Q

Vectores perpendiculares (ortogonales)

Dos vectores no nulos u y v son perpendiculares u ortogonales si el dngulo entre ellos es /2.
Para tales vectores tenemos que u-v = 0, ya que cos(7/2) = 0. El reciproco también es
cierto. Si u y v son vectores no nulos con u-v = |u||[v| cos # = 0, entonces cos § = 0y
0 =cos™10=m/2.

DEFINICION Los vectores u y v son ortogonales (o perpendiculares) si y solo
siuv=0.

EJEMPLO 4  Para determinar si dos vectores son ortogonales, calcule su producto punto.

(a) u=(3, —2)yv =4, 6)son ortogonales porque u-v = (3)(4) + (—2)(6) = 0.

(b) u=3i —2j + kyv =2j + 4k son ortogonales porque u-v = (3)(0) + (—2)(2) +
(H@) = 0.
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FIGURA 12.23 El vector proyeccion de u
sobre v.

Fuerza=u

v proy, u

FIGURA 12.24 Si tiramos de la caja con
una fuerza u, la fuerza efectiva que mueve
la caja en la direccion v es la proyeccion
de u sobre v.

12.3  El producto punto 677

(¢) 0 es ortogonal a cualquier vector u, puesto que
0-u= <O’ Os 0> . <M1, U, M3>
= (0)(u1) + (0)(u2) + (0)(u3)
= 0. [ |
Propiedades del producto punto y proyecciones de vectores

El producto punto cumple varias de las leyes validas para productos ordinarios de niimeros
reales (escalares).

Propiedades del producto punto
Siu, vy wson tres vectores cualesquiera y ¢ es un escalar, entonces

1. u*v=v-u 2. (cu)*v=u-(cv) =c(u-v)
Ju(v+w)=u-v+tuw 4. u-u = |ul?
5.0-u = 0.

Demostracion de las propiedades 1y 3 Las propiedades son faciles de demostrar usando
la definicion. Por ejemplo, aqui estan las demostraciones de las propiedades 1y 3.

1. u'v=uwuvy + uv, +uzvi = viu; + vaup + vsu3 = v-u
3. u(v+w) = (upup,uz) (vi + w, vy + owa, vy +ows)
= u(vi + wi) + w(va + wa) + us(vs + ws)
=uvy + uyywy + upvy + upwy + uzvy + uzws
= (uyvi + upvy + uzv3) + (uywy + upwyr + uzw3)
=u'v+u-w |
Regresemos ahora al problema planteado al pr1nc1p10 de esta seccion: la proyecmon de

un vector sobre otro. El vector proyeccion de u = PQ sobre un vector no nulo v = PS (figura

12.23) es el vector PR determinado al trazar una perpendicular desde Q hasta la recta PS.
La notacion para este vector es

proyy u (“el vector proyeccion de u sobre v”).

Si u representa una fuerza, entonces la proyy u representa la fuerza efectiva en la direccion
de v (figura 12.24).

Si el angulo 0 entre u y v es agudo, proy, u tiene la longitud |u| cos 6 y direccion v/|v|
(figura 12.25). Si 6 es obtuso, cos 6 < 0 y proy, u tiene una longitud —|u| cos 6 y direccion
—v/|v|. En ambos casos

proyy u = (|u| cos ) ~—
vl
(ll‘V) v |u||v] cos@
=\|\—)— |u| cos = ——— = ——
v/ Ivl M

b
Iv[*/

— | =
— <
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I
I
I
I
I
I
I
|
\ 0 proyy R
[ —
Longitud = |u cos 0 Longitud = —|u| cos 6

(@ (b)
FIGURA 12.25 La longitud de proyy u es (a) |u| cos @ sicos 0 =0y
(b) —|u| cos 8 si cos § < 0.

v

v

El nimero |u| cos 0 se conoce como el componente escalar de u en la direccién de v (o de u
sobre v). Resumiendo:

El vector proyeccion de u sobre v es el vector

proyyu = (L‘;)V (1)
vl

El componente escalar de u en la direccion de v es el escalar

|u|cos€=u=u°i. (2)
vl vl

Observe que tanto el vector proyeccion de u sobre v como el componente escalar de u sobre v
solo dependen de la direccion del vector v y no de su longitud (pues hacemos el producto punto
de u con v/|v|, que es la direccion de v).

EJEMPLO 5  Determine el vector proyeccion de u = 6i + 3j + 2k sobrev =i — 2j — 2ky
el componente escalar de u en la direccion de v.

Solucion  De la ecuacion (1) obtenemos proyy u

_u'v. 6—6—4
proyyu = oV =_—""—"——

vivY T a4 7472

4 . . 4., 8. 8
Sk
9(1 2j — 2k) 91+ J+9k

A partir de la ecuacion (2), determinamos el componente escalar de u en la direccion de v:

v 1 2 2
=u- =(6i +3j +2k)-|si—Sj— Sk
|u| cosf = u V] (61 + 3j ) (31 373 )
—h_,_4__4
2—-2 3 3 |

Las ecuaciones (1) y (2) también se aplican a los vectores bidimensionales. Esto lo demos-
tramos en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6  Obtenga el vector proyeccion de una fuerza F = 5i + 2jsobre v =1 — 3jy
el componente escalar F en la direccion de v.



R
—

FIGURA 12.26 El trabajo realizado por una
fuerza constante F durante un desplazamiento

Des (|F| cos0)|D], que es el producto

punto de F - D.

12.3  El producto punto 679

Solucion  El vector proyeccion es

proyy F = L‘ZI v
vl

5 =6 Ay Lo
—1+9(1 3j) 10(1 3j)

1., 3.
10! 10t

El componente escalar de F en la direccion de v es

|F| cos = Frv_ 5-6
vl

1
V1+9 V1o

Un calculo de rutina (véase el ejercicio 29) permite verificar que el vector u — proyy u
es ortogonal al vector proyeccion proyy u (el cual tiene la misma direccion que v). De esta ma-
nera, la ecuacion

u = proyyu + (u — proyyu) = <rv|:>v + <u - <TV|Z>V>

Paralela a v Ortogonal a v

expresa a u como una suma de vectores ortogonales.

Trabajo

En el capitulo 6 vimos que el trabajo realizado por una fuerza constante de magnitud F al
mover un objeto a lo largo de una distancia d esta dado por W = Fd. Esa formula es valida sélo
si la fuerza estd dirigida a lo largo de la recta de movimiento. Si una fuerza F que mueve un ob-
jeto a lo largo de un desplazamiento D = PQ tiene otra direccion, el trabajo es realizado por el
componente de F en la direccion de D. Si 6 es el angulo entre F y D (figura 12.26), entonces

Componente escalar de F

Trabajo = ( >(10ngitud de D)

en la direccion de D

= (|F| cos®)|D]|
= F-D.

DEFINICION El trabajo realizado por una fuerza constante F que actua a lo largo

de un desplazamiento D = @ es

W =F-D.

EJEMPLO 7 Si|F| =40 N, |D| = 3 m, y # = 60°, el trabajo realizado por F al actuar de P
aQes

Trabajo = F-D Definicién
= |F||D| cos @
= (40)(3) cos 60° Valores proporcionados
= (120)(1/2) = 60 J (joules). [ |

Encontraremos problemas mas complicados en el capitulo 16, cuando aprendamos a calcu-
lar el trabajo realizado por una fuerza variable a lo largo de una frayectoria en el espacio.
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Ejercicios 12.3

Producto punto y proyecciones

En

An

ISR o

los ejercicios 1 a 8, determine
a. v-u, |v], |u]

b. el coseno del angulo entre vy u

c. el componente escalar de u en la direccion de v
d. el vector proyy u.

v=2i— 4+ \V5k u=-2i+4j - V5k
v = (3/5)i+ (4/5)k, u=5i+ 12j
v=10i + 11j — 2k, u = 3j + 4k
v=2+10j — Ik, uw=2i+2j+k
v=5—-3k u=it+tj+k

v=—i+j uw=V2i+ V3j+2k
v=>5i+j, u=2i+ V17

1

() )

gulo entre vectores

Calcule los angulos entre los vectores en los ejercicios 9 a 12 con una
aproximacion de centésimas de radian.

9. u=2i+j v=i+2j—Kk

10. u =2i — 2j + k, v=3i+4k

ou=V3i-7, v=\V3i+j-2k

122 u=i+ V2j—V2k v=—i+j+k

13. Trianglo Obtenga las medidas de los angulos del triangulo cuyos
vérticesson 4 = (—1,0),B=(2,1)y C = (1, —2).

14. Rectangulo Calcule las medidas de los angulos entre las diagonales
del rectangulo cuyos vértices son 4 = (1, 0), B = (0, 3), C = (3, 4)
yD=(41).

15. Angulos y cosenos directores Los dngulos directores a, By 7y de

un vector v = ai + bj + ck se definen como sigue:
« es el angulo entre v y el eje x positivo (0 = a = )
B es el angulo entre v y el eje y positivo (0 = B = )

v es el angulo entre v y el eje z positivo (0 = y = ).

a. Demuestre que

a
cosa = —,
vl

cos B = cosy = —,

b
s

V] vl
y también que cos? a + cos? B + cos? y = 1. Estos cosenos se
llaman los cosenos directores de v.

b. Los vectores unitarios se construyen a partir de los cosenos
directores Demuestre que si v = ai + bj + ck es un vector
unitario, entonces a, b y ¢ son los cosenos directores de v.

16. Construccion de un canal Se va a construir un canal de agua con

una pendiente de 20% en la direccion norte y una pendiente de 10%
en la direccion este. Determine el angulo 6 requerido en la tuberia
para el giro de norte a este.

Teoria y ejemplos
17. Sumas y diferencias En la siguiente figura pareceria que v; + v,

y vi — Vv, son ortogonales. /Es mera coincidencia o hay circunstan-
cias en las cuales podriamos esperar que la suma de dos vectores
fuera ortogonal a su diferencia? Dé argumentos para su respuesta.

V2
vy + AP

-V,

Vi—w

18. Ortogonalidad en una circunferencia Suponga que 4B es el dia-

metro de una circunferencia con centro O y que C es un punto en
uno de los arcos que unen 4 y B. Demuestre que C4 y CB son or-
togonales.

C

19. Diagonales de un rombo Demuestre que las diagonales de un rom-

bo (paralelogramo con lados de igual longitud) son perpendiculares.



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Diagonales perpendiculares Demuestre que los cuadrados son los
unicos rectangulos con diagonales perpendiculares.

Cuando los paralelogramos son rectiangulos Demuestre que
un paralelogramo es un rectangulo si y solo si sus diagonales tienen
la misma longitud. (Los carpinteros aprovechan este hecho con fre-
cuencia).

Diagonal de un paralelogramo Demuestre que la diagonal indi-
cada del paralelogramo determinado por los vectores u y v biseca
al dngulo entre u y v si [u = |v.

Movimiento de proyectiles Una pistola con una rapidez de disparo
de 1200 ft/seg se dispara a un dngulo de 8° por encima de la horizon-
tal. Obtenga los componentes horizontal y vertical de la velocidad del
proyectil.

Plano inclinado Suponga que una caja es arrastrada hacia arriba
sobre un plano inclinado como se muestra en la figura. Obtenga la
fuerza w necesaria para que el componente de la fuerza paralela al
plano inclinado sea igual a 2.5 1b.

a. Desigualdad de Cauchy-Schwartz Puesto que u-v = |ul|v| cos 6,
demuestre que la desigualdad |u-v| = |ul|v| es vélida para vectores
u y v cualesquiera.

b. (En qué circunstancias, si existen, [u-v| = |u||v|? Justifique su
respuesta.

Copie los ejes y el vector que se representan en la siguiente figura.

Luego sombree los puntos (x, y) para los cuales (xi + yj)-v = 0. Jus-

tifique su respuesta.

Vectores unitarios ortogonales Si u; y u; son vectores unitarios
ortogonales y v = au; + bu,, obtenga v-u;.

Cancelacion en el producto punto En la multiplicaciéon de nu-
meros reales, si uv; = uv, y u # 0, podemos cancelar la u y concluir
que v; = v,. (Funciona la misma regla para el producto punto? Es
decir, siuv; = uv, y u# 0, ;puede concluir que v; = v,? Justifique
su respuesta.

Usando la definicion de la proyeccion de u sobre v, demuestre por
un calculo directo que (u — proyy u)-proyy u = 0.

Una fuerza F = 2i + j — 3k es aplicada a una nave espacial cuya
velocidad es el vector v = 3i — j. Exprese F como una suma del vec-
tor paralelo a v y un vector ortogonal a v.

12.3  El producto punto 681

Ecuaciones de rectas en el plano

31. Recta perpendicular a un vector Demuestre que el vector v = ai
+ bj es perpendicular a la recta ax + by = c estableciendo que la
pendiente de v es el reciproco negativo de la pendiente de la recta
dada.

32. Recta paralela a un vector Demuestre que el vector v = ai + bj
es paralelo a la recta bx — ay = c estableciendo que la pendiente
del segmento de recta que representa v es igual a la pendiente de la
recta dada.

En los ejercicios 33 a 36, utilice el resultado del ejercicio 31 para obte-
ner una ecuacion para la recta que pasa por Py es perpendicular a v.
Luego trace la recta. Incluya a v en su dibujo como un vector que parte
del origen.

33. P(2,1), v=1i+2j
35. P(—2,-7), v=-2i+]j

34. P(—1,2),
36. P(11, 10),

v=-2i—j
v =2i—3j
En los ejercicios 37 a 40, use el resultado del ejercicio 32 para obtener
una ecuacion para la recta que pasa por P paralela a v. Luego dibuje la
recta. Incluya a v en su bosquejo como un vector que parte del origen.

37. P(—2,1), v=1i—j 38. P(0, —2), v =2i+ 3j
39. P(1,2), v=—i-—2j 40. P(1,3), v =3i—2j
Trabajo

41. Trabajo a lo largo de una recta Determine el trabajo realizado por
una fuerza F = 5i (de magnitud 5 N) al mover un objeto a lo largo
de la recta que va del origen al punto (1, 1) (distancia en metros).

42. Locomotora La locomotora Big Boy de Union Pacific puede halar
vagones de 6000 toneladas con un esfuerzo de traccion de 602,148 N
(135,375 libras). Con este grado de esfuerzo, jcuanto trabajo realizo
Big Boy durante una jornada de 605 km (aproximadamente en linea
recta) de San Francisco a Los Angeles?

43. Plano inclinado ;Cuanto trabajo se realiza para deslizar un con-
tenedor una distancia de 20 metros a lo largo de un muelle de carga
si se tira de €l con una fuerza de 200 N y a un angulo de 30° con la
horizontal?

44. Valero El viento que pasa sobre la vela de un bote ejerce una fuer-
za F con una magnitud de 1000 libras, como se muestra en la figura.
(;Cuanto trabajo hace el viento al mover el bote 1 milla hacia delante?
Conteste en libras-ft.

Fuerza con
magnitud de
1000 libras

Angulos entre rectas en el plano

El angulo agudo entre rectas que no se cortan en un angulo recto es el
mismo que el angulo determinado por los vectores normales a las rectas
o por vectores paralelos a las mismas.

V2

vi
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Con base en este hecho y en los resultados del ejercicio 31 o 32, determine 47. \/gx —y=-2, x-— \/gy =1
los angulos agudos entre las lineas en los ejercicios 45 a 50. ’
gulos agt Jere 8. x+ V=1 (1-V3)x+(1+V3)y=3

45. 3x +y=5 2x—y=4
46.y=\/§x—1, y=—-V3x+2

49. 3x —4y =3, x—y=7
50. 12x + 5y =1, 2x—2y =3

12.4 I El producto cruz

FIGURA 12.27 La construccion de u X v.

Al estudiar las rectas en el plano, cuando necesitabamos describir cuanto se inclinaba una recta,
utilizamos las nociones de pendiente y de angulo de inclinacion. En el espacio queremos des-
cribir la forma en que se inclina un plano. Esto se consigue multiplicando dos vectores que se
encuentran en el plano para obtener un tercer vector perpendicular al plano. La direccion de este
tercer vector nos indica la “inclinacion del plano”. El producto que usamos para multiplicar los
vectores es el producto vectorial o producto cruz, y es el segundo de los métodos de multipli-
cacion vectorial que usamos en célculo. En esta seccion estudiaremos el producto cruz.

El producto cruz de dos vectores en el espacio

Iniciamos con dos vectores no nulos u 'y v en el espacio. Si u'y v no son paralelos, entonces de-
terminan un plano. Seleccionamos un vector unitario n perpendicular al plano mediante la
regla de la mano derecha. Esto significa que seleccionamos n como el vector (normal) uni-
tario que apunta en la forma que el dedo pulgar apuntaria si doblamos los dedos restantes con
un angulo 0 de u hacia v (figura 12.27). Entonces el producto cruz u X v (“u cruz v”) es el
vector que se define como sigue.

DEFINICION

u X v=(|ul|v|sen6)n

A diferencia del producto punto, el producto cruz da como resultado un vector. Por esta razén
también se llama producto vectorial de u 'y v, y se aplica sdlo a vectores en el espacio. El vec-
tor u X v es ortogonal tanto a u como a v porque es un multiplo escalar de n.

Existe un camino directo para calcular el producto cruz de dos vectores a partir de sus
componentes. El método no requiere que conozcamos el angulo entre ellos (como sugiere su
definicion), pero pospondremos el calculo momentdneamente de forma que podamos enfo-
carnos primero en las propiedades del producto cruz.

Puesto que el seno de 0 y el seno de 7 dan cero, tiene sentido definir el producto cruz de
dos vectores paralelos no nulos como 0. Si u y v o ambos son nulos, también definimos que
u X v como 0. De este modo, el producto cruz de dos vectores u y v es igual al vector cero si
y s6lo si u y v son paralelos, o uno o ambos son nulos (vector cero).

Vectores paralelos

Los vectores no nulos u y v son paralelos si y sélosiu X v = 0.

El producto cruz cumple las siguientes propiedades.

Propiedades del producto cruz
Siu, vy w son vectores cualesquiera, y 7y s son escalares, entonces

1. (ru) X (sv) = (rs)(u X v) 2.uX(v+w)=uXv+uXw
3.vXu=—(uXxXyv) 4. (v+w)Xu=vXu+wXu
5.0Xu=0 6. u X (vXw =@ wyv-—(uv)w




FIGURA 12.28 La construccion de v X u.

i=jxk=—(kxj

FIGURA 12.29 Los productos cruz por
pares formados con i, j y k.

Area = base - altura
= [u| - |v|sen 6]
= luxv|

h = |v||sen 6]

>
>

u

FIGURA 12.30 Paralelogramo determinado

poruyv.

12.4 El producto cruz 683

Por ejemplo, para visualizar la propiedad niimero 3, observe que cuando los dedos de su
mano derecha se doblan un angulo 6 de v a u, el pulgar apunta en la direccion opuesta y el vec-
tor unitario que seleccionamos para formar v X u es el negativo del que seleccionamos para
formar u X v (figura 12.28).

La propiedad 1 se puede verificar aplicando la definicion del producto cruz a ambos la-
dos de la ecuacion y comparando los resultados. La propiedad 2 se demuestra en el apéndice 8.
La propiedad 4 se obtiene multiplicando ambos lados de la ecuacion en la propiedad 2 por
—1 e invirtiendo el orden de los productos, de acuerdo con la propiedad 3. La propiedad 5
es una definicion. En general, la multiplicacion en el producto cruz no es asociativa, de manera
que (u X v) X w en general no es igual au X (v X w). (Véase el ejercicio adicional 17).

Cuando aplicamos la definicion para calcular los productos cruz por pares de i, j y Kk,
vemos que (figura 12.29)

iXj=—-(jxi)=k

k‘/—\'
iXk=—-(kxj =i J
kxXi=—(ixk) =j '

i
y Diagrama para recordar

. . . . estos productos
iXi=jXj=kXk=0.

lu X v| es el area de un paralelogramo

Como n es un vector unitario, la magnitud de u X v es

[u X v| = |u||v| |senf]||n| = |u||v]|senf.

Esta es el area del paralelogramo determinado por u y v (figura 12.30), siendo |u| la base y
|v||sen 0] 1a altura del paralelogramo.

Formula del determinante para u X v

Nuestro siguiente objetivo es calcular u X v a partir de los componentes de u y v con respecto
a un sistema de coordenadas cartesianas.
Suponga que

u=uwui+tuj+uk y v=vi+wnjt+nk
Entonces, las leyes distributivas y las reglas para la multiplicacion de i, j y k nos dicen que
uXv=(ui+uj+ uk) X i+ nj+ nk)
=i X i+ uwni Xj+uniXk
Fuwpvij X i+ wmnmjXj+tuwnjXk
+ usvik X i+ usvk X j+ uznsk X k

= (wavs — uzv2)i — (v — wzvy)j + (v, — wevi)k

Los términos de la ultima linea son dificiles de recordar, pero son los mismos que los tér-
minos en el desarrollo del determinante simbdlico
i j Kk
up up uz|.

v V2 V3
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. Asi, rescribimos el calculo en esta forma mas facil de recordar.
Determinantes
Los determinantes 2 X 2y 3 X 3 se
calculan como sigue:
Cilculo del producto cruz mediante determinante
“ d’ = ad — bc Siu=wuji+ upj + usky v=vji+ nj + vk, entonces
EJEMPLO i j k
) 1 uXxXv=|u u usl.
_4 3’ =(2)3) = (1)(—4) Vi v v
=6+4=10
aj ar as
by by bs| =a|? D3 EJEMPLO 1 Obtengau X vyv Xusiu=2i+j+kyv=—4i+3j+k
G ¢ G @ e 3
Solucién
by b by b
—a " Plralt i j k
C] c3 Cl (&) 1 1 2 1 2 1
O P T N
EJEMPLO 43 301 -4 1 -4 3
-5 3 1 Lo .
51 :(75)’3 1‘ = —2i — 6j + 10k
-4 3 1 vXu=—(uXv)=2i+6j — 10k m

—

O I Rt

3 EJEMPLO 2 Obtenga un vector perpendicular al plano por los puntos P(1, —1, 0), O(2, 1, —1),
=-5(1-3)-3(2+4) y R(—1, 1, 2) (figura 12.31).
+1(6 + 4)
=10-18+10=2 Solucion  El vector PO X PR es perpendicular al plano porque es perpendicular a ambos

. .y .. .. vectores. En términos de componentes tenemos que
(Para mayor informacion, visite el sitio Web P q

en www.aw.com/thomas). P_Q —Q2-Di+0+Dj+(-1—0k=i+2j—k
PR=(—1-1i+(1+1)j+(2—-0k=—2i+2j+ 2k

. k 2 -1 1 -1 1 2
POXPR=|1 2 —1=‘ i—‘ ‘j+‘ ‘k
z 2 2 -2 2 -2 2
-2 2 2
R(-1,1,2) = 6i + 6k. u

EJEMPLO 3  Obtenga el area del tridngulo con vértices en P(1, —1, 0), 02, 1, —1) y
R(—1, 1,2) (figura 12.31).

Solucion  El area del paralelogramo determinada por P, Q' y R es

|@ X }TI\H = |6i + 6k]| Valores del ejemplo 2
= V(6 + (67 = V2-36 = 6V2.
x 02,1,-1)

RN El area del triangulo es la mitad de esto, es decir, 3\6. [ ]
FIGURA 12.31 El vector PQ X PR es
perpendicular al plano del triangulo POR o )
(ejemplo 2). El drea del tridngulo POR es EJEMPLO 4  Encuentre un vector unitario perpendicular al plano por los puntos P(1, —1, 0),
la mitad de |P_Q X Fiﬂ (ejemplo 3). 02, L —=DyR(-112)

Solucion  Puesto que @ X PR es perpendicular al plano, su direccion n es un vector uni-
tario perpendicular al plano. Tomando los valores de los ejemplos 2 y 3, tenemos

PO X PR .
0 _6i+tok _ 1 .. .

1
= = k.
PO X PR 6V2 2 V2

n=



Tor n
orque \ ny
r
Compo;en;e de F > S
perpendicular ar.
Su longitud es |F| sen 6. o
F

FIGURA 12.32 El vector de torque describe
la tendencia de la fuerza F para mover el
tornillo hacia delante.

Barra de 3 ft
) 80
70°
Magnitud
de la fuerza F
20 libras —

FIGURA 12.33 La magnitud del torque
ejercido por F en P es de alrededor de 56.4
libra-ft (ejemplo 5). La barra gira en sentido
contrario a las manecillas del reloj alrededor
de P.

12.4 El producto cruz 685

Para facilitar el célculo del producto cruz usando determinantes, generalmente expresa-
mos los vectores en la forma v = vi + v,j + v3k, en vez de ternas ordenadas v = (vy, v2, v3).

Torque

Cuando giramos un tornillo aplicando una fuerza F a una llave (figura 12.32), producimos un
torque que provoca que el tornillo gire. El vector de torque apunta en la direccion del eje del
tornillo de acuerdo con la regla de la mano derecha (de manera que la rotacion es en sentido
contrario de las manecillas del reloj cuando se observa desde la punta del vector). La magnitud
del torque depende de qué tan lejos se aplique la fuerza sobre el brazo de la llave y de cuanto de
la fuerza es perpendicular al brazo de la llave en el punto de aplicacion. El numero que usamos
para medir la magnitud del torque es el producto de la longitud del brazo de la palanca r y el
componente escalar de F perpendicular a r. En la notacion de la figura 12.32,

Magnitud del vector de torque = |r||F|sen 6,

o |r X FJ. Si n es el vector unitario a lo largo del eje del tornillo en la direccién del torque, en-
tonces la descripcion completa del vector torque es r X F, o

Vector torque = (|r||F|sen 6) n.

Recuerde que definimos que u X v es igual a 0 cuando u y v son paralelos. Esto es congruente
con la interpretacion del vector de torque. Si la fuerza F de la figura 12.32 es paralela a la llave,
lo que significa que estamos tratando de girar el tornillo tirando de éste o empujandolo a lo lar-
go de la linea del brazo de la llave, entonces el torque producido es cero.

EJEMPLO 5
figura 12.33 es

La magnitud del torque generado por la fuerza F en el punto pivote P en la

|PO X F| = |PQ||F| sen70°
(3)(20)(0.94)
56.4 libras-ft.

X

Q

En este ejemplo el vector de torque apunta hacia fuera de la pagina, hacia el lector. [ |

Triple producto escalar o producto caja

El producto (u X v) - w se llama triple producto escalar de u, vy w (en ese orden). Como
podra ver en esta formula

[(u X v)-w| = |u X v||w]||cos 8|,

el valor absoluto del triple producto escalar es el volumen del paralelepipedo (una caja cuyas
caras son paralelogramos) determinado por u, v y w (figura 12.34). El nimero |[u X v] es el
area del paralelogramo de la base. El producto punto y el producto cruz pueden intercambiar-
se en un triple producto escalar sin alterar su valor. El niimero |w| |cos 6| es la altura del para-

uxyv
R
T W
Altura = [w| lcoo e Area de la base
i ———  =uxy|

Volumen = drea de la base - altura
= |u X v||wl|cos 6]
=|uxv)wl

FIGURA 12.34 Elnumero |(u X v) - w] es el volumen de un paralelepipedo.
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Los productos punto y cruz pueden
intercambiarse en un triple producto

escalar sin alterar su valor.

Ejercicios 12.4

lelepipedo. Debido a esta interpretacion geométrica, (u X v) - w también se conoce como el
producto cajade u, vy w.

Considerando los planos de vy w, y de w y u como bases del paralelepipedo determinado
por u, vy w, vemos que

(uXv)w=(vVXWw-u=(wXu)-v.
Puesto que el producto punto es conmutativo, también tenemos
(uXv)w=u'(vXw).

El triple producto escalar se puede calcular como un determinante:

Uy us|, up  us|, up Uy
(u Xv)-w= i— j+ k| -w
V2o V3 Vi V3 Vi W
U u3 up up U
= w — Wy + w
V2 V3 Vi V3 Vi W»m

u Uup usz
= Vi V2 V3
wi w2 w3

Cilculo del triple producto escalar como un determinante
Ui U uz
(uXv)w=|vi v w»n

wi w2 W3

EJEMPLO 6  Obtenga el volumen de la caja (paralelepipedo) determinada poru =i + 2j — Kk,
v=-=-2i+3k yw=7j — 4k

Solucion  Usando la regla para calcular determinantes, obtenemos

1 2 -1
(uXwv)w=1|-2 0 3| = —23.
0 7 —4
El volumen es, por lo tanto, [(u X v) - w| = 23 unidades cubicas. [ |

Calculos con el producto cruz

En los ejercicios 1 a 8, obtenga la longitud y direccion (cuando esté de-

finida) deu X vy v X u.
l.u=2i—-2j—-k v=i—-Kk
2.u=2i+3j, v=-i+j
3.u

itj—k v=0

2i, v = —3j
=ixXj, v=jxKk

AU S

u
u
u

2i—2j +4k, v=—i+j—2k

7.u=-8i—2j —4k, v=2i+2j+k

_ 3. 1. o
8.u—21 2_|+k, v=i+j+2k

En los ejercicios 9 a 14, dibuje los ejes coordenados y luego incluya los
vectores u, vy u X v como vectores que parten del origen.

9. u=1i, v=j 10, u=i—-k v=j
11.u=i—-k v=j+tKk 12.u=2i—j, v=i+2j

Bou=i+j, v=i—j 4. u=j+2k v=i



Triangulos en el espacio
En los ejercicios 15 a 18,

a. Obtenga el 4rea del tridngulo determinado por los puntos P, O
Y R.

b. Determine un vector unitario perpendicular al plano POR.
15. P(1,-1,2), 0(2,0,-1), R(0,2,1)
16. P(1,1,1), 0(2,1,3), R(3,-1,1)
17. P(2,-2,1), O3,-1,2), R(3,-1,1)
18. P(=2,2,0), 0(0,1,-1), R(—1,2,-2)

Triple producto escalar

En los ejercicios 19 a 22, verifique que (u X v) - w = (v X w) - u = (w X
u) - vy obtenga el volumen del paralelepipedo (caja) determinado por
W, vVyw.

u v w
19. 2i 2 2k
2. i—j+k 2i +j — 2k —i+2j—k
21. 2i +j 2i—j+k i+ 2k
22.0+j -2k —i—k 2i + 4j — 2k

Teoria y ejemplos

23. Vectores paralelos y perpendiculares Sean u = 5i — j + Kk,
v=7j— 5k, w= —15i + 3j — 3k. ;Cuales de estos vectores son
(a) perpendiculares, (b) paralelos entre si? Justifique su respuesta.

24. Vectores paralelos y perpendiculares Sean u = i + 2j — Kk,
v=—i+jt+kw=i+kr=—(7/2)i— mj+ (7/2)k. ;Cusles
de estos vectores son (a) perpendiculares, (b) paralelos entre si?
Justifique su respuesta.

En los ejercicios 25 y 26, determine la magnitud del torque ejercido
por F sobre el tornillo en P si |[PQ| = 8in. y |[F| = 30 Ib. Conteste en
libras-ft.

25. 26.

F @F
0 PQ

O O

P @

27. ;Cuales de las siguientes igualdades son verdaderas siempre y cuales
no siempre son verdaderas? Dé sus razones para las respuestas.

lu| = Vu-u
u‘u = |ul
uxX0=0Xu=0
uX (—u)=0

ol A

e.uXv=vXu
ffuX(v+w)=uXv+uXw
g. (uXv)'v=0

h. (uXv)w=u-(vXw)

28. ;Cuales de las siguientes igualdades son verdaderas siempre y cuales
no siempre son verdaderas? Dé razones para sus respuestas.

a. u'v=v-u b. u X v=—(vXu)

12.4 El producto cruz 687

¢c. (Fu) Xv=—(uXyv)

d. (cu):v=u-(cv) = c(u-v) (cualquier numero c)

e. clu Xv)=(cu) Xv=muX(cv) (cualquier numero c)
f. u-u=|ul?

g. (uxXu)ru=0

h. (u Xv)ru=v-(uxyv)

29. Dados los vectores no nulos u, vy w, escriba lo siguiente usando pro-
ducto punto y/o producto cruz, segin sea apropiado.

a. El vector proyeccion de u sobre v

s

El vector ortogonalauy v
El vector ortogonalau X vy w
El volumen del paralelepipedo determinado por u, vy w

El vector ortogonalau X vy u X w

- o 8 0

Un vector de longitud |u| en la direccién de v

30. Calcule (i X j) X jyi X (j X j). /Qué puede concluir acerca de la
asociatividad del producto cruz?

31. Sean u, vy w vectores. /Cuales de las siguientes expresiones tienen
sentido y cuales no? Justifique su respuesta.

a. (uXv)w

b. u X (v-w)

c. u X (vXw)
d. u-(v-w)

32. Productos cruz de tres vectores Demuestre que, excepto en casos
degenerados, (u X v) X w esta en el plano de u y v, mientras que
u X (v X w) esta en el plano de v y w. ;Cudles son los casos dege-
nerados?

33. Cancelacion en el producto cruz Siu X v=u X wy u # 0,
jes cierto que v = w? Justifique su respuesta.

34. Doble cancelaciéon Siu#0ysiuXv=uXwyu-v=u-w,
(es v = w? Justifique su respuesta.

Area de un paralelogramo
Determine las areas de los paralelogramos cuyos vértices se indican en
los ejercicios 35 a 40.

35. 4(1,0), B(0,1), C(=1,0), D(0,—1)

36. 4(0,0), B(7,3), C(9,8), D(2,5)

37. A(—1,2), B(2,0), C(7,1), D(4,3)

38. A(—6,0), B(1,—4), C(3,1), D(—4,5)

39. 4(0,0,0), B(3,2,4), C(51,4), D(2,—1,0)
40. A(1,0,—1), B(1,7,2), C(2,4,—1), D(0,3,2)
Area de un tridngulo

Obtenga las areas de los triangulos cuyos vértices se indican en los ejer-
cicios 41 a 47.

41. 4(0,0), B(-2,3), C(3,1)

42. A(-1,-1), B(3,3), C(2,1)

43. A(-5,3), B(1,-2), C(6,-2)

44. A(—6,0), B(10,-5), C(-2,4)
45. 4(1,0,0), B(0,2,0), C(0,0,-1)
46. 4(0,0,0), B(—1,1,—1), C(3,0,3)
47. A(1,-1,1), B(0,1,1), C(1,0,—1)
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48. Obtenga el volumen de un paralelepipedo si cuatro de sus ocho vér- 50. Area del triangulo Obtenga una formula concisa para el area del
tices son A4(0, 0, 0), B(1, 2, 0) C(0, —3,2),y D3, —4, 5). triangulo en el plano xy con vértices en (ay, az) y (b1, by) y (¢1, ¢2).

49. Area de un triangulo Determine una formula para el area del trian-

Explique sus resultados.

gulo en el plano xy con vértices en (0, 0), (a1, a2) y (b1, by). Explique

su desarrollo.

12 5 | Rectas y planos en el espacio

z
P o(x()s Yo» Z0)

-—

v

X

FIGURA 12.35 Un punto P esta en la recta
L que pasa por Py y es paralela a v si y sélo
si Py P es un maltiplo escalar de v.

Esta seccion muestra como usar productos escalares y vectoriales para escribir ecuaciones
de rectas, segmentos de recta y planos en el espacio. Usaremos estas representaciones en lo que
resta del libro.

Rectas y segmentos de recta en el espacio

En el plano, una recta se determina por un punto y un nimero que indica la pendiente de la
recta. En el espacio, una recta esta determinada por un punto y un vector que indica la direc-
cion de la recta.

Suponga que L es una recta en el espacio que pasa por un punto Py(xo, Yo, zo) Y que es
paralela a un vector v = v11 + wj + wk. De esta forma, L es el conjunto de todos los puntos
P(x, y, z), tales que POP es paralelo a v (figura 12.35). Por lo tanto, POP tv para algin
parametro escalar ¢. El valor de 7 depende de la localizacion del punto P a lo largo de la recta,
y el dominio de ¢ es (—, ). La forma desarrollada de la ecuacion PF}’ =1tves

(x = x)i + (¥ = »o)j + (z = z0)k = t(vii + va2j + v3k),
la cual puede replantearse como
xi +yj + zk = xoi + yoj + zok + t(vii + vj + v3k). (1)

Si r(z) es el vector de posicion de un punto P(x, y, z) sobre la recta, y ry es el vector de po-
sicion del punto P(xo, yo, zo), entonces la ecuacion (1) da la siguiente forma vectorial para la
ecuacion de una recta en el espacio.

Ecuacion vectorial de una recta
Una ecuacion vectorial de la recta L que pasa por P(xy, yy, o) paralela a v es

r(f) = rg + tv, —00 <t < 00, (2)

donde r es el vector de posicion de un punto P(x, y, z) sobre L, y ry es el vector de
posicion de Py(xo, Yo, zo)-

Al igualar los componentes correspondientes de los dos lados de la ecuacion (1) resultan
tres ecuaciones escalares con el parametro 7:

X = xo + tvy, y =y t tvy, z = zog + tvs.

Estas ecuaciones nos dan la parametrizacion estandar de la recta para el intervalo —o < ¢ << e,

Ecuaciones paramétricas de una recta
La parametrizacion estandar de la recta que pasa por P(xy, yo, Z9) Y que es para-
lelaav =vi+j+ vkes

X=xottvy, y=y9t+tvay, z=2zp+ tvy, —00 << (3)




K&—z,o,@
N\~ ;
4l \7=0

P(0,4,2)
t=1

v =2i+4j — 2k \

FIGURA 12.36 Algunos valores del
parametro y los puntos correspondientes
sobre la recta del ejemplo 1. Las flechas
indican la direccion en la que crece .

ol,-1.4) ¢

t=0
P(=3,2,-3)

FIGURA 12.37 En el ejemplo 3 derivamos
una parametrizacion del segmento de recta
PQ. La flecha indica la direccién en que
crece t.
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EJEMPLO 1 Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por (—2, 0, 4) y que
es paralelaa v = 2i + 4j — 2k (figura 12.36).

Solucion Con Py(xo, Yo, z0) = (—2, 0, 4) y vii + vj + vk = 2i + 4j — 2k, las ecuacio-
nes (3) se convierten en

x = -2+ 2t y =41, z =4 — 2t. u

EJEMPLO 2 Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por P(—3, 2, —3)
y O(1, —1, 4).
Solucion  El vector
PO = (1 = (=3))i + (=1 = 2)j + (4 = (-3))k
=4i — 3j + 7k
es paralelo a la recta, y las ecuaciones (3) con (xo, yo, z0) = (—3, 2, —3) dan por resultado
x = -3+ 4 y =23t z= -3+ 7t
Pudimos seleccionar Q(1, —1, 4) como el “punto base” y haber escrito
x =1+ 44 y=-1-=3 z =4+ 7t

Estas ecuaciones sirven tan bien como la primera; simplemente nos colocan en un punto dife-
rente sobre la recta para un valor dado de 7. [ |

Observe que las parametrizaciones no son Unicas. No solo se puede cambiar el “punto
base”, sino también el pardmetro. Las ecuaciones x = =3 + 4¢3,y =2 — 383, yz = =3 + 713
también parametrizan a la recta del ejemplo 2.

Para parametrizar un segmento de recta que une dos puntos, primero parametrizamos la
recta que pasa por los puntos. Luego obtenemos los valores de ¢ para los extremos del segmento
y restringimos ¢ al intervalo cerrado limitado por estos valores. Las ecuaciones de la recta,
junto con esta restriccion adicional, parametrizan al segmento.

EJEMPLO 3  Parametrice el segmento de recta que une los puntos P(—3, 2, —3) y
o(1, —1, 4) (figura 12.37).

Solucion  Iniciamos con las ecuaciones de la recta que pasa por Py Q, tomandolas, en este
caso, del ejemplo 2:

x = =3 + 41, y=2-3t z= =3+ T7t.
Observamos que el punto
(x,y,2) = (=3 + 4,2 = 3t,-3 + Tt)

sobre la recta pasa por P(—3,2, —3)enz = 0ypor Q(1, —1,4)ent = 1. Agregamos la restric-
cién de 0 = ¢ = 1 para parametrizar el segmento:

x = =3 + 4 y=2-3t z=-3+T7, 0=r=1. |

La forma vectorial (ecuacion 2) de una linea en el espacio es mas ilustrativa si pensamos
en ella como la trayectoria de una particula que parte de la posicion inicial Py(xo, Yo, Zo) y S€
mueve en la direccion del vector v. Rescribiendo la ecuacion (2), tenemos

r(r) =rg + tv

ro + t|v|L. (4)

v
VAR AN

Posicion Tiempo Rapidez  Direccion
inicial
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FIGURA 12.38 La distancia de Sala

recta que pasa por Py que es paralelaa v
es |}T\S| sen 0, donde 6 es el angulo entre
PSyv.

En otras palabras, la posicion de la particula en el tiempo 7 es su posicion inicial mas la distan-
cia recorrida (rapidez X tiempo) en la direccion v/|v| de su movimiento rectilineo.

EJEMPLO 4  Un helicoptero volara directamente de un helipuerto ubicado en el origen en di-
reccion del punto (1, 1, 1) a una rapidez de 60 ft/segundo. ;Cual es la posicion del helicoptero
después de 10 segundos?

Solucion  Colocamos el origen en la posicion inicial (helipuerto) del helicoptero. Entonces
el vector unitario

1 1 1
u=—7i+——j+—=Kk
Vi V3 V3
indica la direccion de vuelo del helicoptero. A partir de la ecuacion (4), la posicion del he-
licoptero en cualquier tiempo ¢ es
r(f) = ro + t(rapidez)u
—0+ t(60)<1i + i+ 1k>

V3 V3 V3
= 20\@t(i +j+ k).

Cuando # = 10 segundos,

r(10) = 200V/3 (i + j + k)

= <200\/§, 200V/3, 200\@>.

Después de 10 segundos de vuelo del origen hacia (1, 1, 1), el helicoptero se localiza en el pun-

to (200\/5, 200\/5, 200\/5) del espacio. Ha viajado una distancia de (60 ft/seg)(10 seg) =
600 ft, que es la longitud del vector r(10). [ |

Distancia de un punto a una recta en el espacio

Para obtener la distancia de un punto S a una recta que pasa por un punto P, paralela a un
vector v, encontramos el valor absoluto del componente escalar de PS en la direccion de
un vector normal a la recta (figura 12.38). Con la notacion de la figura, el valor absoluto del
|PS X v|

vl

—
componente escalar es | PS| sen 6, que es

Distancia de un punto S a una recta que pasa por Py que es paralelaav

|f_)§><V|

vl

EJEMPLO 5  Obtenga la distancia del punto S(1, 1, 5) a la recta
L: x=1+1, y=3-—-1 z = 2t.

Solucion ~ Vemos de la ecuacion para L que L pasa por P(1, 3, 0) y que es paralela a
v=1i—j+ 2k. Con

PS=(1—-1i+(1-3)j+(5—-0k=—2j+ 5k



Plano M

P(x,y,2)

Po(x0, Yo, Z0)

FIGURA 12.39 La ecuacion estandar de un
plano en el espacio esta definida en términos
de un vector normal al plano: un punto P esta
en el plano que contiene a Py y es normal a n
siy solo sin -PTP = 0.
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y
T

PSXv=10 -2 5|=i+5j+2k
1 -1 2

La ecuacion (5) da

_IPSXVL V1425 +4 V30 5
v Vi+1+4 Ve

Una ecuacion para un plano en el espacio

Un plano en el espacio esta determinado por un punto en el plano y su “inclinacion” u orien-
tacion. Esta “inclinacion” se define especificando un vector que es perpendicular o normal al
plano.

Suponga que el plano M pasa por un punto Poy(xo, Vo, zo) y es normal al vector no nulo
n = Ai + Bj + Ck. Entonces M es el conjunto de todos los puntos P(x ¥, z) para los cuales
POP es ortogonal a n (figura 12.39). Por lo tanto, el producto punto n * POP = 0. Esta ecuacion
es equivalente a

(Ai + Bj + CK) - [(x = xo)i + (y = y0)j + (z — z20)k] = 0
o bien,

A(x — xo) + B(y — y) + C(z — z) = 0.

Ecuacion de un plano
El plano que pasa por Py(x, 1o, zo) y €s normal an = Ai + Bj + Ck tiene una

Ecuacion vectorial: n- ﬁP =0
Ecuacién cartesiana: Alx — x) + B(y —y9) + Cz — z9) = 0
Ecuacién cartesiana simplificada: A4x + By + Cz = D, donde

D = AXO + By() + CZ()

EJEMPLO 6  Obtenga una ecuacion para el plano que pasa por Po(—3, 0, 7) y es perpendicu-
laran = 5i + 2j — k.

Solucion La ecuacion cartesiana es
5x = (=3)) +2(y —0) + (=1)(z—7) = 0.

Simplificando obtenemos

0
—=22. |

Sx+15+2y—z+7

5x +2y—z

Observe en el ejemplo 6 como los componentes de n = 5i + 2j — k se convierten en
los coeficientes de x, y y z en la ecuacion S5x + 2y — z = —22. El vector n = 4i + Bj + Ck
es normal al plano Ax + By + Cz = D
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<,
<
n,><n2"’4,O
-

FIGURA 12.40 Relacion entre la recta de
interseccion de dos planos y los vectores
normales a tales planos (ejemplo 8).

EJEMPLO 7  Obtenga una ecuacion para el plano que pasa por A(0, 0, 1), B2, 0, 0) y
(0, 3, 0).

Solucion  Encontramos un vector normal al plano y lo usamos con uno de los puntos (no im-
porta cual) para escribir una ecuacion del plano.
El producto cruz

i j Kk
ABXAC= |2 0 —1|=3i+2j+6k
0 3 -1

es normal al plano. Sustituimos los componentes de este vector y las coordenadas de 4(0, 0, 1)
en la ecuacion cartesiana para obtener

3x—0)+2(y—0)+6(z—1)=0
3x + 2y + 6z = 6. [ |

Rectas de interseccion

Asi como las rectas son paralelas si y solo si tienen la misma direccion, dos planos son parale-
los si y s6lo si sus vectores normales son paralelos, es decir, n; = kn, para algtn escalar £.
Dos planos que no son paralelos se intersecan en una recta.

EJEMPLO 8 Obtenga un vector paralelo a la recta de intersecciéon de los planos
3x—6y—2z=15y2x +y—2z=>5.

Solucion  La recta de interseccion de dos planos es perpendicular a los vectores normales
de ambos planos n; y n; (figura 12.40) y, por lo tanto, es paralela a n; X m,. Visto de otra
manera, n; X np es un vector paralelo a la recta de interseccion de los planos. En nuestro
caso,

i j k
n Xm=1|3 -6 —2|=14+2j+ 15k
2 1 -2
Cualquier multiplo escalar no nulo de n; X n; nos sirve igual. [ |

EJEMPLO 9  Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta de interseccion de los planos
3x—6y—2z=15y2x+y—2z=5.

Solucion ~ Obtenemos un vector paralelo a la recta y un punto sobre la recta, y usamos la
ecuacion (3).

El ejemplo 8 identifica a v = 14i + 2j + 15k como un vector paralelo a la recta. Para
obtener un punto sobre la recta, podemos tomar cualquier punto comun a ambos planos. Con
la sustitucion de z = 0 en las ecuaciones de los planos y resolviendo simultaneamente el sis-
tema en términos de x y y, se identifica uno de estos puntos como (3, —1, 0). La recta es

x =3+ 14¢, y=-1+2¢ z = 15¢.

La eleccion de z = 0 es arbitraria y pudimos haber elegido tambiénz = 1 0 z = —1. O pudi-
mos dejar que x = 0 y despejar y y z. Las diferentes opciones nos darian parametrizaciones
diferentes de la misma recta. u

Algunas veces queremos saber si una recta y un plano se intersecan. Por ejemplo, si esta-
mos mirando una placa delgada y un segmento de recta que la atraviesa, podemos estar intere-
sados en saber qué porcion del segmento de recta esta oculto por la placa. Esta aplicacion se
usa en graficos por computadora (ejercicio 74).
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EJEMPLO 10  Obtenga el punto donde la recta

x=§+2t, y = -2t z=1+1

corta al plano 3x + 2y + 6z = 6.

Solucion  El punto

(% +2t, -2, 1 + t)

esta en el plano si sus coordenadas satisfacen la ecuacion del plano, es decir, si

3<§+zt>+z(—2z)+6(1+z):6
8§+ 6t—4+6+6t=6

8 = -8

t=—1.

El punto de interseccion es

8 2
(X, 0, 2) | =1 = <§—2,2,1—1)= (g,Z,O). [ |

Distancia de un punto a un plano

Si P es un punto en un plano con vector normal n, entonces la distancia de cualquier punto S
al plano es la longitud del vector proyeccion de PS sobre n. Es decir, la distancia de S al plano es

d = ‘ﬁ.i (6)

|n|

donde n = 4i + Bj + Ck es normal al plano.

EJEMPLO 11 Obtenga la distancia de S(1, 1, 3) al plano 3x + 2y + 6z = 6.

Solucién__ Obtenemos un punto P en el plano y calculamos la longitud del vector proyec-
cioén de PS sobre un vector n normal al plano (figura 12.41). Los coeficientes de la ecuacion
3x + 2y + 6z = 6 dan

n = 3i + 2j + 6k.

b4
n = 3i + 2j + 6k
S(1,1,3)
3x+2y+62=6 (0,0, 1)
[
B
= J(: La distancia de
9/‘ T~ S al plano es

[

7
7/
7/
/ (2,0,0) P(0,3,0)
X

FIGURA 12.41 La distancia de S al plano es la longitud del
vector proyeccion de PS sobre n (ejemplo 11).
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Los puntos del plano que son mas faciles de encontrar a partir de su ecuacion son las in-
tersecciones con los ejes. Si tomamos como P la interseccion del plano con el eje y (0, 3, 0),
entonces

PS=(1-0)i+(1-3)j+(3—-0k
=i - 2j + 3k,
In| = V3?2 + (27 + (67 = V49 = 7.

La distancia de S al plano es

d = }T:S‘ﬁ longitud de proyy, [7§
n
N £ P T
= |(i — 2j + 3k) <7l+7]+7k>‘
3 4 1 17
== -2+ 2| ==L
77 7’ 7 -

Angulo entre planos

El angulo entre dos planos que se intersecan esta definido como el angulo agudo entre sus vec-
tores normales (figura 12.42).

EJEMPLO 12

Solucion

FIGURA 12.42 El angulo entre dos planos
se obtiene a partir del angulo entre sus
normales.

Ejercicios 12.5

Los vectores

n = 3i — 6j — 2k,

Obtenga el angulo entre los planos 3x — 6y — 2z =15y2x + y — 2z = 5.

m=2i+j-2k

son normales a los planos. El angulo entre ellos es

0 — cos! (&)
[ng | |n;|

= cos” ! 4
21

1.38 radianes.

1%

Aproximadamente 79 grados. |

Rectas y segmentos de recta

Obtenga las ecuaciones paramétricas para las rectas de los ejercicios 1
al2.

1. Larecta que pasa por el punto P(3, —4, —1) y que es paralela al vec-
tori +j+k

. Larecta que pasa por P(1,2, —1)y O(—1,0, 1)

. Larecta que pasa por P(—2,0,3)y O3, 5, —2)

. Larecta que pasa por P(1,2,0)y O(1, 1, —1)

. La recta pasa por el origen y es paralela al vector 2j + k

A N A W N

. La recta que pasa por el punto (3, —2, 1) y es paralela a la recta
x=14+2t,y=2—1tz=23t

2

. Larecta que pasa por (1, 1, 1) y es paralela al eje z

8. La recta que pasa por (2, 4, 5) y es perpendicular al plano
3x+ 7y —5z=21

9. La recta que pasa por (0, —7, 0) y es perpendicular al plano
x+2y+2z=13

10. La recta que pasa por (2, 3, 0) y es perpendicular a los vectores
u=i+2j+3kyv=3i+4j+5k
11. Elejex 12. Elejez

Obtenga las parametrizaciones de los segmentos de recta que unen los
puntos dados en cada uno de los ejercicios 13 a 20. Dibuje los ejes coor-
denados y trace cada segmento, indicando la direccion en que crece ¢ para
la parametrizacion seleccionada.

13. (0,0,0), (1,1,3/2) 14. (0,0,0),  (1,0,0)
15. (1,0,0), (1,1,0) 16. (1,1,0),  (1,1,1)
17. (0, 1, 1), (0,~1,1) 18. (0,2,0),  (3,0,0)

19. (2,0,2), (0,2,0) 20. (1,0, 1), (0,3,0)



Planos
Obtenga las ecuaciones de los planos en los ejercicios 21 a 26.

21. El plano que pasa por Py(0, 2, —1) yesnormalan = 3i — 2j — k
22. El plano que pasa por (1, —1, 3) y es paralelo al plano

3x+y+z=17

23. El plano que pasa por (1, 1, —1), (2,0,2) y (0, =2, 1)
24. El plano que pasa por (2,4, 5),(1,5,7)y (—1, 6, 8)
25. El plano que pasa por Py(2, 4, 5) y es perpendicular a la recta

x=5+¢ y=1+3 z=4

26. El plano que pasa por A(1, —2, 1) y es perpendicular al vector del
origen a 4

27. Obtenga el punto de interseccion de las rectas x = 2¢ + 1,y = 31 + 2,
z=4+3yx=s5+2,y=2s+4,z= —4s — 1. Luego encuentre
el plano determinado por estas rectas.

28. Obtenga el punto de interseccion de las rectas x = 1, y = —t + 2,
z=t+1lyx=2s+2,y=s5+3,z=>5s5 + 6. Luego encuentre
el plano determinado por estas rectas.

En los ejercicios 29 y 30 obtenga el plano determinado por las rectas que
se intersecan

29, Ll:x=—-1+1t y=2+1t z=1—-# —-0<ft<
L2:x=1—4s, y=1+2s, z=2—125 —00 <5<
30. Ll:x=t, y=3-3t, z=-2—-1
L2:2x=1+s, y=4+s, z=—-1+s5 —00<s<

—00 << X

31. Determine el plano que pasa por Py(2, 1, —1) y es perpendicular a la
linea de interseccion de los planos 2x + y —z =3, x + 2y + z = 2.

32. Obtenga el plano que pasa por los puntos Pi(1, 2, 3), P»(3,2, 1) y
es perpendicular al plano 4x — y + 2z = 7.

Distancias
En los ejercicios 33 a 38, obtenga la distancia del punto a la recta.

33. (0,0,12); x=4t, y= -2, z=2t

34. (0,0,0); x=5+3 y=5+41 z=-3-5
35. (2,1,3); x=2+2, y=1+6t z=3

36. (2,1,—1); x=2, y=1+2, z=2

37. 3,—1,4); x=4—1, y=3+2 z=-5+3
38 (—1,4,3); x=10+4 y=-3, z=4df

En los ejercicios 39 a 44, obtenga la distancia del punto al plano.
39. (2,-3,4), x+2y+2z2=13

40. (0,0,0), 3x+2y+6z2=6

41. (0,1,1), 4y +3z=—12

42. (2,2,3), 2x+y+2z=4

43. (0,—1,0), 2x+y +2z=4

44. (1,0,—1), —-4d4x+y+z=4

45. Obtenga la distancia del plano x + 2y + 6z = 1 al plano x + 2y +
6z = 10.

46. Calcule la distanciade larectax =2 + ¢,y =1+ 16,z = —(1/2) —
(1/2)t al plano x + 2y + 6z = 10.
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Angulos
Calcule los angulos entre los planos de los ejercicios 47 y 48.

47. x+y=1 2x+y—2z=2
48. Sx +y—z=10, x— 2y +3z=—1

Use una calculadora para determinar los dngulos agudos entre los planos

de los ejercicios 49 a 52 con una precision de una centésima de radian.
49, 2x + 2y +2z2=3, 2x—2y—z=5
50. x +y+z=1, z=0 (elplanoxy)
51. 2x + 2y —z=3, x+2p+z=2
52. 4p +3z=-12, 3x+2p+6z2=6

Intersecciones de rectas y planos
En los ejercicios 53 a 56, obtenga el punto en el cual la recta encuentra al
plano.

S3.x=1—-t y=3t, z=1+t 2x—y+3z=6

54. x =2, y=3+2t, z=-2-2t; 6x+3y—4z=-12
55.x=1+2t, y=1+5, z=3, x+y+tz=2
56. x=—-1+3¢, y=-2, z=5 2x—-3z=7

Obtenga parametrizaciones para las rectas en las cuales los planos de los
ejercicios 57 a 60 se intersecan.

57. x+y+z=1, x+ty=2

58. 3x —6y —2z=3, 2x+y—2z=2

59. x =2y +4z=2, x+y—2z=5

60. 5x — 2y =11, 4y —5z=—17

Dadas dos rectas en el espacio, o son paralelas, o se intersecan, o son obli-
cuas sin tocarse (imagine, por ejemplo, la trayectoria de vuelo de dos
aviones en el cielo). Los ejercicios 61 y 62 dan tres rectas cada uno. En

cada ejercicio determine si las rectas, tomadas por pares, son paralelas,
se cortan o son oblicuas. Si se cortan, determine el punto de interseccion.

6l. Llix=3+2t, y=—1+4t, z=2—1 —00<¢{<00

L2:x=1+4+4s,y=1+2s5,z= -3 +4s; —00 <5<
L3:x=34+2r,y=2+rz=-2+2r, —00<r<x
62. Ll:x=1+2 y=-1—t z=3t; —00<t<0

L2:x=2—5, y=3s, z=1+s;
L3:x=5+2r, y=1—r, z=8+3r;, -0 <r<x

—00 <5 < 0

Teoria y ejemplos

63. Use las ecuaciones (3) para generar una parametrizacion de la
recta que pasa por P(2, —4, 7) y que es paralelaa v; = 2i — j + 3k.
Luego genere otra parametrizacion de la recta usando el punto
Py(—2, -2, 1) yelvector v, = —i + (1/2)j — (3/2)k.

64. Use la ecuacion tipo cartesiana para obtener una ecuacion del
plano que pasa por Py(4, 1, 5) y es normal a n; = i — 2j + k. Luego
obtenga otra ecuacion para el mismo plano usando el punto P,(3,

—2,0) y el vector normal n, = —V2i + 2\6j - V2k.

65. Obtenga los puntos donde larectax =1+ 2t,y = —1 — 1,z = 3¢
corta a los planos coordenados. Describa el razonamiento que lo
llevo a su respuesta.

66. Determine las ecuaciones de la recta en el plano z = 3 que forma
un angulo de 77/6 radianes con i y el angulo /3 radianes con j.
Describa el razonamiento que lo llevo a su respuesta.

67. (Escierto que larectax = 1 — 2, y = 2 + 5t,z = —3¢ es paralela
al plano 2x + y — z = 8? Justifique su respuesta.
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68.

69.

70.

71.

72.

73.

(Como podria saber si dos planos 4;x + Bjy + Ciz = Dy y Axx +
Byy + Cyz = D, son paralelos o perpendiculares? Justifique su res-
puesta.

Obtenga dos planos distintos cuya interseccion sea larectax = 1 + ¢,
y =2 — 1tz =3+ 2t Escriba las ecuaciones para cada plano en
la forma Ax + By + Cz = D.

Encuentre el plano que pasa por el origen y que corta al plano
M: 2x + 3y + z = 12 en un angulo recto. ;Como sabe que su pla-
no es perpendicular a M?

La grafica de (x/a) + (y/b) + (z/c) = 1 es un plano para cuales-
quiera numeros distintos de cero a, b y c¢. ;Cuales planos tienen una
ecuacion de esta forma?

Suponga que L; y L, son rectas no paralelas disjuntas (que no se
intersecan). (Es posible que un vector no nulo sea perpendicular a
ambas? Justifique su respuesta.

La perspectiva en graficacion por computadora En los graficos
por computadora y el dibujo en perspectiva necesitamos representar
objetos vistos por el ojo en el espacio como imagenes en un plano
bidimensional. Suponga que el ojo esta en E(x, 0, 0), como se mues-
tra en la figura, y que queremos representar un punto Py(x, vy, z1)
como un punto sobre el plano yz. Hacemos esto proyectando P sobre
el plano con un rayo desde E. El punto P; se representa mediante el
punto P(0, y, z). El problema para nosotros como disefiadores de gra-
ficos es encontrar y y z dados E'y P;.

a. Escriba una ecuacion vectorial que sea valida entre EP y EP).
Use esta ecuacion para expresar y y z en términos de xo, x1, 1

Y z.

b. Compruebe las formulas obtenidas para y y z en el inciso (a),
investigando su comportamiento en x; = 0 y x; = x y también
viendo qué pasa cuando x) — . ;Qué encontrd?

P, y,z)

Py(x1, y1, 21)

|
|
|
‘(xl,yl,O)

E(x, 0, 0)

X

74. Rectas ocultas en graficacion por computadora Este es otro

problema tipico en la graficacion por computadora. Su ojo esta en
(4,0, 0). Usted esta mirando una placa triangular cuyos vértices estan
en(1,0,1),(1,1,0)y (=2, 2, 2). El segmento de recta de (1, 0, 0) a
(0, 2, 2) pasa por la placa. ;Qué porcion del segmento de recta esta
oculto a su vista por la placa? (Este es un ejercicio de localizaciéon
de intersecciones de rectas y planos).

12 6 | Cilindros y superficies cuadricas
gl

z Curva generatriz
(en el plano yz)

la curva generatriz
paralelas al eje x

FIGURA 12.43 Cilindro y curva generatriz.

Hasta ahora hemos estudiado dos tipos de superficies: esferas y planos. En esta secciéon am-
pliaremos nuestro inventario para incluir una variedad de cilindros y superficies cuadricas.
Las superficies cuadricas son superficies definidas por ecuaciones de segundo grado en x, y
y z. Las esferas son superficies cuadricas y hay otras de igual interés que seran necesarias en
los capitulos 14 a 16.

Cilindros

Un cilindro es una superficie que se genera por el movimiento de una linea recta paralela a
una recta fija dada a lo largo de una curva plana dada. La curva se llama curva generatriz
del cilindro (figura 12.43). En geometria sdlida, donde cilindro significa cilindro circular, las
curvas generatrices son circunferencias, pero ahora permitimos curvas generatrices de cual-
quier tipo. El cilindro de nuestro primer ejemplo es generado por una parabola.

EJEMPLO 1 Obtenga una ecuacion para el cilindro formado por las rectas paralelas al eje z
que pasan por la pardbola y = x2, z = 0 (figura 12.44).

Solucién  El punto Po(xg, xo2, 0) estd en la pardbola y = x? en el plano xy. Entonces, para
cualquier valor de z, el punto Qg(xo, X2, z) estara en el cilindro porque se encuentra en la recta
X = Xg, ¥ = Xo? que pasa por P, paralela al eje z. Reciprocamente, cualquier punto O(xo, xo2, z)
cuya coordenada y sea el cuadrado de su coordenada x, esta sobre el cilindro, ya que se en-
cuentra sobre la recta x = xy, ¥ = xo? que pasa por Py paralela al eje z (figura 12.44).

Sin importar el valor de z, los puntos sobre la superficie son aquellos cuyas coordenadas
satisfacen la ecuacion y = x2. Esto hace de y = x? una ecuacion para el cilindro. Debido a esto,
llamamos al cilindro “el cilindro y = x2”. [ |
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FIGURA 12.44 Todos los puntos del cilin-
dro del ejemplo 1 tienen coordenadas de la
forma (xo, xo2, z). Le llamamos “el cilindro
y=x.
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Como sugiere el ejemplo 1, cualquier curva f(x, y) = ¢ en el plano xy define un cilindro
paralelo al eje z, cuya ecuacion también es f(x, y) = c. Por ejemplo, la ecuacion x% + 32 = 1
define el cilindro circular formado por las rectas paralelas al eje z que pasan por la circunferen-
ciax? + )2 = 1 en el plano xy.

De un modo similar, cualquier curva g(x, z) = ¢ en el plano xz define un cilindro paralelo
al eje y cuya ecuacion espacial también es g(x, z) = c. Cualquier curva A(y, z) = ¢ define
un cilindro paralelo al eje x cuya ecuacion espacial también es A(y, z) = c¢. Sin embargo, el eje
de un cilindro no necesita ser paralelo a un eje coordenado.

Superficies cuadricas

Una superficie cuadrica es la grafica en el espacio de una ecuacion de segundo grado en x, y
y z. Nos enfocaremos en la ecuacion general

Ax* + BY* + CZ2 + Dz = E,

donde 4, B, C, D y E son constantes. Las superficies cuadricas basicas son los elipsoides, los
paraboloides, los conos elipticos y los hiperboloides. Las esferas son casos especiales de
los elipsoides. Daremos unos cuantos ejemplos para ilustrar como dibujar una superficie cua-
drica y luego presentamos una tabla de graficas en la que se resumen los tipos basicos.

EJEMPLO 2 El elipsoide

0o
™o
8]

S}N‘R
TS
QN‘N

(figura 12.45) corta los ejes coordenados en (*a, 0, 0), (0, £b, 0) y (0, 0, =c). Se encuentra
dentro de la caja rectangular definida por las desigualdades |x| < a, [y| = b, |z| = c. La super-
ficie es simétrica con respecto a cada uno de los planos coordenados porque en la ecuacion
que la define, cada variable esta elevada al cuadrado.

z
Seccidn transversal eliptica
en el plano z = g Ve

SE
La elipse )
2 2 . Y z
X Laelipse 5 + =5 =1
a2 + 2 1 P b? c?

en el plano yz

en el plano xz

FIGURA 12.45 El elipsoide
2
by

b2+

QN‘NN

2
X
72 +
a
del ejemplo 2 tiene secciones transversales elipticas en cada uno de los tres planos coordenados.

Las curvas donde los tres planos coordenados cortan a la superficie son elipses. Por
ejemplo,

2 2
%+L=1 cuando z=0.
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La pardbola z = é y? en el plano yz
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La curva cortada a la superficie por el plano z = zy, |zo| < c, es la elipse
X yz

2 ot 2

a (1 = (z0/c)") b1 = (z9/c)")

Si cualesquiera dos de los semiegjes a, b y ¢ son iguales entre si, la superficie es un elip-
soide de revolucion. Si los tres semiejes son iguales, la superficie es una esfera. [ |

EJEMPLO 3 El paraboloide hiperboélico

== c>0

tiene simetria con respecto a los planos x = 0y y = 0 (figura 12.46). Las secciones transver-
sales en estos planos son

x = 0: laparabolaz = é . (1)

y = 0: lapardbolaz = —?xz. (2)

En el plano x = 0, la parabola se abre hacia arriba a partir del origen. La parabola en el
plano y = 0 se abre hacia abajo.

Si cortamos a la superficie con un plano z = zy > 0, la seccidn transversal es una
hipérbola,

(S}

2
yooox 20

poaT e
con su eje focal paralelo al eje y y sus vértices sobre la parabola de la ecuacion (1). Si zg es
negativo, el eje focal es paralelo al eje x y los vértices estan sobre la parabola de la ecua-
cion (2).

2
Parte de la hipérbola % —

enel planoz = ¢

La pardbola z = — %x

Parte de la hipérbola 2 — 2= — |
e de la lperoaaz bz_

~enel plano z = —¢

FIGURA 12.46 El paraboloide hiperbolico (y2/b?) — (x*/a*) = z/c, ¢ > 0. Las secciones transversales por planos perpendiculares al eje z
por arriba y por abajo del plano xy son hipérbolas. Las secciones transversales por planos perpendiculares a los otros ejes son parabolas.

Cerca del origen, la superficie tiene la forma de una silla de montar o de un paso de mon-
tafla. Para una persona que viaja lo largo de la superficie en el plano yz, el origen le parece un
minimo, pero para alguien que viaja en el plano xz, el origen parece un maximo. Este tipo de
punto se llama punto silla (o punto de silla) de una superficie. Diremos mas acerca de puntos
silla en la seccion 14.7. [ |

La tabla 12.1 muestra las graficas de los seis tipos basicos de superficies cuadricas. Cada
superficie mostrada es simétrica con respecto al eje z, pero otros ejes coordenados pueden ser-
vir también (con los cambios apropiados en la ecuacion).
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TABLA 12.1 Graficas de superficies cuadricas

z
Seccién transversal eliptica
enel plano z = z,

2.7 i > f
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en el plano xy en el plano xz enel planoz = ¢ .
b ]ll

| ELIPSE
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2
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Parte de la hipérbola i 1
enelplanoz = ¢
2 2
. X Y
z La elipse 2 + 7 =1 z
enel plano z = V2 T
2 42
Parte de la hipérbola £ — 2 = |
‘ P a B

enel plano z = —¢
en el plano xz

La hipérbola
2 2
¢ a

en el plano xz

en el plano yz Y
y
,—(0,0,—¢)
5 Vértice
ELIPSE X
2 2 Y :
HIPERBOLOIDE DE DOS HOJAS  — — —& — — =1 PARABOLOIDE HIPERBOLICA
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Formar pares de ecuaciones y superficies

En los ejercicios 1 a 12, forme un par con cada ecuacion y la superficie
que ésta define. También identifique cada superficie por su tipo (parabo-
loide, elipsoide, etcétera). Las superficies estan listadas de la “a” a la

2.
4.
6.
8.
10.

1.

3
5
7
9

11

Xy 42 =10
. 9r+ 22 =16
.x:yz—z2
L +22 =38
.x=zz—y2
L x4 =2

a. z

1. z

2+ 4y2

y2+zz:x

e

— 4> =4
2

-7

22+x2—y2=1

z = —4x

2_y2

12. 92 + 47 + 222 = 36

b.

%
- g

Trazado de superficies
Trace las superficies de los ejercicios 13 a 44.

CILINDROS

13. ¥ +)y* =4 14. z = > — 1

15. x> + 42> = 16 16. 4x* + % = 36
ELIPSOIDES

17. 92+ + 2 =9 18. 4> + 4 + 22 = 16
19. 4x* + 9% + 422 = 36 20. 9x* + 47 + 3622 = 36
PARABOLOIDES Y CONOS

21, z =X + 47 22. z =8 — x% — )?
23, x =4 — 4?2 — 7 24, y=1-x*—2
25. x> +y? =2 26. 4x2 + 922 = 9y?
HIPERBOLOIDES

27. >+ -2 =1 28. Y+ 2 —xr=1
29. 22— -y =1 30. (¥4) — (x¥/4) — 2 =1
PARABOLOIDES HIPERBOLICOS

31.y2—x2:z 32.x2—y2:z
DIVERSAS

33.z=1+4 > — ¥ 34. 4% + 42 =2

35 y= —(x* + ) 36. 16x> + 42 = 1
3.2+ -2 =4 B+ =y

39. ¥+ 2 =1 40. 16y* + 922 = 4x?
41. z = —(% +,7) Q.Y -xF-2=1
43. 47 + 2 — 47 =4 4. % +y =z

Teoria y ejemplos
45. a. Exprese el area A de la seccion transversal del elipsoide
2
o2
2 — _— =
x° + n + 9 1
determinada por el plano z = ¢ como una funcién de c.
(El area de una elipse con semiejes a y b es wab).
b. Use cortes perpendiculares al eje z para obtener el volumen del
elipsoide del inciso (a).
c. Ahora obtenga el volumen del elipsoide
) 2
=+ Ly
a b
(Su formula proporciona el volumen de una esfera de radio a si
a=b=¢c?

=1.

QN‘NN



46. El barril que se ilustra en la figura tiene la forma de un elipsoide de

47.

cuyos extremos se cortan partes iguales por planos perpendiculares al
eje z. Las secciones transversales perpendiculares al eje z son circu-
lares. El barril tiene 2/ unidades de altura, el radio de la seccion me-
dia es R, y el radio de sus dos extremos es . Obtenga una féormula
para el volumen del barril. Luego verifique dos cosas. Primero, su-
ponga que los lados del barril se estiran hasta convertirlo en un cilin-
dro de radio R y altura 24. ;Proporciona su formula el volumen del
cilindro? Segundo, suponga que » = 0y & = R, entonces el barril es
una esfera. jProporciona su formula el volumen de la esfera?

2]

por el plano z = 4 es igual a la mitad de la base del solido por la
altura.
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b. Exprese la respuesta del inciso (a) en términos de / y las areas 4,
y A, de las regiones determinadas en el hiperboloide por los
planosz =0y z = h.

¢. Demuestre que el volumen del inciso (a) también se obtiene
mediante la formula

V= %(Ao + 4Am +Ah),

donde 4,, es el area de la region determinada en el hiperboloide
por el plano z = //2.

Visualizacion de superficies
Grafique las superficies de los ejercicios 49 a 52 en los dominios indica-
dos. Si puede, gire la superficie para obtener varias perspectivas.

49.
50.
51.
52.

z=3% 2=x=2, -05=y=2
z=1—-y’ —-2=x=2 -2=y=2
z=x*+3%, 3=x=3 -3=y=3

z=x>+ 2" sobre

a. 3=x=3 -3=y=3
b. - I=x=1, 2=y=3
c. 2=x=2, 2=y=2
d 2=x=2 -l=y=1

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA

Use un sistema algebraico computacional (SAC) para trazar las superfi-
cies de los ejercicios 53 a 58. Identifique el tipo de superficie cuadrica
mediante la grafica.

48. a. Obtenga el volumen del solido limitado por la hiperboloide -9 T35 25 . 92 9 16
2
2 V2 55. 5% = 22 — 32 562 =1-% 4
2 2 2 16 9
a b c ) 2 )
X L= V4 - 2=
ylosplanosz = 0yz=h,h>0. 5.9~ 1= 173 8. y 4-7=0
Capitulo Preguntas de repaso
1. (Cuando representan los segmentos de recta dirigidos en el plano al 10. ;Cual es la férmula del determinante para calcular el producto cruz

mismo vector?

;,Como se suman y restan geométricamente los vectores? ;Algebrai-
camente?

3. (Coémo se obtienen la magnitud y la direccidén de un vector?

4. Si un vector se multiplica por un escalar positivo, jcomo es la rela-

cion del resultado con el vector original? ;Qué pasa si el escalar es
cero? Y si es negativo?

Defina el producto punto (producto escalar) de dos vectores. ;Cuales
leyes algebraicas satisface el producto punto? Dé ejemplos. ;Cuando
es el producto de dos vectores igual a cero?

(Cual es la interpretacion geométrica del producto punto?

Dé ejemplos.

(Cual es el vector proyeccion de un vector u sobre un vector v? Dé
un ejemplo de una aplicacion util del vector proyeccion.

Defina el producto cruz (producto vectorial) de dos vectores. ;Cuales
leyes algebraicas satisface el producto cruz y cuales no? Dé ejemplos.
¢;Cuando el producto cruz de dos vectores es igual a cero?

;Qué interpretaciones geométricas o fisicas tiene el producto cruz?
Dé ejemplos.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

de dos vectores en relacion con el sistema coordenado cartesiano i,
j, k? Utilicela en un ejemplo.

¢ Como obtiene las ecuaciones para rectas, segmentos de recta y pla-
nos en el espacio? Dé ejemplos. ;Puede expresar una recta en el es-
pacio con una ecuacioén particular? ;Y un plano?

;Como se obtiene la distancia de un punto a una recta en el espacio?
(Y de un punto a un plano? Dé ejemplos.

;Qué son los productos caja? ;Qué significado tienen? ;Como se
calculan? D¢ un ejemplo.

(Cémo se determina la ecuacion de una esfera en el espacio? Dé
ejemplos.

(Cémo obtiene la interseccion de dos rectas en el espacio? ;De una
recta y un plano? ;De dos planos? Dé ejemplos.

;Qué es un cilindro? Dé ejemplos de ecuaciones que definan cilin-
dros en coordenadas cartesianas.

;Qué son las superficies cuadricas? D¢ ejemplos de diferentes clases
de elipsoides, paraboloides, conos e hiperboloides (ecuaciones y gra-
ficas).
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Calculos con vectores en dos dimensiones
En los ejercicios 1 a 4, sean u = (—3,4) y v = (2, —5). Obtenga (a) la
expresion cartesiana del vector y (b) su magnitud..

1. 3u — 4v 2.utv
3. —2u 4. 5v

En los ejercicios 5 a 8§, obtenga la expresion cartesiana del vector.
5. El vector que se obtiene al girar (0, 1) un 4ngulo de 277/3 radianes.

6. El vector unitario que forma un angulo de 7/6 radianes con el eje x
positivo.

7. El vector de 2 unidades de longitud en la direccion 4i — j

8. El vector de 5 unidades de longitud en direccion opuesta a la direc-
cion de (3/5)i + (4/5)j

Exprese los vectores de los ejercicios 9 a 12 en términos de sus longitudes
y direcciones.

9. V2i + \V2j 10. —i—j
11. Vector velocidad v = (—2 sen #)i + (2 cos #)j cuando t = /2.

12. Vector velocidad v = (e cos t — €' sen £)i + (e’ sen ¢t + e’ cos #)j
cuando 7 = In 2.

Calculo con vectores en tres dimensiones
Exprese los vectores de los ejercicios 13 y 14 en términos de sus longi-
tudes y direcciones.

13. 2i — 3j + 6k 14. i +2j — k
15. Obtenga un vector de 2 unidades de longitud en la direccion de
v=4i—j+ 4k

16. Obtenga el vector de 5 unidades de longitud en direccion opuesta a
la direccion de v = (3/5)i + (4/5)k.

En los ejercicios 17 y 18, obtenga |v|, |u|,v-u,u-v,v X u,u X v,
|[v X ul, el angulo entre v y u, el componente escalar de u en la direc-
cion de v y el vector proyeccion de u sobre v.

17. v=1i+j 18. v=i+j+2k
u=2i+j-2k u=—-i—-k

En los ejercicios 19 y 20, obtenga proyy u.
19. v=2i+j—k 20. u=1i-2j
u=i+j—-5k v=i+j+k

En los ejercicios 21 y 22, dibuje los ejes coordenados y luego grafique u,
vy u X vcomo vectores en el origen.

2l. u=1i, v=i+]j 2. u=i—j, v=i+j

23. Si|v| =2, |w| = 3, y el dngulo entre v y w es 7/3, obtenga [v — 2w|.

24. ;Para cual valor o valores de a seran paralelos los vectores u = 2i +
4j — Skyv = —4i — 8j + ak?

En los ejercicios 25 y 26, obtenga (a) el area del paralelogramo determi-
nado por los vectores u 'y v, y (b) el volumen del paralelepipedo deter-
minado por los vectores u, vy w.

25. u=i+j—k v=2+j+k w=—-i—2j+3k
26 u=i+j v=j w=i+j+k

Rectas, planos y distancias

27. Suponga que n es normal a un plano y que v es paralelo al mismo
plano. Describa como encontraria un vector n que sea a la vez per-
pendicular a v y paralelo al plano.

28. Determine un vector en el plano, paralelo a la recta ax + by = c.

En los ejercicios 29 y 30, calcule la distancia del punto a la recta.
29. 2,2,0);, x=—-t, y=t z=—-1+1t
30. (0,4,1);x=2+1t y=2+1t z=t

31. Parametrice la recta que pasa por el punto (1, 2, 3) y que es paralela
al vector v = —3i + 7k.

32. Parametrice el segmento de recta que une a los puntos P(1, 2, 0) y

o1, 3, -1).

En los ejercicios 33 y 34, obtenga la distancia del punto al plano.
33. (6,0,—6), x—y=4
34. (3,0,10), 2x+ 3y +z=2

35. Determine una ecuacion del plano que pasa por el punto (3, —2, 1)
normal al vectorn = 2i + j + k.

36. Obtenga una ecuacion del plano que pasa por el punto (—1, 6, 0) y
es perpendicularalarectax = —1 + 6,y =6 — 2t,z = 3¢.

En los ejercicios 37 y 38, encuentre una ecuacion para el plano que pasa
por los puntos P, Oy R.

37. P(1,-1,2), 0Q(2,1,3), R(=1,2,-1)
38. P(1,0,0), 0(0,1,0), R(0,0,1)

39. Obtenga los puntos donde larectax = 1 + 2t,y = —1 — t,z = 3¢
corta a los tres planos coordenados.

40. Encuentre el punto en el cual la recta que pasa por el origen y es per-
pendicular al plano 2x — y — z = 4 corta al plano 3x — 5y + 2z = 6.

41. Calcule el angulo agudo entre los planos x = 7 y x + y +
V2z=-3.

42. Obtenga el angulo agudo entre los planosx + y =1yy +z= 1.

43. Determine las ecuaciones paramétricas de la recta de interseccion
delosplanosx + 2y +z=1yx —y + 2z = —8.

44. Demuestre que la recta de interseccion de los planos
x+2y—2z2=5y 5x—2y—z=0
es paralela a la recta

x=-3+2t, y=3t, z=1+ 4¢.



45.

46.

47.

48.

49.

50.
51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

Los planos 3x + 6z = 1y 2x + 2y — z = 3 se cortan en una recta.
a. Demuestre que los planos son ortogonales.

b. Determine las ecuaciones de la recta de interseccion de los
planos.

Obtenga una ecuacion del plano que pasa por el punto (1, 2, 3) y que
esparaleloau=2i+3j+kyv=i—j+ 2k

(Esta relacionado v = 2i — 4j + k de algun modo con el plano
2x + y = 5? D¢ las razones de su respuesta.

La ecuacion n * PTP = 0 representa al plano que pasa por Py y que es
perpendicular a n. ;Qué conjunto de puntos en el espacio representa
a la desigualdad n+ Py P > 0?

Calcule la distancia del punto P(1, 4, 0) al plano que pasa por A4(0, 0, 0),
B(2,0,—1)y C(2, —1,0).

Calcule la distancia del punto P(2 ,2, 3) al plano 2x + 3y + 5z = 0.
Obtenga el vector paralelo al plano 2x — y — z = 4 y ortogonal a
i+j+k

Obtenga un vector unitario ortogonal a A en el plano de B y C si
A=2i—-j+kB=i+2j+kyC=i+j—2k

Encuentre un vector de magnitud 2 paralelo a la recta de interseccion
delosplanosx + 2y +z—1=0yx—y+2z+7=0.

Obtenga el punto en donde la recta que pasa por el origen y que
es perpendicular al plano 2x — y — z = 4 corta al plano
3x =5y +2z=6.

Encuentre el punto donde la recta que pasa por P(3, 2, 1) y que es
normal al plano 2x — y + 2z = —2 corta al mismo.

(Qué angulo forma la recta de interseccion de los planos
2x+y—z=0yx +y+ 2z=0conel eje x positivo?

La recta

L: x=3+2 y=2 z=t

corta al plano x + 3y — z = —4 en un punto P. Encuentre las coor-
denadas de P y obtenga las ecuaciones de la recta en el plano que
pasa por Py es perpendicular a L.

Demuestre que para cualquier nimero real £, el plano
x—=2y+z+3+k2x—y—-z+1)=0
contiene a la recta de interseccion de los planos
x—2y+z+3=0y 2x—y—z+1=0.

Determine una ecuacion para el plano que pasa por 4(—2, 0, —3) y
B(1, =2, 1) y que es paralelo a la recta que pasa por C(—2, —13/5,
26/5)y D(16/5, —13/5, 0).

Larectax = 1 + 2t,y = —2 + 3¢,z = —5¢ jtiene alguna relacion
con el plano —4x — 6y + 10z = 9? Justifique su respuesta.

(Cual de las siguientes ecuaciones describe al plano que pasa por los
puntos P(1, 1, —1), 0(3,0,2) y R(—2, 1, 0)?

62.

64.

Su
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L2 -3+ 3Kk ((x+2)i+(y—1)j+zk) =0

x=3—-t y=-1lt, z=2 -3¢

L +2)F 1y - 1) =3z

QR33N X (x+2)it+t(y—1)j+zk) =0

e. 21 —j+3k) X (=3i+Kk-((x+2)i+(y—1)j+zk)
=0

El paralelogramo que se muestra en la figura tiene vértices en

A2, —1,4),B(1,0, —1), C(1, 2, 3), y D. Encuentre

e o T o

—_—>

A2, -1, 4)
/C(1,2, 3)
\\\ //
Wiy
// \
y
X B(1,0,-1)

. las coordenadas de D,

T o®

el coseno del angulo interno en B,

. el vector proyeccion de BA sobre BC s

c
d. el area del paralelogramo,

e. una ecuacion para el plano del paralelogramo,
f.

las areas de las proyecciones ortogonales del paralelogramo sobre
los tres planos coordenados.

. Distancia entre rectas Encuentre la distancia entre la recta L; que
pasa por los puntos A(1, 0, —1) y B(—1, 1, 0) y la recta L, que pasa
por los puntos C(3, 1, —1) y D(4, 5, —2). La distancia se mide a lo
largo de una recta perpendicular a las dos rectas. Primero obtenga un
vector n perpendicular a ambas rectas. Luego proyecte AC sobre n.

(Continuacion del ejercicio 63.) Encuentre la distancia entre la recta
que pasa por los puntos A(4, 0, 2) y B(2, 4, 1) y la recta que pasa por
los puntos C(1, 3, 2) y D(2, 2, 4).

perficies cuadricas

Identifique y grafique las superficies de los ejercicios 65 a 76.

65

67.
69.
71.
73.
75.

L+ 42 =4 66. ¥ + (y— 1) +22=1
4 + 47 + 22 =4 68. 36x° + 97 + 422 = 36
z=—(*+ )Y 70. y = —(x* + 2%)
)c2-+-yZ:z2 72.x2+22:y2
x2+y2—22:4 74.4y2+22—4x2:4
yz—x2—22=1 76.zz—x2—y2=1
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1. Caza de submarinos Dos barcos maniobran en la superficie tra- manecillas del reloj cuando miramos al origen desde 4. Obtenga la
tando de determinar el curso y la rapidez de un submarino para velocidad v del punto del cuerpo que esta en la posicion B(1, 3, 2).

preparar un ataque aéreo. Como se observa en la figura, el barco 4
esta en (4, 0, 0), mientras que el barco B esta en (0, 5, 0). Todas las
coordenadas estan dadas en miles de ft. El barco A localiza el sub-
marino en la direccion del vector 2i + 3j — (1/3)k, y el barco B, en
la direccion 18i — 6j — k. Cuatro minutos antes, el submarino esta-
ba localizado en (2, —1, —1/3). Se espera que el avion para el ataque
aéreo llegue en 20 minutos. Si el submarino se desplaza en linea rec-
ta a velocidad constante, ja qué posicion deben dirigir los barcos
al avion?

A(l,l,]) B(1,3,2)

AN
N
AN
N
—

[ g

Barco B 5. En cada diagrama considere un peso suspendido por dos alambres.

Barco A Obtenga la magnitud y componentes de los vectores F; y F,, y los an-
y gulosay B.
X
a 5 ft L
a B
F, F,
°
\ 3ft 4ft
) Submarino
NO ESTA A ESCALA

2. Rescate de un helicoptero Dos helicopteros, H; y H,, viajan jun-

. k . . b.

tos. En el instante = 0, se separan y siguen diferentes trayectorias - 13 ft -
rectas dadas por « B

. = - — F, F,
Hi: x=6+40t, y=-3+10, z= -3+ 2t 5 ft 12 fi
Hy x=6+110, y=-3+4: z=-3+1.
El tiempo 7 se mide en horas y todas las coordenadas se miden en mi- 200 Ibs
llas. Debido a fallas mecanicas, el helicoptero H, detiene su vuelo
en (446, 13, 1) y, en un tiempo despreciable, aterriza en (446, 13, 0). (Sugerencia: Considere que este triangulo es un triangulo
Dos horas después, H es notificado de esto y se encamina hacia H, a rectingulo).

150 mph. ;Cuanto tiempo le tomara a H llegar a la posicion de H,? . .
6. Considere un peso de w N suspendido por dos alambres como en el

diagrama, donde T; y T, son vectores de fuerzas dirigidos a lo largo
de los alambres.

3. Torque EI manual del usuario de la podadora Toro® de 21 in dice:
“Apriete la bujia a 15 libras-ft (20.4 N-m)”. Si usted estd instalando
la bujia con una llave que tiene un brazo de 10.5 in y coloca el centro
de su mano a 9 in del eje de la bujia, jcon qué fuerza debe halar? -
Dé la respuesta en libras.

a. Obtenga los vectores Ty y T, y demuestre que sus magnitudes son
ITy| =

wcos B
sen (a + B)

4. Cuerpo en rotacion La recta que pasa por el origen y el punto A(1,
1, 1) es el eje de rotacion de un cuerpo recto que gira con una rapidez IT,| = _wcosa
angular constante de 3/2 rad/seg. La rotacion es en el sentido de las sen (e + B)



b. Para B fijo, determine el valor de  que minimiza la magnitud de
T4

c. Para a fijo, determine el valor de 8 que minimiza la magnitud
de |T2|.
7. Determinantes y planos
a. Demuestre que
Xy —XxX YVi—y zZ1 —Z
X=X »m—y z—z| =0

X3 —X y3— )y z2372Z

es una ecuacion del plano que pasa por los tres puntos no colinea-
les Py(x1, y1, 21), Pa(x2, 12, 22), Y P3(X3, 33, 23).

b. (Qué conjunto de puntos en el espacio describe esta ecuacion?

x y z 1
xoyoa 1 07
X2 y» oz 1
x5 y3 ozz |

8. Determinantes y rectas Demuestre que las rectas
x=astb, y=as+tb, z=as+b;, —00 <5<
y
x=ct+d, y=oat+td, z=ct+d, —00<t<o00,
se cortan o son paralelas si y solo si

ap (4] b1 - d]

ay C bz_dz =0.
ay c3 by —ds

9. Considere un tetraedro regular con lado de longitud igual a 2.

a. Use vectores para encontrar el angulo 6 determinado por la base
del tetraedro y cualquiera de sus otras aristas.

b. Use vectores para encontrar el angulo 6 determinado por dos
caras adyacentes cualesquiera del tetraedro. Este angulo
comunmente se conoce como un angulo diedro.

10. En la figura que se muestra, D es el punto medio del lado 4B del
triangulo ABC, y E es un tercio de la distancia entre C'y B. Use vec-
tores para probar que F es el punto medio del segmento de recta CD.

C
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11. Use vectores para demostrar que la distancia de P(x;, y;) a la recta
ax + by =ces

|ax; + by — ¢|
12. a. Use vectores para demostrar que la distancia de Pj(xj, vy, z;) al
plano Ax + By + Cz = D es
|Ax; + Byy + Cz; — D]
T VErpic
b. Obtenga una ecuacion para la esfera que es tangente a los planos

x+ty+z=3yx+y+z=09,silosplanos2x —y =0y
3x — z = 0 pasan por el centro de la esfera.

13. a. Demuestre que la distancia entre los planos paralelos
Ax + By + Cz=D;yAx + By + Cz = D, es

D1~ Dy
|4i + Bj + Ck|’

b. Obtenga la distancia entre los planos 2x + 3y —z =6y
2x + 3y —z=12.

c. Determine una ecuacion para el plano paralelo al plano 2x — y +
2z = —4ssiel punto (3, 2, —1) es equidistante de ambos planos.

d. Escriba ecuaciones para los planos que son paralelos y estan a
5 unidades del planox — 2y + z = 3.

14. Pruebe que los cuatro puntos 4, B, C'y D son coplanares (se encuen-
tran en un mismo plano) siy sélo si AD - (4B X BC) = 0.

15. La proyeccion de un vector sobre un plano Sean P un plano en el
espacio y v un vector. El vector proyeccion de v sobre el plano P,
proyp v, se puede visualizar como sigue. Suponga que los rayos del
sol son normales al plano P. Entonces, proyp v es la “sombra” de v
sobre P. Si Pesel planox + 2y + 6z =6y v =1 + j + Kk, obtenga
proyp v.

16. La figura muestra los vectores no nulos v, w y z, con z ortogonal
a la recta L, mientras que v y w forman angulos iguales 8 con L.
Suponiendo que |v| = |w], calcule w en términos de v y z.

z

B B

L

17. Triple producto vectorial Por lo general, los triples productos
vectoriales (u X v) X wy u X (v X w) no son iguales, aunque
las formulas para calcularlos a partir de sus componentes sean
similares:

(uXv)Xw=(u-wyv— (v-wu.

uX (vxw)=(u-wyv-—(uvw.
Verifique cada formula para los siguientes vectores evaluando am-
bos lados de la igualdad y comparando los resultados.

u \4 W
a. 2i 2 2k
b i—j+k 2 +j - 2k —i+2j -k
c. 2i+j 2i—j+k i+ 2k
d i+j—2k —-i—k 2i + 4j — 2k
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18.

19.

20.

Capitulo 12: Los vectores y la geometria del espacio

Productos cruz y punto Demuestre que si u, v, W y I son vectores
cualesquiera, entonces

a uX (vXw +vX(wXu)+wX(uXv)=0
b. u Xv=(uvXii+ (u-vxij)j+ (u-vxKkk

uw Vv-w

c. (uXv)-(wXr)= wer ver

Productos cruz y punto Determine si la siguiente formula es co-
rrecta o incorrecta:

uX (uX(@xv)w=—|ufuvxw.

Forme el producto cruz de dos vectores adecuados y deduzca la iden-
tidad trigonométrica

sen(4 — B) = senA cos B — cos AsenB.

21.

22.

23.
24.
25.

Use vectores para probar que
(@® + B2 (* + d*) = (ac + bd)?
para cualesquiera cuatro numeros a, b, ¢ y d. (Sugerencia: Sean
u=gai+ bjyv=citdj).
El producto punto es definido positivo Demuestre que el pro-

ducto punto de vectores es definido positivo; es decir, demuestre que
u - u = 0 para todo vectoruy que u - u = 0 siy sélo siu = 0.

Demuestre que |u + v| < |u| + |v| para todo vectoru y v.
Demuestre que w = |V|u + [u|v biseca el 4ngulo entre u 'y v.

Demuestre que [vju + [ulv y [vlu — |u]v son ortogonales.

Capitulo

Matematicas/Modulo Maple

Uso de vectores para representar rectas y calcular distancias
Partes Iy I1: Aprenda las ventajas de interpretar rectas como vectores.
Parte I1I: Uso de vectores para calcular la distancia de un punto a una recta.

Poner una escena en tres dimensiones sobre un lienzo bidimensional

Use el concepto de planos en el espacio para obtener una imagen bidimensional.

Introduccion a la graficacion en 3D

Proyectos de aplicacion tecnologica

Parte I: Uso de la definicion vectorial de las rectas y los planos para generar graficas y ecuaciones, y comparar diferentes formas de las ecuaciones de una
recta particular.
Parte II: Grafique funciones definidas implicitamente.



13

FUNCIONES CON VALORES
VECTORIALES Y MOVIMIENTO
EN EL ESPACIO

INTRODUCCION Ahora que hemos aprendido acerca de los vectores y de la geometria del es-
pacio, podemos integrar estas ideas con nuestro estudio previo de funciones. En este capitulo
presentaremos el calculo de funciones con valores vectoriales. Los dominios de estas funciones
son nimeros reales, como antes, pero sus rangos son vectores, no escalares. Usaremos este tipo
de calculo para describir las trayectorias y los movimientos de objetos que se desplazan en un
plano o en el espacio, y veremos que las velocidades o aceleraciones de estos objetos a lo largo
de su trayectoria son vectores. También presentaremos nuevas cantidades que describen de qué
manera la trayectoria de un objeto puede curvarse o torcerse en el espacio.

13 1 | Curvas en el espacio y sus tangentes
el

/

P(f(e), g(0), h(r))

X

FIGURA 13.1 El vector de posicion
r = OP de una particula que se mueve
en el espacio es una funcion del tiempo.

Cuando una particula se mueve en el espacio durante un intervalo de tiempo 7, visualizamos
las coordenadas de la particula como funciones definidas de I:

x=ft), y=gt), z=h@), tel (1)

Los puntos (x, y, z) = (f(¢), g(t), h(t)), t € I, forman la curva en el espacio que llamamos la
trayectoria de la particula. Las ecuaciones y el intervalo de la ecuacion (1) parametrizan a
la curva.

Una curva en el espacio también se representa en forma vectorial. El vector

(1) = OP = f(1)i + g(1)j + h(Dk (2)

del origen a la posicién de la particula P(f{(¢), g(¢), h(t)) en el tiempo ¢ es el vector de posicion
de la particula (figura 13.1). Las funciones f, g y / son las funciones componentes (los com-
ponentes) del vector de posicion. Consideramos la trayectoria de la particula como la curva
trazada por r durante el intervalo de tiempo /. La figura 13.2 muestra varias curvas en el es-
pacio generadas por un programa de graficacion por computadora. No seria facil dibujar estas
curvas a mano.

2~

I
iﬁ?
%p

—

r(t) = (sen3r)(coshHi +
(sen37)(sent)j + 1k

X

r(t) = (costHi + (senr)j + (sen2H)k r(t) = (4 + sen20r)(cost)i +
(4 + sen201)(sent)j +
(cos20nk

(a) (b) (©

FIGURA 13.2 Las curvas en el espacio estan definidas mediante los vectores de posicion r(z).
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FIGURA 13.3 Mitad superior de la hélice
r(t) = (cos )i + (sen #)j + tk (ejemplo 1).

La ecuacion (2) define a r como una funcion vectorial de la variable real 7 en el intervalo /.
Generalmente, una funcion con valores vectoriales o funcién vectorial sobre un dominio D
es una regla que asigna un vector en el espacio a cada elemento de D. Por ahora, los dominios
seran intervalos de nimeros reales que produciran una curva en el espacio. Posteriormente, en
el capitulo 16, los dominios seran regiones en el plano. Las funciones vectoriales representaran
entonces superficies en el espacio. Las funciones vectoriales en un dominio del plano o del es-
pacio también dan lugar a “campos vectoriales”, los cuales son importantes en el estudio del
flujo de un fluido, los campos gravitacionales y los fendmenos electromagnéticos. En el capi-
tulo 16 investigaremos los campos vectoriales y sus aplicaciones.

Las funciones con valores reales se llaman funciones escalares, para distinguirlas de las
funciones vectoriales. Los componentes de r en la ecuacion (2) son funciones escalares de .
El dominio de una funcion con valores vectoriales es el dominio comun de sus funciones com-
ponentes.

EJEMPLO 1 Grafique la funcion vectorial
r(z) = (cos )i + (senr)j + tk.

Solucion  La funcion vectorial
r(f) = (cost)i + (sent)j + tk

esta definida para todos los numeros reales ¢. La curva trazada por r es una hélice que se
enrolla alrededor del cilindro circular x> + y? = 1 (figura 13.3). La curva est4 en el cilindro,
puesto que los componentes iy j de r, siendo las coordenadas x y y de la punta de r, satisfacen
la ecuacion del cilindro:

x> + 32 = (cos1)® + (sent)? = 1.

La curva sube cuando el componente k, z = ¢, se incrementa. Cada vez que ¢ aumenta en 27, la
curva completa una vuelta alrededor del cilindro. La curva descrita se llama hélice (el término
proviene de una palabra griega que significa “espiral”). Las ecuaciones

X = CO0St, y = sent, z =1

parametrizan a la hélice, en el intervalo —o < ¢ < o, La figura 13.4 muestra mas hélices.
Observe como los multiplos constantes del parametro ¢ pueden cambiar el nimero de vueltas
por unidad de tiempo. L

Z Z Z

S S

-~

N
Y y

r(f) = (cos Hi + (sen 1)j + tk r(f) = (cos Hi + (sen 1)j + 0.3tk r(f) = (cos 5Hi + (sen 50)j + 1k

FIGURA 13.4 Hélices con espiral hacia arriba alrededor de un cilindro, como alambres embobinados.

Limites y continuidad

La forma en que definimos los limites de las funciones con valores vectoriales es similar al
modo como definimos los limites de las funciones con valores reales.
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DEFINICION ~ Sea r(f) = f(¢)i + g(¢)j + h(¢)k una funcién vectorial con dominio D,
y L un vector. Decimos que r tiene limite L cuando 7 se aproxima a #; y se escribe

lim r(z) = L

=1t

si para todo numero € > 0, existe un nimero 6 > 0, tal que para toda t € D

[r(r) — L| < e siempreque 0 <|t— to] <&.

SiL = Lii + Lyj + L3k, entonces se puede demostrar que lim,—,r(#) = L precisamente
cuando

lim f(6) = L, limg(t) =L, y  limh(t) = Ls.
=1 =1y

—>1t

Omitimos la demostracion. La ecuacion

lim r(¢) = <lim f(t))i + <1im g(t))j + <1im h(t))k (3)
—>1ty —1ty 11—ty 11—ty
ofrece un modo practico de calcular limites de funciones vectoriales.

EJEMPLO 2 Sir(t) = (cos t)i + (sen t)j + tk, entonces

lim r(z) = ( lim cos t>i + ( lim sent)j + ( lim t)k
t—m/4 t—/4 t—m/4 t—m/4
V2., V2.

o
—TI+TJ+ZI{. [ ]

Definimos la continuidad para funciones vectoriales del mismo modo en que definimos la con-
tinuidad para funciones escalares.

DEFINICION ~ Una funcion vectorial r(7) es continua en un punto / = 7, de su
dominio, si lim,,, r(#) = r(%). La funcién es continua si es continua en cada pun-
to de su dominio.

Partiendo de la ecuacion (3), vemos que r(z) es continua en el punto ¢ = %y, si y solo si
cada una de sus funciones componentes es continua en tal punto (ejercicio 31).

EJEMPLO 3

(a) Todas las curvas en el espacio mostradas en las figuras 13.2 y 13.4 son continuas porque
sus funciones componentes son continuas para todo valor de z en (—o, ).

(b) La funcion
g(r) = (cost)i + (sent)j + []k

es discontinua en cada entero donde la funcién mayor entero [¢] es discontinua. ]

Derivadas y movimiento

Suponga que r(?) = f()i + g(1)j + h(t)k es el vector de posicion de una particula que se mueve
a lo largo de una curva en el espacio y que f, g y & son funciones derivables de 7. Entonces,
la diferencia entre las posiciones de la particula en el tiempo ¢y el tiempo ¢ + Az es

Ar = r(t + A1) — r(?)
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r(t + Ar) — r(r)
P 0
(1)
r(t + Ar)
A
o,
(a)
X
Z
r(t + Ar) — r(r)
At
r'(t) 0 /
P
r(r)
r(t + Ar)
<
[0)

(b)
X
FIGURA 13.5 Cuando Ar— 0, el punto O
se aproxima al punto P a lo largo de la
curva C. En el limite, el vector @/ At se
convierte en el vector tangente r'(z).

FIGURA 13.6 Una curva suave por tramos,
formada por cinco curvas suaves conectadas
extremo con extremo de una manera

continua. Esta curva no es suave en los
puntos donde se unen las cinco curvas
suaves.

Capitulo 13: Funciones con valores vectoriales y movimiento en el espacio

(figura 13.5a). En términos de componentes,

Ar = r(t + Ar) — r(?)
= [f(t + Api + g(t + Ap)j + h(t + Ap)K]
— [/ + g(0)j + h(D)k]
= [+ A = fOli + [glt + Ar) — g(0)]j + [A(r + At) — h(2)]k.
Cuando At tiende a cero, parecen ocurrir tres cosas simultaneamente. Primero, O se aproxima a

P alo largo de la curva. Segundo, la recta secante PQ parece aproximarse a una posicion limite,
tangente a la curva en P. Tercero, el cociente Ar/At (figura 13.5b) aproxima el limite

lim Ar _ { oy JUEAD — f(t)}i N [h,m glt + A1) — g(0)].
Ar—0 At Ar—0 At At—0 At !
h(t + At) — h(¢
i [ Hr80 =0,
At—0 At

[ [2hoeh

Esto nos lleva, por lo tanto, a la siguiente definicion.

DEFINICION  La funcion vectorial r(f) = f(i + g(f)j + h(rk tiene derivada
(es derivable) en 7 si f, g y & son derivables en 7. La derivada es la funcion
vectorial

oy =Y =y U AD TR _df e dz dh
rO =g T A Ta Al T

dr
dt  A—0 At

Una funcion vectorial r es derivable si es derivable en cada punto de su dominio. La curva
trazada por r es suave (regular) si dr/dt es continua y nunca es 0, es decir, si f, g y & tienen
primeras derivadas continuas y éstas no se anulan en forma simultanea.

El significado geométrico de la definicién de derivada se muestra en la figura 13.5. Los
puntos Py Q tienen vectores posicion r(z) y r(¢ + A7), y el vector PQ se representa mediante
r(t + Af) — r(z). Para At > 0, el vector (1/At)(r(r + Af) — r(¢)) apunta en la misma direccion
que el vector PQ. Cuando At — 0, este vector tiende a un vector tangente a la curva en P
(figura 13.5b). Cuando el vector r'(¢) es diferente de 0, se define como el vector tangente a
la curva en P. La recta tangente a la curva en un punto ( f(), g(t), 4(ty)) se define como la
recta que pasa por el punto y es paralela a r'(#). Requerimos que dr/dt # 0 en una curva suave
para asegurar que la curva tenga una tangente que varie continuamente en cada punto. En una
curva suave no hay esquinas ni ctspides puntiagudas.

Una curva formada por un numero finito de curvas suaves unidas de manera continua
se llama suave por tramos (figura 13.6).

Observe una vez mas la figura 13.5. Dibujamos la figura para At positivo, de manera
que Ar apunta hacia delante, en la direccion del movimiento. El vector Ar/A¢ tiene la misma
direccion que Ar: apunta también hacia delante. En caso de que Ar fuera negativo, Ar ten-
dria que apuntar hacia atras, en contra de la direccion de movimiento. Sin embargo, el cociente
Ar/At, al ser un multiplo escalar negativo de Ar, otra vez apuntaria hacia delante. Sin importar
hacia donde apunte Ar, Ar/At apunta hacia delante y esperamos que el vector dr/dt = lima,—g
Ar/At, cuando sea diferente de 0, cumpla lo mismo. Esto significa que la derivada dr/dt, que
es la tasa de cambio de la posicion con respecto al tiempo, siempre apunta en la direccion del
movimiento. Para una curva suave, dr/df nunca es cero; la particula no se detiene ni invierte
su direccion.



FIGURA 13.7 Lacurvay el vector de
velocidad cuando ¢ = 777 /4 para el
movimiento dado en el ejemplo 4.
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DEFINICIONES Si r es el vector de posicion de una particula que se mueve a lo
largo de una curva suave en el espacio, entonces

d
v(t) = 7;

es el vector velocidad de la particula, tangente a la curva. Para cualquier tiempo z,
la direccion de v es la direccion del movimiento, la magnitud de v es la rapidez
de la particula, y la derivada a = dv/dt, cuando existe, es el vector aceleracion de
la particula. En resumen,

1. La velocidad es la derivada de la posicion: v = %
2. Larapidez es la magnitud de la velocidad: Rapidez = |v|.
_dv _dr

3. La aceleracion es la derivada de la velocidad: a = .
dt dar

4. El vector unitario v/|v| es la direccion del movimiento en el tiempo ¢.

EJEMPLO 4  Obtenga la velocidad, rapidez y aceleracion de una particula cuyo movimiento
en el espacio estd dado por el vector de posicion r(f) = 2 coszi + 2 sentj + 5 cos? ¢ k. Trace
el vector velocidad v(77/4).

Solucion  Los vectores de velocidad y aceleracion en el tiempo ¢ son

v(t) =r’(t) = —2senti + 2costj — 10costsentk

= —2senti+ 2costj — 5sen2tk,
a(t) =r”(t) = —2costi — 2sentj — 10 cos 2t k,

y la rapidez es

[v(t)| = \/(—2 sen?)’> + (2 cos)? + (—5sen2¢t)? = V4 + 25 sen? 2t.

Cuando 7 = 77 /4, tenemos

v(h):\fzw 2j + 5Kk, a(7—“>=—\6i+ 2i,

4 4

()=

4

El bosquejo de la curva del movimiento y el vector velocidad cuando ¢ = 77/4, se puede ver
en la figura 13.7. u

Podemos expresar la velocidad de una particula en movimiento como el producto de su
rapidez y su direccion:

Velocidad = |v|<|v|> = (rapidez)(direccion).
v

Reglas de derivacion

Debido a que las derivadas de las funciones vectoriales se pueden calcular componente por
componente, las reglas para derivar a las funciones vectoriales tienen la misma forma que
las reglas para derivar funciones escalares.
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Cuando use la regla del producto cruz,
recuerde conservar el orden de los factores.

Si u viene primero en el lado izquierdo

de la ecuacion, también debe venir primero
en el lado derecho, o los signos seran
incorrectos.

Reglas para derivar funciones vectoriales
Sean u y v funciones vectoriales diferenciables de #, C un vector constante, ¢ un es-
calar y f una funcion escalar derivable.

1. Regla para una funcion constante: %C =0

2. Reglas para multiplos escalares: %[cu(t)] = cu'(¢)

L fu) = f/@u) + fOw(0)

3. Regla de la suma: %[u(z) 0] = () + V()

4. Regla de la resta: %[u(z) 0] = () - V()

5. Regla del producto punto: %[u(r)-v(t)] = w'(5) - v(t) + u(t) v (1)

6. Regla del producto cruz: %[u(r) X v(£)] = w'(6) X v() + u(t) X v'(2)
7. Regla de la cadena: %[u( F] = £ (ou' (F(1)

Probaremos las reglas del producto y de la cadena, pero dejaremos como ejercicios las reglas
para constantes, multiplos escalares, sumas y restas.

Demostracion de la regla del producto punto Suponga que
u = ()i + up(0)j + uz(H)k

v =v(0i + Uz(t)j + v3(r)k.

De esta forma,
d d
L(u-v) == + +
dt(“ V) 7 (u1v) + wvy + uzv3)

= v + uhvy + wdvs + v + uvh + uss.

u' v u-v
Demostracion de la regla del producto cruz Esta demostracion sigue el modelo de la
demostracion de la regla del producto para funciones escalares. De acuerdo con la definicion
de derivada,

u(t + h) X v(t + h) — u(t) X v(z)
I .

Para cambiar esta fraccion en una fraccion equivalente que contenga los cocientes diferenciales
para las derivadas de u y v, sumamos y restamos u(f) X v(¢ + /) en el numerador. Asi,

d ,
—_ >< —
0 (u X v) = }}m})

%(uXv)
~ lim u(t + h) X v(t + h) — () X v(t + k) + u(t) X v(t + h) — u(r) X v(z)
= A
:;}i_IPO wxv(t-kh)—i-u(t)xw
= ,}E?Ow X Jim vt + k) + lim u(r) X }}%w



Por conveniencia algebraica, algunas veces
escribiremos el producto de un escalar ¢ y
un vector v como ve en vez de cv. Esto

permite, por ejemplo, escribir la regla
de la cadena en una forma familiar:

du _ duds
dt  ds dt’
donde s = ().

(]

FIGURA 13.8 Si una particula se mueve

sobre una esfera de manera que su posicion r
es una funcion derivable del tiempo, entonces
r - (dr/dt) = 0.

Ejercicios 13.1

713
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La ultima de estas igualdades es valida porque el limite del producto cruz de dos funciones
vectoriales es el producto cruz de sus limites, si estos ultimos existen (ejercicio 32). Cuando 4
tiende a cero, v(z + h) tiende a v(¢) porque v, siendo derivable en ¢, es continua en ¢ (ejerci-
cio 33). Las dos fracciones tienden a los valores de du/dt y dv/dt en t. En resumen

%(UXV) o rax n

dt dt
Demostracion de la regla de la cadena Suponga que u(s) = a(s)i + b(s)j + c(s)k es una
funcion vectorial derivable de s y que s = f(#) es una funcion escalar derivable de 7. Entonces

a, by c son funciones derivables de ¢, y la regla de la cadena para funciones reales derivables
da

Ldb . de
[u( )= itk
_ da ds db ds dc ds
T ds dt ds dt ds dt
_ds(da. _db.  dc
= (ds M dsk)
_dsdu
dt ds
= f'()u'(f(2). s = (1) [

Funciones vectoriales de magnitud constante

Cuando seguimos una particula que se mueve sobre una esfera con centro en el origen (figura
13.8), el vector de posicion tiene longitud constante e igual al radio de la esfera. El vector
velocidad dr/dt, siempre es tangente a la trayectoria del movimiento, por lo tanto, es tangente
a la esfera y perpendicular a r. Este es siempre el caso para una funcion vectorial derivable
de magnitud constante: el vector y su primera derivada son ortogonales. Si hacemos el calculo
directamente,

l‘(t) . l’(t) = ¢ |r(7)| = c es constante
% [r(t)-r(1)] =0 Se deriva a ambos lados
r'(t)-r(t) + r(t)-r'(t) =0 Regla 5 conr(7) = u(r) = v(z)
2r' (1) -r(t) = 0.

Los vectores r'(¢) y r(¢) son ortogonales debido a que su producto punto es 0. En resumen,

Si r es una funcion vectorial derivable de 7 de longitud constante, entonces

dr

=0 (4)

Recurriremos a esta observacion varias veces en la seccion 13.4. Lo inverso también es cierto
(véase el ejercicio 27).

Movimiento en el plano

2. r(t) =

En los ejercicios 1 a 4, r(f) es la posicion de una particula en el plano xy t+1
en el instante 7. Obtenga una ecuacion en x y en y cuya grafica sea la tra-
yectoria de la particula. Luego, determine los vectores velocidad y ace-
leracion de la particula en el valor dado de .

1. r(t) = (+ + Di + (# - 1),

3. r(t) = €i + %eZ’j,

t=1

t=1n3

4. r(¢) = (cos2t)i + (3 sen 2r)j,

i+%j, t=-1/2

t=0
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En los ejercicios 5 a 8 se proporcionan los vectores posicion de particulas
que se mueven a lo largo de varias curvas en el plano xy. En cada caso, de-
termine los vectores velocidad y aceleracion de la particula en los tiempos
indicados y grafiquelos como vectores en la curva.

5. Movimiento en la circunferencia x2 + y2 = 1

r(t) = (sent)i + (cost)j; t=mw/dym/2

6. Movimiento en la circunferencia x* + y? = 16
t. t.
r(r) = (4 COSE)I + (4 seni)]; t=my3n/2

7. Movimiento en la cicloide x =7 — sent,y =1 — cos ¢

r(t) = (t —sent)i + (1 — cost)j; t=my3m/2
8. Movimiento en la parabolay = x> + 1
r(t)) =ti+ (2 +1)j; t=-1,0y1

Movimiento en el espacio

En los ejercicios 9 a 14, r(¢) es la posicion de una particula en el espacio
en el instante £. Determine los vectores velocidad y aceleracion de la par-
ticula. Luego obtenga la rapidez y la direccion de movimiento de la particu-
la en el valor dado de 7. Escriba la velocidad de la particula en ese instante
como el producto de su rapidez y direccion.

9. r( =@+ Di+ (P —-1j+2uk =1

10 v() = (1 + i+ ——j+ Lk 1=1

V2'o3
11. r(¢#) = (2cost)i + (3sent)j + 4tk, t= /2

12. r(¢) = (sect)i + (tan¢)j + %tk, t=m/6

#

13. r(t) = 2In(r + )i + 2j + kot

14. r(¢1) = (e )i + (2cos31)j + (2sen3t)k, t =10

Il
—_

En los ejercicios 15 a 18, r(f) es la posicion de una particula en el espacio
en el instante 7. Obtenga el angulo entre los vectores de velocidad y de
aceleracion en el instante 7 = 0.

15. v(t) = 3t + Di + V3¢j + 2k
16. r(7) = (%t)i + (%t - 16t2)j

17. r()) = (In (2 + 1))i + (tan"'2)j + VA2 + 1k

18. r(1) = %(1 + 0% + %(1 - 025 + %tk

Tangentes a curvas

Como se menciond en el texto, la recta tangente a una curva suave
r(f) = f(Hi + g(#)j + h(Hk en t = 1y es la recta que pasa por el punto
(f(t0), g(t), h(ty)) y que es paralela a v(z), el vector de velocidad de la
curva en . En los ejercicios 19 a 22, obtenga las ecuaciones paramétricas
de la recta que es tangente a la curva dada con el valor proporcionado del
parametro t = t,.

19. r(¢) = (sen?)i + (2 — cost)j + €'k, =0

20. r(r) =i+ (2t — 1j+ £k, =2

-1, B
21. r(t)—lnt1+7t+2J+tlntk, th=1

22. r(t) = (cost)i + (sent)j + (sen2t)k, 1) =

Teoria y ejemplos

23. Movimiento a lo largo de un circulo Cada una de las siguientes
ecuaciones en los incisos (a) a (e) describe el movimiento de una
particula con la misma trayectoria, a saber, la circunferencia unitaria
x* 4+ y* = 1. Si bien la trayectoria de todas las particulas de los in-
cisos (a) a (e) es la misma, el comportamiento, o “dinamica”, de cada
particula es diferente. Para cada particula, conteste las siguientes
preguntas.

i) (Tiene la particula rapidez constante? Si es asi, jcual es?

ii) ;Siempre es ortogonal el vector de aceleracion de la particula
a su vector de velocidad?

iii) ¢La particula se mueve en la circunferencia en sentido de las
manecillas del reloj o en sentido contrario?

iv) ¢La particula inicia en el punto (1, 0)?

a. r(t) = (cost)i + (sent)j, t=0

b. r(7) = cos (2¢)i + sen(21)j, t =10

c. r(t) = cos(t — m/2)i + sen(t — w/2)j, t=0
d. r(t) = (cost)i — (sent)j, t=0

. (1) = cos(A)i + sen(A)j, =0

o

24. Movimiento a lo largo de una circunferencia Demuestre que la
funcién vectorial

r(t) = (2i + 2j + k)

1 1 1 1 1
+ cost| ——i — j) + sent(i +—j+ k)
<\/§ Va2 Vi VAUV
describe el movimiento de una particula que se desplaza en una cir-

cunferencia de radio 1 con centro en el punto (2, 2, 1) y contenida en
elplanox +y — 2z = 2.

25. Movimiento a lo largo de una parabola Una particula se mueve
a lo largo de la parte superior de la pardbola y? = 2x de izquierda a
derecha con rapidez constante de 5 unidades por segundo. Obtenga
la velocidad de la particula cuando pasa por el punto (2, 2).

26. Movimiento a lo largo de una cicloide Una particula se mueve en
el plano xy de forma tal que su posicion en el instante 7 es

r(t) = (¢t — sent)i + (1 — cos?)j.

a. Grafique r(7). La curva resultante es una cicloide.

b. Obtenga los valores maximo y minimo de |v| y |a|. (Sugerencia:
Primero encuentre los valores extremos de |v|? y |af? y después
saque la raiz cuadrada).

27. Sea r una funcion vectorial derivable de £. Demuestre que si
r - (dr/df) = 0 para todas las ¢, entonces r| es constante.

28. Derivadas del triple producto escalar

a. Demuestre que si u, vy w son funciones vectoriales derivables
de ¢, entonces
dw

d du dv
fhadl . ==, o« = . X —.
dt(quw) dtv><w+udt><w+uv ar

b. Demuestre que

d dr _ dr dr _ dr

“ e X ) = [ X ).

dr (r dr dﬂ) f (dt dz3>
(Sugerencia: Derive el lado izquierdo y busque los vectores cuyos
productos sean cero).



29.

30.
31.

32.

33.

34.
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Compruebe las dos reglas de multiplos escalares de las funciones
vectoriales.

Compruebe las reglas de suma y resta de las funciones vectoriales.

Prueba por componentes de la continuidad en un punto Demues-
tre que la funcion vectorial r dada por r(r) = f(0)i + g(0)j + h(t)k es
continua en ¢ = f si y solo si las funciones f, g y /& son continuas
en fy.

Limites del producto cruz de funciones vectoriales Suponga que
ri(®) = fii + L0 + 50k, () = g1 + g0) + gDk,
lim,—, ri(1) = A y lim,—,r,(¢) = B. Utilice la férmula del deter-
minante para el producto cruz y la regla del limite del producto de
funciones escalares para demostrar que

tlertl(rl(t) X ry(t)) = A X B.

Las funciones vectoriales derivables son continuas Demuestre que
sir(f) = f(H)i + g(#)j + h(f)k es derivable en ¢ = #,, entonces también
es continua en .

Regla de la funcion constante Compruebe que si u es una funcion
vectorial con valor constante C, entonces du/dt = 0.

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA
Use algun sistema algebraico computacional (SAC) para ejecutar los si-
guientes pasos en los ejercicios 35 a 38.

a.
b.

C.

Grafique la curva espacial trazada por el vector de posicion r.
Obtenga los componentes del vector velocidad dr/dk.

Calcule dr/dt en el punto #y dado y determine la ecuacion para la
recta tangente a la curva en r(z).

. Grafique la recta tangente junto con la curva en el intervalo dado.

35.

36.
37.
38.
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r(r) = (sent — tcost)i + (cost + tsent)j + £k,
0=t=6m =372

r(t) = Vi + ej+e’k, 2=t=3 =1
r(f) = (sen20)i + (In(1 + 0)j + tk, 0=1¢=<4dm, tH=m/4

r(f) = (In(Z + 2))i + (tan'30)j + VA2 + 1k,

—3=t=5 (=3

En los ejercicios 39 y 40 analizara graficamente el comportamiento de la
hélice

r(t) = (cosat)i + (senar)j + btk

cuando se varian los valores de las constantes a y b. Use un SAC para
ejecutar los pasos en cada ejercicio.

39.

40.

Haga b = 1. Grafique la hélice r(¢) con la recta tangente a la curva en
t=23m/2paraa = 1,2,4y 6 sobre el intervalo 0 < ¢ < 4. Describa
con sus propias palabras qué le pasa a la grafica de la hélice y a la
posicion de la recta tangente cuando a aumenta segtin los valores po-
sitivos dados.

Ahora sea a = 1. Grafique la hélice r(f) con la recta tangente a
lacurvaent = 3w/2 parab = 1/4,1/2,2 y 4 en el intervalo 0 < ¢
= 4. Describa con sus propias palabras qué le pasa a la grafica
de la hélice y a la posicion de la recta tangente cuando b aumenta de
acuerdo con los valores positivos dados.

13 2 | Integrales de funciones vectoriales; movimiento de proyectiles
oo |

En esta seccion investigaremos integrales de funciones vectoriales y sus aplicaciones al movi-
miento a lo largo de una trayectoria en el espacio o en el plano.

Integrales de funciones vectoriales

Una funcion vectorial derivable R(7) es una antiderivada de una funcion vectorial r(f) en
un intervalo 7 si dR/dt = r para cada punto de /. Si R es una antiderivada de r en I, se puede
demostrar, trabajando con componentes, que todas las antiderivadas de r en / tienen la forma
R + C para algin vector constante C (ejercicio 41). El conjunto de todas las antiderivadas de r
en / es la integral indefinida de r en /.

DEFINICION

entonces

La integral indefinida de r con respecto a ¢ es el conjunto de todas
las antiderivadas de r, denotado por f r(z) dr. Si R es cualquier antiderivada de r,

/r(t) dt = R(¢) + C.

Las reglas aritméticas usuales de las integrales indefinidas siguen siendo validas.



716

Capitulo 13: Funciones con valores vectoriales y movimiento en el espacio

EJEMPLO 1 Para integrar una funcién vectorial, integramos cada uno de sus componentes.

/((cos i+ j — 2tk)dt = (/ costdt)i + </ dt)j - (/ 2tdt>k (1)

=(sent + C)i + (t + C)j — (> + C3)k (2)
=(sent)i +tj — 1’k + C C=0Ci+ Gj— Gk
Como en el caso de la integracion de funciones escalares, recomendamos que se salte los pasos

de las ecuaciones (1) y (2) y vaya directamente a la forma final. Obtenga una antiderivada de
cada componente y sume un vector constante al final. [ |

Las integrales definidas de las funciones vectoriales se definen mejor en términos de com-
ponentes. La definicion es congruente con la manera de calcular los limites y las derivadas de
las funciones vectoriales.

DEFINICION  Si los componentes de r(7) = f(#)i + g(t)j + h(H)k son integrables en
[a, b], entonces también lo es r, y la integral definida de r dea a b es

b b b b
/ r(¢)dt = (/ f(1) dt)i + </ g(1) dt)j + (/ h(t) dt)k.

EJEMPLO 2 Como en el ejemplo 1, integramos cada componente.

/w((cost)i +j— 2tk) dt = (/Wcostdt)i + (/W dt)j — (/Wtht)k
0 0 0 0

[sen t}gi + ng - {ZZIJT k

=1[0—0Ji + [7 — 0]j — [7* — 0]k
=7Tj_772k [ ]

El teorema fundamental del céalculo para funciones vectoriales continuas dice que

b
/ r(1) dr = R(1)]) = R(b) — R(a)
donde R es cualquier antiderivada de r, de manera que R’(7) = r(?) (ejercicio 42).

EJEMPLO 3 Suponga que no conocemos la trayectoria de un planeador, sélo su vector de
aceleracion, que es a(r) = —(3 cos 1)i — (3 sen 7)j + 2k. También sabemos que inicialmente
(en el instante r = 0), el planeador partié del punto (3, 0, 0) con una velocidad v(0) = 3j.
Obtenga la posicion del planeador como una funcion de ¢.

Solucion  Nuestro objetivo es calcular r(7) si sabemos

2
La ecuacion diferencial: a= ar _ —(3cost)i — (3sent)j + 2k

Las condiciones iniciales: v(0) it23j y r(0) = 3i + 0j + Ok.
Al integrar ambos lados de la ecuacion diferencial con respecto a ¢ tenemos
v(t) = —(3sent)i + (3cost)j + 2tk + Cy.
Usamos v(0) = 3j para obtener C;:

3j = —(3sen0)i + (3cos0)j + (0)k + C;
3j =3+ C
C] = 0



FIGURA 13.9 Trayectoria del planeador del
ejemplo 3. Aunque la trayectoria es como una
espiral alrededor del eje z, no es una hélice.

y
Vo
[vo| sen
3
> X
r=0enel ~ [vo| cos i
instante = 0
a=—gj
(a)
y
(x, y)
a=-gj
r =xi+yj
O\ c | !
\ R \

Alcance horizontal
(b)
FIGURA 13.10 (a) Posicion, velocidad,
aceleracion y angulo de lanzamiento en
t = 0. (b) Posicion, velocidad y aceleracion
en un instante posterior 7.
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La velocidad del planeador como una funcién del tiempo es

% = v(t) = —(3sent)i + (3cost)j + 2rk.

Al integrar ambos lados de esta tltima ecuacion diferencial tenemos
r(1) = 3cos )i + (3sent)j + 2k + C,.
Usamos la condicion inicial r(0) = 3i para encontrar C;:
3i = (3¢cos0)i + (3sen0)j + (0P)k + C,
3i =3i + (0)j + (0Ok + C,
C2 = 0.
La posicion del planeador como una funcion de ¢ es

r(t) = (3cost)i + (3sent)j + k.

Esta es la trayectoria del planeador mostrada en la figura 13.9. Si bien la trayectoria se asemeja
a la de una hélice, porque es como una espiral alrededor del eje z, no es una hélice por su modo
de elevarse. (Diremos mas acerca de esto en la seccion 13.5).

Nota: En este ejemplo los dos vectores constantes de integracion, C; y C,, resultaron
ser 0. Los ejercicios 15 y 16 ilustran ejemplos para los cuales los vectores constantes de inte-
gracion no son 0. u

Ecuaciones vectoriales y paramétricas para el movimiento de un proyectil ideal

Un ejemplo clasico de integracion de funciones vectoriales es la derivacion de las ecuaciones
para el movimiento de un proyectil. En fisica, el movimiento de proyectiles describe como un
objeto disparado con cierto angulo, desde una posicion inicial y sobre el que actiia solamente
la fuerza de la gravedad, se mueve en un plano coordenado vertical (es decir, su trayectoria esta
contenida en un plano vertical). En el ejemplo clésico, ignoramos los efectos de cualquier
fuerza de friccion sobre el objeto, la cual puede variar con la rapidez y la altura del proyectil.
También ignoramos el hecho de que la fuerza de gravedad cambia ligeramente al modificarse
la altitud del proyectil. Ademas, ignoramos los efectos en distancias largas producidos por la
rotacion de la Tierra, debajo del proyectil, tal como sucede en el despegue de un cohete o el dis-
paro de un proyectil por un candn. Al ignorar estos efectos tenemos una aproximacion razo-
nable del movimiento en la mayoria de los casos.

Para deducir las ecuaciones de movimiento de un proyectil, suponemos que éste se com-
porta como una particula que se mueve en un plano coordenado vertical, y que la unica fuerza
que actia sobre el proyectil durante su vuelo es la fuerza constante de la gravedad, la cual siem-
pre apunta hacia abajo. Suponemos que el proyectil es lanzado desde el origen en el instante
t = 0 hacia el primer cuadrante con una velocidad inicial vy (figura 13.10). Si vy forma un an-
gulo « con la horizontal, entonces

vo = (|vo|cos @)i + (|vo|sen a)j.
Si usamos la notacion mas simple vy para la rapidez inicial |v¢|, entonces
vy = (vgcos a)i + (vgsen a)j. (3)
La posicion inicial del proyectil es
ro = 0i + 0j = 0. (4)

La segunda ley de Newton para movimiento dice que la fuerza que actia sobre el proyec-
til es igual a la masa m del proyectil multiplicada por su aceleracion, es decir, m(d?r/dt?) sir es
el vector de posicion del proyectil y ¢ el tiempo. Si la fuerza es solamente la fuerza gravita-
cional —mgj, entonces

dr & _

L — ot
d £ y i &)
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donde g es la aceleracion debida a la gravedad. Obtenemos r como una funcién de # al resolver
el siguiente problema con valores iniciales

. . dr .
Ecuacion diferencial: — = —gij
ar
.. . _ dr _ _
Condiciones iniciales: r=r y o Vo cuandot = 0
Al integrar una vez se obtiene
dr

= —(gnj + vo.
0 (g + vo
Integrar de nuevo da
r = —%glz.] + vot + ry.

Al sustituir los valores de vg y ry de las ecuaciones (3) y (4) obtenemos

r= —%gzzj + (vocos a)ti + (vosena)tj + 0.

Vol

Al agrupar términos, tenemos

Ecuacion del movimiento para un proyectil ideal

r = (vocosa)ti + ((vo sen a)t — %gtz)j. (5)

La ecuacion (5) es la ecuacion vectorial para el movimiento de un proyectil ideal. El an-
gulo a es el angulo de lanzamiento (Angulo de disparo o angulo de elevacion) del proyec-
til, y vg, como dijimos antes, es la rapidez inicial del proyectil. Los componentes de r dan las
ecuaciones paramétricas

x = (vycos a)t y y = (vosena)t — %gtz, (6)
donde x es la distancia horizontal recorrida, y y es la altura del proyectil en el instante # = 0.
EJEMPLO 4  Un proyectil es disparado desde el origen sobre suelo horizontal con una rapi-

dez inicial de 500 m/seg y un angulo de lanzamiento de 60°. ;Donde se encontrard el proyectil
10 segundos después?

Solucion  Usamos la ecuacion (5) con vy = 500, @ = 60°, g = 9.8 y t = 10 para encontrar
los componentes del vector de posicion del proyectil 10 segundos después del disparo.

r = (vgcosa)ti + ((vo sen )t — %gtz)]

- (500)(%)(10)i + ((500)(?)10 - (%)(9.8)(100))j

~ 2500i + 3840j

Diez segundos después del disparo, el proyectil estd aproximadamente a 3840 m sobre el suelo
y a 2500 m de distancia horizontal del origen. [ |

Los proyectiles ideales se mueven a lo largo de parabolas, como deduciremos de la ecua-
cion (6). Si sustituimos ¢ = x/(vy cos «) de la primera ecuacion en la segunda, obtenemos la
ecuacion en coordenadas cartesianas.

y = _<7g )x2 + (tan a)x.

2v¢ cos® a

Esta ecuacion tiene la forma y = ax? + bx, por lo que su grafica es una paréabola.



(X0, o)

0

FIGURA 13.11 La trayectoria de un
proyectil disparado desde (x, y9) con
una velocidad inicial vy y un angulo

de « grados con respecto a la horizontal.
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Un proyectil alcanza su punto mas alto cuando el componente vertical de su velocidad es
cero. Si se le dispara sobre suelo horizontal, el proyectil aterriza cuando su componente vertical
es cero en la ecuacion (5), y el rango o alcance R es la distancia del origen al punto de impacto.
Aqui resumimos los resultados, los cuales habra que verificar en el ejercicio 27.

Altura, tiempo de vuelo y alcance para el movimiento de un proyectil ideal
Para el movimiento de un proyectil ideal, cuando un objeto es lanzado desde el origen
sobre una superficie horizontal con rapidez inicial vy y dngulo de lanzamiento a:

o (vg sen ar)?
Altura maxima: — ymax = T
' 2vq sen «
Tiempo de vuelo: t= g
v()2
Alcance: R = g sen 2.

Si disparamos nuestro proyectil ideal desde el punto (x, y9) y no desde el origen (figura 13.11),
el vector de posicion para la trayectoria del movimiento es

r = (xo + (vocosa)t)i + <y0 + (vpsena)t — %gtz)j, (7)

como se pide demostrar en el ejercicio 29.

Movimiento de un proyectil con rafagas de viento

El siguiente ejemplo ilustra como tomar en cuenta otra fuerza que actua sobre un proyectil y
que se debe a rafagas de viento. También suponemos que la trayectoria de la pelota de béisbol
del ejemplo 5 esta en un plano vertical.

EJEMPLO 5  Una pelota de béisbol es bateada cuando esta a 3 ft sobre el suelo. Abandona
el bate con una rapidez inicial de 152 ft/seg, formando un angulo de 20° con la horizontal. En el
instante en que la pelota es bateada, una rafaga instantanea de viento sopla en direccion hori-
zontal en sentido opuesto a la direccion que la pelota esta tomando hacia el jardin, agregando
un componente de —8.8i (ft/seg) a la velocidad inicial de la pelota (8.8 ft/seg = 6 mph).

(a) Obtenga la ecuacion vectorial (vector de posicion) de la trayectoria de la pelota.

(b) (Qué tan alto sube la pelota y cuando alcanzara la altura méxima?

(¢) Suponiendo que la pelota no es atrapada, obtenga su alcance y tiempo de vuelo.

Solucion

(a) De acuerdo con la ecuacion (3) y tomando en cuenta la rafaga de viento, la velocidad ini-
cial de la pelota es

vo = (vpcosa)i + (vgsena)j — 8.8i
= (152 c0s20°)i + (152sen20°)j — (8.8)i
= (152 cos 20° — 8.8)i + (152 sen 20°)j.

La posicion inicial es ro = 0i + 3j. La integracién de d?r/dt? = —gj da como resultado

d .
;lt‘ = —(gt)j + vo.
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(b)

(©

Una segunda integracion da por resultado
— L
r——EgJ-l—vot-i-ro.

Al sustituir los valores de vy y r¢ en la ultima ecuacion, obtenemos el vector de posicion
de la pelota.

r = —%gtzj + vot + 1g

1674 + (152 cos 20° — 8.8)ri + (152 sen20°)tj + 3j

(152c0520° — 8.8)ri + (3 + (1525en20°)r — 167%);.

La pelota alcanza su punto mas alto cuando el componente vertical de la velocidad es cero,
es decir,

dy

— = 152sen20° — 32t = 0.
dt

Al despejar ¢ obtenemos

_ 152 sen 20°

! 32

~ 1.62 seg.

Al sustituir este tiempo en el componente vertical de r obtenemos la altura maxima
Ymax = 3 + (1525en20°)(1.62) — 16(1.62)2
~ 452 ft.

Es decir, la altura maxima de la pelota es de alrededor de 45.2 ft, y se alcanza aproximada-
mente 1.6 segundos después del instante en que es bateada.

Para ver cuando toca tierra la pelota, igualamos a 0 el componente vertical de r y despe-
jamos at:

3+ (152sen20°)¢ — 1672 = 0
3+ (51.99) — 16/2 = 0.

Los valores que resuelven la ecuacion son, aproximadamente, t = 3.3 sy t = —0.06 seg.
Al sustituir el valor positivo en el componente horizontal de r, obtenemos el alcance

R = (152 cos 20° — 8.8)(3.3)
~ 442 ft.

Por lo tanto, el alcance horizontal es de aproximadamente 442 ft, y el tiempo de vuelo es
de alrededor de 3.3 segundos. [ |

En los ejercicios 37 y 38 consideramos el movimiento del proyectil cuando existe resisten-

cia del aire que frena el vuelo.

Ejercicios 13.2

Integracién de funciones vectoriales
Calcule las integrales de los ejercicios 1 a 10.

1
1. /[Pi+ 7i + (t + DK] dt
0

2. /2{(6 —6i + 3V + (%)k} dt
1

/4
3. / [(sen®)i + (1 + cost)j + (sec® k] dt
—m/4

/

/3
4. / [(secttan®)i + (tant)j + (2 sentcos ¢)K] dt
0

4
1. |
5.[L1+57t]+2tk dt




6.A{\/12_7t2i+

e
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V3

1+7

k| dt
! 2

. A[ze’i+ef’j+k]dt

In3
X [te'i + €'j + IntK]dt

/2
/ [costi — sen2rj + sen® t K] dt

0

ks
. / [secti + tan’rj — tsen k] dt
0

Problemas con valores iniciales
Resuelva los problemas con valores iniciales que se indican en los ejerci-
cios 11 a 16 para r como una funcién vectorial de 7.

11. Ecuacion diferencial: % = —ti—tj —tk
Condicion inicial: r(0) =i+ 2j + 3k

12. Ecuacion diferencial: % = (1800)i + (1807 — 16£)j
Condicion inicial: r(0) = 100j

. . . dr 3 ,

13. : =S+ DY j+
Ecuacion diferencial ) (t+ D)%+ e p k
Condicion inicial: r(0) = k

14. Ecuacion diferencial: % = (£ + 4)i + 1j + 2k
Condicion inicial: r(0) =i+j

o . d’r

15. Ecuacion diferencial: ﬁ = —32k

Condicion inicial: r(0) = 100k y
dr . .

ul — +
ar | o 8i + §j

S . d’r L.

16. Ecuacion diferencial: ? =—@{+j+k
Condicion inicial: r(0) = 10i + 10j + 10k y

dr -~
dt =0 =0

Movimiento a lo largo de una linea recta

17

18.

. En el instante # = 0, una particula se localiza en el punto (1, 2, 3).
Viaja en linea recta hasta el punto (4, 1, 4), tiene una rapidez de 2 en
(1, 2, 3) y aceleracion constante 3i — j + k. Obtenga la ecuacion para
el vector de posicion r(¢) de la particula en el instante 7.

Una particula que viaja en linea recta se localiza en el punto (1, —1, 2)
y tiene una rapidez de 2 en el instante 7 = 0. La particula se desplaza
hacia el punto (3, 0, 3) con una aceleracion constante 2i + j + k.
Obtenga el vector de posicion r(f) en el instante 7.

Movimiento de proyectiles
Los proyectiles de los siguientes ejercicios deben considerarse ideales,
a menos que se indique lo contrario. Se supone que los angulos de lanza-

mi

ento se miden con respecto a y a partir de la horizontal. Se supone que

todos los proyectiles se lanzan desde el origen y sobre una superficie hori-
zontal a menos que se especifique de otra forma.

19

. Tiempo de recorrido Un proyectil es disparado a una rapidez de
840 m/seg con un angulo de 60°. ;Cuanto tiempo tardard en alcanzar
un desplazamiento horizontal de 21 km?

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

28.

29.
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Calculo de la rapidez de boca Calcule la rapidez de boca (maxima
rapidez inicial) de un cafién cuyo alcance maximo es de 24.5 km.

Tiempo de vuelo y altura Un proyectil se dispara con una rapidez
inicial de 500 m/s con un angulo de elevacion de 45°.

a. ;Cuando y qué tan lejos tocara tierra el proyectil?

b. (A qué altura estara el proyectil cuando se encuentre a una
distancia horizontal de 5 km?

¢. (Cual es la maxima altura alcanzada por el proyectil?

Lanzamiento de una pelota Una pelota de béisbol se lanza desde
las gradas a 32 ft sobre el campo con un angulo de 30° hacia arriba
con respecto a la horizontal. ;Cuando y a qué distancia tocara el suelo
si su rapidez inicial es de 32 ft/seg?

Lanzamiento de pelotas de golf Una maquina que lanza pelotas
de golf, dispara al nivel del suelo una pelota con un angulo de 45°.
La pelota toca tierra a 10 m de distancia.

a. (Cual fue la rapidez inicial de la pelota?

b. Para la misma rapidez inicial, obtenga los dos angulos de lanza-
miento para los cuales el alcance sea de 6 m.

Haz de electrones Un electron en un cinescopio de TV es lanzado
horizontalmente con una rapidez de 5 X 10° m/s hacia la parte delan-
tera del tubo a 40 cm de distancia. jAproximadamente a qué distancia
caera el electron antes de que choque

Angulos de disparo de igual alcance ;Cudles son los dos 4ngulos
de elevacion que haran que un proyectil alcance un objetivo a 16 km de
distancia al mismo nivel del arma si la velocidad inicial del proyectil
es de 400 m/seg?

Alcance y altura contra rapidez

a. Demuestre que al duplicar la rapidez inicial de un proyectil con
un angulo de lanzamiento dado, su alcance se multiplica por 4.

b. (En qué porcentaje debe incrementarse la rapidez inicial para
duplicar la altura y el alcance?

. Verifique los resultados dados en el texto (a continuacion del ejem-

plo 4) para la altura maxima, tiempo de vuelo y alcance del movi-
miento de un proyectil ideal.

Choque de canicas La figura muestra un experimento con dos ca-
nicas. La canica 4 fue lanzada hacia la canica B con un angulo de lan-
zamiento « y a una rapidez inicial vy. En el mismo instante, la canica
B, en reposo, se dejo caer desde R tan « unidades directamente sobre
un punto a R unidades de distancia horizontal de 4. Se encontr6 que
las canicas chocan sin importar cual es la velocidad inicial vy. jFue
esto mera coincidencia o debia ocurrir? Justifique su respuesta.

B
/. K
///’.
< -
< -
T 1
//:// - Egtz
P -7 R tan «
-7 -
[
Vo~ oz oV
A A
| |
I R |

Disparo desde (xy,y9) Deduzca las ecuaciones
x = xo + (vgcos a)t,
y =y + (vosena)t — %gt2

[véase la ecuacion (7) del libro] resolviendo el siguiente problema
con los valores iniciales que se indican para un vector r en el plano.
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&r

Ecuacion diferencial: — = —gj

dr

Condiciones iniciales: r(0) = xoi + yoj

%(0) = (vgcos )i + (vgsen a)j

30. Cima de una trayectoria Para un proyectil que se dispara desde el

31.

32.

suelo con un angulo de inclinacion « y rapidez inicial v, considere
a o como una variable y a vy como una constante. Para cada 0 < «
< a7/2, se obtiene una trayectoria parabolica como se muestra en la
figura. Demuestre que los puntos en el plano que proporcionan las
alturas maximas de estas trayectorias parabdlicas estan en la elipse

2\ 2 4
x2+4( _LO) _w
4g 4g?

donde x = 0.

Elipse

2
e Trayectoria

’ 1
! / parabdlica
~
~ ~o -

f”—__ 1 (lRaymzix>

Lanzamiento colina abajo Un proyectil ideal es lanzado directa-
mente hacia abajo en un plano inclinado, como se muestra en la
figura.

a. Demuestre que el alcance maximo colina abajo se obtiene cuando
el vector de velocidad inicial biseca al angulo AOR.

b. Si el proyectil fuera lanzado colina arriba en vez de hacia abajo,
;qué angulo de lanzamiento maximiza su alcance? Justifique su
respuesta.

>

Vertical

Q

Green elevado Una pelota de golf es golpeada hacia el green que
esta 45 ft arriba del tee (soporte donde se coloca la bola), como se
muestra en la figura, con una rapidez inicial de 116 ft/seg y con un
angulo de elevacion de 45° desde el tee. Suponiendo que el pin, a
una distancia horizontal de 369 ft, no se encuentra en el camino de
la pelota, ;donde caera la pelota en relacion con el pin?

33.

34.

35.

36.
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Tee | |
369 ft :
NO ESTA A ESCALA
Voleibol Un baldn de voleibol es golpeado cuando esta a 4 ft sobre

el sueloy a 12 ft de una red de 6 ft de altura. El balon deja el punto de
impacto con una rapidez inicial de 35 ft/seg a un angulo de 27° y
pasa para el equipo contrario sin ser tocado.

a. Obtenga la ecuacion vectorial para la trayectoria del balon.
b. (Qué altura alcanza el balon y cuando alcanza su altura maxima?
c. Obtenga su alcance y su tiempo de vuelo.

d. ;Cuando esta a 7 ft sobre el suelo? ;A qué distancia horizontal
se encuentra el balon del punto donde tocara el suelo?

e. Suponga que la red se eleva a 8 ft. ;Esto cambia las cosas?
Explique.

Lanzamiento de bala En 1987, en Moscu, Natalya Lisouskaya

establecio un récord mundial femenino en lanzamiento de bala de

8 libras 13 onzas lanzandola a una distancia de 73 ft 10 in. Suponien-

do que lanz6 la bala a un angulo de 40° con respecto a la horizontal,

desde 6.5 ft sobre el suelo, ;cual fue la rapidez inicial de la bala?

Tren miniatura La siguiente fotografia multiflash muestra un tren
miniatura que se desplaza con una rapidez constante en una via hori-
zontal recta. Conforme la maquina se desplaza, una canica se lanza
hacia el aire mediante un resorte en la chimenea de la locomotora.
La canica contintia moviéndose con la misma rapidez hacia delante
que la maquina, y regresa a ésta un segundo después del lanzamiento.
Mida el angulo que forma la trayectoria de la canica con la horizon-
tal y use la informacion para determinar la altura maxima de la canica
y la rapidez de la locomotora.

Bateo de una pelota de béisbol bajo la influencia de una rafaga de
viento Una pelota de béisbol es golpeada cuando esta a 2.5 ft sobre
el suelo. Abandona el bate con una rapidez inicial de 145 ft/seg y un
angulo de lanzamiento de 23°. En el instante del golpe, una rafaga ins-
tantanea de viento sopla contra la pelota, agregando un componente de
—14i (ft/seg) a la velocidad inicial de la pelota. Una barda de 15 ft
de alto esta a 300 ft del home (el pentagono en la caja de bateo) en
la direccion del vuelo.

a. Obtenga una ecuacion vectorial para la trayectoria de la pelota.

b. (A qué altura llega la pelota, y cudndo alcanza su maxima altura?
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c. Calcule el alcance y el tiempo de vuelo de la pelota, suponiendo
que no es atrapada.

d. ;Cuando esta la pelota a 20 ft de altura? ;A qué distancia
(horizontal) esta la pelota del home a esta altura?

e. (Conecta el bateador un jonron? Explique.

Movimiento de proyectiles con arrastre lineal

La principal fuerza que afecta al movimiento de un proyectil, ademas de la
gravedad, es la resistencia del aire. Esta fuerza de retencion es una fuerza
de arrastre o resistencia, y actua en direccion opuesta a la velocidad del
proyectil (véase la figura). Sin embargo, para el movimiento de proyectiles
a través del aire con una rapidez relativamente baja, la fuerza de arrastre
es (aproximadamente) proporcional a la rapidez (elevada a la primera po-
tencia) y, por lo mismo, se llama lineal.

37.

38.

y

Velocidad
Fuerza de

arrastre
Gravedad

Arrastre lineal Deduzca las ecuaciones
Vo B
X = ?(1 — e ) cosa

y = %(1 — e (sena) + %(1 — kt — ¥

resolviendo el siguiente problema con condiciones iniciales para un
vector r en el plano.

Lo oodr_ . . dr
Ecuacion diferencial: pria gj —kv=—gj—k dr
Condiciones iniciales: r(0) =10

dr

= vy = (vgcosa)i + (vysena)j
dat | —o o= (vo ) (vo )i

El coeficiente de arrastre k& es una constante positiva que re-
presenta la resistencia debida a la densidad del aire, vy y « son la
rapidez inicial y el angulo de lanzamiento del proyectil, y g es la ace-
leracion de la gravedad.

Bateo de una pelota de béisbol con arrastre lineal Considere el
problema de la pelota de béisbol del ejemplo 5 cuando hay un arrastre
lineal (véase el ejercicio 37). Suponga que el coeficiente de arras-
tre es k = 0.12, pero sin rafagas de viento.

a. Con base en el ejercicio 37, obtenga la forma vectorial de la
trayectoria de la pelota.

b. ;Qué altura alcanza la pelota y cuando alcanza la méaxima altura?

c. Obtenga el alcance y tiempo de vuelo de la pelota.

d. ;Cuando esta la pelota a 30 ft de altura? ;A qué distancia
(horizontal) esta la pelota del home a esa altura?

e. Una barda de 10 ft de altura se encuentra a 340 ft del home en di-
reccion del vuelo de la pelota. El jardinero puede saltar y atrapar
cualquier pelota a 11 ft por arriba del suelo para impedir que se
vaya sobre la barda. (El bateador conecta un hit o un jonrén?
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Teoria y ejemplos

39.

40.

41.

42.

Establezca las siguientes propiedades de las funciones vectoriales in-
tegrables.

a. Laregla de multiplos escalares constantes:
b b
/ kr(t) dt = k/ r(z) dt (cualquier escalar k)

La regla para negativos,

b b
/(—r(t))dt: —/ r(7) dt,

se obtiene considerando £ = —1.

b. Las reglas de suma y resta:

b b b
/(rl(t) :I:rz(t))dt:/rl(t) dt:l:/rz(t) dt

c. Laregla de multiplos vectoriales constantes:

b b
/ C-r(t)dt=C- / r(z) dt (cualquier vector constante C)
a a

y

b b
/ C Xr(t)dt = C X / r(t) dt (cualquier vector constante C)

Productos de funciones escalares y vectoriales Suponga que la
funcion escalar u(f) y la funcion vectorial r(f) estan definidas para
a=t=bh.

a. Demuestre que ur es continua en [a, b] si u y r son continuas en
[a, b].
b. Siuy rson derivables en [a, b], demuestre que ur es derivable
en [a, b] y que
dr du

d — - -
dt(ur) St

Antiderivadas de funciones vectoriales

a. Con base en el corolario 2 del teorema del valor medio para fun-
ciones escalares, demuestre que si dos funciones vectoriales R;(7)
y Ry(7) tienen derivadas idénticas en un intervalo /, entonces las
funciones difieren en / por un vector constante.

b. Con base en el resultado del inciso (a), demuestre que si R(¢)
es cualquier antiderivada de r(¢) en /, entonces cualquier otra
antiderivada de r en / es igual a R(7) + C para algtin vector
constante C.

El teorema fundamental del calculo El teorema fundamental del
calculo de las funciones escalares de una variable real se aplica tam-
bién para las funciones vectoriales de una variable real. Pruébelo
usando el teorema de las funciones escalares para demostrar primero
que si una funcion vectorial r(7) es continua en a = ¢t = b, entonces

t

% r(7) dr = ¥(1)

en cada punto 7 de (a, b). Luego use la conclusion del inciso (b) del

ejercicio 41 para demostrar que si R es cualquier antiderivada de r en
[a, b] entonces

b
/ r(r) dt = R(b) — R(a).
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43. Bateo de una pelota de béisbol con arrastre lineal bajo una rafaga
de viento Considere otra vez el problema de la pelota de béisbol
del ejemplo 5. Esta vez suponga un coeficiente de arrastre de 0.08
y una rafaga instantanea de viento que agrega un componente de
—17.6i (ft/seg) a la rapidez inicial en el momento en que la pelota

es golpeada.

Capitulo 13: Funciones con valores vectoriales y movimiento en el espacio

e. Una barda de 20 ft de alto esta a 380 ft del home en la direccion del
vuelo de la pelota. ¢ El bateador hace un jonrén? Si la respuesta
es afirmativa, ;qué cambio en el componente horizontal de la
velocidad inicial de la pelota hubiera mantenido a la pelota
dentro del parque? En caso negativo, ;qué cambio le hubiera
permitido ser un jonron?

a. Obtenga una ecuacion vectorial para la trayectoria de la pelota. 44. Altura contra tiempo Demuestre que un proyectil llega a tres cuar-

b. ;Qué altura alcanza la pelota y cuando alcanza su maxima altura?

tos de su altura maxima en la mitad del tiempo que le toma alcanzar
la maxima altura.

c. Calcule el alcance y tiempo de vuelo de la pelota.

d. ;Cuando esta la pelota a 35 ft de altura? ;A qué distancia
(horizontal) se encuentra la pelota del home a esa altura?

13 3 | Longitud de arco en el espacio
|

Punto base

FIGURA 13.12 En las curvas suaves puede
marcarse una escala como en la recta numé-
rica. La coordenada de cada punto es su
distancia dirigida a lo largo de la curva hasta
un punto base preseleccionado.

En esta seccion y en las dos siguientes estudiaremos los pardmetros matematicos asociados con
la forma de una curva que describen qué tanto ésta se curva o se tuerce.

Longitud de arco a lo largo de una curva en el espacio

Una de las caracteristicas de las curvas suaves en el espacio y en el plano es que se puede medir
su longitud. Esto nos permite localizar puntos en estas curvas por medio de su distancia diri-
gida, s, a lo largo de la curva y desde un punto base, de la misma forma en que localizamos
puntos en los ejes coordenados al dar su distancias dirigidas al origen (figura 13.12). Esto es
lo que hicimos para curvas en el plano en la seccion 11.2.

Para medir la distancia a lo largo de una curva suave en el espacio, agregamos el término z
a la formula que usamos para las curvas en el plano.

DEFINICION La longitud de una curva suave r(f) = x(O)i + y()j + z(Hk,
a =t = b, recorrida exactamente una vez cuando ¢ va desde t = a hasta t = b, es

VG e o

Al igual que con las curvas planas, podemos calcular la longitud de una curva en el es-
pacio a partir de cualquier parametrizacion conveniente que satisfaga las condiciones requeri-
das. Omitiremos la prueba.

La raiz cuadrada en la ecuacion (1) es |v|, la longitud del vector velocidad dr/dt. Esto nos
permite escribir la formula de la longitud en forma simplificada.

Foérmula para la longitud de un arco

L= /b|v|dt (2)

EJEMPLO 1 Un planeador se eleva a lo largo de la hélice r(f) = (cos #)i + (sen #)j + tk.
(Cual es la longitud de la trayectoria del planeador, desde # = 0 hasta t = 27?




FIGURA 13.13 La hélice del ejemplo (1),
r(t) = (cos )i + (sen 1)j + rk.

Punto

=<

r P(1)
0

base
\ 0 \y
P(ty)

FIGURA 13.14 La distancia dirigida a lo
largo de la curva desde P(¢) hasta cualquier
punto P(¢) es

X

s(t) = /1|V(T)|d7'.

13.3  Longitud de arco en el espacio 725

Solucion  El segmento de la trayectoria durante este tiempo corresponde a una vuelta com-
pleta de la hélice (figura 13.13). La longitud de esta parte de la curva es

b 2
L= / Ividt = [ V(—sent)? + (cost)® + (1)2dt
a 0

2
— [ \/2dt = 2\/2 unidades de longitud.
0

Esto es \V/2 veces la longitud de la circunferencia en el plano xy sobre el cual se eleva la
hélice. "

Si seleccionamos un punto base P(#) en una curva suave C parametrizada por ¢, cada valor
de ¢ determina un punto P(¢) = (x(¢), y(¢), z(¢)) en Cy una “distancia dirigida”

s(¢) =/|v(7)|dr,

medida a lo largo de C desde el punto base (figura 13.14). Esta es la funcién de longitud de
arco que definimos en la seccion 11.2 para curvas planas que no tienen un componente z. Si
t > ty, s(t) es la distancia a lo largo de la curva de P(fy) hasta P(¢). Si t < ty, s(¢) es el negativo
de la distancia. Cada valor de s determina un punto en C, y esto parametriza a C con respecto a s.
Llamamos a s un parametro de longitud de arco de la curva. El valor del parametro se incre-
menta en la direccion en la que crece . Veremos que el parametro de longitud de arco es particu-
larmente qtil al estudiar los giros y las torsiones naturales a una curva en el espacio.

Parametro de longitud de arco con punto base P(t))

s(t) = / VI (DP + (0P + [2(n)P dr = / |v(7)|dr (3)

Usamos la letra griega 7 (“tau’) como variable de integracion en la ecuacion (3), porque la
letra ¢ ya la estamos usando como limite superior.

Si una curva r(¢) ya estd dada en términos de algiin parametro 7, y s(¢) es la funcion de
longitud de arco dada por la ecuacion (3), entonces a veces podemos despejar ¢ como fun-
cion de s: t = #(s). Asi, la curva se puede reparametrizar en términos de s sustituyendo a ¢:
r = r(¢(s)). La nueva parametrizacion identifica un punto en la curva con su distancia dirigida
a lo largo de la curva desde el punto base.

EJEMPLO 2  Este es un ejemplo en el cual si podemos encontrar la parametrizaciéon por
longitud de arco de una curva. Si 7y = 0, el parametro de la longitud de arco a lo largo de la
hélice

r(z) = (cost)i + (sent)j + rk

defyates

t
s(1) :/|V(T)|d1' Ecuacién (3)
to

t
= / \6(17 Valor del ejemplo 1
0
= V21

Al despejar ¢ de esta ecuacion, obtenemos que ¢ = s/ V/2. Sustituimos este valor en el vector
de posicidn r para obtener la siguiente parametrizacion por longitud de arco para la hélice:

r(t(s)) = (cos\%)i + <sen\sﬁ>j + %k. ]
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X

FIGURA 13.15 Obtenemos el vector
tangente unitario T dividiendo v entre |v].

X2+ y2 =1
P(x,y)

0 ao "

FIGURA 13.16 Movimiento en sentido
contrario de las manecillas del reloj
alrededor de la circunferencia unitaria.

A diferencia del ejemplo 2, la parametrizacion por longitud de arco es en general dificil de
calcular para una curva ya parametrizada en términos de algun otro parametro ¢. Sin embargo,
y por fortuna, rara vez necesitamos una formula exacta para s(¢) o su inversa #(s).

Rapidez en una curva suave

Puesto que las derivadas dentro del radical de la ecuacion (3) son continuas (la curva es
suave), el teorema fundamental del célculo nos dice que s es una funcion derivable de ¢ con
derivada

&~ v, (4)

La ecuacion (4) dice que la rapidez con la cual se mueve una particula a lo largo de su trayec-
toria es la magnitud de v, lo cual es consistente con lo que ya sabemos.

Si bien el punto base P(f) tiene que ver con la definicion de s en la ecuacion (3), éste no
desempeia ningin papel en la ecuacion (4). La tasa a la que una particula en movimiento
recorre distancia a lo largo de su trayectoria, es independiente de lo lejos que se encuentre del
punto base.

Observe que ds/dt > 0 puesto que, por definicién, [v| nunca se anula para una curva suave.
Vemos otra vez que s es una funcion creciente de 7.

Vector tangente unitario T

Ya sabemos que el vector velocidad v = dr/dt es tangente a la curva r(z) y que el vector

es, por lo tanto, un vector tangente unitario a la curva (suave), llamado vector tangente uni-
tario (figura 13.15). El vector tangente unitario T es una funcion derivable de ¢ siempre que v
sea una funcion derivable de r. Como veremos en la seccion 13.5, T es uno de tres vectores uni-
tarios en un sistema de referencia movil que se usa para describir el movimiento de objetos que
viajan en tres dimensiones.

EJEMPLO 3 Obtenga el vector tangente unitario a la curva
r() = 3cos )i + (3sent)j + £k

que representa la trayectoria del planeador del ejemplo 3, en la seccion 13.2.

Solucion  En aquel ejemplo, obtuvimos

v = % = —(3sent)i + (3cost)j + 2tk
y
v = V9 + 47,
Por lo tanto,
v _  3sent . 3cost . 2t

+ + k.
v Vo + a2 Nota o +ar

Para el movimiento en sentido contrario de las manecillas del reloj
r(z) = (cos )i + (seni)j
alrededor de la circunferencia unitaria, vemos que
v = (—sen?)i + (cos?)j

ya es un vector unitario, de manera que T = v (figura 13.16).
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13.3 Longitud de arco en el espacio

El vector velocidad es el cambio en el vector de posicion r con respecto al tiempo ¢, pero
;,como cambia el vector de posicion con respecto a la longitud de arco? Mas exactamente,
(cudl es la derivada dr/ds? Puesto que ds/dt > 0 para las curvas que estamos considerando,
S €s uno a uno y tiene una inversa que pone a t como una funcion derivable de s (seccion 7.1).

La derivada de la inversa es

d 1 1

ds ~ dsjdr |v|

Esto hace a r una funcién derivable de s cuya derivada puede calcularse con la regla de la

cadenay es

dr _ S S
ds dt ds |V| |v|

_drdt _ I_L:T_ (5)

Esta ecuacion dice que dr/ds es el vector tangente unitario en la direccion del vector de la

velocidad v (figura 13.15).

Ejercicios 13.3

Obtencion de vectores tangentes y longitudes
En los ejercicios 1 a 8, obtenga el vector tangente unitario a la curva. Tam-
bién, calcule la longitud de la parte indicada de la curva.

1.

10.

. r(7) = (tsent + cost)i + (tcost — sent)j,

r(1) = (2cost)i + (2sent)j + \/gtk, 0==t=m

2. r(¢t) = (6sen2t)i + (6¢cos2t)j + 5tk, 0=t=m
3.r() =1+ (2/3)%k, 0=1r=38

4. r()=Q2Q+ni—(+1)j+tk, 0=r=3

5. 1(f) = (cos’t)j + (sen’t)k, 0 =1=< /2

6.
7
8
9

r()) =6°i— 2 — 3k, 1=t=2

. r(¢) = (tcost)i + (tsent)j + (2\/5/3)t3/2k, Ost=m

V2=r=2

. Obtenga el punto sobre la curva

r(t) = (Ssent)i + (5cost)j + 12tk

que se encuentra a una distancia, a lo largo de la curva, de 267
unidades desde el punto (0, 5, 0) y en la direccion en la que crece
la longitud de arco.

Determine el punto en la curva
r(z) = (12sent)i — (12 cost)j + 5tk

que se encuentra a una distancia de 137 unidades a lo largo de la
curva desde el punto (0, —12, 0) en la direccién opuesta a la direc-
cién en que crece la longitud de arco.

Parametro de longitud de arco

En

los ejercicios 11 a 14, obtenga el parametro de longitud de arco a lo

largo de la curva desde el punto donde # = 0, calculando la integral

s = /t|v(7)|d7'
0

de la ecuacion (3). Luego calcule la longitud de la parte indicada de la
curva.

11.
12.
13.
14.

r(t) = (4cost)i + (4sent)j + 3tk, 0=1¢=m/2

r(z) = (cost + tsent)i + (sent — tcost)j, w2 =t=m
r(t) = (e'cost)i + (e'sent)j + ek, —Ind=r=20
r()=(1+20i+ 1 +3)j+(6—-60k, —1=t=0

Teoria y ejemplos

15.

16.

17.

18.

Longitud de arco Calcule la longitud de la curva

() = (V)i + (V)i + (1 - Ak
desde (0,0, 1) a (\[2, \[2, 0).

Longitud de una hélice La longitud 27\V/2 de una de las vueltas
de la hélice del ejemplo 1 es también la longitud de la diagonal de un
cuadrado de 27 unidades de longitud por lado. Muestre como obtener
este cuadrado cortando y aplanando una parte del cilindro en el que
se enrolla la hélice.

Elipse

a. Demuestre que la curva r(f) = (cos #)i + (sen #)j + (1 — cos 7k,
0 = ¢ = 27 es una elipse, mostrando que es la interseccion de
un cilindro circular recto y un plano. Obtenga las ecuaciones del
cilindro y del plano.

b. Grafique la elipse en el cilindro. Agregue a su grafica los vectores
tangentes unitarios en ¢t = 0, /2, 7, y 37 /2.

c. Demuestre que el vector de aceleracion siempre es paralelo al
plano (ortogonal a un vector normal al plano). Por lo tanto, si
dibuja la aceleracién como un vector unido a la elipse, estara
en el plano de la elipse. Agregue a su dibujo los vectores de
aceleracion parat = 0, 7/2, m,y 37/2.

d. Escriba una integral para la longitud de la elipse. No trate de calcu-
lar la integral, pues no es integrable en términos elementales.

e. Integrador numérico Calcule la longitud de la elipse con pre-
cision de dos cifras decimales.

La longitud es independiente de la parametrizacion Para ilustrar
el hecho de que la longitud de una curva suave en el espacio no de-
pende de la parametrizacion que use para calcularla, calcule la lon-
gitud de una vuelta de la hélice del ejemplo 1 con las siguientes
parametrizaciones.

a. r(f) = (cos4n)i + (sen4t)j + 4tk, 0=1t=7/2
b. r(¢) = [cos (#/2)]i + [sen(#/2)]j + (¢/2)k, 0 <t = 4w

c. () = (cost)i — (sent)j —tk, 2w =t=0
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19. La involuta de una circunferencia Si una cuerda enrollada alre- 20.

dedor de una circunferencia fija se desenrolla manteniéndola tensa y
en el plano de la circunferencia, su extremo P traza una involuta de la

circunferencia. En la figura, se muestra la circunferencia en cuestion, 21
la cual estd dada por x2 + 2 = 1, y el punto que traza la curva co-
mienza en (1, 0). La parte no desenrollada de la cuerda es tangente
a la circunferencia en Q, y ¢ es la medida en radianes del angulo del
eje x positivo al segmento OQ. Deduzca las ecuaciones paramétricas 22.

X =cost + tsent, y =sent — tcost, t>0

del punto P(x, y) de la involuta.

Q Cuerda
/

P(x, y)

/ x
v 1 (1,0)

(Continuacion del ejercicio 19). Obtenga el vector tangente unitario
de la involuta de la circunferencia en el punto P(x, y).

Distancia a lo largo de una recta Demuestre que si u es un vector
unitario, entonces el parametro de la longitud de arco a lo largo de
la recta r(f) = Py + tu desde el punto Py(xo, yo, zo) donde t = 0 es
t mismo.

Utilice la regla de Simpson con n = 10 para aproximar la longitud de
arco de r(f) = ti + £%j + 13k desde el origen al punto (2, 4, 8).

13 4 Curvatura y vectores normales de una curva
[}

En esta seccion estudiaremos como se dobla o tuerce una curva. Veremos primero las curvas en
y el plano coordenado y luego las curvas en el espacio.

Curvatura de una curva plana

Cuando una particula se mueve a lo largo de una curva suave en el plano, T = dr/ds gira con-
forme la curva se va doblando. Puesto que T es un vector unitario, su longitud es constante
y solo cambia su direccion cuando la particula se desplaza a lo largo de la curva. La razén a
la que T gira por unidad de longitud a lo largo de la curva se llama curvatura (figura 13.17).
El simbolo tradicional para la funcion de curvatura es la letra griega « (“kappa”).

0

FIGURA 13.17 Cuando P se mueve a lo
L curvatura de la curva es
largo de la curva, en la direccion en que

crece la longitud del arco, el vector tangente
unitario va girando. El valor de |dT/ds| en P

se llama la curvatura de la curva en P.

DEFINICION  Si T es el vector tangente unitario de una curva suave, la funcién de

ar
ds

K =

Si |[dT/ds| es grande, T gira rapidamente cuando la particula pasa por P, y la curvatura
en P también es grande. Si |dT/ds| es cercana a cero, T gira mas lentamente y la curvatura en
P es menor.



T

FIGURA 13.18 A lo largo de una linea
recta, T siempre apunta en la misma
direccion. La curvatura |dT/ds| es cero
(ejemplo 1).
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Si una curva regular r(f) esta dada en términos de otro parametro ¢ diferente al parametro
de longitud de arco s, podemos calcular la curvatura como

dar
ds
_ 1

|ds/dt|
1 |dT

=il ar |

_|dra
dt ds

ar
dt

K = Regla de la cadena

Férmula para el calculo de la curvatura
Si r(¢) es una curva suave, entonces la curvatura es

1

M

dT

dt

donde T = v/|v| es el vector tangente unitario.

Para poner a prueba la definicion, veremos en los ejemplos 1 y 2 que aparecen a continua-
cion que la curvatura es constante para las lineas rectas y las circunferencias.

EJEMPLO 1 Una linea recta es parametrizada por r(f) = C + ¢v para vectores constantes
C y v. Por lo tanto, r'(f) = v y el vector tangente unitario T = v/|v| es un vector constante que
siempre apunta en la misma direccion y su derivada es 0 (figura 13.18). Se deduce que, para
cualquier valor del parametro ¢, la curvatura de la linea recta es

1 - L

vl vl

dT

dt

[0] = 0. ]

EJEMPLO 2 Aqui obtenemos la curvatura de una circunferencia. Empezamos con la para-
metrizacion

r(t) = (acost)i + (asent)j
de una circunferencia de radio a. Entonces,

v = % = —(asent)i + (acosit)j

Iv| = V(=asent)* + (acost)* = Va® = |a| = a.

Puesto que a > 0,
la] = a.

De esto obtenemos

T = ﬁ = —(sen?)i + (cost)j
v
% = —(cost)i — (sent)j
% = Vcos’t + sen’s = 1.

Por lo tanto, para cualquier valor del pardmetro ¢, la curvatura de la circunferencia es

1

K =
vl

dT

dt

1
radio’

—t=1-= m

Si bien la formula para el calculo de « en la ecuacion (1) también es valida para curvas
en el espacio, en la siguiente seccién encontraremos otra férmula que es mas conveniente de
aplicar, desde el punto de vista computacional.
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N_ LdT Entre los vectores ortogonales al vector tangente unitario T hay uno de particular im-
T xds ¢  bortancia porque apunta en la direccion en la cual gira la curva. Puesto que T tiene longitud
constante (a saber, 1), la derivada d'T/ds es ortogonal a T (ecuacion 4, secciéon 13.1). Por lo
T tanto, si dividimos d'T/ds entre su longitud x, obtenemos un vector unitario N ortogonal a T
P, P, (figura 13.19).
N
1 dT DEFINICION En un punto donde k # 0, el vector normal unitario principal de
Po" N=a una curva suave en el plano es
_1dT
FIGURA 13.19 El vector dT/ds, normal a N = K gg -
la curva, siempre apunta en la direccion en la s
cual T esta girando. El vector normal unitario

N es la direccion de d'T/ds.

El vector dT/ds apunta en la direccion en la que T gira al doblarse la curva. Por lo tanto,
si observamos en la direccion en la que la longitud del arco aumenta, el vector d'T/ds apunta
hacia la derecha si T gira en el sentido de las manecillas del reloj, y hacia la izquierda si T gira
en sentido contrario a las manecillas del reloj. En otras palabras, el vector normal principal N
apunta hacia el lado concavo de la curva (figura 13.19).

Si una curva suave r(?) esta dada en términos de algun parametro ¢ diferente del parametro
de longitud de arco s, podemos usar la regla de la cadena para calcular N directamente:

dT/ds

~|dT/ds|
(dT/dr)(dt/ds)

|4/ ar||dr/ds|

= e . a_ 1 0 se cancela.
| dT/dt| ds  ds/dt

Esta formula nos permite obtener N sin necesidad de hallar primero k y s.

Foérmula para calcular N
Si r(¢) es una curva suave, entonces el vector normal unitario principal es

_ dT/dt
N= |dT/dt| @)

donde T = v/|v| es el vector tangente unitario.

EJEMPLO 3 Obtenga T y N para el movimiento circular
r(7) = (cos2¢t)i + (sen 2t)j.

Solucion  Primero encontramos T:

v = —(2sen2t)i + (2 cos 2t)j

\/4 sen’ 2t + 4cos? 2t = 2

lv] =
T = ﬁ = —(sen2t)i + (cos 21)j.
A partir de esto vemos que
% = —(2cos20)i — (2sen2t)j

‘dl V4 cos?2t + 4sen®2t = 2

dt




Circulo de
curvatura

Centro de

curvatura
° Curva

Radio de
curvatura

FIGURA 13.20 El circulo osculador en
P(x, y) esta hacia el lado interior de la
curva.
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dT/dt
|dT/dt|

= —(cos 2t)i — (sen2t)j. Ecuacion (2)

Observe que T - N = 0, lo que comprueba que N es ortogonal a T. Advierta también que, para
este movimiento circular, N apunta de r(¢) hacia el centro de la circunferencia en el origen. m

Circulo de curvatura para curvas planas

El circulo de curvatura o circulo osculador en un punto P de una curva plana donde k # 0
es el circulo en el plano de la curva que

1. Estangente a la curva en P (tiene la misma recta tangente que la curva)
2. Tiene la misma curvatura que tiene la curva en P
3. Estadel lado concavo o interno de la curva (como en la figura 13.20).

El radio de curvatura de la curva en P es el radio del circulo de curvatura, el cual, de
acuerdo con el ejemplo 2, es

Radio de curvatura = p = %

Para determinar p, obtenemos k y tomamos su reciproco. El centro de curvatura de la curva
en P es el centro del circulo de curvatura.

EJEMPLO 4  Obtenga y grafique el circulo osculador de la parabola y = x? en el origen.

Solucion  Parametrizamos la parabola con el parametro ¢ = x (seccion 11.1, ejemplo 5)
r() = ti + Aj.

Primero calculamos la curvatura de la parabola en el origen usando la ecuacion (1):

dr
v:

E:i+2tj
[v|= V1 + 4

de manera que

T = ﬁ = (1 + 4272 + 211 + 42)7'7j.
v

A partir de esto vemos que

‘% = =41 + 4A) 721+ [2(1 + 4A) 72 = 82(1 + 4A) .

En el origen, # = 0, por lo que la curvatura es

K(O) = m ‘% (0)‘ Ecuacion (1)
1
= ——|0i + 2j|
Vi

(HVO? + 22 =2.
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Circulo
osculador\

0 1

FIGURA 13.21 Circulo osculador de la
parabola y = x% en el origen (ejemplo 4).

FIGURA 13.22 La hélice
r(t) = (acost)i + (asent)j + brk,

dibujada con a y b positivos y £ = 0
(ejemplo 5).

Por lo tanto, el radio de curvatura es 1/k = 1/2. En el origen tenemos que t = 0y T = i,
de manera que N = j. Por lo tanto, el centro del circulo osculador es (0, 1/2). Asi, la ecuacion

para el circulo osculador es
2 2
o2 Ly (L
(x —0) + <y 2) (2) .

Como podra ver en la figura 13.21, el circulo osculador es una mejor aproximacion a la
parabola en el origen que la aproximacion por la recta tangente y = 0. [ |

Curvatura y vectores normales para curvas en el espacio

Si una curva suave en el espacio esta especificada por el vector de posicion r(f) como funcion
de algun parametro ¢, y si s es el parametro de longitud de arco de la curva, entonces el vector
tangente unitario T es dr/ds = v/|v|. Por consiguiente, la curvatura en el espacio se define
como

o ar
ds

1

v

dT
o (3)

justo como en el caso de curvas planas. El vector dT/ds es ortogonal a T, y definimos que €l
vector normal unitario principal como

_ 1dT _ dT/dt
K ds |dT/dt|’

(4)

EJEMPLO 5  Obtenga la curvatura de la hélice (figura 13.22)

r(z) = (acost)i + (asent)j + bk, a,b =0, at+ b #0.

Solucion  Calculamos T a partir del vector de velocidad v:

v = —(asent)i + (acost)j + bk

Iv| = Va?sen’t + a?cos*t + b> = Va* + b

T="Y = ;[—(a sent)i + (acost)j + bK].

[v] \Va? + b?

Luego usamos la ecuacion (3)

o_ 1lar

|v| | dt

= ! ! [—(acost)i — (asent)j]
Vi + B IVa + p?

= ﬁ | —(cos#)i — (sen?)j|

— a \/ﬁ _ a

= 5 cost)” + (sent)” = ———.
a* + b? ( ) ( ) a> + b

De esta ecuacion, vemos que al aumentar b y manteniendo constante a a, la curvatura decrece.
Pero si a decrece y b se mantiene fija, con el tiempo, la curvatura también decrece.

Si b = 0, la hélice se reduce a una circunferencia de radio a y su curvatura se reduce a 1/a,
como debe ser. Sia = 0, la hélice es el eje z y su curvatura es 0, como debe ser. [ |
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EJEMPLO 6  Obtenga N para la hélice del ejemplo 5 y describa hacia donde apunta el vector.
Solucion  Tenemos
dT 1 . . . -
dr \/m [(acost)i + (asent)j] Ejemplo 5
dT _ 1 \/ 2 2 2 2., a
— ————Va‘cos"t ta‘sen"t = ————
dt Va* + b Va* + b
dT/dt
N=——— Ecuacion (4)
|dT/dt|
\Va* + b 1
= — . [(acost)i + (asent)j]
a Va* + b
= —(cos )i — (sen ?)j.
Por lo tanto, N es paralela al plano xy y siempre apunta hacia el eje z. [ |

Ejercicios 13.4

Curvas planas
Obtenga T, N y k para las curvas planas de los ejercicios 1 a 4.

r(t) = ti + (Incost)j, —-7w/2 <t<m/2
r(t) = (Insect)i + tj, —m/2 <t<m/2
r()) = (2t + 3)i + (5 — A)j

r(t) = (cost + tsent)i + (sent — tcost)j, >0

Férmula de la curvatura para la grafica de una funcién en el
plano xy

a. La graficay = f{(x) en el plano xy automaticamente tiene la
parametrizacién x = x, y = f(x) y la formula vectorial r(x) = xi
+ f(x)j. Use esta formula para demostrar que si f es una funcion
de x dos veces derivable, entonces

17|
[1+ (PP

K\X) =

b. Use la formula para « del inciso (a) para determinar la curvatura
de y = In(cos x), —7/2 < x < /2. Compare su respuesta con
la del ejercicio 1.

c¢. Demuestre que la curvatura es cero en un punto de inflexion.

Foéormula para la curvatura de una curva plana parametrizada

a. Demuestre que la curvatura de una curva suave r(t) = f(¢)i +
g(1)j definida mediante las funciones dos veces derivables
x = f(t) y y = g(¢t) esta dada por la formula

63 — yi|
K=—"-".
( )'62 + )-}2)3/2
Los puntos en la formula denotan diferenciacién con respecto a 7, una

derivada por cada punto. Aplique la formula para determinar las cur-
vaturas de las siguientes curvas.

b. r(t) = ti + (Insent)j, 0<t<
¢. r(r) = [tan"! (senh)]i + (In cosh 7)j.

7.

8.

Normales a curvas planas

a. Demuestre que n(¢) = —g'(0i + f'(Ojy —n@®) = g'(O)i — f'(1)
son normales a la curva r(f) = f()i + g(1)j en el punto (f(?), g(?)).
Para obtener N para una curva plana en particular, podemos seleccio-
nar uno de n o —n del inciso (a), que apunte hacia el lado concavo de
la curva, y convertirlo en un vector unitario. (Véase la figura 13.19).
Aplique este método para encontrar N para las siguientes curvas.

b. r(t) = ti + €%

c. r(t) = V4 —-ri+itj, 2=t=2

(Continuacion del ejercicio 7).

a. Use el método del ejercicio 7 para determinar N para la curva
r(f) = ti + (1/3)¢3j cuando ¢ < 0; cuando ¢ > 0.

b. Calcule N para ¢ # 0, directamente de T, usando la ecuacion (4)
de la curva del inciso (a). Existe N en t = 0? Grafique la curva
y explique qué ocurre con N cuando 7 pasa de valores negativos
a valores positivos.

Curvas espaciales
Obtenga T, N y k para las curvas en el espacio de los ejercicios 9 a 16.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

r(t) = (3sent)i + (3cost)j + 4tk

r(z) = (cost + tsent)i + (sent — tcost)j + 3k
r(t) = (e'cost)i + (e'sent)j + 2k

r(t) = (6sen2¢t)i + (6 cos2t)j + 5tk

r(t) = (#/3)i + (#/2)j, t>0

r(t) = (cos’ )i + (sen®t)j, 0 <t < m/2

r(t) = ti + (acosh (#/a))j, a >0

r(z) = (cosh#)i — (senh?)j + tk

Mas sobre la curvatura

17.

Demuestre que la pardbola y = ax?, a # 0, tiene su mayor curvatura
en su vértice y que no tiene curvatura minima. (Nota: Puesto que la
curvatura de una curva permanece igual si la curva se traslada o se
hace girar, este resultado es verdadero para cualquier parabola).
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18.

19.

20.

Demuestre que la elipse x = acost,y = bsent,a > b > 0, tiene su
curvatura maxima en el eje mayor, y su curvatura minima en el eje
menor. (Como en el ejercicio 17, esto es valido para cualquier elipse).

Maximizacion de la curvatura de una hélice En el ejemplo 5 en-
contramos que la curvatura de la hélice r(f) = (a cos 7)i + (a sen ?)j
+ btk (a, b = 0) es k = a/(a* + b?). ;Cudl es el maximo valor que k
puede tener para un valor dado de b? Justifique su respuesta.
Curvatura total Obtenemos la curvatura total de la parte de una
curva suave que va de s = spa s = s1 > s integrando « de 59 a s;.
Si la curva tiene algun otro parametro, digamos ¢, entonces la curva-
tura total es
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EXPLORACIONES CON COMPUTADORA

En los ejercicios 29 a 34 use un SAC para explorar el circulo osculador
en un punto P de una curva plana donde xk # 0. Use dicho software para
ejecutar los siguientes pasos:

a.

Grafique la curva plana dada en forma paramétrica o como una fun-
cion en el intervalo dado para ver su apariencia.

. Calcule la curvatura « de la curva en ¢y usando la formula apropiada

de los ejercicios 5 o 6. Use la parametrizacionx =ty y = f(¢) sila
curva esta dada como una funcion y = f(x).

. Obtenga el vector normal unitario N en #,. Observe que los signos de

los componentes de N dependen de si el vector tangente unitario T,
ent = ty, gira en el sentido de las manecillas del reloj o en sentido
contrario. (Véase el ejercicio 7).

1
/de—/det /K|V|dt,

donde 7y y # corresponden a s y s;. Calcule las curvaturas totales de

a. La parte de la hélice r(¢) = (3 cos £)i + (3 sen ¢)j + 7k,
0=r=4mw.

d. SiC = ai + bj es el vector que va del origen al centro (a, b) del
circulo osculador, determine el centro C a partir de la ecuacion
vectorial

C = r(t)) + ——N(t).

( 0)
El punto P(xo, o) en la curva esta dado por el vector de posicion
r(t).
Grafique implicitamente la ecuacion (x — a)? + (v — b)> = 1/k? del
circulo osculador. Luego trace juntos la curva y el circulo osculador.

Podria ser necesario experimentar con el tamafio de la ventana de la
grafica, pero asegurese de que sea cuadrada.

27. r(t) = Bcost)i + (5sent)j, 0 =1t=2m, f)=u/4
28. (1) = (cos’ i + (sent)j, 0 =1t=2m, ¢t =m/4
29. r(t) =7Fi+ (£ —30j, —4=t=4, t,=23/5

3t

b. Lapardbolay = x2, —o < x < o,

21. Obtenga la ecuacion para el circulo de curvatura que corresponde a la
curva r(f) = fi + (sen ?)j, en el punto (7 /2, 1). (La curva parametriza
la grafica de y = sen x en el plano xy).

22. Determine una ecuacion para el circulo de curvatura de la curva ¢.
r() = 2Inoni— [t + (1/0]j, e 2 =t = e% en el punto (0, —2),
donde 7 = 1.

La formula
|/ ()]

T+ P

obtenida en el ejercicio 5 expresa la curvatura k(x) de una curva plana dos

veces diferenciable y = f(x) como funcion de x. thenga la funcion de 30. x(1) = (F =20 — i + V1 + tzj’ T2=t=5 =1
curv.atura de ?ada una de las curvaside los ejercicios 23 a 2V6A Luego 3L r(r) = (2t — sen)i + (2 — 2cost)j, 0 =1=3m fo=23m/2
grafique f(x) junto con k(x) sobre el intervalo dado. Encontrara algunas _, . . .

sorpresas. 32. r(t) = (e 'cost)i + (e 'sent)j, 0=1t=6m 1 =u/4
23.y=x2, D=x=2 24. _4/4’ D=x=2 33.y:x2—x, —2=x=5 x=1

25, y=senx, 0=x=2r 26.y=¢, —1=x=2 Moy=a1 -0 -1=x=2 x=1/2

Componentes tangencial y normal de la aceleracion

13.5

Si usted viaja a lo largo de una curva en el espacio, representar los vectores que describen su
movimiento en el sistema de coordenadas cartesiano i, j, k no es realmente relevante para
usted. Lo que si es importante son los vectores representativos de la direccion hacia donde se
dirige (el vector tangente unitario T), la direccion en la que gira la trayectoria (el vector normal
unitario N), y la tendencia de su movimiento a “torcerse” y salirse en direccion perpendicular
(definida por el vector binormal unitario B = T X N) del plano creado por estos vectores.
Expresar el vector de aceleracion a lo largo de la curva como una combinacion lineal de este
sistema TNB de vectores unitarios mutuamente ortogonales que viaja conforme al movimiento
(figura 13.23) es particularmente revelador de la naturaleza de la trayectoria y del movimien-
to a lo largo de ella.

El marco TNB

El vector binormal de una curva en el espacio es B = T X N, un vector unitario ortogonal a
T y N (figura 13.24). Juntos T, N y B definen un marco de referencia vectorial de mano
derecha, en movimiento, que desempefa un papel central para el calculo de las trayectorias de
las particulas que se mueven en el espacio. Se conoce como marco de Frenet (o sistema
Frenet, en honor de Jean-Frédéric Frenet, 1816-1900), o marco TNB.

FIGURA 13.23 El marco (sistema) TNB de
vectores unitarios mutuamente ortogonales
que viajan a lo largo de una curva en el
espacio.



P

/

FIGURA 13.24 Los vectores T, Ny B

(en ese orden) definen un marco de referen-
cia vectorial de mano derecha de vectores

unitarios mutuamente ortogonales en el
espacio.

FIGURA 13.25 Componentes tangencial

y normal de la aceleracion. La aceleracion a
siempre esta en el plano de T y N,
ortogonal a B.

FIGURA 13.26 Los componentes tangencial
y normal de la aceleracion de un cuerpo que
aumenta su rapidez conforme se mueve en
sentido contrario a las manecillas del reloj
alrededor de una circunferencia de radio p.
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Componentes tangencial y normal de la aceleracion

Cuando un cuerpo es acelerado por la gravedad, los frenos o una combinacion de motores en
un cohete, por lo general deseamos saber qué parte de la aceleracion actda en la direccion del
movimiento, es decir, en la direccion tangencial T. Esto lo podemos calcular usando la regla
de la cadena para reescribir a v como

_dr _drds _ pds

Vo d T dsdr - dr

Luego derivamos los dos extremos de esta cadena de igualdades para obtener

2
dvc%ﬂﬂziq+@ﬂ

AT a T a\Car dr dt dt ar _
- = K
Is
Ps o ds (dTds\ s . ds( «ds ‘
Y24 (82 ) S0 4 &2 =2
FER (ds dt) w2t a (KN dt)
_ds ds')’
= dtzT + K(dt) N.
DEFINICION  Si el vector aceleracion se escribe como
a = arT + anN, (1)
entonces
_ds _d I
ar = P di v| y aN—K<dt> = k|v| (2)
son los componentes escalares tangencial y normal de la aceleracion.

Observe que el vector binormal B no aparece en la ecuacion (1). No importa cudnto parezca
torcerse y girar en el espacio la trayectoria del cuerpo que observamos moverse, la aceleracion
a siempre estd en el plano de T y N, el cual es ortogonal a B. La ecuacion también nos dice
exactamente cuanto de la aceleracion es tangente al movimiento (d%s/dt?) y cuanto es normal
al movimiento [k(ds/df)?] (figura 13.25).

(Qué informacion podemos obtener de la ecuacion (2)? Por definicion, la aceleracion a
es la tasa de cambio de la velocidad v y, en general, tanto la longitud como la direccion de v
cambian cuando un cuerpo se mueve a lo largo de su trayectoria. El componente tangencial de
la aceleracion ar mide la tasa del cambio en la magnitud de v (es decir, el cambio en la rapi-
dez). El componente normal de la aceleracion ay mide la tasa de cambio de la direccion de v.

Observe que el componente escalar en la normal de la aceleracion es el producto de la
curvatura por el cuadrado de la rapidez. Esto explica por qué no se debe acelerar cuando su
automévil da una vuelta cerrada (k grande), con gran rapidez (|v| grande). Si duplica la velo-
cidad de su automovil, experimentard cuatro veces el componente normal de la aceleracion
para la misma curvatura.

Si un cuerpo se mueve en una circunferencia con una rapidez constante, d2s/dt* es cero
y la aceleracion apunta en la direccion de N hacia el centro de la circunferencia. Si el cuerpo
acelera o frena, a tiene un componente tangencial no nulo (figura 13.26).

Para calcular ay, por lo general usamos la formula any = V| 2||2 — ar?, la cual proviene
de despejar ay de la ecuacion |a]2 = a - a = a7? + an?. Con esta formula podemos obtener ay
sin tener que calcular primero k.

Férmula para calcular el componente normal de la aceleracion

aN — v|a|2 - aTZ (3)
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FIGURA 13.27 Los componentes tangencial
y normal de la aceleracion del movimiento
r(t) = (cost + tsen f)i + (sent — ¢ cos t)j,
para ¢ > 0. Si una cuerda enrollada en una
circunferencia fija se desenrolla mientras se
mantiene tensa en el plano de la circunferen-
cia, su extremo P traza una involuta de

la circunferencia (ejemplo 1).

EJEMPLO 1 Sin encontrar T y N, escriba la aceleracion del movimiento
r(f) = (cost + tsent)i + (sent — tcost)j, t>0

en la forma a = arT + anN. (La trayectoria del movimiento es la involuta de la circunferencia
de la figura 13.27. Véase también la seccion 13.3, ejercicio 19).

Solucion  Usamos la primera de las ecuaciones (2) para determinar ar:

v = % = (—sent + sent + tcost)i + (cost — cost + tsent)j
= (tcost)i + (tsent)j
|V|=\/tzcos2t+t2sen21=\/13=|t|:t (>0
ar = - |v[= i(t) =1. Ecuacion (2)
dt dt

Al conocer at, usamos la ecuacion (3) para obtener ay:

a = (cost — tsent)i + (sent + fcost)j

|a|2 =£+1 Después de un poco de algebra

aN — \/|2:l|2 - CZT2
VE+1)-()=VE=1

Entonces usamos la ecuacion (1) para determinar a:

a=arT +ayN= ()T + ()N =T + ¢N. [ ]

Torsion

(Coémo se comporta dB/ds en relacion con T, N y B? De la regla para derivar un producto
cruz, tenemos

dB _dTXN) gt AN
ds ds _dsXN+Tde'

Puesto que N esta en la direccion de dT/ds, (dT/ds) X N =0y

dB _ dN _ 1, dN
ds_0+T><ds Txds'

Aqui vemos que dB/ds es ortogonal a T, puesto que un producto cruz es ortogonal a sus
factores.

Como dB/ds también es ortogonal a B (este ultimo tiene longitud constante), se deduce
que dB/ds es ortogonal al plano de B y T. En otras palabras, dB/ds es paralela a N, es decir,
dB/ds es un multiplo escalar de N. En simbolos,

dB _

s —7N.

El signo negativo en esta expresion es tradicional. Al escalar 7 se le llama la torsion a lo largo
de la curva. Observe que

dj-N = —N:‘N=—7(1) = —7.
ds

Usamos esta ecuacion para nuestra siguiente definicion.



Binormal
Plano

rectificador Plano normal

Normal

principal

/
~

o Plano osculador
Tangente unitario

FIGURA 13.28 Los nombres de los tres
planos determinados por T, Ny B.
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DEFINICION  SeaB = T X N. La funcién de torsién de una curva suave es

_dBc
ds

T =

N. (4)

A diferencia de la curvatura «, la cual nunca es negativa, la torsion 7 puede ser positiva,
negativa o nula.

Los tres planos determinados por T, N y B tienen los nombres que se indican en la figura
13.28. La curvatura k = |d'T/ds| puede considerarse como la razén a la cual el plano normal
gira cuando el punto P se mueve a lo largo de su trayectoria. De manera analoga, la torsion
7 = (dB/ds) - N es larazon a la cual el plano osculador gira alrededor de T cuando P se mue-
ve a lo largo de la curva. La torsion mide cuanto se tuerce la curva.

Observe la figura 13.29. Si P es un tren que sube por una via curva, la razon a la que
las luces de sus faros giran de un lado a otro por unidad de distancia es la curvatura de la via.
La razén a la cual la locomotora tiende a salir del plano formado por T y N es la torsién. En un
curso mas avanzado es posible demostrar que una curva en el espacio es una hélice si y solo
si tiene una curvatura constante no nula y una torsion constante no nula.

daB

La torsion ds
en P es —(dB/ds)* N.

/
B
La curvatura en P
~ s |(dT/ds).
§ aumenta N
—_ T
\
s=0 P

FIGURA 13.29 Todo cuerpo en movimiento viaja con un marco TNB
que caracteriza la geometria de su trayectoria.

Formulas para calcular

La féormula mas usada para la torsion, que se deduce en textos mas avanzados, es

X oy oz
TE (sivxa#0). (5)
|v X a

Los puntos en la ecuacién (5) denotan derivacion con respecto a #, una derivada por cada
punto. Asi,  (“x punto”) significa dx/dt, ¥ (“x dos puntos”) significa dx/dt?, y & (“x tres pun-
tos™) significa d3x/dt3. De forma similar, y = dy/dt, etcétera.

También existen formulas faciles de usar para la curvatura, como las que se incluyen en la
siguiente tabla (véase el ejercicio 21).
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Formulas para calculos para curvas en el espacio
Vector tangente unitario: T = ﬁ
v
o dT/dt
Vector normal unitario principal: =—
|dT/dt|
Vector binormal: B=TXN
T |V X a|
Curvatura: K ar) _ 7~ 2
ds |V|3
X y oz
Xy oz
2 dB Xy z
Torsion: =—— = 3
ds |v X a
Componentes escalares tangencial
y normal de la aceleracion: a = arT + anN
ar =Ly
dt
an = k|v[> = Vl]a]* — ar?

Ejercicios 13.5

Obtencion de los componentes tangencial y normal
En los ejercicios 1 y 2, escriba a en la forma a = arT + ayN sin obtener
ni T ni N.
1. r(z) = (acost)i + (asent)j + btk
2. r(t) = (1 +30i + (£ — 2)j — 3tk
En los ejercicios 3 a 6, escriba a en la forma a = a1T + ayN para el valor
dado de ¢ sin calcular ni T ni N.
.r()=@+Di+2j+7k t=1
4. r(r) = (tcost)i + (tsent)j + £k, t=0
5.7()=FAi+ (t+ (1/3)P)j + (t — (1/3)F)k, t=0
6. r(t) = (e'cost)i + (e'sent)j + \/ie’k, t=0
Obtencion del marco TNB
En los ejercicios 7 y 8, obtenga r, T, N y B para el valor dado de 7. Luego

encuentre las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectificador
para ese valor de 7.

7. r(t) = (cost)i + (sent)j — k, t= 7w/4

8. r(7) = (cost)i + (sent)j + tk, t=0
En los ejercicios 9 a 16 de la seccion 13.4, obtuvo T, N y . Ahora, en los
ejercicios 9 a 16, obtenga B y 7 para esas curvas en el espacio.

9. r(¢#) = (3sent)i + (3cosr)j + 4tk

10. r(z) = (cost + tsent)i + (sent — tcost)j + 3k

11. r(t) = (e'cost)i + (e'sent)j + 2k

12. r(z) = (6:sen2¢)i + (6 cos2t)j + 5tk

13. r(t) = (£/3)i + (#/2)j, t>0

14. r(t) = (cos’ )i + (sen®)j, 0 <t < m/2
15. r(¢) = i + (acosh(#/a))j, a >0

16. r(z) = (cosh )i — (senh?)j + tk

Aplicaciones fisicas
17. En el velocimetro de su automévil se leen 35 mph continuamente.
¢;Podria estar acelerando? Explique su respuesta.

18. ;Puede decirse algo acerca de la aceleracion de una particula que se
mueve con rapidez constante? Justifique su respuesta.

19. ;Puede decirse algo acerca de la rapidez de una particula cuya ace-
leracion siempre es ortogonal a su velocidad? Justifique su respuesta.

20. Un objeto de masa m viaja a lo largo de la parabola y = x? con una
rapidez constante de 10 unidades/seg. ;Cual es la fuerza neta sobre
el objeto debida a su aceleracién en (0, 0)? ;Y en el punto (21/2, 2)?
Escriba sus respuestas en términos de iy j. (Recuerde la segunda ley
de Newton, F = ma).

Teoria y ejemplos
21. Formula vectorial para la curvatura Para una curva suave, utilice
la ecuacion (1) para deducir la formula de curvatura

v X a

[vf?

K =



22.

23.

24.

25.

26.

27.

Demuestre que una particula en movimiento continuara moviéndose
en linea recta si el componente normal de su aceleracion es cero.

Atajo para la curvatura Si usted ya conoce |ax| y |v|, entonces
la formula ay = k|v[? ofrece una manera conveniente de obtener la
curvatura. Usela para calcular la curvatura y el radio de curvatura de
la curva

r(z) = (cost + tsent)i + (sent — tcost)j, t> 0.

(Tome ay y |v| del ejemplo 1).

Demuestre que k y 7 son ambos cero para la recta
r(t) = (xo + A)i + (yo + Bt)j + (z0 + CH)k.

;Qué se puede decir acerca de la torsion de una curva suave plana
r(1) = f(H)i + g()j? Justifique su respuesta.

Torsion de una hélice Demuestre que la torsion de la hélice

r(t) = (acost)i + (asent)j + btk, a,b =0
es T = b/(a* + b?). {Cuél es el valor méximo que 7 puede tener para
un valor dado de a? Justifique su respuesta.

Curvas derivables con torsion cero estan en planos El hecho de
que una curva suficientemente derivable con torsion cero esté en
un plano es un caso especial de la situacion en la que una particula
cuya velocidad permanece perpendicular a un vector fijo C se mueve
en un plano perpendicular a C. Esto, a la vez, puede verse como el
siguiente resultado.

Suponga que r(f) = f(H)i + g(#)j + h(H)k es dos veces derivable
para toda ¢ en el intervalo [a, b], que r = 0 cuando t = a y que
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v - k = 0 para toda ¢ en el intervalo [a, b]. Demuestre que A(f) = 0
para toda 7 en el intervalo [a, b]. (Sugerencia: Inicie con a = d*r/di?
y aplique las condiciones iniciales en sentido inverso).

Férmula que calcula 7 a partir de By v Si comenzamos con la
definicion de 7 = —(dB/ds) - N y aplicamos la regla de la cadena
para rescribir dB/ds como

dB _dBdi _dB 1

ds  dt ds W|v|’

llegamos a la formula

-__1 (dB,
T= \v|<dt N>.

La ventaja de esta formula sobre la ecuacion (5) es que es mas facil
de deducir y enunciar. La desventaja es que su evaluacion requiere de
mucho trabajo sin una computadora. Use la nueva formula para deter-
minar la torsion de la hélice del ejercicio 26.

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA
Redondee las respuestas a cuatro decimales. Use un SAC para determinar

v, a,

la rapidez, T, N, B, k, 7 y los componentes tangencial y normal de la

aceleracion para las curvas de los ejercicios 29 a 32 para los valores dados

de z.
29.
30.
31.
32.

1=V3

r(t) = (tcost)i + (tsent)j + tk,

r(t) = (e'cost)i + (e'sent)j + 'k, t=1n2
r(t) = (¢t —sent)i + (I —cost)j + V—rk, t= 37w
r()=0Ct—~Ri+GBAj+ Bt+k =1

13 6 | Velocidad y aceleracién en coordenadas polares
g

En esta seccion deduciremos las ecuaciones de velocidad y aceleracion en coordenadas po-
lares. Estas ecuaciones son utiles para calcular las trayectorias de planetas y satélites en el
espacio, y las usaremos para revisar las tres leyes del movimiento planetario de Kepler.

Movimiento en coordenadas polares y cilindricas

y

Cuando una particula en P(r, ) se mueve a lo largo de una curva en el plano de coordenadas
u, polares, expresamos su posicion, velocidad y aceleracion en términos de los vectores unitarios

moviles

ur

v P(r, 0) u, = (cos )i + (senb)j, uy = —(sen6)i + (cos 6)j, (1)
0 . representados en la figura 13.30. EI vector de posicién u, apunta en la direccion del vector
0 / de posicion OP, de manera que r = ru,. El vector uy, ortogonal a u,, apunta en la direccion de

FIGURA 13.30 Lalongitud deresla

crecimiento de 6.

coordenada polar positiva r del punto P.
Asi, u,, que es r/|r|, también es r/r. Las
ecuaciones (1) expresan a u, y a uy en
términos de iy j.

du,
do
d Uy
o

A partir de las ecuaciones (1) encontramos que

—(senB)i + (cosh)j = uy

= —(cos0)i — (sen)j = —u,.

Cuando derivamos u, y uy con respecto a #, obtenemos la forma en que cambian con el
tiempo. La regla de la cadena implica

_ @9 =9
- d@ - u()a

dug .
gy = Moy _

a0 (2)

—0bu,.
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rbuy

r P(r, )

o
—

FIGURA 13.31 En coordenadas polares,
el vector de velocidad es

v = iu, + rfuy.

r=ru,+zk
N
u
k7
0
\ \y

X
FIGURA 13.32 Vector de posicion y

vectores unitarios basicos en coordenadas
cilindricas. Observe que |r| # r si z # 0.

GmM r

fef* - Iri

FIGURA 13.33 La fuerza de gravedad esta

dirigida a lo largo de la linea que une los
centros de masa.

Por lo tanto, podemos expresar el vector de velocidad en términos de u, y ug como

vV=1i= % (ru,) = ju, + ru, = iu, + rbug.

Vea la figura 13.31. Como en la seccion anterior, usamos la notacion de Newton de punto para
las derivadas con respecto al tiempo y asi simplificar las formulas: 1, significa, du,/dt, 0 sig-
nifica d6/dt, etcétera.

La aceleracion es

a=v=(Fu +iu,) + (iGug + ruy + rhiy).

Cuando se usan las ecuaciones (2) para calcular u, y g y los componentes son separados, la
ecuacion para la aceleracion en términos de u, y ugy se convierte en

a= (7 — r0)u, + (16 + 2i0)u,.

Para extender estas ecuaciones al movimiento en el espacio, agregamos zk al lado derecho
de la ecuaciéon r = ru,. Entonces, en coordenadas cilindricas tenemos

r =ru, +zk

v

a=@G—rPu + (0 + 2i0)uy + 7k

iu, + roug + zk (3)

Los vectores u,, ug y k forman un marco de referencia vectorial de mano derecha (figura
13.32) en el cual

u. X uy = Kk, uy X k =u, k X u, = uy.

Los planetas se mueven en planos

La ley de Newton de la gravitacion dice que si r es el radio vector desde el centro de un sol de
masa M hasta el centro de un planeta de masa m, entonces la fuerza F de la atraccion gravita-
cional entre el planeta y el sol es

__GmM r
e? [r]

(figura 13.33). G es la constante de gravitacién universal. Si medimos la masa en kilo-
gramos, la fuerza en newtons y la distancia en metros, G es aproximadamente 6.6726 X
10711 Nm? kg=2.

Al combinar la ley de la gravitacion con la segunda ley de Newton, F = m¥, para la fuerza
que actua sobre el planeta, tenemos

__GmMr
> Irf
GM r

Il

El planeta se acelera todo el tiempo hacia el centro de masa del sol.
Puesto que ¥ es un multiplo escalar de r, tenemos

r Xxr=»0.

Partiendo de esta tltima ecuacion,

%(rxt)=f_><_lj+r><'r':r><'r':0.
Se deduce que

para alguin vector constante C.



|

C=rxr

Sol

\‘l;<
Planeta .
r

FIGURA 13.34 Un planeta que obedece
las leyes de gravitacion y de movimiento

de Newton viaja en el plano que pasa por
el centro de masa del sol perpendicular
aC=rXTr.

BIOGRAFIA HISTORICA

Johannes Kepler
(1571-1630)

Planeta
/

Sol

FIGURA 13.35 La linea que une a un
planeta con su sol barre areas iguales en
tiempos iguales.
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La ecuacion (4) dice que r y I siempre se encuentran en un plano perpendicular a C. Por
lo tanto, el planeta se mueve en un plano fijo que pasa por el centro de su sol (figura 13.34).
A continuacion veremos como las leyes de Kepler describen el movimiento de manera precisa.

Primera ley de Kepler (Ley de la elipse)

La primera ley de Kepler dice que la trayectoria de un planeta es una elipse con el sol en uno
de sus focos. La excentricidad de la elipse es

2
oo
= -1
¢ oM (5)

y la ecuacion polar (véase la seccion 11.7, ecuacion (5)) es

(1 + e)ry
" T 1+ ecosO (6)

Aqui vy es la rapidez cuando el planeta se posiciona a la distancia minima r, del sol. Se omite
la prueba, pues es muy larga. La masa del sol M es 1.99 X 1030 kg.

Segunda ley de Kepler (ley de las areas iguales)

La segunda ley de Kepler dice que el radio vector desde el centro del sol hasta el centro de un
planeta (el vector r en nuestro modelo) barre areas iguales en tiempos iguales (figura 13.35).
Para deducir la ley, usamos la ecuacion (3) para calcular el producto cruz C = r X 1 de la
ecuacion (4):

C=rXr=rXyv
=ru, X (fu, + r@)ue) Ecuacion (3), z =

= ri(u, X w,) + r(70)(u, X up)
0 k

= r(ro)k. (7)
Establecer que ¢ = 0, demuestra que
C = [r(rB)]=0 k = rovok.
Sustituyendo este valor de C en la ecuacion (7) da
rovok = 20Kk, 0 20 = ryvy.

Asi es como obtenemos el area. La diferencial de area en coordenadas polares es
A =112 4o
2
(seccion 11.15). Por consiguiente, d4/dt tiene el valor constante

dA _ 1 55 _ 1
dt = 2?’20—21’0U0. (8)

Asi, dA/drt es constante, y se obtiene la segunda ley de Kepler.

Tercera ley de Kepler (ley del tiempo-distancia)

El tiempo T que tarda un planeta en dar una vuelta alrededor de su sol es el periodo orbital del
planeta. La tercera ley de Kepler dice que Ty el semieje mayor a de la orbita estan relaciona-
dos por la ecuacion

e 4772

& GM’

Puesto que el lado derecho de esta ecuacion es constante en un sistema solar dado, la razon de
T? a &3 es la misma para cada planeta del sistema.
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Aqui incluimos una derivacion parcial de la tercera ley de Kepler. El area acotada por la
orbita eliptica del planeta se calcula como sigue

i T
Area = / dA
0
"
/ —rovg dt Ecuacion (8)
O 2

1
= ET”OU0~

Si b es el semieje menor, el area de la elipse es ab, por lo que

_ 2mab 27> Para cualquier elipse

— 2 -
r= rovo  ToVo I = b=aV1-—e¢* )
Planeta
/ . P sy
. Sélo queda expresar a y e en términos de 7o, vy, G y M. La ecuacion (5) lo hace para e.
Para a, observamos que al igualar 6 a 7 en la ecuacion (6) da

max o
Sol 1 +e
Fmax = rOI — e

FIGURA 13.36 La longitud del eje mayor Por lo tanto, de acuerdo con la figura 13.36
de la elipse es 2a = ry + rmax.
27‘0 2}"()GM

l_e_ZGM—rov()z.

2a = ro + Fmax —

(10)

Al elevar al cuadrado ambos lados de la ecuacion (9) y sustituir los resultados de las ecuaciones
(5) y (10) obtenemos la tercera ley de Kepler (ejercicio 9).

Ejercicios 13.6

En los ejercicios 1 a 5, obtenga los vectores de velocidad y aceleracion en 8. Suponga que r es el vector de posicion de una particula que se mueve
términos de u, y uy. a lo largo de una curva plana y dA/dt es la razén a la cual el vector
40 barre el area. Sin usar coordenadas y suponiendo que existen las
L r=a(l —cosf) y ar 3 derivadas necesarias, dé un argumento geométrico con base en in-
2 r=asen20 vy % — crementos y limites para demostrar la validez de la ecuacion
dA4 _ 1
do = —|r X f|.
— Lal —
.= —=2
3. r=¢e" y it dt 2
— — _
4. r=a(l +sent) y 6=1-e 9. Tercera ley de Kepler Complete la deduccién de la tercera ley de
5. r=2cos4t y 6 =2t Kepler [la parte que sigue de la ecuacion (10)].
6. Tipo de 6rbita ;Para cudles valores de vy en la ecuacion (5) la or- 10. Obtenga la longitud del eje mayor de la orbita de la Tierra con base
bita de la ecuacion (6) es una circunferencia? ;Una elipse? (Una en la tercera ley de Kepler y en el hecho de que el periodo de la érbita
parabola? ;Una hipérbola? de la Tierra es de 365.256 dias.

7. Orbitas circulares Demuestre que un planeta con una 6rbita circu-
lar se mueve a velocidad constante. (Sugerencia: Considere que esto
es una consecuencia de una de las leyes de Kepler).

Capitulo Preguntas de repaso
1. Enuncie las reglas para derivar ¢ integrar las funciones vectoriales. 3. (Qué hay de especial acerca de las derivadas de las funciones vecto-
D¢ ejemplos. riales con longitud constante? Dé un ejemplo.
2. (Cémo se define y calcula la velocidad, rapidez, direccion del movi- 4. ;Cuales son las ecuaciones vectoriales y paramétricas para el movi-
miento y aceleracién de un cuerpo que se mueve a lo largo de una miento de un proyectil ideal? ;Como obtiene la altura maxima, el

curva en el espacio suficientemente derivable? Dé un ejemplo. tiempo de vuelo y el alcance de un proyectil? Dé ejemplos.



(Como se define y calcula la longitud de un segmento de una curva
suave en el espacio? Dé un ejemplo. ;Cuales hipotesis matematicas
estan implicadas en la definicion?

(Cémo se mide la distancia a lo largo de una curva suave en el espa-
cio desde un punto base preseleccionado? Dé un ejemplo.

(Qué es el vector tangente unitario a una curva derivable? Dé un
ejemplo.

Defina curvatura, circulo de curvatura (circulo osculador), centro y
radio de curvatura para curvas dos veces derivables en el plano. Dé
ejemplos. ;jCuales curvas tienen curvatura cero? ;Cuales curvatura
constante?

;Qué es un vector normal principal de una curva plana? ;Cuando esta
definido? ;Hacia donde apunta? Dé un ejemplo.

10.

11.

12.

13.
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;Como define N y « para curvas en el espacio? ;Como se relacionan
estas cantidades? Dé ejemplos.

(Qué es el vector binormal de una curva? Dé un ejemplo. ;Coémo se
relaciona este vector con la torsion de la curva? Dé un ejemplo.

;Qué formulas permiten escribir la aceleracion de un cuerpo en mo-
vimiento como la suma de sus componentes normal y tangencial?
Dé un ejemplo. ;jPor qué deseariamos escribir la aceleracion de este
modo? ;Qué pasa si el cuerpo se mueve con rapidez constante?
¢ Y con rapidez constante a lo largo de una circunferencia?

Enuncie las leyes de Kepler.

Capitulo

Ejercicios de practica

Movimiento en el plano
En los ejercicios 1y 2, grafique las curvas y bosqueje los vectores de

velocidad y aceleracion para los valores dados de #. Luego escriba a en

la forma a = atT + anN sin obtener T y N, y encuentre « en los valores
dados de t.

1.
2.
3.

r(1) = (4cos i + (V2sent)j, 1= 0ym/4
r(t) = (\/gsect)i + (\/gtant)j, t=0
La posicion de una particula en el plano en el instante 7 es
1 . t .
= i+ j-
Vi+td Vi+/#

Calcule la velocidad maxima de la particula.

r

Suponga que r(f) = (e’ cos #)i + (¢’ sen ¢)j. Demuestre que el angulo
entre r y a jamas cambia. ;Cuadl es ese angulo?

Calculo de la curvatura En el punto P, la velocidad y acelera-
cion de una particula que se mueve en el plano son v = 3i + 4j y
a = 5i + 15j. Calcule la curvatura de la trayectoria de la particula
en P.

6. Determine el punto en la curva y = e* donde la curvatura es maxima.

7. Una particula se mueve a lo largo de la circunferencia unitaria en

10.

el plano xy. Su posicién en el instante # es r = xi + yj, donde x y y
son funciones derivables de 7. Obtenga dy/dt si v - i = y. (El
movimiento se realiza en el sentido de las manecillas del reloj o
en sentido contrario?

Usted manda un mensaje a través de un tubo neumatico que sigue la
curva 9y = x3 (distancia en metros). En el punto (3,3), v-i=4y
a-i= —2. Obtenga los valoresdev-jya-jen(3,3).
Caracterizacion del movimiento circular Una particula se mueve
en el plano de forma que sus vectores de velocidad y posicion siem-
pre son ortogonales. Demuestre que la particula se mueve en una cir-
cunferencia con centro en el origen.

Rapidez a lo largo de una cicloide Una rueda circular con radio de
1 ft y centro en C rueda hacia la derecha a lo largo del eje x dando
media vuelta por segundo. (Véase la figura). En el instante 7 (en se-
gundos), el vector de posicion del punto P en la circunferencia de la
rueda es

r = (mt — senmt)i + (1 — cos mi)j.

a. Dibuje la curva trazada por P durante el intervalo 0 = ¢ = 3.

b. Determinevyaens =0, 1,2y 3yagregue estos vectores a su
dibujo.

c. Enun instante dado, ;cual es la rapidez hacia delante del punto
superior de la rueda? ;Y la de C?

m

~—

Movimiento de proyectiles

11.

12.

13.

Lanzamiento Un peso pierde contacto con la mano que lo lanza
a 6.5 ft sobre el suelo con un angulo de 45° a 80 ft/seg. ;Donde esta
3 segundos después?

Jabalina Una jabalina sale de la mano del lanzador a 7 ft sobre el
suelo con un angulo de 45° a 80 ft/seg. ;Qué altura alcanza?

Una pelota de golf es golpeada con una rapidez inicial vy formando
un angulo « con respecto a la horizontal desde un punto que esta al
pie de una colina que guarda un angulo de inclinacion ¢ con la hori-
zontal, donde

0<¢<a<%

Demuestre que la pelota toca tierra a una distancia

2ug? cos a
= S sen(a — ¢),
gcos ¢

medida sobre la colina. Demuestre que el mayor alcance que se puede
lograr para un vy dado ocurre cuando a = (¢/2) + (w/4); es decir,
cuando el vector de velocidad inicial biseca el angulo entre la vertical
y la colina.
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14. Jabalina En Postdam en 1988, Petra Felke, de la entonces Rept-

blica Democratica Alemana, establecid el récord mundial femenil
con un lanzamiento de jabalina de 262 ft 5 in.

a. Si Felke lanz6 la jabalina con un angulo de 40° con respecto a la
horizontal a 6.5 ft sobre el suelo, ;cual fue la rapidez inicial de
la jabalina?

b. ;Qué tan alto llego la jabalina?

Movimiento en el espacio
Calcule las longitudes de las curvas en los ejercicios 15y 16.

15. r(f) = (2cost)i + 2sent)j + £k, 0=t = 7/4
16. r(z) = (3cost)i + (3sent)j + 287k, 0=<t=<3

En los ejercicios 17 a 20 obtenga T, N, B, k y 7 en el valor dado de 7.

17. ¥(r) = g(l + )i + %(1 - 0¥ + %tk, t=0

18. r(t) = (e'sen2t)i + (e'cos2t)j + 2e'k, t=0

19. r(r) = 1i + %eztj, t=1In2

20. r(t) = (3 cosh2s)i + (3senh2¢)j + 6¢k, t=In2

En los ejercicios 21 y 22 escriba a en la forma a = a1T + ax\Nen ¢ = 0
sin calcular T y N.

21, r(r) = (2 + 3t + 32)i + (4 + 4%)j — (6cos 1)k
22.r(D=Q+ i+ (t+24)j+ (1 + Ak
23. Determine T, N, B, k y 7 como funciones de ¢ si

r(r) = (sent)i + (\/2005 t)j + (sen?)k.

24. ;En qué tiempos del intervalo 0 = ¢ = 77 son ortogonales los vectores
de velocidad y aceleracion del movimiento r(f) =i + (5 cos 1)j +
(3 sen 1)k?

25. La posicion de una particula que se mueve en el espacio en el tiempo

t=0es
=2i + (4senl)j+ (3 - L)k
r(r) = 2i + sen2J+ - |k

Determine el primer instante en que r es ortogonal ai — j.

26. Determine las ecuaciones de los planos osculador, normal y rectifi-
cador de la curva r(¢) = #i + 2j + £k en el punto (1, 1, 1).

27. Determine las ecuaciones paramétricas de la recta que es tangente a
lacurvar(f) = efi+ (senf)j + In(l — )k parat = 0.

28. Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la hélice
r(t) = (\[Zc:os t)i + (\6$en t)j + tk en el punto donde ¢ = 7 /4.

Teoria y ejemplos
29. Curvas sincronas Elimine « de las ecuaciones de un proyectil ideal

x = (vocosa)t, y = (vosena)t — %gtz,

para demostrar que x2 + (v + gf2/2)? = v?. Esto muestra que los
proyectiles lanzados simultaneamente desde el origen con la misma
rapidez inicial estaran, en cualquier instante dado, sobre la circun-
ferencia de radio vgt con centro en (0, —g#?/2), sin importar su an-
gulo de lanzamiento. Estas circunferencias son curvas sincronas del
lanzamiento.

30. Radio de curvatura Demuestre que el radio de curvatura de una
curva plana dos veces derivable r(7) = f(¢)i + g(¢)j esta dado por la
formula

.2 .
x° +
p:iy2 , donde 's’:*d Vi + 52
‘/'x'2+'y'27's‘2 t

31. Definicion alternativa de curvatura en el plano Una definicion
alternativa de curvatura de una curva plana suficientemente deriva-
ble es |dp/ds|, donde ¢ es el dngulo entre T y i (fig. 13.37a). La
figura 13.37b muestra la distancia s medida en sentido contrario a las
manecillas del reloj a lo largo de la circunferencia x> + 12 = a2 desde
el punto (a, 0) hasta un punto P, junto con el angulo ¢ en P. Calcule
la curvatura de la circunferencia usando la definicion alternativa.
(Sugerencia: ¢ = 0 + m/2).

x T
N\
i
0l *
(@)
y
2+ =d T
P
a
(o) .
0 s=0en(a,0)
(b)

FIGURA 13.37 Figuras del ejercicio 31.

32. Vista desde el Skylab 4 ;Qué porcentaje del area de la Tierra podia
ver un astronauta cuando el Skylab 4 estaba en su altura de apogeo,
437 km arriba de la superficie? Para determinar esto, modele la su-
perficie visible como la superficie generada al girar el arco circular
GT, mostrado aqui, alrededor del eje y. Luego realice los siguientes
pasos:

1. Use triangulos semejantes en la figura para demostrar que
10/6380 = 6380/(6380 + 437). Despeje yo.

2. Calcule el area visible (con cuatro cifras significativas) como

6380 a2
VA =/ 2mx4[1 + (67) dy.
Yo Ly

3. Exprese el resultado como un porcentaje de la superficie de la Tierra.

y
oS (Skylab)
437 {
G\ x = V(6380 —
T
Yo
6380
X
0
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Capitulo

Aplicaciones
1. Una particula P sin friccion parte del reposo en el instante = 0 en
el punto (a, 0, 0) y se desliza hacia abajo por la hélice

r(0) = (acos )i + (asen6)j + bk (a,b > 0)

bajo la influencia de la gravedad, como indica la figura.  en esta
ecuacion es la coordenada cilindrica 6, y la hélice es la curva r = q,
z = b, 6 = 0, en coordenadas cilindricas. Suponemos que 6 es una
funcioén derivable de ¢ para el movimiento. La ley de conservacion
de la energia nos dice que la rapidez de la particula después de caer
directamente en linea recta una distancia z es \/L;, donde g es la
aceleracion constante de la gravedad.

a. Encuentre la velocidad angular d/dt cuando 6 = 27r.
b. Exprese las coordenadas 6 y z de la particula como funciones de .

c. Exprese los componentes tangencial y normal de la velocidad dr/dt y
de la aceleracion d?r/dr? como funciones de ¢. ;Tiene la aceleracion
un componente no nulo en la direccion del vector binormal B?

La hélice
“r=a,z=106

El semieje z positivo
l apunta hacia abajo.
z

2. Suponga que la curva del ejercicio 1 se sustituye por la hélice conica
r = af, z = bh mostrada en la figura.

a. Exprese la velocidad angular df/dt como una funcién de 6.

b. Exprese la distancia recorrida por la particula a lo largo de la
hélice como una funcién de 6.

Hélice cénica
r=a6,z= Dbl

Ejercicios adicionales y avanzados

Movimiento en coordenadas polares y cilindricas

3. Deduzca, a partir de la ecuacion de la orbita
B (1 + e)rg
"T 1 ¥ ecosh

que un planeta esta mas cerca del sol cuando § = 0 y demuestre que
r = rp en ese instante.

4. Ecuacién de Kepler EI problema de localizar un planeta en su or-

bita, en una fecha y una hora determinadas, finalmente lleva a re-
solver ecuaciones de “Kepler” de la forma

fx)=x—-1 —%seanO,

a. Demuestre que esta ecuacion particular tiene una solucion entre
x=0yx=2.

b. Con su computadora o calculadora en modo de “radianes”, use
el método de Newton para hallar la solucidn con tantos digitos
como sea posible.

5. En la seccion 13.6, vimos que la velocidad de una particula que se
mueve en el plano es

v=xi+yj=iu + ruy.
a. Exprese & y j» en términos de iy 70 calculando los productos
puntov-iyv:-j.
b. Exprese 'y r en términos de x y  calculando los productos
puntov - u,.yv - ug
6. Exprese la curvatura de una curva dos veces derivable » = f(6) en el
plano de coordenadas polares en términos de /'y sus derivadas.

7. Una varilla delgada que pasa por el origen del plano de coordenadas
polares gira (en el plano) alrededor del origen a razén de 3 rad/min.
Un escarabajo parte del punto (2, 0) y camina a lo largo de la varilla
hacia el origen a razén de 1 in/min.

a. Determine la aceleracion y velocidad del escarabajo en forma
polar cuando esta a la mitad del camino (1 in) hacia el origen.

b. A la décima de pulgada mas proxima, jcual sera la longitud de
la trayectoria que ha viajado el escarabajo en el instante en que
alcanza el origen?

8. Longitud de arco en coordenadas cilindricas

a. Demuestre que cuando se expresa ds?> = dx?> + dy* + dz* en
términos de coordenadas cilindricas, se obtiene ds? = dr? +
r2d6? + dz2.

b. Interprete este resultado geométricamente en términos de las aris-
tas y la diagonal de una caja. Elabore el bosquejo de la caja.

c. Use el resultado del inciso (a) para encontrar la longitud de la
curvar=¢ez=¢e 0 =60 =1n8.

9. Vector unitario para la posicion y el movimiento en coordenadas
cilindricas Cuando la posicion de una particula que se mueve en el
espacio esta dada en coordenadas cilindricas, los vectores unitarios
que usamos para describir su posicion y movimiento son

u, = (cos0)i + (sen0)j, uy = —(sen )i + (cos 0)j,

y k (véase la figura). El vector de posicion de la particula es r = ru,
+ zk, donde 7 es la coordenada de distancia polar positiva de la posi-
cion de la particula.
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8 (7, 0, 0)

a. Demuestre que u,, uy y Kk, en ese orden, forman un marco de re-
ferencia vectorial de mano derecha de vectores unitarios.

b. Demuestre que
du, duy
a ~ " Y Tdp
¢. Suponiendo que las derivadas necesarias con respecto a f existen,
exprese v = I'ya = ¥ en términos de u,, ug, k, 7", y 0.

= —u,.

10. Conservaciéon del momento angular Sea r(¢) la posicion de un

cuerpo que se mueve en el espacio en el instante 7. Suponga que la
fuerza que actua sobre el objeto en el instante ¢ es

(1),

c
|r(0)
donde ¢ es una constante. En fisica, el momento angular de un ob-
jeto en el instante ¢ se define como L(#) = r(f) X mv(?), donde m es
la masa del objeto y v(#) es la velocidad. Pruebe que el momento an-
gular es una cantidad que se conserva; es decir, pruebe que L(?) es un
vector constante, independiente del tiempo. Recuerde la ley de Newton
F = ma. (Este es un problema de calculo, no un problema de fisica).

F(1) = -

Capitulo Proyectos de aplicacion tecnologica

Moédulo de Mathematica/Maple

Rastreo por radar de un objeto en movimiento

Visualizacion de los vectores de posicion, velocidad y aceleracion para analizar el movimiento.

Ecuaciones paramétricas y polares para un profesional del patinaje artistico

Visualizacion de los vectores posicion, velocidad y aceleracion para analizar el movimiento.

Movimiento en tres dimensiones

Calculo de la distancia viajada, rapidez, curvatura y torsion del movimiento a lo largo de una curva en el espacio. Visualizacion y calculo de los vectores
tangencial, normal, binormal asociados con el movimiento a lo largo de una curva en el espacio.
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DERIVADAS PARCIALES

INTRODUCCION Muchas funciones dependen de més de una variable independiente. Por ejem-
plo, el volumen de un cilindro circular recto ¥ = 772k es funcién de su radio y de su altura, de
manera que es una funcion V(r, &) de las dos variables » y 4. En este capitulo ampliaremos las
ideas basicas del calculo de una variable a funciones de mas variables. Sus derivadas son mas
variadas e interesantes debido a las diferentes maneras en que las variables pueden interactuar.
Las aplicaciones de estas derivadas también son mas variadas que las del calculo de una sola
variable. En el siguiente capitulo veremos que esto también es verdad para las integrales que
implican mas de una variable.

14. 1 I Funciones de varias variables

En esta seccion definiremos funciones de mas de una variable independiente y explicaremos la
forma de graficarlas.

Las funciones con valores reales de varias variables independientes reales se definen de
manera similar a las funciones de una sola variable. Los puntos en el dominio son pares orde-
nados (ternas, cuartetas, ..., n-adas) de niimeros reales, y los valores del rango son numeros
reales como los que hemos trabajado desde el principio.

DEFINICIONES Suponga que D es un conjunto de n-adas de nimeros reales (xy, x7,
..., Xp). Una funcién de valores reales / en D es una regla que asigna un inico nu-
mero real (individual)

w :f(-xlyxZ""axn)

a cada elemento en D. El conjunto D es el dominio de la funcién. El conjunto de va-
lores w asignados por f es el rango de la funcion. El simbolo w es la variable depen-
diente de f, y se dice que f es una funcion de n variables independientes x; a x,,.
También llamamos a las x; variables de entrada de la funcién y a w la variable de
salida de la funcién.

Si f es una funcién de dos variables independientes, por lo general llamamos x y y a las
variables independientes, y z a la variable dependiente; ademas, dibujamos el dominio de f
como una region en el plano xy (figura 14.1). Si f es una funcion de tres variables indepen-
dientes, llamamos x, y y z a las variables independientes y w a la dependiente, y dibujamos el
dominio como una region en el espacio.

En las aplicaciones tendemos a usar letras que nos recuerden lo que representan las va-
riables. Por decir algo, el volumen de un cilindro circular recto es una funcion de su radio y su
altura; podemos escribir V' = f(r, h). Para precisar, podemos sustituir la notacion f{r, k) por
la formula que calcula el valor de ¥ a partir de los valores de r y A, y escribir ¥ = mr2h. En
tal caso, 7'y & seran las variables independientes y V la variable dependiente de la funcion.

747



748

Capitulo 14: Derivadas parciales

f

\ . y) fa.b)

X 4
0 (a,.b)\_/ 0 flx.y

FIGURA 14.1 Diagrama de flechas para la funcion z = f{(x, y).

>}

Como es usual, calculamos las funciones definidas mediante formulas, sustituimos los
valores de las variables independientes en la féormula y calculamos el valor correspondiente

de la variable dependiente. Por ejemplo, el valor de f(x, y, z) = Vx? + y? + z? en el punto
(3,0,4)es

73,0,4) = V(32 + (02 + (4% = V25 = 5.

Dominios y rangos

Para definir una funcién de mas de una variable, seguimos la practica usual de excluir las en-
tradas que conducen a numeros complejos o a la divisién entre cero. Si f(x, v) = Vy — x2,y,
y no puede ser menor que x2. Si f(x, y) = 1/(xy), xy no puede ser cero. Supondremos que el
dominio de una funcidn es el conjunto mas grande para el cual la regla que la define genera
nimeros reales, a menos que el dominio esté indicado de manera explicita. El rango consiste
en el conjunto de valores de salida para la variable dependiente.

EJEMPLO 1 (a) Ahora veamos funciones de dos variables. Observe las restricciones que se
aplican para obtener un valor real de la variable dependiente z.

Funcién Dominio Rango
z=Vy—x* y = x? [0, o0)
z:% xy # 0 (—00,0)U (0, c0)
z = senxy El plano completo [—1, 1]

(b) Las siguientes son funciones de tres variables con restricciones.

Funcion Dominio Rango
w=Vx2+y*+2? El espacio completo [0, 00)
1
W= (x,»,2) # (0,0,0) (0, 0)
x“+y +z
w=xylnz El semiespacio z > 0 (=00, 00)

Funciones de dos variables

Las regiones en el plano pueden tener puntos interiores y puntos frontera, tal como los inter-
valos en la recta real. Los intervalos cerrados [a, b] incluyen sus puntos frontera, los interva-
los abiertos (a, b) no incluyen sus puntos frontera, y los intervalos [a, b) no son abiertos ni
cerrados.



(a) Punto interior

~__7

(b) Punto frontera

FIGURA 14.2 Puntos interiores y puntos
frontera de una region plana R. Un punto
interior necesariamente es un punto de R.
Un punto frontera de R no tiene que
pertenecer a R.

y
Puntos interiores,

dondey — x>> 0

/

Exterior, La pardbola
y—x2<0 1+ y—x2=0
es la frontera.

| |
-1 0 1

X

FIGURA 14.4 El dominio de f(x, y) en el
ejemplo 2 consta de la region sombreada y
de su parabola que es la frontera.
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DEFINICIONES  Un punto (xg, o) en una region (conjunto) R del plano xy es un
punto interior de R si es el centro de un disco de radio positivo que se encuentra
completamente en R (figura 14.2). Un punto (xo, yo) es un punto frontera de R si to-
dos los discos con centro en (xo, ) contienen puntos que estan fuera de R, asi como
puntos que estan dentro de R. (El punto frontera no tiene que pertenecer a R).

Los puntos interiores de la region forman, como conjunto, el interior de la re-
gion. Los puntos frontera de la region forman su frontera. Una region es abierta si
consta s6lo de puntos interiores. Una region es cerrada si contiene todos sus puntos
frontera (figura 14.3).

y y y

TN

[ @)

N

X X X
0 0

{2 +y* <1} {2+ =13 {y]x+y*=1)
Disco unitario abierto. Frontera del disco Disco unitario cerrado.
Cada punto es un unitario. (El circulo Contiene a todos
punto interior. unitario). los puntos frontera.

FIGURA 14.3 Puntos interiores y puntos frontera de un disco unitario en el plano.

Como en el intervalo semiabierto de valores reales [a, b), algunas regiones del plano no
son abiertas ni cerradas. Comenzamos con el disco abierto de la figura 14.3 y agregamos al-
gunos de los puntos frontera (pero no todos); el conjunto resultante no es abierto ni cerrado.
Los puntos frontera que estan en él hacen que el conjunto no sea abierto. La ausencia de los
puntos frontera restantes hace que el conjunto sea no cerrado.

DEFINICIONES  Una region en el plano esta acotada si esta dentro de un disco de
radio fijo. Una region es no acotada si carece de fronteras.

Ejemplos de conjuntos acotados en el plano incluyen segmentos de recta, triangulos, in-
teriores de triangulos, rectangulos, circulos y discos. Ejemplos de conjuntos no acotados en
el plano incluyen rectas, ejes coordenados, graficas de funciones definidas en intervalos infini-
tos, los cuadrantes, semiplanos y el plano mismo.

EJEMPLO 2 Describa el domino de la funcion f(x, y) = Vy — x°.

Solucion  Puesto que f esta definida sélo cuando y — x2 = 0, el dominio es la region cerra-
da, no acotada, que se muestra en la figura 14.4. La parabola y = x? es la frontera del dominio.
Los puntos dentro de la parabola forman el interior del dominio. [ |

Graficas, curvas de nivel y contornos de funciones de dos variables

Hay dos maneras habituales de dibujar los valores de una funcion f{(x, y). Una es trazar y eti-
quetar las curvas en el dominio donde /" asume un valor constante. La otra es dibujar la super-
ficie z = f(x, y) en el espacio.
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b4 _
La superficie

100 )
Sfoe,y) =175 =100 — x> — y?

es la grafica de f.

Six,y) =51
(una curva de
— nivel tipica en
el dominio de
la funcién)

S, y) =0

FIGURA 14.5 Grafica y curvas de nivel
seleccionadas de la funcion f(x, y) del
ejemplo 3.

La curva de contorno f(x, y) = 100 — x> — y> = 75
es el circulo x> + y* = 25 en el plano z = 75.

22100 — k% — y?

Plano z = 75 .100]“‘*-\.\

La curva de nivel f(x, y) = 100 — x> — y> = 75
es el circulo x> + y? = 25 en el plano xy.
FIGURA 14.6 Un plano z = ¢ paralelo al
plano xy que corta una superficie z = f(x, y)
produce una curva de contorno.

DEFINICIONES  EI conjunto de puntos en el plano donde la funciéon f{(x, y) tiene
un valor constante f(x, y) = c¢ se llama curva de nivel de /. El conjunto de todos
los puntos (x, y, f(x, ¥)) en el espacio, para (x, y) en el dominio de f, se llama la
grafica de f. La grafica de f también se llama superficie z = f(x, y).

EJEMPLO 3  Grafique f(x, y) = 100 — x2 — y? y trace las curvas de nivel f(x, y) = 0,
f(x,y) =51,y f(x,y) = 75 en el dominio de f en el plano.

Solucion  El dominio de f es el plano xy completo, y el rango de f es el conjunto de niime-
ros reales menores o iguales a 100. La grafica es el paraboloide z = 100 — x2 — y2, la porcion
positiva que se muestra en la figura 14.5.

La curva de nivel f(x, y) = 0 es el conjunto de puntos en el plano xy para los cuales

flr,y) =100 — x> —3y*=0, o x>+ y> =100,

lo cual es una circunferencia de radio 10 con centro en el origen. De manera similar, las curvas
de nivel f(x,y) = 51y f(x,y) = 75 (figura 14.5) son las circunferencias

flx,y) = 100 — x* — y* = 51, o xX2+)y’=49
f(an’):loo_xz—y2:75, (6] x2+y2:25.

La curva de nivel f(x, y) = 100 s6lo consta del origen. (Es s6lo una curva de nivel).

Six2 + y2 > 100, entonces los valores de f(x, y) son negativos. Por ejemplo, la circun-
ferencia x2 + y? = 144, la cual es una circunferencia de radio 12 con centro en el origen, da
un valor constante f{x, y) = —44 y es una curva de nivel f. [ |

La curva en el espacio donde el plano z = ¢ corta a una superficie z = f(x, y) estad formada
por los puntos que representan el valor de la funcion f(x, y) = c. Esta curva se llama curva
de contorno f(x, y) = c para distinguirla de la curva de nivel f(x, y) = ¢ en el dominio de f.
La figura 14.6 muestra la curva contorno f(x, y) = 75 sobre la superficie z = 100 — x2 — y?
definida por la funcién f(x, y) = 100 — x2 — y2. La curva de contorno se encuentra direc-
tamente arriba de la circunferencia x2 4+ y2 = 25, que es la curva de nivel f(x, y) = 75 en el
dominio de la funcién.

Sin embargo, no todos hacen esta distincion y usted podria llamar a ambas clases de cur-
vas por el mismo nombre y usar el contexto para aclarar lo que tiene en mente. En la mayoria
de los mapas, por ejemplo, las curvas que representan una elevacion constante (altura sobre
el nivel del mar) se llaman contornos, no curvas de nivel (figura 14.7).

Funciones de tres variables

En el plano, los puntos donde una funcién de dos variables independientes tiene un valor cons-
tante f(x, y) = ¢ forman una curva en el dominio de la funcién. En el espacio, los puntos donde
una funcion de tres variables independientes tiene un valor constante f(x, y, z) = ¢ forman una
superficie en el dominio de la funcion.

DEFINICION El conjunto de puntos (x, y, z) en el espacio, donde una funcion de
tres variables independientes tiene un valor constante f(x, y, z) = ¢, es una superfi-
cie de nivel de 1.

Como las graficas de las funciones de tres variables consisten en puntos (x, y, z, f(x, ¥, z))
que se encuentran en un espacio con cuatro dimensiones, no podemos trazarlas en nuestro
marco de referencia tridimensional. Sin embargo, podemos ver cdmo se comporta la funcion
analizando sus superficies de nivel tridimensionales.

EJEMPLO 4  Describa las superficies de nivel de la funcion

flx,v,2) = Vx2 + 2 + 22,



FIGURA 14.8 Las superficies de nivel de

fle,y,2) = \/m son esferas

concéntricas (ejemplo 4).

(Xos Yo» 20)

(a) Punto interior

(%0» ¥0» 20)

(b) Punto frontera

FIGURA 14.9 Puntos interiores y puntos
frontera de una region en el espacio. Como
en las regiones en un plano, un punto frontera
no necesariamente pertenece a la region R
del espacio.
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FIGURA 14.7 Contornos del Monte Washington en New Hampshire. (Reproducida con permiso
del Club Montafiés Apalache).
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Solucion  El valor de f es la distancia del origen al punto (x, y, z). Cada superficie de
nivel Vx2 + y?> 4+ z2 = ¢,¢ > 0, es una esfera de radio ¢ con centro en el origen. La fi-
gura 14.8 muestra un corte esquematico de tres de estas esferas. La superficie de nivel
Vx% 4+ y* + z? = 0 consta s6lo del origen.

Aqui no graficamos la funcion; sélo observamos las superficies de nivel en su dominio
de la funcion. Las superficies de nivel muestran como cambian los valores de la funcion
conforme nos movemos a través de su dominio. Si permanecemos en una esfera de radio ¢ con
centro en el origen, la funcion mantiene un valor constante, digamos, ¢. Si nos movemos de
una esfera a otra, el valor de la funcién cambia. Crece al alejarnos del origen y decrece si nos
movemos hacia el origen. La manera como cambian los valores depende de la direccion que
tomemos. El hecho de que el cambio dependa de la direccion es importante. Regresaremos a
esto en la seccion 14.5. [

Las definiciones de interior, frontera, abierta, cerrada, acotada y no acotada para las re-
giones en el espacio son similares a las de las regiones en el plano. Para incluir la dimensioén
extra, usamos esferas solidas de radios positivos en vez de discos.

DEFINICIONES  Un punto (xo, o, Zo) en una region R del espacio es un punto in-
terior de R si es el centro de una bola sdlida que estd completamente dentro de R
(figura 14.9a). Un punto (xo, o, Zo) es un punto frontera de R si la esfera con cen-
tro en (xo, Yo, Zo) tiene puntos que estan fuera de R y puntos que estan en R (figura
14.90). El interior de R es el conjunto de los puntos interiores de R. La frontera de R
es el conjunto de puntos frontera de R.

Una region es abierta si consta so6lo de puntos interiores. Una region es cerrada
si contiene a toda su frontera.

Algunos ejemplos de conjuntos abiertos en el espacio incluyen el interior de una esfera,
el semiespacio abierto z > 0, el primer octante (donde x, y y z son todos positivos) y el espacio
mismo. Ejemplos de conjuntos cerrados en el espacio incluyen rectas, planos, el semiespacio
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FIGURA 14.10 Esta grafica muestra

la variacion estacional de la temperatura
debajo del suelo como una fraccion de la
temperatura en la superficie (ejemplo 5).
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(a) z=senx + 2seny

cerrado z = (. Una esfera solida con una parte de su frontera eliminada o un cubo sélido sin
una cara, arista o esquina no son abiertos ni cerrados.

Las funciones con mas de tres variables independientes también son importantes. Por ejem-
plo, la temperatura de una superficie en el espacio puede depender no s6lo de la posicion del
punto P(xo, ¥o, zo) sobre la superficie, sino también del tiempo 7, de manera que podriamos es-
cribir 7 = f(x, y, z, ©).

Graficacion por computadora

Los programas de graficacion tridimensional para las computadoras y calculadoras hacen po-
sible graficar funciones de dos variables oprimiendo unas cuantas teclas. Con frecuencia, pode-
mos obtener informacion mas rapidamente de una grafica que de una formula.

EJEMPLO 5 La temperatura w debajo de la superficie de la Tierra es una funcién de la pro-
fundidad x y del tiempo ¢ del afo. Si medimos x en ft, y 7 es el numero de dias transcurridos
desde la fecha esperada para la temperatura superficial maxima anual, podemos modelar la
variacion de la temperatura mediante la funcion

w = cos (1.7 X 1072 — 0.2x)e **

(La temperatura a 0 ft esta en una escala que varia entre +1 y —1, de manera que la variacion
en x ft se pueda interpretar como una fraccion de la variacion sobre la superficie).

La figura 14.10 presenta la grafica de la funcion. A una profundidad de 15 ft, la varia-
cién (el cambio en la amplitud vertical de la figura) es de alrededor del 5% de la variacion en
la superficie. A 25 ft casi no hay variacién durante el afio.

La grafica también indica que la temperatura a 15 ft bajo la superficie esta desfasada
casi medio afio en relacion con la temperatura de la superficie. Cuando la temperatura baja a
un minimo sobre la superficie (digamos, a finales de enero), esta en su punto maximo a 15 ft
debajo. A 15 ft debajo del suelo, las estaciones estan invertidas. [ |

La figura 14.11 muestra graficas generadas por computadora de varias funciones de dos
variables, junto con sus curvas de nivel.
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(c) z= xye’y2

(b) 2= (4 + y)e

FIGURA 14.11 Graficas generadas por computadora y curvas de nivel de funciones tipicas de dos variables.
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Dominio, rango y curvas de nivel
En los ejercicios 1 a 4, obtenga los valores especificos de la funcion.

1. f(x,y) = x* + 0°
a. f(0,0)
c. f(2,3)

2. f(x,y) = sen (xy)

o ™
a. f(2,g) b. f _3’E>

<
) els)

b. f(—1,1)
d. f(-3,-2)

R
11
a. f(3,-1,2) b. f(l,z, 7)

c. f(O, —%, 0)

4. f(x,y,z) = V49 — x> — 2 — 22

d. £(2,2,100)

a. £(0,0,0) b. £(2, -3,6)

4 5 6
. f(-1,2,3 d f(—=, =, >
e Sl ) f(\fz V2 \/5)

En los ejercicios 5 a 12, obtenga y grafique el dominio de cada funcion.

5 fx,y) = Vy —x—2

6. f(x,y) =In(x*+)> — 4)

(x =Dy +2)
7. flx,y) = m
sen (xy)
8 flx,y) = ey

9. f(x,y) =cos ' (y — x?)
10. f(x,y) =In(xy +x—y —1)
1. f(x,y) = V(* — 407 - 9)

1

I G )

En los ejercicios 13 a 16, obtenga y bosqueje las curvas de nivel f(x, y) = ¢
sobre el mismo conjunto de ejes coordenados para los valores dados de c.
Nos referimos a estas curvas de nivel como un mapa de contorno.

13. fx,y)=x+y—1, ¢=-3,-2,-1,0,1,2,3
14. f(x,y) =x>*+ )% ¢=0,1,4,9, 16,25
15. f(x,y) =xy, ¢=-9,-4,-1,0,1,4,9

16. f(x,y) = V25 —x* — > ¢=0,1,2,3,4

En los ejercicios 17 a 30, (a) obtenga el dominio de la funcion, (b) deter-
mine el rango de la funcion, (c) describa las curvas de nivel de la funcion,
(d) encuentre la frontera del dominio de la funcion, (e) determine si el do-
minio es una region abierta, cerrada, o ninguna de las dos y (f) decida si

el dominio esta o no acotado.
18. f(x,y) = Vy —x

17. f,y) =y —x
19. f(x,y) = 4x> + 9y 20. f(x,y) = x> —y?

21

23

25

27

29

Asociacion de superficies con curvas de nivel

- fey) = x
1

SV e

. f(xy) = In(x* +y?)

. flx,y) =sen”'(y — x)

. fony) =In(® +y*— 1)

22

2

S

26

28

3

(=

. flx,y) = y/x?

Cfey) = V9 - xP = y?

- fy) = e

. f(x,y) = tan™! <§)
e y) =9 =¥ =)

En los ejercicios 31 a 36 se muestran curvas de nivel para las funciones
graficadas en los incisos (a) a (f) de la pagina siguiente. Asocie cada con-

junto de curvas con la funcion apropiada.

*
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Funciones de dos variables

Muestre los valores de las funciones de los ejercicios 37 a 48 de dos ma-
neras: (a) graficando la superficie z = f(x, y) y (b) dibujando varias cur-
vas de nivel en el dominio de la funcién. Marque cada curva de nivel con
el valor de su funcion.

3. floy) =5 38. f(r.y) = Va
3. fley) =2t 4yt 40. f(y) = Va2 + 2

AL flry) = x* =y 42 flxy) =4 -7 =)
43. f(x,y) = 4% +)? 4. f(x,y) =6 — 2x — 3y
45. f(x,y) =1 -yl 46. f(x,y) =1 —|x| — |y

47 foy) =V + P +4 8 fy) = VP + 7 —4

Determinacién de curvas de nivel
En los ejercicios 49 a 52, encuentre una ecuacion y dibuje la grafica de la
curva de nivel de la funcion f{(x, y) que pasa por el punto dado.

9. f(x,y) =16 — x> = %, (2V2,1V2)

50. f(x,y) = Vx*—1, (1,0)
51 f(x,y) = Vx + 32 — 3, (3,-1)

2y —x

52. f(x,y) = PR

(=L 1

Trazo de superficies de nivel

En los ejercicios 53 a 60, dibuje la superficie de nivel tipica para la
funcion.

53. f(x,y,z) = x>+ y? + 2* 54. f(x,y,z) = In(x> +y* + 2?)
55. f(x,y,z) =x +z 56. f(x,y,z) =z

57. f(x,y,z) = x>+ )° 58. f(x,y,z) = y* + 22

59. f(x,y,z) =z — x> — y*

60. f(x,y,z) = (x3/25) + (»*/16) + (z*/9)

Obtencion de superficies de nivel

En los ejercicios 61 a 64, determine la ecuacion para la superficie de nivel
de la funcion en el punto dado.

61' f(x,%z): vx_y_an, (37_171)
62. f(x,y,z) =In(x*>+y+2z%), (-1,2,1)



63. g(x,y,2z) = Vx> + )2 + 2, (1, -1, \6)

xX—y+z

64. g(x,y,z) = (1,0,-2)

2x +y—2z’

En los ejercicios 65 a 68, determine y grafique el dominio de f. Luego ob-
tenga la ecuacion para la curva o superficie de nivel de la funcion que pasa
por el punto dado.

65. f(x,y) = Eo (;Cj) . (1,2)

=
o0 X + n
66. g(x,y,z) = 2 Q, (In4,1n9, 2)

n=0 n!z"

67. f(x,y) (0, 1)

:/yL
» V1 -6
Ydr / do
68. g(x,v,2) = + o (0,1,V3
g(x,y,2) ZH# A ( )

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA
Use un SAC para efectuar los siguientes pasos para cada funcion en los
ejercicios 69 a 72.

a. Trace la superficie en el rectangulo dado.
b. Trace varias curvas de nivel en el rectangulo.

c. Trace la curva de nivel de /" que pasa por el punto dado.

69. f(x,y):xsen§+ysen2x, 0=x=5m 0=y=S5m

PQ3m,3m)

70. f(x,y) = (senx)(cosy)eV A 0 <x < 5m,
0=<y=>5m Pm,4m7)

14.2 Limites y continuidad en dimensiones superiores 755

71. f(x,y) = sen(x + 2cosy), —2m =x = 2w,
=27 =y =2mw, Plm,m)

72. f(x,y) = "' gen (x2+y%), 0=x=2m7,
27 =y=am, Plm,—m)

Use un software matematico (CAS) para trazar las superficies de nivel
implicitamente definidas en los ejercicios 73 a 76.

73. 4ln (x> + >+ %) =1 74. X2+ 2 =1
75. x + 2 — 322 =1

76. sen (%) — (cosy)Vx2+z2=2

Superficies parametrizadas Asi como las curvas en el plano se descri-
ben en formas paramétricas con un par de ecuaciones x = f(¢), y = g(¢)
definidas en algun intervalo / del parametro, usted puede describir a las
superficies en el espacio con una terna de ecuaciones x = f(u, v), y = g(u,
v), z = h(u, v) definida en un rectangulo de parametros a = u =< b,
¢ = v = d. Muchos sistemas de computacion matematicos le permiten
dibujar tales superficies en modo paramétrico. (Las superficies para-
metrizadas se estudian con detalle en la seccion 16.5). Use un software
matematico para trazar las superficies de los ejercicios 77 a 80. También
trace varias curvas de nivel en el plano xy.

77. x =ucosv, y=usenv, z=u, 0=u=2 0=v=27

78. x =ucosv, y=usenv, z=v, 0=u=2 0=v=27

79. x = (2 + cosu)cosv, y = (2 + cosu)senv, z = senu,
O=u=2m, 0=v=27

80. x = 2cosucosv, y =2cosusenv, z = 2senu,
O=u=2m, 0=v=mw

14 2 | Limites y continuidad en dimensiones superiores
l

Esta seccion trata los limites y la continuidad de funciones multivariables. Las definiciones son
analogas a las de limites y continuidad de funciones de una variable, pero incluyen mas varia-
bles independientes que traen consigo mayor complejidad y diferencias importantes que re-
quieren algunas nociones nuevas.

Limites para funciones de dos variables

Si valores de f{(x, y) son arbitrariamente cercanos a un niimero real fijo L para todos los pun-
tos (x, y) suficientemente cercanos a un punto (xo, yo), decimos que f tiende al limite L cuando
(x, y) tiende a (xo, yo). Esto es similar a la definicion informal de limite de una funcion de una
sola variable. Sin embargo, observe que si (xo, Vo) esta en el interior del dominio de £, (x, y) se
puede acercar a (xo, yo) desde cualquier direccion. Para que el limite exista, se debe obtener
el mismo valor limite desde cualquier direccién de aproximacion. Ilustramos este hecho con
varios ejemplos después de la definicion.



756 Capitulo 14: Derivadas parciales

DEFINICION Decimos que una funcion f(x, y) tiende al limite L cuando (x, y)
tiende a (xo, y9), y escribimos

lim x,y) =1L
(X,y)"(xo»yo)f( y)

si para cada nimero € > 0, existe un nimero correspondiente § > 0 tal que para
todo (x, y) en el dominio de f,

[ fx,y) — L] <€ siempre que 0< \/(x —x0)* + (y — w)? < 6.

La definicion de limite dice que la distancia entre f(x, y) y L es arbitrariamente pequefia
siempre que la distancia de (x, y) a (xo, yo) sea suficientemente pequefia (pero no cero). La de-
finicion se aplica tanto a puntos interiores (xo, ¥o) como a puntos frontera del dominio de f, aun
cuando el punto frontera no necesariamente esté dentro del dominio. Los puntos (x, y) que se
aproximan a (x, o) estan siempre en el dominio de f. Observe la figura 14.12.

y
N f
D ?\')
8\,\
(xo,yo) | ( . ¢ ) Z
0 0 L—e L L+e

FIGURA 14.12 En la definicion de limite, 6 es el radio de un disco
con centro en (xo, yy). Para todos los puntos (x, y) dentro de este disco,
los valores de la funcion f(x, y) se encuentran dentro del intervalo
correspondiente (L — €, L + €).

Como en las funciones de una sola variable, es posible demostrar que

lim X = Xo
(v, y)=(x0, y0)
lim =
B P
lim k=k (cualquier niimero k).
(x, y)=>(xo, y0)
Por ejemplo, en la primera de las afirmaciones anteriores, f(x, y) = x y L = xo. Empleando la
definicion de limite, supongamos que se selecciona € > 0. Si hacemos que 6 sea igual a esta €,
vemos que

0<\/(x—xo)2+(y—yo)2<5=e

lo que implica
(x —x0)* < € (x = x0)* = (x — x0)* + (v — »0)?
[x — x| <€ V= |a|

[f(x,y) — x| <€ x = f(x,y)

Es decir,

[f(x,y) — xo| <€ siempre que 0<Vx—x)+ (y— ) <8
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De esta forma, se ha encontrado una & que satisface el requerimiento de la definicion, y

lim xX,y) = lim X = Xo.
B SV = Em 0

Como en las funciones de una sola variable, el limite de la suma de dos funciones es la
suma de sus limites (cuando ambos existen), con resultados similares para los limites de las di-
ferencias, multiplicacion por una constante, productos, cocientes, potencias y raices.

TEOREMA 1: Propiedades de los limites de funciones de dos variables
Las siguientes reglas se cumplen si L, My k son numeros reales y

lim x,y) =L lim x,y) = M.
(v, ¥) = (x0, o) fory) Y (v, ¥)=(x0, 30) gx.)
1. Regla de la suma: lim  (f(x,y) + glx,y)) =L+ M
(x, )= (x0, »0)
2. Regla de la resta: lim  (f(x,y) —glx,y) =L —M

(x, ¥)=(x0, y0)
3. Regla de la multiplicacion

por una constante: lim  kf(x,y) = kL (para cualquier nimero k)
(x, )= (x0, y0)

4. Regla del producto: lim  (f(x,p)-glx,y) =L-M
(x, ») = (x0, o)

X,

5. Regla del cociente: im f ) = L’ M #0
(=000 glx,y) M

6. Regla de la potencia: lim  [f(x,»)]" = L", n es un entero positivo
(x, )= (x0, y0)

7. Regla de la raiz: lim \/f(x,y) = VL = ',

(x, )= (x0, ¥0) o )
7 €s un entero positivo, y si z es par,

suponemos que L > 0.

Aunque aqui no demostraremos el teorema 1, analizaremos de manera informal por qué
es verdadero. Si (x, y) esta suficientemente cerca de (x, Vo), entonces f(x, y) esta cerca de L,
y g(x, y) esta cerca de M (de la interpretacion informal de los limites). De esta forma, es razo-
nable que f(x, y) + g(x, y) esté cerca de L + M; f(x,y) — g(x, y) esté cerca de L — M; kf(x, y)
esté cerca de kL; f(x, y)g(x, y) esté cerca de LM; y f(x, v)/g(x, y) esté cerca de L/M si M # 0.

Cuando aplicamos el teorema 1 a polinomios y a las funciones racionales obtenemos el util
resultado de que los limites de estas funciones cuando (x, y) — (xo, ¥o) pueden calcularse eva-
luando las funciones en (xo, o). El Gnico requisito es que las funciones racionales estén defi-
nidas en (xo, o).

EJEMPLO 1 En este ejemplo podemos combinar los tres sencillos resultados que siguen a la
definicion de limite con los resultados del teorema 1 para calcular los limites. Simplemente
sustituimos en la expresion funcional los valores de x y y del punto que se esta aproximando,
para obtener el valor del limite.

) x—xy+3 0—(0)1)+3
(a) lim = = -3
®»=0.D x%y + 55y — > (0)2(1) + 5(0)(1) — (1)
®d lim V232 = VB2 + (42 =V25=5 -

(x,»)—3,—4)

EJEMPLO 2 Obtenga

¥ = xy

lim ——————.
(1) (0.0 Vi =V
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Solucion  Como el denominador Vx — \/; tiende a cero cuando (x, y) — (0, 0), no po-
demos usar la regla del cociente del teorema 1. Sin embargo, si multiplicamos el numerador

y el denominador por Vi + \/;, obtenemos una fraccion equivalente cuyo limite podemos
calcular:

ooy o (o w)(Ver )
€ )=00 \V/y — )y @»=00) (\/ _ \6)(% N \/y)

x(x —y)(\/; + \/y)

= m p— Usando el algebra
(x.)=>(0,0) oy
, Se cancela el factor
= lim x(Vix+
(x, )—(0,0) ( \/);) no nulo (x — y).

_ 0(\/6 + \/6) =0 Conocemos los

valores del limite

Podemos cancelar el factor (x — y) porque la trayectoria y = x (a lo largo de la cual x — y = 0)
no estd en el dominio de la funcién

4xy?
EJEMPLO 3 Obtenga  lim
()=, x? + )2

si existe.

Solucion  Primero observamos que a lo largo de la recta x = 0, la funcion siempre tiene el
valor 0 cuando y # 0. Asimismo, a lo largo de la recta y = 0, la funcién tiene valor de 0 siem-
pre que x # 0. De manera que si el limite existe cuando (x, y) tiende a (0, 0), el valor de este
limite debe ser 0. Para ver si es verdad, aplicamos la definicion de limite.

Dado e > 0 arbitrario. Queremos encontrar 6 > 0, tal que

4xy?
2y 2—0‘<e siempreque 0 < Vx? +)? <8
x“+y
o bien,
4lx]y?
<e siempreque 0 < Vx%+ > <aé.
X2+ y2

Puesto que y2 = x? + 2, tenemos que

2

4|x[y?
||ZS4|x|=4\/PS4\/x2+y2. S

¥ty X+ y?

Entonces, si seleccionamos 8 = €/4 y hacemos que 0 < Vx* + y2 < 9, tenemos

4xy2 €
— 0] =4V +yP <46 =4 1) €

xz-i-y2

Se deduce de la definicion que

4)cy2

lim
x,1)=0,0 x* 4 2

= 0. [ ]
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0, (x,y) = (0,0).

La funcion es continua en todo punto excepto
en el origen. (b) Los valores de f son cons-
tantes diferentes a lo largo de cada recta

v = mx, x # 0 (ejemplo 5).
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. Y .
EJEMPLO 4  Si f(x,y) = T, [existe lim (x, y)?
JOOI) =50 GXSE 0T
Solucion  El dominio de f no incluye el eje y, asi que no consideramos puntos (x, y) donde

x = 0 en la aproximacion hacia el origen (0, 0). A lo largo del eje x, el valor de la funcion es
f(x, 0) = 0 para cualquier x # 0. De esta forma, si el limite existe cuando (x, y) — (0, 0), el
valor del limite debe ser L = 0. Por otro lado, a lo largo de la recta y = x, el valor de la fun-
cion es f(x, x) = x/x = 1 para cualquier x # 0. Es decir, la funcion f tiende al valor 1 a lo largo
de la recta y = x. Esto significa que cada disco de radio & con centro en (0, 0) contendra pun-
tos (x, 0) en el eje x, donde el valor de la funcion es 0, y también puntos (x, x) a lo largo de la
recta y = x donde el valor de la funcion es 1. De esta forma, sin importar qué tan pequefio
seleccionemos 6 como radio del disco de la figura 14.12, habra puntos dentro del disco para
los cuales los valores de la funcién difieren de 1. Por lo tanto, el limite no puede existir por-
que podemos hacer que € sea cualquier nimero menor que | en la definicion de limite y negar
que L = 0 0 1, o cualquier otro niimero real. El limite no existe porque tenemos diferentes va-
lores limitantes a lo largo de distintas trayectorias que tienden al punto (0, 0). [ |

Continuidad

Como en las funciones de una variable, la continuidad se define en términos de limites.

DEFINICION Una funcion f(x, y) es continua en el punto (x, yy) si

1. f esta definida en (xo, y9),

2. lim f(x, y) existe,
(x, )= (x0, yo)
3. lim  f(x,y) = f(xo0, y0).

(x, y)—=(x0, o)

Una funcion es continua si es continua en todos los puntos de su dominio.

Como en la definicion de limite, la definicion de continuidad se aplica tanto a puntos fron-
tera como a puntos interiores del dominio de f. El inico requisito es que cada punto (x, ) cerca
de (xo, o) esté en el domino de f.

Una consecuencia del teorema 1 es que las combinaciones algebraicas de las funciones
continuas son continuas en cada punto donde estén definidas las funciones implicadas. Esto
significa que las sumas, las restas, los productos, los multiplos constantes, los cocientes y las
potencias de las funciones continuas son continuas siempre que estén definidas. En particular,
las funciones polinomiales y racionales de dos variables son continuas en todos los puntos
donde estan definidas.

EJEMPLO 5  Demuestre que

2xy
- (x,») # (0,0)

0, (x,y) = (0,0)

fx,y) =

es continua en todo punto, excepto en el origen (figura 14.13).

Solucion  La funcidn f es continua en cualquier punto (x, y) # (0, 0) porque sus valores estan
dados por una funcion racional de x y y, y el valor limitante se obtiene al sustituir los valores de
xy yen la expresion de la funcion.
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(b)
FIGURA 14.14 (a) Grafica de
flx,y) = 2x%/(x* + 3?). (b) A lo largo de
cada trayectoria y = kx2 el valor de f es
constante, pero varia con k (ejemplo 6).

En (0, 0), el valor de f esta definido, pero afirmamos que f no tiene limite cuando
(x, ) = (0, 0). La razdn es que las diferentes trayectorias de aproximacion al origen traen
consigo resultados distintos, como veremos ahora.

Para cada valor de m, la funcidon f tiene un valor constante en la recta “perforada”
y = mx, x # 0, porque

2x(mx) _2mx? . 2m

yeme X2+ (mx)? X2+ w2 1+ m?

2xy
y=mx x2 + y2

Por lo tanto, f tiene este nimero como su limite conforme (x, y) tiende a (0, 0) a lo largo de

la recta:
} _ 2m
y=mx 1+ m2 .

Este limite cambia con cada valor de la pendiente m. Por lo tanto, no existe un tinico numero
que podamos llamar el limite de f conforme (x, y) tiende al origen. El limite no existe y la fun-
cién no es continua. [ |

f( 9y)_ Hrn(()()) |:f(x

(x, y)—>(0 0) (x, »)—(0,
alo largo de y=mx

Los ejemplos 4 y 5 ilustran un punto importante acerca de los limites de las funciones de
dos o0 mas variables. Para que un limite exista en un punto, el limite debe ser el mismo a lo
largo de cualquier trayectoria de acercamiento. Este resultado es andlogo al del caso de una
variable, donde los limites por la izquierda y por la derecha deben tener el mismo valor. Para
funciones de dos o mas variables, si encontramos trayectorias de valores diferentes como
limites, sabemos que la funcion no tiene limite en el punto al que tiende.

Criterio de dos trayectorias para demostrar la inexistencia de un limite

Si una funcion f{(x, y) tiene limites diferentes a lo largo de dos trayectorias distintas
en el dominio de f cuando (x, y) tiende a (xo, yo), entonces limy, y)—(x, ) f(x, ¥) N0
existe.

EJEMPLO 6  Demuestre que la funcion
2x%y
foey)=—4—— 5

(figura 14.14) no tiene limite cuando (x, y) tiende a (0, 0).

Solucion  El limite no se puede obtener por sustitucion directa, la cual da la indetermina-
cion 0/0. Examinamos los valores de f a lo largo de las curvas que terminan en (0, 0). A lo
largo de la curva y = kx2, x # 0, la funcidn tiene el valor constante

2% (kx?) 2kex? 2k

y=kx? X+ (kx?)? XA+ R

2x%y

fx, )

y=kx? x4 + y2

Por lo tanto,

]z 2k
—kxz 1+k2.

(Ix y%1—>m(00_)f( xy) = 1 (0 0) {
alo largo de y=

Este limite varia con la trayectoria de acercamiento. Si (x, y) tiende a (0, 0) a lo largo de la para-
bola y = x2, por ejemplo, k = 1 y el limite es 1. Si (x, y) tiende a (0, 0) a lo largo del eje x,
k = 0y el limite es 0. Por la prueba del criterio de las dos trayectorias, /' no tiene limite con-
forme (x, y) tiende a (0, 0). [ |

Puede demostrarse que la funcion del ejemplo 6 tiene limite 0 a lo largo de cada trayec-
toria y = mx (ejercicio 53). Concluimos que

El hecho de que las aproximaciones por lineas rectas a (x, yo) tengan el mismo limite
no implica que exista un limite en (xo, y)-
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Siempre que es correctamente definida, una composicion de funciones continuas también
es continua. El unico requisito es que cada funcion sea continua donde se aplica. La demos-
tracion, que aqui se omite, es similar a la de funciones de una sola variable (teorema 9 en la
seccion 2.5).

Continuidad de composiciones
Si f es continua en (xop, o) y g es una funcién de una variable continua en f{(x, o),
entonces la composicion 2 = g o f'definida por %(x, y) = g(f(x, y)) es continua en

(X0, y0)-

Por ejemplo, las composiciones

_ Xy
e, cos ——, In(1 + x%?)
X2+ 1 7

son continuas en todo punto (x, y).

Funciones de mas de dos variables

Las definiciones de limite y continuidad para funciones de dos variables asi como las conclu-
siones acerca de los limites y continuidad son extensivas para sumas, productos, cocientes, po-
tencias y composiciones para funciones de tres o més variables. Funciones como

n(x+y+2) ysenz
n(x z
Y y x—1
son continuas a través de sus dominios; y limites como
) ex+z B el—l B 1
lim = > =5
P=(L0-1) 22 4 cos Vay  (—1)? + cos0 2

donde P representa el punto (x, y, z), se pueden obtener por sustitucion directa.

Valores extremos de funciones continuas en conjuntos cerrados y acotados

El teorema de los valores extremos (teorema 1, seccion 4.1) establece que la funcion de una
variable que es continua a través de un intervalo cerrado, acotado [a, b], asume un valor ma-
ximo absoluto y un valor minimo absoluto por lo menos una vez en [a, b]. Esto también es
cierto para una funcién z = f{(x, y) que es continua en un conjunto R cerrado y acotado en el
plano (como un segmento de recta, un disco o un triangulo solido). La funcién toma un valor
maximo absoluto en algiin punto de R y un valor minimo absoluto en algtin punto de R.

Teoremas similares se obtienen para funciones de tres o mas variables. Una funcion conti-
nua w = f{(x, y, z), por ejemplo, debe asumir valores maximo y minimo absolutos en cualquier
conjunto cerrado y acotado (esfera o cubo sélido, cascaron esférico, sélido rectangular) donde
esté definida. Aprenderemos como obtener estos valores extremos en la seccion 14.7.

Limites con dos variables
Obtenga los limites en los ejercicios 1 a 12.

3xr—y*+5

2
1,1
. lim Va2 4+t -1 4. 1 (—+—)
3 = Y (x,y)—l’rng) x

(v, »)—(3.4) Yy
X2+ y3

X
1 lim —————— 2 lim —— . .
T s 24 2 T s 5. 1 t 6. 1 —
€ )=00) x* + y? + 2 6 )=04 \/), ()l ey SEC T TADY o0 Sty + 1
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7. lim "7 8. lim In|l + x%)?|
(x,»)—(0.In2) (v, y)=(1,1)
»
9. lim &Y 10. lim cosV xy
=00 ¥ ()= (1/27,7)
xseny ) cosy + 1

11 12

. 1im I — . m P —
@=L 7/6) x> + 1 (x,y)—(m/2,0) Y — Senx

Limites de cocientes
Calcule los limites en los ejercicios 13 a 24 replanteando primero las
fracciones.

2 2 2 2
X —=2xy +y x“—y
13. li Ever— 14. li Ev——
(o)1) oy (i X Y
X#y X#y
xy—y—2x+2
15, lim 22 T<
(x,7)=(1,1) x—1
x#1
+4
6. lim o
(=2, -4) x7y — xy + 4x° — 4x
y¢—4,x¢x2
" x—y+2Vx—-2Vy

lim
(x, )—(0,0)
X#Yy

Vi -y
x+y—4
( ;im@z)\/
x, y)—(2, _
;)+y#4 xty 2

\/);— Vy + 1

V2x —y—2

R
()o20) 2x —y — 4
2x—y#4

18. 19

20. lim @————
y—@3) x—y—1
x#y+1
sen (x> + 1 — cos(x
20, lim 27;/2) SR —— L2
(,»)=00)  x~+y (x,»)—>(0,0) Xy
3 3
x + X —
23. o 24 4

lim — . lim
oy)—=01-1) ¥ +y (y)—22) x* — y*

Limites con tres variables
Determine los limites en los ejercicios 25 a 30.

11 1 2xy + yz
25. i e 26. i —_
p—(154) (x y Z) Pt A2+ 22
27.  lim  (sen’x + cos’y + sec’z)
P—>(,7,0)
28. tan™! xyz 29. lim ze ¥ cos2x
P—>(1,0,3)

lim
P—(~1/4,7/2,2)

30. InVx? +y? + 22

lim
P—(2,-3,6)

Continuidad en el plano
(En cuales puntos (x, y) del plano, las funciones de los ejercicios 31 a 34
son continuas?

31. a. f(x,y) = sen(x + y) b. f(x,y) = In(x* + ?)

x+y Y
32. a. f(x,y):ﬁ b. f(xay)=x2+ 1
1 x+y
3. a. glxy) = sen bog(ny) = 5o
¥+ y? 1

34. a. g(x,y) = b. g(x,y) = —

x2—3x+2 X =y

Continuidad en el espacio
(En cudles puntos (x, y, z) del espacio son continuas las funciones de los
ejercicios 35 a 40?

35. a. f(x,y,z) = x>+ y? — 222
b. f(x,y,z) = Vx> +3? -1

36. a. f(x,y,z) = Inxyz b. f(x,v,2z) = ¢V cosz

37. a. h(x,y,z) = xy sen% b. h(x,y,z) = ﬁ
38. a. h(x,y,z) = S — b. h(x,y,z) = S —
[y[ + |z] lxy| + |z
39. a. h(x,y,z) =In(z— x> =) — 1)
1

hx,y,2) = ——————=
z — \/)c2+y2
40. a. h(x,y,z) = V4 — x> —? — 2

1

4*\/x2+y2+22*9

&

h(x,y,z) =

Inexistencia del limite en un punto
Considerando diferentes trayectorias de aproximacion, demuestre que las
funciones en los ejercicios 41 a 48 no tienen limite cuando (x, y) — (0,0).

X 4

41. f(x,y) = —

2. f(x,y) =7
¥+ )2 Jtey ey

AN

i
A\

x4 - y2 Xy
43. f(x,y) = 1 44. f(x,y) ol
2
x—y -y
45. g y) = 55 46. glx,y) = =7
2 2.
x° + x
4. hry) = 5 48. hix,y) = - +yyz
X

Teoria y problemas
En los ejercicios 49 y 50, demuestre que los limites no existen.
xy2 -1 xy + 1

49. 50. lim )
)=, =D x” —y

lim
@y—n y—1

L, y=x

51. Sea f(x,y) =41, y=0
, de otra forma.

(=]

Obtenga cada uno de los siguientes limites o explique por qué el limite
no existe.

a. lim .
(x’y)_>(0’l)f(x »)

b. lim X,
(x,)—(2,3) fy)

c. lim (x,y)
(x,»)—(0,0) Jy



2
X x=0
52. S = ’ .
ea f(x, ) {x3, L <0

Obtenga los siguientes limites.

a. lim f(x,»)

x,»)—06,-2)
b. X,

(x, Y)—>( 2, l)f( Y)
c.

(x, y)—’(O 0) fy)

53. Demuestre que la funcién del ejemplo 6 tiene limite 0 a lo largo de
todas las lineas rectas que tienden a (0, 0).

54. Si (xg, yo) = 3, ¢qué puede decir de

lim (x,y)
(v, )= (x0, y0) fy
si f es continua en (xg, vo)? ¢Si f no es continua en (xo, y)? Justifi-
que sus respuestas.

El teorema de la compresion para funciones de dos variables establece
que si g(x, y) = f(x, y) = h(x, y) para toda (x, y) # (xo, ¥o) en un disco con
centro en (X, o), y si gy A tienen el mismo limite finito L cuando (x, y) —
(x0, y0), entonces

lim x,y) = L.
(x, )= (x0, y0) f( y)

Con base en este resultado, fundamente sus respuestas a las preguntas de
los ejercicios 55 a 58.

55. (El hecho de saber que

1 xzy2 - tan”! xy
3 Xy

le dice algo acerca de

~1
tan " x
i ?

li
(x, y)1—>n’1(0,0) xy

Justifique su respuesta.

56. (El hecho de saber que

2.2
2@4—;1<4—4amvm;<ﬂw|

le dice algo acerca de
4 — 4cos Vl]xy|
lim @ —————?
(x,)—(0,0) [xy|

Justifique su respuesta.

57. (El hecho de saber que |sen (1/x)| < 1 le dice algo acerca de

1
lim sen*r’
(x, y)—>(00)y

Justifique su respuesta.

58. El hecho de saber que |cos (1/y)| = 1 le dice algo acerca de

lim  xcos L ?
(x,)=(0,0) Y

Justifique su respuesta.
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59. (Continuacion del ejemplo 5).
a. Revise el ejemplo 5. Luego sustituya m = tan 0 en la formula

2m
y=mx 1+ m2

f(x, )

y simplifique el resultado para mostrar como varia el valor de f
con el angulo de inclinacion de la recta.

b. Utilice la formula que obtuvo en el inciso (a) para demostrar que
el limite de f cuando (x, y) — (0, 0) a lo largo de la recta y = mx
varia de —1 a 1 dependiendo del angulo de aproximacion.

60. Extension continua Defina f(0, 0) de manera que su extension
2 2

X,y) =X
flx, ) yszry2

sea continua en el origen.

Cambio a coordenadas polares Sino puede obtener lim,, o, 0) (X, »)
en coordenadas rectangulares, trate de cambiar a coordenadas polares.
Sustituya x = r cos 0, y = r sen 0, e investigue el limite de la funcion re-
sultante cuando » — 0. En otras palabras, trate de determinar si existe
un numero L que satisfaga el siguiente criterio:

Dado e > 0, existe una 6 > 0, tal que para todas las r y 6,

[rl <& = |f(r,0) — L|<e. (1)
Si tal L existe, entonces

00)f(x ,Y) = hrr})f(r cos O, rsenf) = L.

(x, v
Por ejemplo,
. 3 . rcos’f
lim 3 5 = lim
(,»)=(0.0) x= + y r=0

= lim rcos* @ = 0.
r—0

Para verificar la ultima de estas igualdades, necesitamos demostrar que la
ecuacion (1) se satisface cuando f(r, ) = r cos® 0 y L = 0. Es decir, ne-
cesitamos demostrar que, dado cualquier € > 0, existe 6 > 0, tal que
para todary 6,

|r| <8 = |rcos’h —0|<e.
Puesto que

|rcos30| = \r||cos36| =|r|-1=|r|,
la implicacion es valida para toda 7y 0 si tomamos 6 = e.
En contraste,
x2 rcos’h
2

2
= = cos“ 6
X2+ y? r

asume todos los valores de 0 a 1, sin importar qué tan pequefo sea |7,
de manera que lim,, (0, 0) ¥2/(x> + %) no existe.

En cada uno de estos ejemplos, la existencia o no existencia del li-
mite cuando » — 0 es bastante clara. Sin embargo, el cambio a coordena-
das polares no siempre ayuda e inclusive podria llevarnos a falsear conclu-
siones. Por ejemplo, el limite puede existir a lo largo de toda linea recta
(o rayo) 6 = constante, y no existir en sentido estricto. El ejemplo 5 ilus-
tra este punto. En coordenadas polares, f(x, y) = (2x%)/(x* + )?) se con-
vierte en

r cos 6 sen 260

2

(rcos@,rsenf) = ———————
/ r2cos*@ + sen’6



764 Capitulo 14: Derivadas parciales

para » # 0. Si mantenemos a 6 constante y dejamos que » — 0, el li-
mite es 0. Sin embargo, en la trayectoria y = x%, tenemos que » sen 0 =
r2cos? 0y

r cos 6 sen 260
r2cos*O + (rcos?9)?

f(rcos®, rsenf) =

2r cos” 0 sen 0 rsen
= 2 4 =5 o2.-1L
2r- cos” 6 r“cos” 6

En los ejercicios 61 a 66, determine el limite de /" cuando (x, y) — (0, 0)
o demuestre que el limite no existe.

1. fxy) = 62. f(x,) (x3_y3)
. fxy) = ——= . flx,y) =cos | ——
flxy 2+ fxy 2+
2
Yy 2x
63. f(x,y) = 64. f(x,y) =
fx,») R f(x,») R

65. f(x,y) = tan! (|X| i \y|>
. flx,y) = T
y 2+ 52
22

)62+y2

66. f(x,y) =

En los ejercicios 67 y 68, defina (0, 0), de manera que la extension de f
sea continua en el origen.

3x? — xH? + 3y2)
67. f(x,y) =In|——————
£ ) ( ERae
3x%y

)62+y2

68. f(x,y) =

Uso de la definicion de limite

Cada uno de los ejercicios 69 a 74 presenta una funcion f(x, y) y un
nimero positivo e. En cada ejercicio, demuestre que existe una 6 > 0
tal que para todas las (x, y),

Vil +)yP <8 = |[flx,y) = f(0,0)| <e.

69. f(x,y) = x> + 3% € =00l

70. f(x,y) = y/(x* + 1), €=0.05

1. f(x,y) = (x + y)/(* + 1), € =001
72. f(x,y) = (x + »)/(2 + cosx), €= 0.02

X7
73, f,y) = 5> v f(0,00 =0, =004
x°+y
X +y4 i
74. f(x,y) = 53— vy f(0,0) =0, €=0.02
x°+y

Cada uno de los ejercicios 75 a 78 presenta una funcion f(x, y, z) y un
numero positivo €. En cada ejercicio, demuestre que existe una 6 > 0,
tal que para toda (x, y, z),

Vil +yP+22<8 = |f(x,y,2) = f(0,0,0)] < e.

75. f(x,y,z) = x* +y* + 2%, € =0015

76. f(x,y,z) = xyz, € = 0.008
x+y+z

78. f(x,y,z) = tan’x + tan’y + tan’z, € = 0.03

77. f(x,y,z) = , €=0.015

79. Demuestre que f(x, y, z) = x + y — z es continua en todo punto
(%0, 0, Z0)-

80. Demuestre que f(x, y, z) = x> + »? + z% es continua en el origen.

14.3 I Derivadas parciales

El célculo de varias variables es como el calculo de una variable aplicado a cada una de las
variables. Cuando mantenemos constantes todas las variables independientes de una funcion,
excepto una, y derivamos con respecto a esa variable, obtenemos una derivada “parcial”. Esta
seccion muestra como se definen e interpretan geométricamente las derivadas parciales y como
calcularlas aplicando las reglas de derivacion para funciones de una sola variable. La idea de
derivabilidad de funciones de varias variables requiere algo mas que la existencia de las deri-
vadas parciales, pero veremos que las funciones derivables de varias variables se comportan del
mismo modo que las funciones derivables de una variable.

Derivadas parciales de una funcion de dos variables

Si (xo, ¥o) es un punto en el dominio de una funcién f{(x, y), el plano vertical y = y, cortara
la superficie z = f{(x, y) en la curva z = f(x, yo) (figura 14.15). Esta curva es la grafica de la
funcion z = f{(x, yo) en el plano y = y,. La coordenada horizontal en este plano es x; la coor-
denada vertical es z. El valor de y se mantiene constante en )y, de manera que y no es una

variable.

Definimos la derivada parcial de f con respecto a x en el punto (x, yo) como la derivada
ordinaria de f(x, yp) con respecto a x en el punto x = x,. Para distinguir las derivadas parcia-
les de las ordinarias usamos el simbolo 9 en vez de la d usada previamente. En la definicion,
h representa un numero real, positivo o negativo.
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[

Eje vertical en
el plano y = y,

P(xg, yo. flxo, ¥0))

z=flx,y)
e

La curva z = f{x, yo)
enel planoy = y,

Recta tangente\
/ Jo
X

(xg + 1, yo)
Eje horizontal en el plano y = y,

FIGURA 14.15 La interseccion del plano y = y, con la
superficie z = f(x, ), vista desde arriba del primer
cuadrante del plano xy.

DEFINICION La derivada parcial de f(x, y) con respecto a x en el punto (xo, o)
es

aof — F(xo + A, 30) = flxo0, 30)
- im ,

0x (0, o) h—0 h

si el limite existe.

Una expresion equivalente de la derivada parcial es

ler|
La pendiente de la curva z = f{(x, y¢) en el punto P(xo, yo, (X0, Vo)) en el plano y = yg es el
valor de la derivada parcial de f con respecto a x en (xo, o). (En la figura 14.15 esta pendien-
te es negativa). La recta tangente a la curva en P es la recta en el plano y = y, que pasa por P
con esta pendiente. La derivada parcial f/ax en (xo, yo) proporciona la tasa de cambio de f con
respecto a x cuando y se mantiene fija en el valor yy.
Usamos varias notaciones para la derivada parcial:

of 0z af dz
ax (XO,J’O) 0 fx(-an J’O), ox 0. 30) 5 y fXa o’ Zy, O ox

La definicion de la derivada parcial de f(x, y) con respecto a y en el punto (xo, yo) €s si-
milar a la definicion de la derivada parcial de f con respecto a x. Mantenemos a x fija en el
valor xy y tomamos la derivada ordinaria de f{(x, ) con respecto a y en yy.

DEFINICION La derivada parcial de f(x, y) con respecto a y en el punto (xo, o)
es

af
ay (%0, o)

. fGo,y0 + h) — fxo,y0)
m

_d -
- dy f(x():y) = - hll—>0 h

5

siempre que el limite exista.
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Eje vertical
en el plano
X=X,

Z

Recta tangente
P(xg, ¥o, fixo, ¥0))

z=flx,y)

(X0 Y())
(xg, Yo + k)
Lacurva z = fixy, y)

en el plano

Eje horizontal
en el plano x = x

FIGURA 14.16 La interseccion del plano
x = x¢ con la superficie z = f(x, y), vista
desde arriba del primer cuadrante del
plano xy.

La pendiente de la curva z = f(xo, y) en el punto P(xg, yo, f(X0, ¥0)) del plano vertical
x = x¢ (figura 14.16) es la derivada parcial de f con respecto a y en (xg, Vo). La recta tangente
a la curva en P es la recta en el plano x = xy que pasa por P con esta pendiente. La derivada
parcial proporciona la tasa de cambio de f con respecto a y en (x, o) cuando x se mantiene fija
en el valor xo.

La derivada parcial con respecto a y se representa del mismo modo que la derivada parcial
con respecto a x:

) )
é(xo,yo), f(xo, v0), é’ 1
Observe que ahora tenemos dos rectas tangentes asociadas a la superficie z = f(x, y) en el
punto P(xo, yo, f(x0, o)) (figura 14.17). (El plano que determinan es tangente a la superficie
en P? Veremos que asi es para las funciones derivables definidas al final de esta seccion y
aprenderemos como obtener el plano tangente en la seccion 14.6. Primero tenemos que apren-
der mas acerca de las derivadas parciales.

Esta recta
tangente tiene una P(xo, Yo- f(Xo» o))

pendiente £,(xo. yo)- ™~

Esta recta
tangente tiene
pendiente f,(xg, Yo)-

La curva z = flxy, )

en el plano x = x, La curva z = f(x, y,)

en el planoy = y,

/Z: Six,y)

FIGURA 14.17 Las figuras 14.15 y 14.16 combinadas. Las rectas
tangentes en el punto (xo, vo, f(xo, o)) determinan un plano que, en
esta figura por lo menos, parece ser tangente a la superficie.

Calculos

Las definiciones de df/ox y 9f/dy nos ofrecen dos maneras diferentes de derivar f en un
punto: con respecto a x, del modo usual, mientras se trata a y como constante, y con respecto
a y, del modo usual, cuando se trata a x como constante. Como lo demuestran los siguien-
tes ejemplos, los valores de estas derivadas parciales por lo general son diferentes en un
punto dado (xo, o).

EJEMPLO 1 Encuentre los valores de df/ax y df/dy en el punto (4, —5), si
fo,y) =x*+3xy +y— 1L
Solucién  Para obtener 9f/ax, tratamos a y como una constante y derivamos con respecto a x:

i _

e %(x2+3xy+y—1)=2x+3-1-y+0—o=2x+3y.

El valor de 9f/ox en (4, —5) es 2(4) + 3(=5) = —7.
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Para obtener df/dy, tratamos a x como una constante y derivamos con respecto a y:

g=i()cz+3xy+y—1)=0+3-x-1+1—0=3x-i—1.
dy
El valor de df/oy en (4, —5) es 3(4) + 1 = 13. ]

EJEMPLO 2 Obtenga 9f/dy como una funcién, si f(x, y) = y sen xy.

Solucion  Consideramos a x como constante y a / como un producto de y y de sen xy:

of

dy  ay

(ysenxy) = y%senxy + (senxy)%(y)
= (ycos xy)aiy(xy) + senxy = xycosxy + senxy. [

EJEMPLO 3 Obtenga f, y f, como funciones si

2y
y + cosx’

flx,y) =

Solucion  Tratamos a f como un cociente. Manteniendo a y constante, tenemos

Jd d
+ Sy -y +
.- 5 2 _ (y + cosx) P (2y) 2y6x (y + cosx)
T 9x \y + cosx (y + cosx)?
(y + cosx)(0) — 2y(—senx) 2y senx
-V Y -
(y + cosx)? (y + cosx)?’
Yy y

Si mantenemos a x constante, tenemos

J Jd
s 2 (y + cosx) 3y (2y) — 2p e (y + cosx)
f=2 -
Y9y \y + cosx

(y + cosx)?
_ (y + cosx)(2) — 2y(1) __ 2cosx .
(y + cosx)? (y + cosx)®’

La derivacion implicita funciona para las derivadas parciales de la misma manera que para
las derivadas ordinarias, como lo ilustra el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4  Obtenga dz/dx si la ecuacion
yvz—Inz=x+y

define a z como una funcién de dos variables independientes x y y, y la derivada parcial
existe.

Solucion  Derivamos ambos lados de la ecuacion con respecto a x, manteniendo a y constante
y tratando a z como funcién derivable de x:

] 9 ax Wy
o -2 - 4+ =
ax (y2) x nz Jx  ox
oz 19z Con y constante
Yoo —5..=1+0 9 oz
ox ox Ix (~"") =Yy ox
ez _
YT I ) o
Jz z
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EJEMPLO 5  El plano x = 1 corta al paraboloide z = x2 + y2 en una parabola. Determine la
pendiente de la tangente a la parabola en (1, 2, 5) (figura 14.18).

? Solucion  La pendiente es el valor de la derivada parcial dz/dy en (1, 2):
d. d
Superficie Gi = a*(xz + y2) =2y =2(2) =4
=2+ Y 1(1,2) y (1,2) (1,2)
Plano / Recta
x = tangente Para verificar, podemos considerar a la parabola como la grafica de una funcién de una sola

variable z = (1)2 + y2 = 1 + y2 en el plano x = 1 y calcular la pendiente en y = 2. La pen-
diente, calculada ahora como una derivada ordinaria, es

dz

_a 2
dy (1 +y%)

= 4, [ ]
y=2 dy

y=2

= 2)/
y=2

I
I
I
|
I
1
I
1
I
o
1

Funciones de mas de dos variables
FIGURA 14.18 Latangente a la curva de

interseccion del plano x = 1y la superficie Las definiciones de las derivadas parciales de funciones de mas de dos variables independien-

z=x2+)2enel punto (1, 2, 5) (ejemplo 5).  tes son similares a las definiciones para funciones de dos variables. Son derivadas ordinarias
con respecto a una variable, la cual se calcula mientras las demas variables independientes se
mantienen constantes.

EJEMPLO 6  Six, yy zson variables independientes y

f(x,y,z) = xsen(y + 3z),

entonces

af 9 )

=== + =x- +

0 s [xsen(y + 32)] = x o, Sen (y + 32)

=xcos(y+3z):;(y+3z) = 3xcos (y + 3z). [ |
R, EJEMPLO 7  Si tres resistencias de R, R, y R3 ohms se conectan en paralelo para obtener una
/—’\/\/\/\/—\ resistencia de R ohms, se puede obtener el valor de R con la ecuacion
RZ
AWV
L0

1
\_MIBV_/ R R R R

(figura 14.19). Determine el valor de dR/dR, cuando R| = 30, R, = 45y R; = 90 ohms.

N

FIGURA 14.19 Se dice que las resistencias

|1
I Solucion  Para obtener dR/0R,, consideramos a R; y R3 como constantes y, usando la deriva-

cion implicita, derivamos ambos lados de la ecuacion con respecto a Ry:

+

ordenadas de esta manera estan conectadas
lelo (ejemplo 7). Cada resistencia dej o (Y- (L L 1
en paralelo (ejemplo 7). .a a resis en.<:1a e.Ja 9R, \R aRy \R R R
pasar una parte de la corriente. Su resistencia
equivalente R se calcula con la formula 1 R _ 0— 1 4o
R? OR, R

1 1,1 1
=+
R R Ry R

R _R _(RY
Ry R Ry~

Cuando R; =30, R, =45y R3 = 90,



FIGURA 14.20 La grafica de

0, x»#0

an={0 270

consta de las rectas L, y L, y los cuatro
cuadrantes abiertos del plano xy. La funcion
tiene derivadas parciales en el origen, pero
no es continua alli (ejemplo 8).
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de maneraque R = 15y

R _ (15 _ (1Y _ 1

IR, 45 3 9"
Por lo tanto, en los valores dados, un pequefio cambio en la resistencia R, trae consigo un cam-
bio en R con un tamafio cercano a 1/9. [ ]

Derivadas parciales y continuidad

Una funcién f(x, y) puede tener derivadas parciales con respecto tanto a x como a y en un
punto donde la funcioén no sea continua. Esto es diferente de las funciones con una sola va-
riable, donde la existencia de una derivada implica la continuidad. Sin embargo, si las de-
rivadas parciales de f(x, y) existen y son continuas en todo un disco con centro en (xop, Vo),
entonces f es continua en (xo, yo), como veremos al final de esta seccion.

EJEMPLO 8  Sea

_J0, x»#0
f(x,y)—{l’ xy =0

(figura 14.20).

(a) Encuentre el limite de f cuando (x, y) tiende a (0, 0) a lo largo de la recta y = x.
(b) Pruebe que f no es continua en el origen.
(¢) Demuestre que las derivadas parciales 9f/ax y df/dy existen en el origen.

Solucion

(a) Puesto que f{(x, y) es igual a cero a lo largo de la recta y = x (excepto en el origen),
tenemos

Iim 0=0

lim X, =
foy) y=x  (£»)=(0,0)

i
(x,»)=(0,0)

(b) Puesto que f(0, 0) = 1, el limite del inciso (a) prueba que f no es continua en (0, 0).

(¢) Para calcular 9f/ax en (0, 0), mantenemos fija a y en y = 0. Entonces f(x, y) = 1| para
toda x, y la grafica de f es la recta L; en la figura 14.20. La pendiente de esta recta
para cualquier x es 9f/ax = 0. En particular, 9f/ox = 0 en (0, 0). De manera analoga, df/dy
es la pendiente de la recta L, en cualquier y, de manera que 9f/dy = 0 en (0, 0). [ |

A pesar del ejemplo 8, sigue siendo cierto que en dimensiones superiores la derivabili-
dad en un punto implica la continuidad. Lo que el ejemplo 8 sugiere es que necesitamos un
requisito mas fuerte para la derivabilidad en dimensiones superiores que la simple existencia
de las derivadas parciales. Al final de esta seccion definimos la derivabilidad para funciones de
dos variables (la cual es ligeramente mas complicada que la de las funciones de una sola varia-
ble), y luego regresaremos con la continuidad.

Derivadas parciales de segundo orden

Al derivar dos veces una funcion f(x, y), generamos sus derivadas de segundo orden. Estas de-
rivadas se representan por lo regular como

o*f o%f
g o fxx: aiyz o fyy,
o*f o*f
o fyxs Yy o fxy-

axdy dyox
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Las ecuaciones de la definicion son

cf o (o Pf o (of
o2 ox \ox )’ axdy  ox \ay /)’

etcétera. Observe el orden en el cual se toman las derivadas parciales:

9
7ax8fy Derivar primero con respecto a y, y luego con respecto a x.
frx = (fs Significa lo mismo.

EJEMPLO 9  Si f(x,y) = x cos y + ye*, obtenga las derivadas de segundo orden

’f  df P >f
o2’ dyox’ an?’ y axdy
Solucion  El primer paso es calcular las primeras derivadas parciales.
of ad af 9
- _ 9 + X -~ _ 9 + X
o ox (xcosy + ye") Gy dy (xcosy + ye)

= cosy t+ ye* = —xseny t e

Ahora obtenemos ambas derivadas parciales de cada primera derivada parcial:

N CAN o P _ o (3 _ Lo

dy0x B dy \0x T sy e 0xay Cox Jy T Tseny e

aif -9 g = ye* aif -9 % = —XCOS u
oxr  ox \ox re- a9y \dy >

Teorema de la derivada mixta
Tal vez habra notado que las derivadas parciales “mixtas” de segundo orden

L L

dydx y 0xdy

del ejemplo 9 son iguales. Esto no es una coincidencia. Deben ser iguales siempre que f, f, f),
Jfxv'Y fyx s€an continuas, como se establece en el siguiente teorema.

TEOREMA 2: Teorema de la derivada mixta  Si f(x, y) y sus derivadas parciales
Sfo fy» fa Y fix estan definidas en una region abierta que contiene a un punto (a, b),
y todas son continuas en (a, b), entonces

fxy(aa b) = fyx(aa b)

El teorema 2 también se conoce como teorema de Clairaut, en honor del matematico
francés Alexis Clairaut, quien lo descubrié. En el apéndice 9 se presenta una demostracion.
El teorema 2 dice que para calcular una derivada mixta de segundo orden podemos derivar
en cualquier orden, siempre que las condiciones de continuidad se satisfagan. Esta habilidad
para proceder en orden diferente algunas veces simplifica nuestros célculos.

EJEMPLO 10  Obtenga ¢*w/oxdy si

e

w=xy+ —/——.
Y y2+l
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Solucion  El simbolo &?w/axdy nos dice que derivemos primero con respecto a y y luego con
respecto a x; sin embargo, si intercambiamos el orden de la derivacion y derivamos primero
con respecto a x, obtenemos la respuesta mas rapidamente. En dos pasos,

9w _

aw _ =
R A

ax
Si derivamos primero con respecto a y, obtenemos también ¢*w/axdy = 1. Podemos derivar
en otro orden porque las condiciones del teorema 2 se cumplen para w en todos los puntos

(>0, 10)- m

Derivadas parciales de orden superior

Si bien trataremos la mayoria de las veces con derivadas parciales de primero y de segundo orden,
ya que son las que aparecen con mas frecuencia en las aplicaciones, no hay un limite teérico para
el nimero de veces que podemos derivar una funcion mientras sus derivadas existan. Por lo tanto,
tenemos derivadas de tercero y de cuarto orden representadas por simbolos como

rf
axayz - fyyx,
a*f
W = foymxs

y asi sucesivamente. Como en las derivadas de segundo orden, el orden de la derivacion es irre-
levante en vista de que todas las derivadas a través del orden en cuestion son continuas.
EJEMPLO 11 Obtenga fju- si f(x, y,2) = 1 — 2xp2%z + x?y.

Solucion  Primero derivamos con respecto a la variable y, luego con respecto a x, luego otra
vez y, y finalmente con respecto a z:

fr= —4xyz + X

fix = —4yz + 2x
frg = —4z
fyxyz =—4 u

Diferenciabilidad

El punto de partida para la diferenciabilidad no es el cociente de diferencias que vimos al estu-
diar funciones de una variable, sino la idea de incremento. Recordemos de nuestro estudio de
funciones con una sola variable en la seccion 3.9 que si y = f(x) es derivable en x = x,, en-
tonces el cambio en el valor de f que resulta del cambio en x de xo a xop + Ax esta dado por una
ecuacion de la forma

Ay = f'(xo)Ax + eAx
en la cual e — 0 cuando Ax — 0. Para funciones de dos variables, la propiedad analoga se con-

vierte en la definicion de diferenciabilidad. El teorema del incremento (que se comprueba en
el apéndice 9) nos dice cuando debemos esperar que la propiedad se cumpla.

TEOREMA 3: Teorema del incremento para funciones de dos variables

Suponga que las primeras derivadas parciales de f(x, y) estan definidas en una region
abierta R que contiene el punto (xo, yo), ¥ que fx y f; son continuas en (xo, yo).
Entonces, el cambio

Az = f(xo + Ax,yo + Ay) — f(x0,10)

en el valor de 1 que resulta del movimiento de (xo, yo) a otro punto (xg + Ax, yg + Ay)
en R satisface la ecuacion de la forma

Az = fu(xo, y0)Ax + f,(x0,0)Ay + €;Ax + €Ay

en la cual cada €, e, — 0 cuando Ax y Ay — 0.
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En la demostracion realizada en el apéndice 9 usted puede ver de donde provienen las épsilon.
También podra ver que se cumplen resultados similares para funciones de mas de dos variables

independientes.

DEFINICION

perficie suave.

Una funcion z = f(x, y) es diferenciable en (x(, yo) si fi(xo, Yo) ¥
JS(x0, y0) existen y si Az satisface la ecuacion de la forma

Az = f(x0,y0)Ax + f,(x0,10)Ay + €Ax + €Ay

en la cual cada €, e — 0 cuando Ax y Ay — 0. Decimos que f es diferenciable si
es derivable en todos los puntos de su dominio, y decimos que su grafica es una su-

Por su definicion, un corolario inmediato del teorema 3 es que una funcidon es diferencia-
ble en (x¢, o) si sus primeras derivadas parciales son continuas.

punto de R.

COROLARIO DEL TEOREMA 3
f(x, y) son continuas en una region abierta R, entonces f es diferenciable en cada

Si las derivadas parciales f, y f, de una funcion

Si z = f(x, y) es diferenciable, entonces la definicion de diferenciabilidad asegura que
Az = f(xo + Ax, yo + Ay) — f(xo, o) tiende a 0 cuando Ax y Ay tiende a cero. Esto nos dice
que una funcién de dos variables es continua en todos los puntos donde es derivable.

TEOREMA 4: La diferenciabilidad implica continuidad  Si una funcién f(x, y)
es diferenciable en (xo, o), entonces f es continua en (xg, o).

Como podemos ver en el corolario 3 y el teorema 4, una funcion f{(x, y) debe ser continua en un
punto (xo, yo) si fxy fy son continuas en una region abierta que contiene a (xo, yo). Recuerde,
sin embargo, que aun es posible que una funcion de dos variables sea discontinua en un punto
donde existen sus primeras derivadas parciales, como vimos en el ejemplo 8. La sola existencia
de las derivadas parciales en un punto no es suficiente, pero la continuidad de las derivadas
parciales garantiza la diferenciabilidad.

Ejercicios 14.3

Calculo de derivadas parciales de primer orden
En los ejercicios 1 a 22, obtenga df/ax y df/ay.

1. f(x,y) =2 — 3y — 4 2. fx,y) =x> —xy +)°

3. fey) = (2 = 1)y +2)

4, f(x,y) =5xy — Ix> —y> + 3x — 6y + 2

5. fley) = (= 1) 6. flx,y) = (2x = 3y)’

7. fOny) = V¥ + 57 8. flx,y) = (X + (y/2))7
9. flx,y) = 1/(x +y) 10. f(x,y) = x/(* +)7)
1. f(,y) = (x +p)/(v — 1) 12, f(x,y) = tan”' (y/x)

13. f(x,y) = e&ttD 14. f(x,y) = e “sen(x + y)
15. f(x,y) = In(x + y) 16. f(x,y) = ¥ Iny

17. f(x,y) = sen® (x — 3y) 18. f(x,y) = cos®* (3x — 3?)

19. f(x,y) =¥ 20. f(x,y) = log,x

21. f(x,y) = /yg(t) dt (g es continua para toda )
22. f(x,y) = Zo(xy)” (Joy] <1)

En los ejercicios 23 a 34, obtenga f, f, y f-.

23. f(x,y,z) =1 +x?% — 222 24, f(x,y,2) = xy + yz + xz
25. f(x,y,z) = x — \/)ﬁz2
26. f(x,y,z) = (x> + 17 + )72
27. f(x,y,z) = sen ! (xyz) 28. f(x,y,z) = sec”' (x + yz)

29. f(x,y,z) = In(x + 2y + 3z)



30. f(x,y,2) = yzIn (xy) 31 f(x,y,z) = e @D
32. flx,y,z) = e ™"
33. f(x,y,z) = tanh (x + 2y + 3z)

34. f(x,y,z) = senh (xy — z?)

En los ejercicios 35 a 40, calcule la derivada parcial de la funcién con res-
pecto a cada variable.

35. f(f,@) = cos 27wt — «) 36. g(u,v) = v%
37. h(p, d,0) = psendccos O 38. g(r,0,z) = r(1 —cosf) — z

39. Trabajo realizado por el corazon (seccion 3.9, ejercicio 49)

(2u/v)

Vov?
= + —
W(P,V,5,v,g) = PV 22
40. Formula de Wilson para el tamaiio de un lote (seccion 4.5, ejer-
cicio 51)

h
Ale, h, k,m, q) =k7m+cm+7q

Calculo de derivadas parciales de segundo orden
Encuentre todas las derivadas parciales de segundo orden de las funciones
de los ejercicios 41 a 50.

41. f(x,y) =x +y +xy 42. f(x,y) = senxy
43. g(x,y) = x> + cosy + ysenx

4. h(x,y) =xe¥ +y + 1 45. r(x,y) = In(x +y)
46. s(x,y) = tan"' (y/x) 47. w = x*tan (xy)

48. w = yé‘zﬁy 49. w = xsen (x%)

50. w = ;2:_yy

Derivadas parciales mixtas
En los ejercicios 51 a 54, verifique que wy, = w),.

51. w = In(2x + 3y) 52. w=¢"+ xlny + ylnx
53, w = x? + 27 + 1 54. w =xseny + ysenx + xy

55. (Cudl orden de derivacién calculara f,, mas rapido: primero x o pri-
mero y? Trate de contestar sin escribir.

a. f(x,y) = xseny + e’

b. f(x,y) = 1/x

e fly) =y + (x/y)

d fx,y)=y+xy+4°—In(G*+1)
e. f(x,y) = x>+ 5xy + senx + 7e*

f. f(x,y) = xInxy

56. La derivada parcial de quinto orden 93//ax?9y? se anula para todas las
siguientes funciones. Para demostrarlo rapidamente, ;cual variable de-
rivaria primero con respecto a x o y? Trate de contestar sin escribir.

a. f(x,y) = yixtet + 2

b. f(x,y) =y + y(senx — x*)

c. f(x,y) =x>+ 5xp + senx + 7
d. f(x,y) = xe’?
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Uso de la definicion de derivada parcial

En los ejercicios 57 a 60, utilice la definicion de derivada parcial mediante
limites para calcular las derivadas parciales de las funciones en los puntos
especificados.

of af

57. f(x,y) =1 —x+y— 3x%, P P en(1,2)
af af
58. f(x,y) =4 + 2x — 3y — 0%, o Y 5 en(—2,1)
af af
59. f(x,y) = V2x + 3y — 1, o Y 5 en(—2,3)
sen (x* + y*
60. f(x,y) = xg + yzy : & # (0,0
0, (x,y) = (0,0),
af

o 0,0

ax Y og O (0,0)

61. Sea f(x, y) = 2x + 3y — 4. Encuentre la pendiente de la recta tan-
gente a esta superficie en el punto (2, —1) y que se encuentra en a. el
plano x = 2; b. el plano y = —1.

62. Sea f(x, y) = x> + )?. Determine la pendiente de la recta tangente
a esta superficie en el punto (—1, 1) y que se encuentra en a. el plano
x=—1;b.elplanoy = 1.

63. Tres variables Sea w = f(x, y, z) una funcion de tres variables inde-
pendientes. Escriba la definicion formal de la derivada parcial 9f/oz
en (xg, Vo, zo). Use esta definicion para obtener df/dz en (1, 2, 3) para
fx,p, 2) = xyz2%

64. Tres variables Seaw = f(x, y, z) una funcion de tres variables inde-
pendientes; escriba la definicion formal de la derivada parcial 9f/ay
en (xo, Vo, Zo). Use esta definicion para obtener df/dy en (—1, 0, 3)
para f(x, y, z) = —2x)? + yz2.

Derivacion implicita

65. Determine el valor de dz/dx en el punto (1, 1, 1) si la ecuacion

o+ 2x — 202 =0
define a z como una funcion de dos variables independientes x y y,
y la derivada parcial existe.

66. Obtenga el valor de dx/dz en el punto (1, —1, —3) si la ecuacion
xz+ylnx —x>+4=0

define a x como una funcién de las variables independientes y y z, y
la derivada parcial existe.

Los ejercicios 67 y 68 se refieren al triangulo aqui mostrado.
B

c 15 A

67. Exprese 4 implicitamente como funcion de a, b y ¢ y calcule d4/da
y dA/db.

68. Exprese a en forma implicita como funcion de 4, b y B y calcule
da/dA y oa/dB.

69. Dos variables dependientes Exprese v, en términos de u y y si las
ecuaciones x = vInuyy = u In v definen a # y v como funciones de
variables independientes x y y, y si v, existe. (Sugerencia: Aplique la
derivacion en ambas ecuaciones con respecto a x y resuelva para vy
por eliminacion de u,).
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70. Dos variables dependientes Obtenga dx/ou y dy/ou si las ecua-
ciones # = x> — )2y v = x2 — y definen a x y y como funciones de
las variables independientes « y v, y las derivadas parciales existen.
(Vea la sugerencia del ejercicio 69.) Luego, haga s = x> + )? y

obtenga ds/ou.
3
v, y=0
71. S ,y) =
eaf(x y) {_yz’ y < 0.
Obtenga fx, f), fxv Y fix y establezca el dominio de cada derivada

parcial.

\/);, x=0

72. S =
ea f(x, ) {xz, x < 0.

Determine fy, f}, fxy ¥ fix y establezca el dominio de cada derivada
parcial.

Teoria y ejemplos
La ecuacion de Laplace tridimensional

a>f  f Pf
Ty + ) + 5 = 0

ox ay 0z
se satisface por las distribuciones de temperatura estacionarias 7 = f(x, y, z)
en el espacio, que se deben a los potenciales gravitatorios y los potenciales
electrostaticos. La ecuacion de Laplace bidimensional

& 92
L
0x ayz

obtenida por la eliminacion del término 9//z* de la ecuacion previa,
describe potenciales y distribuciones de temperaturas estacionarias en
un plano (véase la siguiente figura). El plano (a) puede considerarse
como una rebanada delgada del sélido (b) perpendicular al eje z.

Pr
ox?
(a) /
[ ]

f O
ox? * 9? * 07

(b)

Temperaturas en la frontera controladas

Demuestre que cada funcioén en los ejercicios 73 a 80 satisface una
ecuacion de Laplace.

73. f(x,y,z) = x* + y? — 27?

74. f(x,y,z) = 223 = 3(x* + yz)z
75. f(x,y) = ¢ ¥ cos 2x

76. f(x,y) = InVx? + y?

77. f(x,y) =3x +2y — 4

78. f(x,y) = tan"%

79. f(x,y,2) = (x* +y* + 22712

80. f(x,y,2z) = ¥ cos 5z

La ecuacion de onda Si tomamos una fotografia de las olas del mar
desde la orilla de la playa, la foto muestra un patrén regular de picos y
valles en un instante de tiempo. Vemos el movimiento vertical periddico
en el espacio con respecto a la distancia. Si permanecemos en el agua,
podemos sentir como sube y baja el agua con las olas. Vemos el movi-
miento vertical periddico en el tiempo. En fisica, esta hermosa simetria se
expresa por la ecuacion de onda en una dimension

Pw _ ptw
o o2’

donde w es la altura de la onda, x es la variable de la distancia, ¢ es la varia-
ble de tiempo y c es la velocidad con la cual se propagan las ondas.

N

En nuestro ejemplo, x es la distancia a través de la superficie del
océano, pero en otras aplicaciones, x podria ser la posicion a lo largo
de una cuerda vibrante, la distancia en el aire (ondas sonoras) o la distan-
cia a través del espacio (ondas de luz). El numero c varia dependiendo del
medio y del tipo de onda.

Demuestre que todas las funciones de los ejercicios 81 a 87 son so-
luciones de la ecuacion de onda.

81. w = sen(x + ct)

82. w = cos (2x + 2ct)

83. w =sen(x + ct) + cos (2x + 2ct)

84. w = In(2x + 2cr) 85. w = tan (2x — 2ct)
86. w = Scos (3x + 3ct) + &7

87. w = f(u), donde f es una funcion derivable de u, y u = a(x + ct),
donde a es una constante.

88. ;/Una funcion f(x, y) que tiene sus primeras derivadas parciales con-
tinuas en una region abierta R tiene que ser continua en R? Justifique
su respuesta.

89. Siuna funcion f(x, y) tiene sus segundas derivadas parciales continuas

en una region abierta R, jdeben ser las derivadas parciales de primer
orden de f continuas en R? Justifique su respuesta.
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90. Ecuacién del calor Una ecuacion diferencial parcial importante Demuestre que f(0, 0) y f,(0, 0) existen, pero / no es derivable en
que describe la distribucion del calor en una region en el tiempo 7 se (0, 0). [Sugerencia: Use el teorema 4 y demuestre que f no es conti-
puede representar por una ecuacion del calor en una dimension nua en (0, 0)].

af & 0, ¥ <y<2u’
7f:7f. 92. Sea f(x,y) =14, S o
at  9x? 1, de otra forma.
Demuestre que u(x, f) = sen («x) - e P! satisface la ecuacion del calor Demuestre que f(0, 0) y £,(0, 0) existen, pero f no es derivable en
para las constantes a y . (0, 0).
24 # (0,0
91, Sea f(x,y) = 4 22 + ¥ (x,») # (0,0)
0, (x,») = (0,0).

14.4 I Regla de la cadena

La regla de la cadena para funciones de una variable, estudiada en la seccion 3.6, dice que
cuando w = f{(x) es una funcion derivable de x y x = g(¢) es una funcién derivable de 7, w es
una funcion derivable de ¢ y dw/dt se puede calcular por la férmula

dw _ dwdx
dt dx dt’

Para funciones de dos o mas variables, la regla de la cadena tiene varias formas. La for-
ma depende de como se relacionan las diferentes variables, pero una vez que esto se toma en
cuenta, funciona como la regla de la cadena de la seccion 3.6.

Funciones de dos variables

La formula de la regla de la cadena de una funcién derivable w = f{(x, y), cuando x = x(¢) y
y = y(t) son funciones derivables de ¢, esta dada por el siguiente teorema.

a
Cada % %—;V, fx indica la derivada parcial TEOREMA 5: Regla de la cadena para funciones de dos variables independientes

Siw = f(x, y) es derivable y si x = x(¢), y = y(¢) son funciones derivables de 7, en-
tonces la composicion w = f(x(¢), y(¢)) es una funcion derivable de ¢ y

de f con respecto a x.

D L0, 70) ¥ (0) + fxl2), 1)y (1),

o bien,

dw _ x| o
dt  oxdt oy dt’

Demostracion  La demostracion consiste en mostrar que si x y y son derivables en ¢ = ¢,
entonces w es derivable en 7 y

(), - (), @), &), (&)
dt /, ox Jp, \dt ), ay Jp, \dt )~

donde Py = (x(#), ¥(%o)). Los subindices indican donde se calcula cada una de las derivadas.
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Para recordar la regla de la cadena, memori-
ce el diagrama de abajo. Para calcular dw/dt,
comience en w y lea hacia abajo cada ruta

de ¢, multiplicando las derivadas a lo largo
del camino. Luego sume los productos.

Regla de la cadena

Variable
dependiente

w = flx, y)

Variables
intermedias

Variable

? independiente

dw _ ow dx  dw dy

@ T ax dr Ty di

Sean Ax, Ay y Aw los incrementos resultantes de variar 7 de #y a f, + At. Puesto que f es
derivable (véase la definicion en la seccion 14.3),

ow aw
Aw=<f> Ax-i-(f) Ay + €;Ax + €Ay,
ox ), W ), )y 1 28y

donde €}, €2 — 0 cuando Ax, Ay — 0. Para obtener dw/dr, dividimos esta ecuacion entre At
y hacemos que At tienda a cero. De la division resulta

Aw <8w) Ax <8w) Ay Ax Ay
SW o () 254 () =y g By g,
At ox /p, At 9 /p, At At At

Al hacer que At tienda a cero tenemos
(dw) _ o Aw
— ] = lim —
dat J,,  A—0 At

_(ow) (ax aw\ (D dx (Y
-(3), &), G, (@), o (B) o (@),

Con frecuencia escribimos éw/dx para representar la derivada parcial 9f/dx, de manera que
podemos replantear la regla de la cadena del teorema 5 en la forma

dw _ gwdx , gwdy
dt  oxdt 9y dt’

Sin embargo, el significado de la variable dependiente w es diferente en cada lado de la ecuacion
precedente. En el lado izquierdo se refiere a la composicion w = f{x(#), »(¢)) como una funcion
de una sola variable ¢. En el lado derecho se refiere a la funcion w = f{(x, y) como una funciéon de
dos variables x y y. Atin mas, las derivadas individuales dw/dt, dx/dt y dy/dt se calculan en un
punto #,, mientras que las derivadas parciales dw/dx y dw/dy se evalian en el punto (xg, yo),
con xo = x(ty) y vo = ¥(tp). Una vez comprendido esto, usaremos ambas formas de manera in-
distinta a lo largo del texto, siempre que no haya el riesgo de alguna confusion.

El diagrama de arbol al margen representa una manera fécil de recordar la regla de la
cadena. La “verdadera” variable independiente en la composicion es ¢, mientras que x y y son
variables intermedias (controladas por 7), y w es la variable dependiente.

Una notacion mas precisa para la regla de la cadena muestra donde se evaltan las diferen-
tes derivadas del teorema 5:

) ) d
9 ) = Lo, - B 1)+ 2 ) - G (),

EJEMPLO 1 Use laregla de la cadena para obtener la derivada de
w = xy
con respecto a ¢ a lo largo de la trayectoria x = cos ¢, y = sen ¢. ;Cual es el valor de la derivada

ent=1/2?

Solucién  Aplicamos la regla de la cadena para obtener dw/dt como sigue

dw _awdx | owdy

dt dx dt 9y dt

= 8(;2/) . % cost) + %}i}) . %(sent)
= (y)(—sent) + (x)(cost)
= (sent)(—sent) + (cost)(cost)

= —sen’t + cos’ ¢

= cos 2t.



Aqui tenemos tres rutas de w a z en vez de

dos, pero la obtencion de dw/dt es la misma.
Lea hacia abajo cada ruta, multiplicando las
derivadas a lo largo del camino, luego sume.

Regla de la cadena

w = flx,y,z) Variable
dependiente

Variables
intermedias

Variable

independiente
dw 0w dx dy 0w dz
dr ~ ox dr dr

t
wdy  ow
dy dt dz dt
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Podemos verificar el resultado de este ejemplo con un calculo mas directo. Como la fun-
ciéon de z es

1
w = Xxy = costsent = EsenZt,

entonces

dr — dt

dw _ d (%sen%) = % - 2cos2t = cos2t.

En cualquier caso, en el valor dado de ¢,

dw - R = —
(dt >t7r/2—cos (2 2) cos 7T 1. |

Funciones de tres variables

Tal vez se imagine la forma de la regla de la cadena para funciones de tres variables, ya que
solo requiere agregar el tercer término a la formula de dos variables.

TEOREMA 6: Regla de la cadena para funciones de tres variables Siw = f{(x, y, z)
es derivable, y x, y y z son funciones derivables de ¢, entonces w es una funcion
derivable de ¢ y

dw _gwdx , owd | owdz
dt  oxdt dydt 9z dt’

La comprobacion es idéntica a la del teorema 5, excepto que ahora tenemos tres variables
intermedias en vez de dos. El diagrama de arbol que usamos para recordar la nueva ecuacion
también es similar, con tres rutas de w a t.

EJEMPLO 2 Obtenga dw/dt si
w=xy + z X = COSt, y = sent, z =1
En este ejemplo los valores de w(#) cambian a lo largo de la trayectoria de una hélice (seccién
13.1) cuando ¢ se modifica. ;Cual es el valor de la derivada en t = 0?
Solucion  De acuerdo con la regla de la cadena para tres variables independientes, tenemos

dw _owdx  owdr  owdz
dt  oxdt dydt oz dt
= (y)(=sen?) + (x)(cost) + (1)(1) S
Se sustituyen las
(sent)(—sent) + (cost)(cost) + 1 variables
—sen’t + cos’fr + 1 =1 + cos2t,

intermedias.

de manera que

aw)  _ -
(dt )z:o =1+ cos(0) = 2. ]

Para la interpretacion fisica del cambio a lo largo de la curva, piense en un objeto cuya
posicion esta cambiando con el tiempo ¢. Si w = T(x, y, z) es la temperatura en cada punto
(x, y, z) a lo largo de una curva C con ecuaciones paramétricas x = x(7), y = y(f) y z = z(¢),
entonces la composicion w = T(x(), ¥(¢), z(¢)) representa la temperatura en relacion con 7 a
lo largo de la curva. La derivada dw/dt es entonces la tasa de cambio de la temperatura debido
al movimiento a lo largo de la curva, como se calcula en el teorema 6.

Funciones definidas en superficies

Si estamos interesados en la temperatura w = f(x, y, z) en los puntos (x, y, z) sobre la superficie
de la Tierra, podriamos pensar en x, y y z como funciones de las variables » y s que proporcio-
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nan las longitudes y latitudes de los puntos. Six = g(r, s), y = h(r, s) y z = k(r, s), podriamos
expresar la temperatura como una funcion de » y s con la composicion

w = f(g(r,s), h(r,s), k(r, s)).

En las condiciones establecidas abajo, w tiene derivadas parciales con respecto tanto a » como
a s que se pueden calcular de la siguiente manera.

TEOREMA 7: Regla de la cadena para dos variables independientes y tres
variables intermedias  Suponga que w = f(x, y, 2), x = g(r, s), y = h(r, 5) y
z = k(r, s). Si las cuatro funciones son derivables, entonces w tiene derivadas par-
ciales con respecto a r y s, dadas por las formulas

aw _owax  owd | owoz
or ox or 9y or 0z dor

ow _owax  awdy . owoz
ds  dxds  dy ds 0z ds

La primera de estas ecuaciones puede deducirse de la regla de la cadena del teorema 6,
manteniendo a s fija y tratando a » como #. Los diagramas de arbol para ambas ecuaciones se
muestran en la figura 14.21.

Variable
w
dependiente l———l
S
Variables
intermedias
Variables

independientes

w = f(g(r, ), h (r,), k (1, 5)) w _owd  owdy  ow oz w _wax  wdy  Iw
ar ox or dy or dz or ds ox ds dy Os dz 0s

() (b) ©

FIGURA 14.21 Funcion constante y diagrama de arbol para el teorema 7.

EJEMPLO 3 Exprese dw/dr y aw/ds en términos de 7y s si

w=x+2y+22, x=§, y=r2+1ns, z = 2r.

Solucion  Con base en las formulas del teorema 7, obtenemos

aw _owax  owd  owaz
ar ox or Ay or dz or

(U(%) + (2)(2r) + (22)(2)

1 1 Sustituimos en la variable
5 T4+ (4r)(2) = 3 12 intermedia z.

ow _owax  awdy owoz
as ox 0s dy ds dz ds

(1)(— Vz) + (2)(%) + (22)(0) =%—Sl2 n

N
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w = fix, y)

r

e _aw ax
o~ dx or

FIGURA 14.22
la ecuacion

ow _
ar

aw dy
dy or

Diagrama de arbol para

awax | awd
ax or  dy ar’

Regla de la cadena

w = fix)

i _dw i
ar — dx or
w _dw ix
ds  dx s

FIGURA 14.23

Diagrama de arbol para

derivar f como composicion de 7y s con

una variable intermedia.
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Si f es una funcién de dos variables en vez de tres, cada ecuacion del teorema 7 se con-
vierte en una correspondiente con un término menos.

Siw = f(x,y),x = g(r,s),yy = h(r, 5), entonces

aw _dwax  awdy w _dwox  aw 0y
ar  Ox dr  Qdy or y ds  dxds Iy ds’

La figura 14.22 muestra el diagrama de arbol de la primera de estas ecuaciones. El dia-
grama de la segunda ecuacion es similar; sélo se sustituye 7 por s.

EJEMPLO 4  Exprese dw/or y dw/ds en términos de ry s si
w:xz—i-yz, X=r—2=s, y=r+s.

Solucion  La discusion anterior nos lleva a lo siguiente.

w _awax  ow w _awax  aw
ar ox or dy or as 0x ds dy ds
= @)(1) + @) = @)(=1) + Q1) S
las variables
=2(r—s) +2(r+s) = 2(r—s)+2(r+s) intermedias.
= 4r =4s [

Si f es solo funcion de x, nuestras ecuaciones son incluso mas simples.

Siw = f(x)y x = g(r, s), entonces

ow _ dwox dw _ dw ox
or dx or y ds dx ds

En este caso, usamos la derivada ordinaria (de una variable) dw/dx. El diagrama de arbol es
el que se muestra en la figura 14.23.

Revision de la derivacion implicita

La regla de la cadena para dos variables en el teorema 5 conduce a una formula que toma algo

de algebra de la derivacion implicita. Suponga que

1. La funcién F(x, y) es derivable y

2. Laecuacion F(x, y) = 0 define a y de manera implicita como una funcion derivable de x,
digamos, y = h(x).

Puesto que w = F(x, y) = 0, la derivada dw/dx debe anularse. Al calcular la derivada a partir

de la regla de la cadena (diagrama de arbol de la figura 14.24), obtenemos

dw dx dy Teorema 5, con t = x
O0=—=F—"—+F,— o
dx dx Y dx yf=F.

d
=F1+ Fy-d—i.
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w = F(x,y)

dw _ . B

iR

FIGURA 14.24 El diagrama de arbol de la
derivacion w = F{(x, y) con respecto a x.
Establecer que dw/dx = 0 nos lleva a una
formula de calculo simple para la derivada

implicita (teorema 8).

Si F), = ow/dy # 0, podemos despejar dy/dx de esta ecuacion para obtener

b _ K
dx F,’

Definimos formalmente este resultado.

TEOREMA 8: Una formula para la derivacion implicita Suponga que F(x, y) es
derivable y que la ecuacion F(x, y) = 0 define a y como una funcion derivable de x.
Entonces en cualquier punto donde ), # 0,

-k &
dx F,’

2

EJEMPLO 5  Use el teorema 8 para encontrar dy/dx si y2 — x2 — sen xy = 0.

Solucion  Si se toma F(x, y) = y? — x2 — sen xy, entonces

dy  F,  —2x —ycosxy
dx F, 2y — xcosxy
_ 2x + ycosxy
"~ 2y — xcosxy’

Este calculo es significativamente mas corto que el calculo para la derivacion implicita con una
variable. [ |

El resultado del teorema 8 se extiende facilmente a tres variables. Suponga que la ecua-
cion F(x, y, z) = 0 define implicitamente la variable z como una funcion z = f{(x, y). Entonces,
para cada (x, y) en el dominio de f tenemos que F(x, y, f(x, y)) = 0. Suponiendo que F'y f son
funciones derivables, podemos usar la regla de la cadena para derivar la ecuacion F(x, y,z) = 0
con respecto a la variable independiente x:

_OFax | OF% | oF oz
Ox dx  dy dx 9z Ox

v es constante cuando

i)
=Fc1+F,0+F.: 672, se hace la derivacion
con respecto a x.
entonces
F+EZ-)
ox

Un calculo similar de derivacion con respecto a la variable independiente y da como resultado

Jz
+ F.-=0.
F, any 0

Siempre que F. # 0, podemos resolver estas dos tltimas ecuaciones para las derivadas parciales
de z = f(x, y) para obtener

gz _ B oz
ox F, y dy

|
|
|
el
S
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Un resultado importante de calculo avanzado, llamado teorema de la funcién implicita,
establece las condiciones para las cuales los resultados de la ecuacion (2) son validos. Si las
derivadas parciales F, F, y F son continuas en una region abierta R en el espacio que contiene
el punto (xg, o, z0), y sl para alguna constante ¢, F(xo, yo, z0) = ¢y F.(xo, 0, zo) # 0, entonces
la ecuacion F(x, y, z) = ¢ define a z implicitamente como una funcién derivable de x y y cerca
de (xo, y0, 20), y las derivadas parciales de z estan dadas por las ecuaciones (2).

EJEMPLO 6  Obtenga (%ZC y 27; en (0,0,0)six3 +z2 + ye¥* + zcosy = 0.

Solucion  Sea F(x, y,z) = x3 4+ z2 4+ ye** + z cos y. Entonces,
F, = 3x% + zye©, F, =¢e“ — zseny, y F, =2z + xye” + cosy.

Puesto que F(0, 0, 0) = 0, F,(0, 0, 0) = 1 #0, y todas las primeras derivadas parciales son con-
tinuas, el teorema de la funcion implicita dice que F(x, y, z) = 0 define a z como una funcion
derivable de x y y cerca del punto (0, 0, 0). Partiendo de la ecuacion (2),

¥z K 3x? + zye© oz B e” — zseny

ox Fz__Zz-i-xye”Z-i-cosy y ay FZ__Zz-l—xye"z-i-cosy'

En (0, 0, 0) obtenemos

Funciones de varias variables

En esta seccion hemos visto varias formas de la regla de la cadena, pero cada una de ellas es
justamente un caso especial de una formula general. Cuando se resuelven problemas especifi-
cos, suele ser util trazar el diagrama de arbol apropiado colocando la variable dependiente en la
parte superior, las variables intermedias en la parte media, y la variable independiente selec-
cionada en la parte inferior. Para calcular la derivada de la variable dependiente con respecto a
la variable independiente seleccionada, inicie en la variable dependiente y lea hacia abajo por
cada ruta del arbol hacia la variable independiente, calculando y multiplicando las derivadas a
lo largo de cada ruta. Luego sume los productos encontrados en las diferentes rutas.

En general, suponga que w = f(x, , ..., v) es una funcion derivable de las variables x, y,
..., U (un conjunto finito) y las x, y, ..., v son funciones derivables de p, g, ..., t (otro conjunto
finito). Entonces w es una funcion derivable de las variables p hasta 7, y las derivadas parciales
de w con respecto a estas variables estan dadas por ecuaciones de la forma

aw _owox ow L dw oy
dp  oxdp Iy dp v dp
Las otras ecuaciones se obtienen sustituyendo p por g, ..., ¢, una por una.

Un modo de recordar esta ecuacion es visualizar el lado derecho como el producto punto

de dos vectores con componentes
owow  aw A 1
ax’ gy’ v ap’ap’ " op)’

- N
Derivadas de w con Derivadas de las variables intermedias
respecto a las con respecto a la variable

variables intermedias independiente seleccionada
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Ejercicios 14.4

Regla de la cadena: una variable independiente

En los ejercicios 1 a 6, (a) exprese dw/dt como una funcion de 7 usando la
regla de la cadena y expresando w en términos de ¢, derivando directamen-
te con respecto a . Luego (b) evalte dw/dt en el valor dado de .

1.w=x2+y2, X =cost, y=sent; t=m

2.w:x2+y2, x =cost + sent, y =cost—sent; t=0

=

3.w= +)E}, x =cos’t, y=sen’t, z=1/t; t=3

4.w:1n(x2+y2+22), X = cost, y = sent, Z:4\/t;
t=3

5. w=2pe" —Inz, x=In(2+1), y=tan't, z=e¢;
t=1

6. w=z—senxy, x=1 y=Int, z=¢€"1; t=1

Regla de la cadena: dos y tres variables independientes
En los ejercicios 7 y 8, (a) exprese dz/ou y dz/dv como funciones de u y v,
usando la regla de la cadena y expresando z directamente en términos de u
y v antes de derivar. Luego, (b) evaltie dz/ou y dz/dv en el punto dado
(u, v).

7. z=4e*Iny, x =In(ucosv), y = usenv;

(u,v) = (2, 7/4)
8. z=tan! (x/y), x = ucosv, y= usenuv;

(u,v) = (1.3, 7/6)

En los ejercicios 9 y 10, (a) exprese dw/ou y ow/dv como funciones de
u 'y v, usando la regla de la cadena y expresando w directamente en tér-
minos de u y v antes de derivar. Luego, (b) evaltie ow/du y dw/dv en el
punto dado (u, v).
9. w=xytyz+xz, x=u+tv, y=u—v, z=uv,

(u,v) = (1/2,1)
10. w=In(x*+ y2 +2%), x = ue’senu, y = ue’cosu,

z=ue"; (u,v) =(=2,0)

En los ejercicios 11y 12, (a) exprese du/dx, du/dy y du/dz como funciones
de x, y y z, usando la regla de la cadena y expresando u directamente en
términos de x, y y z antes de derivar. Luego, (b) evalle ou/dx, du/dy
y du/dz en el punto dado (x, y, z).

P4
q-r
r=x+y-—z (x,yz)= (\/g,Z,l)

11. u = p=x+ty+tz, g=x—y+z

12. u=e"sen'p, p=senx, ¢=z"Iny, r=1/z
(r,y,2) = (m/4,1/2,-1/2)

Uso del diagrama de arbol
En los ejercicios 13 a 24, dibuje un diagrama de arbol y escriba una
formula de la regla de la cadena para cada derivada.

13, paraz = o), x =g, y=h0)

%paraz = flu,v,w), u=g(t), v=n~n), w==kit)
15. %Y%paraw =hx,y2), x=fv), y=gv),

z = k(u, v)

14.

w _ ow _ o _
16. Y oy paraw = f(r,s,t), r=g(x,y), s=hxy),
t = kx,y)

ow

17. Y

O paraw = g(x,7), x = hw,v), v = K v)

w _ ow _ . _
18. Y oy paraw = g(u,v), u = h(x,y), v =k(x,y)

0z

19. EyEparaz = flo ), x = gls), y = hts)

ay
20. oy paray = fu), u=g(rs)

Iw apraraw = g(u), u = h(s,1)

21. gy ot

]
22. ipam w= flx,y,z,v), x=glp,q), y=hp, q),
z=j(p,q), v=~4kp,q)

ow

ow _ _ _
23. 0y W paraw = f(x,), x =g, ¥ = his)

24. %paraw =gl y), x=h(rs1), y=krs,t)

Derivacion implicita

Suponiendo que las ecuaciones de los ejercicios 25 a 28 definen a y como
una funcién derivable de x, use el teorema 8 para obtener el valor de dy/dx
en el punto dado.

25. =22 +xpy =0, (1,1)

26. xy +2 —3x—3=0, (—1,1)

27. 2 +xy+ 2 —7=0, (1,2)

28. xe¢’ + senxy +y —1In2 =0, (0,In2)

Obtenga los valores de dz/dx y dz/dy en los puntos indicados en los ejer-
cicios 29 a 32.

29. 2 —xy+yz+3y P —2=0, (1,1,1)

1 1
+;+E_1:0’ (2,3,6)

==

30.

31. sen(x +y) +sen(y +z) +sen(x +z) =0, (m, m, m)
32. xe’ + ye +2Inx —2—-3In2=0, (1,In2,In3)

Calculo de derivadas parciales en puntos especificadas

33. Determine dw/dr cuando r = 1,5 = —1 si w= (x +y + 2)%
x=r—usy=cos(r+s)z=sen(r+s).

34. Determine dw/dv cuando u = —1l,v=2 si w=uxy + Inz
x =v*/u,y =u+ v,z = cosu.

35. Determine dw/dv cuando u =0,v =10 si w=x>+ (y/x),
x=u—-2v+ Ly=2u+v-—2.

36. Determine dz/du cuando u = 0,v =1 si z = senxy + xseny,
x=u+ vz,y: uv.

37. Determine dz/ou y dz/dv cuando u =In2,v=1 si z=
S5tan'x y x=¢€"+ Inw.

38. Determine dz/du y dz/dv cuando u =1, v= -2 si z= Ing

y ¢g=Vv+3tanlu



Teoria y ejemplos

39. Suponga que w = f(s3 + 2) y f'(x). Encuentre w ow

at Y as
[5) [5) 2

40. Suponga que w = f(tsz, %>, éf (x,y) = xp,y % (x,y) = %

aw

ds’

41. Cambio de voltaje en un circuito El voltaje V' en un circuito que
satisface la ley /' = IR cae lentamente cuando la bateria se acaba.
Al mismo tiempo, la resistencia R aumenta cuando el resistor se
calienta. Use la ecuacion

w
Encuentre —
at Y

av _ovdl | avdR
dt ol dt  OR dt

para saber como cambia la corriente en el instante en que R =
600 ohms, / = 0.04 amp, dR/dt = 0.5 ohms/segundo, y dV/dt =
—0.01 volt/segundo.

Vv

+ —
Bateria

1

R

42. Cambio de dimensiones en una caja Las longitudes a, by ¢ de las
aristas de una caja rectangular cambian con el tiempo. En un instante
en cuestion,a = 1m, b = 2m, ¢ = 3 m, da/dt = db/dt = 1 m/s,
y de/dt = —3 m/s. ;Qué valores tienen las tasas de cambio instan-
taneas del volumen /'y del area S en ese instante? ;La longitud de
las diagonales interiores de la caja crece o decrece?
43. Si f(u, v, wyesderivableyu =x —y,v=y —z,yw =z — X,
demuestre que
5} J J
a o o

ax Jdy oz 0.

44. Coordenadas polares Suponga que en una funcion derivable
w = f(x, y) sustituimos las coordenadas polares x = r cos 6 y
y=rsenb.

a. Demuestre que

ow
§=fxcose+fysen0
y
%%: —fysen + f,cos 6.

b. Resuelva las ecuaciones del inciso (a) para expresar f, y f, en
términos de ow/ar y ow/a6.

¢. Demuestre que

2 2
o+ = (2] + L (2,

45. Ecuaciones de Laplace Demuestre que si w = f(u, v) satisface
la ecuacion de Laplace fy, + fio = 0ysiu = (x2 —)»?)/2yv = xy,
entonces w satisface la ecuacion de Laplace wy, + wy, = 0.

46. Ecuaciones de Laplace Sea w = f(u) + g(v), donde u = x + iy,
v=ux —iy,ei= V-1 Demuestre que w satisface la ecuacion
de Laplace w,, + wy,, = 0 si todas las funciones necesarias son deri-
vables.

14.4 Regla de la cadena 783

47. Valores extremos en una hélice Suponga que las derivadas par-
ciales de una funcion f{(x, y, z) en los puntos de la hélice x = cos ¢,
y=sent,yz=tson

fx = cost, fy = sent, fz=t2+t—2.

(En cudles puntos de la curva, si existen, puede f tener valores ex-
tremos?

48. Curva en el espacio Sea w = x2¢¥ cos 3z. Obtenga el valor de
dw/dt en el punto (1, In 2, 0) en la curva x = cos ¢, y = In (¢ + 2),
z=1.

49. Temperatura dentro de una circunferencia Sea 7 = f(x, y)
la temperatura en el punto (x, y) en la circunferencia x = cos #,
y=sent, 0 =¢= 2w ysuponga que

aT aT
U g 4 21— 8y — 4.
. 8x Ly, oy 8y X

a. Encuentre donde ocurren las temperaturas maxima y minima en
la circunferencia, examinando las derivadas d7/dt y d*T/dt>.

b. Suponga que T = 4x — 4xy + 4% Obtenga los valores maximo
y minimo de 7" dentro de la circunferencia.

50. Temperatura en una elipse Sea 7" = g(x, y) la temperatura en el
punto (x, y) sobre la elipse
xZZWcost, y= \/Esent,

0=1t=2m,

y suponga que

or_ o ar_
w0 dy

a. Localice las temperaturas maxima y minima sobre la elipse
examinando dT/dt y d*T/dt>.

b. Suponga que 7' = xy — 2. Obtenga los valores maximo y minimo
de T sobre la elipse.

Derivacion de integrales Bajo restricciones minimas de continuidad, es
verdad que si

b
F(x) =/ g(t, x) dt,

b
entonces F'(x) = / g.(1, x) dt. Con base en este hecho y de acuerdo con

la regla de la cadena, podemos determinar la derivada de

fx)
F(x) = / g(t,x) dt

dejando que
G(u, x) :/ g(t,x) dt,
a

donde u = f{(x). Determine las derivadas de las funciones en los ejercicios
Sly52.

X2 1
51. F(x) = / Vit + x3de 52. F(x) = /2 Ve + x2de
0 X
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14 5 | Derivadas direccionales y vectores gradiente
|

Recta x = xy + suy, y = yo + su,

u = ui + u,j

Direccion de
crecimiento de s

R

\
Po(x0, o)

oo/
FIGURA 14.26 La tasa de cambio de f'en la

direccion de u en el punto Py es la razon a la
cual f cambia a lo largo de esta recta en P.

Si observa el mapa (figura 14.25) que muestra los contornos a lo largo del rio Hudson en Nueva
York, observara que las corrientes afluentes son perpendiculares a los contornos. Los afluentes
siguen las trayectorias descendentes mas pronunciadas, de manera que el agua llega al Hudson
rapidamente. Por lo tanto, la tasa o razén de cambio instantdnea mas rapida en la altura del
flujo sobre el nivel del mar tiene una direccion particular. En esta seccion vera por qué esta
direccion, llamada direccion “colina abajo”, es perpendicular a los contornos.

FIGURA 14.25 Contornos a lo largo del rio Hudson, en
Nueva York, y sus afluentes con trayectorias de descenso
pronunciado que fluyen en forma perpendicular a los
contornos.

Derivadas direccionales en el plano

Sabemos por la seccion 14.4 que si f(x, y) es derivable, entonces la razon de cambio de f con
respecto a ¢ a lo largo de una curva derivable x = g(¢), y = h(t) es

af _ ¥ dx | o &y
dt  oxdt 9y dt’

En cualquier punto Py(xo, y0) = Po(g(o), h(ty)), esta ecuacion proporciona la tasa de cambio
de f con respecto a t creciente y, por lo tanto, depende —entre otras cosas— de la direccion de
movimiento a lo largo de la curva. Si la curva es una linea recta y ¢ es el parametro de la longi-
tud de arco a lo largo de la recta, medida desde Py en la direccion de un vector unitario dado u,
entonces df/dt es la tasa de cambio de f con respecto a la distancia en su dominio en la direc-
cion de u. Al variar u, obtenemos las razones a las cuales cambia f con respecto a la distancia
cuando nos movemos a través de Py en diferentes direcciones. Definiremos esta idea con mayor
precision.

Suponga que la funcion f(x, y) esta definida en una region R del plano xy, que Py(xo, Vo)
es un punto de R y que u = u;i + upj es un vector unitario. Entonces las ecuaciones

x = xo + suy, y =y + suy

parametrizan la recta que pasa por Py paralela a u. Si el parametro s mide la longitud de arco
desde Py en direccion de u, encontramos la tasa de cambio de f en Py en la direccion de u,
calculando df/ds en Py (figura 14.26).
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DEFINICION La derivada de f en Py(xy, o) en la direccion del vector unitario
u = wi + uyj es el numero

<if) gy TG0 F st y0 F su2) = f(xo, y0) )
u,Py

ds s ’

s—0

siempre que el limite exista.

La derivada direccional definida por la ecuacion 1 también se representa como

“Derivada de f'en Py
en la direccion de u”

(Duf )Pn~
Las derivadas parciales f,(xo, o) ¥ fi(xo, ¥o) son las derivadas direccionales de f en el punto Py

en las direcciones i y j. Esta observacion es evidente al comparar la ecuacion (1) de las defi-
niciones de las dos derivadas parciales dadas en la seccion 14.3.

EJEMPLO 1 Empleando la definicion, obtenga la derivada de
fOny) =2 + xy
en Py(1, 2) en la direccion del vector unitario u = (1 / \/E)l + (1 / \/E)J

Solucion Al aplicar la definicion de la ecuacion (1) obtenemos

<df> i f(xo + su1, yo + suz) — f(xo, y0)
u,Py

ds = Sgl}) S Ecuacion (1)
f<1 R . ) — f(1,2)
, V2 V2
= lim 3
s—0
Il+——=] +|1+—F=|2+—F= |- (I"+1-2)
, 2 V2 V2
= lim 5
s—0
2
1+ 2 45 ) 4o+ 3 153

: 2 2 2 2

icie S: =1

Slfjg:c; S If(xo + suy, Yo + sip) — fixo, Yo) S s

‘ 5s 2
Recta tangente + 5
i —hmi\[2 =1 (5 +s>—5
| - - - .

P(xo. Yo» 20) } s—0 s s=0\\/2 V2
| |

|
J T \\:\\ La tasa de cambio de f(x, y) = x2 + xy en Py(1, 2) en la direccion de u es 5/\/5 [ |
/// \\\\’y
e Interpretacion de la derivada direccional
X (X + suy,yo + suy)
Po(xg, Yo) u = ui + La ecuacion z = f(x, y) representa la superficie S en el espacio. Si zg = f{(xo, yo), entonces el

punto P(xo, yo, zo) esta en S. El plano vertical que pasa por Py Py(xo, yo) paralelo a u inter-
seca a S en la curva C (figura 14.27). La tasa de cambio de f en la direccion de u es la pen-
diente de la tangente de C en P de acuerdo con el sistema de mano derecha formado por los
vectores u 'y k.

Cuando u = i, la derivada direccional en Py es df/ax evaluada en (xo, o). La derivada
(ﬂ ) — direccional generaliza las dos derivadas parciales. Ahora podemos preguntar por la tasa de
ds Jup, wf)rs cambio de f en cualquier direccion u, y no sélo en las direcciones iy j.

FIGURA 14.27 La pendiente de la curva C
en Py es QlimP pendiente (PQ); ésta es la

derivada direccional
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Para una interpretacion fisica de la derivada direccional, suponga que 7 = f{(x, y) es la
temperatura en cada punto (x, y) de una region en el plano. Entonces f{(xy, o) es la temperatura
en el punto P(xg, yo) y (Du f)p, €s la tasa de cambio instantinea de la temperatura en P al avan-
zar en la direccion de u.

Calculos y gradientes

Desarrollaremos ahora una formula eficiente para calcular la derivada direccional de una fun-
cién derivable f. Empezamos con la recta

x=Xx0+su, y=y+su, (2)

que pasa por Py(xo, o), parametrizada con el parametro de longitud de arco s que crece en la
direccion del vector unitario u = ui + u,j. Luego, por la regla de la cadena obtenemos

df af dx af dy Regla de la cadena para una f
as ). " \ax ) as T \ay ) as ferivable
ds ) y.p, ox ) p, ds dy ) p, ds deriva
_ (ﬂ) (%) De las ecuaciones (2),
= up + Uz
ax ) p, 9y /) p, dx/ds = uyy dy/ds = uy
)1 (5 )] i+ ]
= — i+ =) jl||wmi+ ujl (3)
Kax Py y /p,
Gradiente dc fenPy Dirccyci(')n u

La ecuacion (3) dice que la derivada de una funcion derivable f en la direccion de u en Py
es el producto punto de u por el vector especial llamado gradiente de f en Py.

DEFINICION El vector gradiente (gradiente) de f(x, y) en un punto P(x, yo) es
el vector

J J
o1, 9,

Vi = ox ayJ

que se obtiene al calcular las derivadas parciales de f en el punto Py.

La notacion Vf se lee “grad de /™, “gradiente de f” o “nabla de f”. El simbolo V se lee
“nabla”. Otra notacion para el gradiente es grad f.

TEOREMA 9: La derivada direccional es un producto punto Si f{(x, y) es derivable
en una region abierta que contiene a P(xy, )), entonces

d

es el producto punto del gradiente Vf en Py con u.

EJEMPLO 2 Obtenga la derivada de f(x, y) = xe” + cos (xy) en el punto (2, 0) en la direc-
cion de v = 3i — 4j.

Solucion  La direccion de v es el vector unitario que se obtiene dividiendo v entre su lon-
gitud:



Vi=i+2j

-1 5 5

FIGURA 14.28 Grafica de V/como
un vector en el dominio de f. La figura
muestra varias curvas de nivel de f.

La tasa de cambio de f'en (2, 0) en la
direcciéon de u = (3/5)i — (4/5)j es
Vf-u= —1 (ejemplo 2).
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Las derivadas parciales de f son continuas en todas partes y en (2, 0) estan dadas por
£(2,0) = (" = ysen ()0 = € — 0 =1
(2,0) = (xe” — xsen (xy))p0) = 28— 2.0 =2.
El gradiente de f'en (2, 0) es
Vileo = f(2,0)i + f,(2,0)j =i + 2j
(figura 14.28) La derivada de fen (2, 0) en la direccion de v es
(Duf)l20) = Vil u Ecuacion (4)

o (3423 _8_ _
= (i + 2j) (51 51) - 1. [
Al evaluar el producto punto de la formula

Dyf = Vf-u=|Vf|lu|cos® = |Vf|cosb,

donde 6 es el angulo entre los vectores u y Vf, se revelan las siguientes propiedades.

Propiedades de la derivada direccional D, f = Vf - u = |Vf| cos 0

1. La funcidn f crece mas rapidamente cuando cos § = 1 o cuando # = 0 y u es
en la direccion de Vf. Es decir, en cada punto P de su dominio, f crece mas
rapidamente en la direccion del vector gradiente Vf en P. La derivada en esta
direccion es

Duf = |Vf|cos (0) = |Vf].
2. De manera similar, f decrece mas rapidamente en la direccion de — V.
La derivada en esta direccion es Dyf = | Vf]|cos (7) = —| Vf].

3. Cualquier direccion de u ortogonal a un gradiente de V£ # 0 es una direccion de
cambio nulo en f porque en este caso 0 es igual a /2 y

Duf =|Vf|cos (m/2) =|Vf|-0 = 0.

Como veremos mas tarde, estas propiedades son validas tanto en tres dimensiones como en
dos.

EJEMPLO 3 Encuentre las direcciones en las cuales f(x, y) = (x2/2) + (2/2)

(a) crece mas rapidamente en el punto (1, 1).
(b) decrece mas rapidamente en el punto (1, 1).
(¢) (Cuales son las direcciones de cambio nulo de fen (1, 1)?

Solucion

(a) La funcidn crece mas rapidamente en la direccion de Vf en (1, 1). El gradiente en ese
punto es

(VHay = &+ yi)any =1 +j.
Su direccion es
i+j i+

_ _ 1. 1.
YT Varrar Va2 Ve

(b) La funcién decrece mas rapidamente en la direccion de —Vfen (1, 1), la cual es

—u=———i— —=j.

V2 V2
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z = flx,y)

Z
2 2
_ Xy
| =713
Qs

7 —~

|
4
ro
1
-
L 1)
Vol

I T y
1 V% (1,1) .
/ / Cambio nulo
Decremento enf
mds rdpido en f !
Incremento Vi=i+]

mads rdpido en f
FIGURA 14.29  La direccion en la cual
f(x, y) crece mas rapidamente en (1, 1) es la
direccién de Vf |, 1) = i + j. Corresponde
a la direccion de maximo ascenso sobre
la superficie (1, 1, 1) (ejemplo 3).

La curva de nivel f(x, y) = fixy, ¥o)

(0, Yo)

Vixo, vo)

FIGURA 14.30 EIl gradiente de una funcion
derivable de dos variables en un punto siem-
pre es normal a la curva de nivel de la funcion
que pasa por ese punto.

VA=2,1) =-i + 2j

2.1

-2 -1 0 1 2

FIGURA 14.31 Podemos encontrar la
tangente a la elipse (x*/4) + y* = 2 tratando
a la elipse como una curva de nivel de la
funcién f(x, y) = (x2/4) + )2 (ejemplo 4).

(¢) Las direcciones de cambio nulo en (1, 1) son las direcciones ortogonales a Vf:

R B 1

V2 V2

Observe la figura 14.29. [ |

Gradientes y tangentes a curvas de nivel

Si una funcién derivable f(x, y) tiene un valor constante ¢ a lo largo de una curva suave
r = g(t)i + h(2)j (haciendo a la curva una curva de nivel de f'), entonces f(g(t), h(t)) = c.
Al derivar ambos lados de esta ecuacion con respecto a ¢ obtenemos las ecuaciones

2 fgta, m0) = (o)

df dg  of dn _
ox di oy dt =0 Regla de la cadena
of . of .\ (de.  dn.
P + _ ° P + — .
<6x ! ay J) (dt Y 0 (5)
vy dr

dt
La ecuacion (5) indica que Vf es normal al vector tangente dr/dt, de manera que es normal a la
curva.

En todos los puntos (x, o) del dominio de una funcion derivable f(x, y), el gradiente
de f'es normal a la curva de nivel que pasa por (xo, vo) (figura 14.30).

La ecuacion (5) valida nuestra observacion de que las corrientes fluyen perpendicu-
larmente a los contornos en los mapas topograficos (véase la figura 14.25). Puesto que el flujo
del rio alcanzara su destino de la forma mas rapida, éste debe fluir en la direccion negativa del
vector gradiente, por la propiedad 2 de la derivada direccional. La ecuacion (5) nos dice que
estas direcciones son perpendiculares a las curvas de nivel.

Esta observacion también nos facilita obtener las ecuaciones de las rectas tangentes a las
curvas de nivel. Son rectas normales a los gradientes. La recta que pasa por un punto Py(xo, Vo)
normal a un vector N = A4i + Bj tiene la ecuacion

A(x = x) + B(y —yo) =0

(ejercicio 39). Si N es el gradiente (Vf)(, 5o = fe(x0, vo)i + fi(x0,10)j, la ecuacion de la
recta tangente es

Fxlxo, y0)(x — x0) + fulxo, yo)(y — y0) = 0. (6)

EJEMPLO 4  Obtenga una ecuacion para la tangente a la elipse

x2

= + y2 =2
(figura 14.31) en el punto (—2, 1).

Solucion  La elipse es una curva de nivel de la funcion

x2 2
fooy) =g + 07
El gradiente de f'en (—2, 1) es
—i + 2j.

X . .
Vil = <§l + 2yJ) =

(=2.1)
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La tangente es la recta
Dx+2)+2)(y—-1)=0 Ecuacion (6)
x —2y=—4 [ |

Si conocemos los gradientes de dos funciones /'y g, automaticamente conocemos los gradien-
tes de su suma, su resta, sus multiplos constantes, su producto y su cociente. En el ejercicio 40
se le pedira establecer las siguientes reglas. Observe que estas reglas tienen la misma forma
que las reglas correspondientes de las derivadas de funciones de una variable.

Reglas algebraicas para gradientes

1. Regla de la suma: V(f +g) = Vf+ Vg
2. Regla de la resta: V(f —g)=Vf— Vg
3. Regla del multiplo constante:  V(kf) = kVf (cualquier nimero k)
4. Regla del producto: V(fg) = fVg + gVf

Vi - fV,
5. Regla del cociente: V(z) = ‘w

g

EJEMPLO 5 A continuacion ilustramos dos de las reglas
foey)=x—y gy =3y
Vi=i-—j Vg = 3j.
Tenemos
1. V(f—-g=Vix—4)=i—-4=Vf— Vg Regla 2
2. V(fg) = V3xy — 3y = i + (3x — 6)j
=3y(i —j) + 3y + Gx — 6p)j
=3y —j) + Bx — 3y)j
=3y —j) + (x —p)3j=gVf + fVg Regla 4 [ |

Funciones de tres variables

Para una funcién derivable f(x, y, z) y un vector unitario u = u;i + u,j + u3k en el espacio,
tenemos
_of. of . of

=i+ —j+=
vf axl ayJ 6zk

af af af
M .
Dyf = Vf-u = axul + ayuz + aZu3

La derivada direccional puede escribirse otra vez en la forma
Dyf = Vf-u=|Vf|lu|cosd =|Vf|cos®,

de manera que las propiedades listadas anteriormente para funciones de dos variables se apli-
can también a las de tres variables. En cualquier punto dado, f crece mas rapidamente en la
direccion de Vf y decrece mas rapidamente en la direccion de —Vf. En cualquier direccion
ortogonal a V7, la derivada se anula.
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EJEMPLO 6

(a) Calcule la derivada de f(x, y, z) = x3 — xy? — z en Py(1, 1, 0) en la direccion de

v =2i - 3j + 6k

(b) (En cuales direcciones cambia f mas rapidamente en Py, y cuales son las tasas de cambio

en estas direcciones?

Solucion

(a) Ladireccion de v se obtiene dividiendo v entre su longitud:

v = V@2 + (=32 + (6> = V49 = 7

v_2. 3..6
Y25+ %k
v o7 7T

Las derivadas parciales de f'en P, son

=062 =i =2, fr=

El gradiente de f'en Py es

=2xy|10) = —2, f-= -1 =—1L

Vf|(1)1~0) =2i— 2] — k.

Por lo tanto, la derivada de f en Py en la direccion de v es

(Duf)a,10) =

. . 2. 3. .6
Viliio-u=(2i —2j —k)- (*1 - =j+ fk)

ESIEN

+

7 7 7

ASTToN

4
7

2|

(b) La funcidén crece mas rapidamente en la direccion de V' = 2i — 2j — k y decrece mas
rapidamente en la direccion —Vf. Las tasas de cambio son, respectivamente,

IVil= V2P + (=27 + (-1 =V9=3 y

Ejercicios 14.5

—|Vf|= -3. ]

Calculo de gradientes

En los ejercicios | a 6, determine el gradiente de la funcion en el punto
dado. Luego dibuje el gradiente junto con la curva de nivel que pasa por

el punto.

L fey)=y—x (2,1) 2 f(x,y)=In@E>+y), (1,1)

2

2
4. glx,y) = z - y?, (\6, 1)

3. glx,y) =n% (2,-1) 5

5 fx,y) = V2x + 3y, (-1,2)

6. f(x,y) = tan™! (4, -2)

VX

Yo
En los ejercicios 7 a 10, obtenga Vf en el punto dado.

7. f(x,y,z) = x>+ y? — 222 + zlnx, (1,1,1)

8. f(x,y,z) =22 — 3(x* + y*)z + tan 'xz, (1,1,1)

9. fx,y,2) = (2 + ¥ + 2+ In(xyz), (—1,2,-2)
10. f(x,y,z) = e cosz + (y + 1)sen'x, (0,0, 7/6)

Calculo de derivadas direccionales
En los ejercicios 11 a 18, encuentre la derivada de la funcién en P en la
direccién de u.

11.
12.

13.

14.
15.
16.
17.
18.

fony) =2xy — 3%, Po(5,5), u=4i+3j
fl,y) =262+ % Py(—1,1), u=3i—4j

y
r=y _ — 12i + 5i
o+ Po(1,—1), u = 12i + 5j

glx,y) = o
h(x,y) = tan”' (v/x) + V3sen ™ (xy/2), Po(1,1), u=3i— 2j
f,y,z) =xy +yz +zx, Py(l,—1,2), u=3i+6j— 2k
fooy,z) =x2+ 2% =325, Py(1,1,1), u=i+j+k
g(x,y,z) = 3e*cosyz, Py(0,0,0), u=2i+j— 2k

h(x,y,z) = cosxy + e + Inzx, Py(1,0,1/2),
u=i+2j+2k



En los ejercicios 19 a 24 obtenga las direcciones en las cuales las funcio-
nes crecen y decrecen mas rapidamente en Pj. Luego obtenga las deriva-
das de las funciones en estas direcciones.

19. f(x,y) = x>+ xy + % Po(—1,1)

20. f(x,y) = x*y + e¥seny, Py(1,0)

2. f(x,0.2) = () — vz Pold, 1, 1)

22. g(x,y,2) = xe’ + 22, Py(1,In2,1/2)

23. f(x,y,z) = Inxy + Inyz + Inxz, Py(1,1,1)

24. h(x,y,z) =In(x®> + y> — 1) + y + 62z, Py(1,1,0)

Rectas tangentes a curvas de nivel

En los ejercicios 25 a 28 grafique la curva f(x, y) = ¢ junto con V/'y la
recta tangente al punto dado. Luego escriba la ecuacion para la recta
tangente.

5. 2+ 2 =4, (V2,V2)
6. 2 —y=1, (V2,1)

27. xy = —4, (2,-2)

28. X2 — Xy +y2 =7, (-1,2)

Teoria y ejemplos
29. Sea f(x,y) = x> — xy + 1> — y. Obtenga las direcciones u y los
valores de D, f(1, —1) para los cuales

a. D, f(1, —1) es el méas grande b. D, f(1, —1) es el mas pequefio
¢. Dy f(1,—1) =0 d. Dy f(1,—1) = 4
e. Dy f(1,—1) = =3

x -

30. Sea f(x,y) = m

Duf(_

Encuentre la direccion u y los valores de

N[ —

3
s | para los cuales

a. D, f(—%, %) es el mas grande
13 . < 13

b. D“f(_E’E) es el mas pequefio c. Duf<—5,§) =0
13 13

d. Du f(*§,§> = -2 €. Du f(*z,z) =1

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.
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14.6 Planos tangentes y diferenciales

Derivada direccional nula ;jEn qué direccion se anula la derivada
de f(x,y) = xy + y?en P(3,2)?

Derivada direccional nula ;En qué direccion se anula la derivada
de f(x,y) = (> = )A)/(* + ) en P(1, 1)?

(Existe una direccion u en la que la tasa de cambio de f(x, y) =
x2 — 3xy + 4y% en P(1, 2) sea igual a 14? Justifique su respuesta.

Cambio de temperatura a lo largo de una circunferencia ;Existe
una direccion u en la que la tasa de cambio de la funcion temperatura
T(x, y, z) = 2xy — yz (temperatura en grados Celsius, distancia en ft)
en P(1, —1, 1) sea igual a —3 °C/ft? Justifique su respuesta.

La derivada de f{(x, y) en Py(1, 2) en la direccion de i + j es 2V2 y
en la direccion de —2j es —3. ;Cual es la derivada de f en la direc-
cion de —i — 2j? Justifique su respuesta.

La derivada de f{(x, y, z) en el punto P alcanza su maximo en la direc-
cibn de v =i + j — k. En esta direccion, el valor de la derivada es
2V,

a. ;Como es Vf en P? Justifique su respuesta.
b. (Cual es la derivada de f'en P en la direccion de i + j?

Derivadas direccionales y componentes escalares ;Cual es la re-
lacion entre la derivada de una funcion derivable f{(x, y, z) en un punto
Py en la direccion de un vector unitario u y el componente escalar de
(Vf)p, en la direccién de u? Justifique su respuesta.

Derivadas direccionales y derivadas parciales Suponiendo que
las derivadas necesarias de f(x, y, z) estan definidas, ;cual es la
relacion de D; f, Djf'y Dy f con respecto a fi, f, y f-? Justifique
su respuesta.

Rectas en el plano xy Demuestre que A(x — xo) + B(y — y9) = 0
es una ecuacion para la recta en el plano xy que pasa por el punto
(x0, ¥o) normal al vector N = 4i + Bj.

Reglas algebraicas para los gradientes Dada una constante £y los
gradientes
af . of  of og. dg. g
=i+ —j+— =—i+_—j+—k
vf ax ByJ dz Ve ax 6y‘l dz

establezca las reglas algebraicas para gradientes.

14.6 |-PLanos tangentes y diferenciales
ad

En esta seccion definiremos el plano tangente a un punto sobre una superficie regular en el es-
pacio. Luego mostraremos como calcular la ecuacion para el plano tangente a partir de las de-
rivadas parciales de la funcion que define a la superficie. Esta idea es similar a la definicion
de la recta tangente en un punto sobre una curva en el plano de coordenadas para funciones de
una sola variable (seccion 3.1). Luego estudiaremos la diferencial total y la linealizacion de fun-

ciones de varias variables.

Planos tangentes y rectas normales

Sir = g(t)i + h(t)j + k(t)k es una curva suave sobre una superficie de nivel f(x, y, z) = ¢
de una funcion derivable f, entonces f(g(¢), h(t), k(t)) = c. Al derivar ambos lados de esta
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- fy.n=c

FIGURA 14.32 El gradiente Vf es ortogonal
al vector velocidad de todas las curvas suaves
en la superficie que pasan por Py. Por lo tanto,
los vectores velocidad en Py estan en un plano
comun, al cual llamamos plano tangente en Py.

z
La superficie
P2+y+z-9=0

<

Py(1,2,4) [

Recta normal

\ Plano tangente

FIGURA 14.33 El plano tangente y la recta
normal a la superficie en P (ejemplo 1).

ecuacion con respecto a ¢ llegamos a

L fgto), m0, k) = (o)

ofdg  dfgn . f dk _
ox dt dy dt oz dt =0 Regla de la cadena
of o of o Of N\ (de. dny  dk ) _
<axl+8y‘]+azk) (dtl+dt]+dtk = 0. (1)
vf dr/dt

En todos los puntos a lo largo de la curva, Vf es ortogonal al vector velocidad de la curva.

Ahora vamos a poner atencion a las curvas que pasan por el punto Py (figura 14.32). Todos
los vectores de velocidad en Py son ortogonales a Vf en Py, de manera que todas las rectas tan-
gentes a las curvas estan en el plano que pasa por Py normal a Vf. En seguida definiremos este
plano.

DEFINICIONES El plano tangente en el punto Py(xo, Vo, zo) en la superficie de
nivel f(x, v, z) = ¢ de una funcion derivable f es el plano que pasa por Py normal

a Vf | Py
La recta normal a la superficie en Py es la recta que pasa por Py paralela a Vf | p,.

De la seccion 12.5, el plano tangente y la recta normal tienen las siguientes ecuaciones:

Plano tangente a f(x, y,z) = ¢ en Py(xy, yo, Z0)

F(Po)(x — xo) + f,(Po)(y — »0) + fAPo)(z — z) = 0 (2)

Recta normal a f(x, y, 7) = ¢ en Py(xo, Yo, Z0)

x =x9 + f(Po), y =y + fi(Polt, z =1z + fAPo)t

(3)

EJEMPLO 1 Obtenga el plano tangente y la recta normal a la superficie

fx,p,z) = x* + y2 +z—-9=0 Un paraboloide circular
en el punto Py(1, 2, 4).

Solucion  La superficie se muestra en la figura 14.33.
El plano tangente es el plano que pasa por Py perpendicular al gradiente de f en P,. El
gradiente es

Vf|p0 = (2)(1 + Zy] + k)(1’2’4) =2i+ 4] + k.
Por lo tanto, el plano tangente es el plano

26— 1) +4(y —2) + (z —4) =0, o 2x + 4y + z = 14.

La recta normal a la superficie en Py es

x=1+2t, y =2+ 4, z=4+1 u
Para determinar una ecuacion para el plano tangente a la superficie suave z = f(x, y) en

el punto Py(xo, yo, zo) donde zy = f(xo, yo), primero observamos que la ecuacion z = f(x, y)



N

El plano
X+z—-4=0

g(x,y,2)

Laelipse £
1,1,3)

Vfx Vg ‘
I
T~ } )
/ \ \ y
El cilindro
P4y -2=0
N
Sx,y,2)

FIGURA 14.34 El cilindro y el plano se
intersecan en una elipse £ (ejemplo 3).
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es equivalente a f(x, y) — z = 0. Por lo tanto, la superficie z = f(x, y) es la superficie de nivel
cero de la funcion F(x, y, z) = —(x, y) — z. Las derivadas parciales de F son

Fo= () =2 =fh-0=f
= UE) = =f-0=}
=Ly D =0-1= -1

La formula
F(Po)(x — xo) + F\,(Po)(y — yo) + FAPo)(z — z) = 0

para el plano tangente a la superficie de nivel en P se reduce por lo tanto a

fo(x0, y0)(x — x0) + f(x0,y0)(y — »0) — (z — z0) = 0.

Plano tangente a la superficie z = f(x, y) en (xo, Yo, f(x0, Vo))
El plano tangente a la superficie z = f(x, y) de una funcidn derivable f en el punto

Po(xo, Y0, 20) = (X0, Yo, f(x0, y0)) €8
f(x0, y0)(x = x0) + fix0,0)(y — yo) — (z — z0) = 0. (4)

EJEMPLO 2 Encuentre el plano tangente a la superficie z = x cos y — ye* en el punto
(0’ 0’ 0)'

Solucion  Calculamos las derivadas parciales de f(x, y) = x cos y — ye* y usamos la ecua-
cion (4):

7:(0,0) = (cosy — ye“)ooy=1—0-1=1

£,(0,0) = (—xseny — e ) =0—1= —L
Por lo tanto, el plano tangente es

l*(x—0)—1-(y—0)—(z—0) =0, Ecuacion (4)
x—y—z=0. [ |

EJEMPLO 3 Las superficies
f(xa% z) = X+ y2 -2=0 Un cilindro

gx,y,z)=x+z—-4=0 Un plano
se cortan formando una elipse £ (figura 14.34). Obtenga ecuaciones paramétricas de la recta

tangente a £ en el punto Py(1, 1, 3).

Solucion  La recta tangente es ortogonal a Vf 'y a Vg en Py, y por lo tanto paralela a
v = Vf — Vg. Los componentes de v y las coordenadas de Py nos proporcionan las ecuaciones
para la recta. Tenemos

Vil = @xi + 2pj)a,13 = 2i + 2j
Vglain =G+ Kai3=i+k

=Q2i+2)X(i+k) = =2i - 2j — 2k

[N
=Y RN
_ o K
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La recta tangente es

x=1+2t, y=1-2t, z=3-2¢ n

Estimacion del cambio en una direccion especifica

La derivada direccional desempeifia el papel de una derivada ordinaria cuando queremos calcu-
lar el cambio del valor de una funcién £ si nos movemos una pequeia distancia ds de un punto
Py a otro punto cercano. Si f fuera una funcion de una variable, tendriamos

df = f'(Po) ds. Derivada ordinaria X incremento
Para una funcién de dos o mas variables, usamos la formula
df = (Vf|p0 -u) ds, Derivada direccional X incremento

donde u es la direccion del movimiento conforme nos alejamos de Py.

Estimacion del cambio de f en la direccion de u
Para calcular el cambio en el valor de una funcion derivable /' cuando nos movemos
una pequefia distancia ds desde un punto Py en una direccion particular u, usamos la
formula

df = (Vf|p,~u) d

—_— -

Derivada Incremento
direccional en la
distancia

EJEMPLO 4  Estime cuanto cambiara el valor de
fx,y,z) = ysenx + 2yz
si el punto P(x, y, z) se mueve 0.1 unidades en linea recta de Py(0, 1, 0) a P1(2, 2, —2).

Solucion  Primero obtenemos la derivada de f en Py en la direccion del vector PoP, =
2i + j — 2k. La direccion de este vector es

PP, PP
LZL:;i-ﬁ-lj—*k.
3 3 3

[\

u=—"
[Py Pyl

El gradiente de f'en Py es
Vo100 = ((ycosx)i + (senx + 2z)j + 2yk),10) = i + 2k.
Por lo tanto,

— G (2L o2 ) =22 _4__2

Vilp,cu = (i + 2k) (3l+3j 3k> 373 3

El cambio df en f que resulta del movimiento ds = 0.1 unidades desde Py en la direccion de u
es aproximadamente

df = (Vf|p- u)(ds) = <—%>(0.1) ~ —0.067 unidades. -

Como linealizar una funcion de dos variables

Las funciones de dos variables pueden ser complicadas y algunas veces necesitamos rempla-
zarlas por unas mas simples que den la precision requerida para aplicaciones especificas sin
que sea dificil trabajar con ellas. Hacemos esto de manera similar a la forma en que hallamos
sustituciones lineales para funciones de una sola variable (seccion 3.9).



Un punto
cercano ——g
a (xp, yo)

Un punto donde
fes derivable

b (x, y)

Ay=y -1y,
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FIGURA 14.35 Si f es derivable en

(0, ¥0), entonces el valor de f en cualquier
punto cercano (x, y) es aproximadamente

S0, y0) + f(x0, ¥o)Ax + f(xo0, yo)Ay.
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Suponga que la funcion que deseamos remplazar es z = f{(x, y) cerca de un punto (xo, Vo)
en el cual conocemos los valores de f, fvy fy, y en el que f es derivable. Si nos movemos
de (xo, y0) a cualquier punto cercano (x, y) con incrementos de Ax = x — xoy Ay =y —
(véase la figura 14.35), entonces la definicion de diferenciabilidad de la seccién 14.3 nos da
el cambio

flx,y) = f(xo,y0) = filxo, yo)Ax + filxo, yo)Ay + €1Ax + €24y,

donde €1, e, — 0 cuando Ax, Ay — 0. Si los incrementos Ax y Ay son pequefios, los produc-
tos €;Ax y €Ay seran menores y tendremos

fGe,y) = f(xo,y0) + folxo,0)(x — x0) + filxo, yo)(y — yo).

L(x,y)

En otras palabras, cuanto mayor sea Ax y menor sea Ay, f tendra aproximadamente el mismo
valor de la funcion lineal L.

DEFINICIONES La linealizacién de una funcion f(x, y) en un punto (xo, y9) donde
[ es derivable es la funcion

L(x,y) = f(xo,y0) + fulxo,y0)(x — x0) + f,(x0,30)(y — »o). (5)
La aproximacion
flx,y) = L(x,p)

es la aproximacion lineal estandar de f en (x, )).

De la ecuacion (4), encontramos que el plano z = L(x, y) es tangente a la superficie
z = f(x,y) en el punto (xo, yo). Por lo tanto, la linealizacién de una funcioén de dos variables es
una aproximacion del plano tangente, del mismo modo que la linealizacion de una funcidén
de una variable es una aproximacion de la recta tangente. (Véase el ejercicio 63).
EJEMPLO 5  Encuentre la aproximacion lineal de

_ 2 1>
fooy) =x" —xy+ 5y +3

en el punto (3, 2).

Solucién  Primero evaluamos f, f; y f, en el punto (xg, yo) = (3, 2):

7(3.2) = (x2 —xy Ly 3) =3
2 62

d 1
f3,2) = = <x2 —xy+ o)+ 3) =(2x =y =4
x 2 (3,2)
_ 9 2 L » - =
[3,2)=—(x*—xy+ 5y +3 =(—x + ey = —1,
ay 2 (32)
lo que da
L(x,y) = f(x0,y0) + felxo, yo)(x — x0) + flxo, y0)(y — yo)
=8+ @Kk —-3)+(-1)y—2)=4x—y—2.
La aproximacion lineal de f'en (3,2)es L(x,y) =4x — y — 2. |

Cuando se aproxima a una funcion derivable f(x, y) por su aproximacion lineal L(x, »)
en (xo, yp), una pregunta importante es qué tan precisa puede ser la aproximacion.
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y Si podemos determinar una cota superior comin M para |fx|, [fy], [fo| en un rectan-
gulo R con centro en (xo, yo) (figura 14.36), podemos entonces acotar el error £ en todo R
usando una formula simple (deducida en la seccion 14.9). El error se define como E(x, y) =

Stx,y) = L(x, »).

k

h

X0» . .7 . r
(30 Yo) El error en la aproximacion lineal estandar

R Si f tiene primeras y segundas derivadas parciales continuas en un conjunto abierto
que contiene un rectangulo R con centro en (xg, ) y si M es una cota superior para

x los valores de |/, | /3y ¥ | /5| de R, entonces el error E(x, y) en que se incurre al
0 sustituir f(x, y) en R para su linealizacion
FIGURA 14.36 L. i0 t 1
a region rectanguiar L(x, y) = f(xo,yo) + fx(XOsyO)(x —x0) + fy(xo,yo)(y - yo)
Ri|x —xo| = h, |y — yo| < kenel
plano xy. satisface la desigualdad

1
|E(x,y)| = 5M(|x — xo| + [y = wo])

Para que | E(x, y)| sea pequefio para una M determinada, sélo hacemos |x — xo| y |y — ol
mas pequeios.

EJEMPLO 6  Obtenga una cota superior para el error en la aproximacion f(x, y) = L(x, y)
del ejemplo 5 para el rectangulo
R |x—=3]=0.1, ly —2|=0..

Exprese la cota superior como un porcentaje de f(3, 2), que es el valor de f en el centro del
rectangulo.

Solucion  Usamos la desigualdad

1
|E(x,y)| = 5M(|x — xo| + [y — »o|)?*.

Para obtener un valor adecuado para M, calculamos f, fx, ¥ f,y, encontrando, después de una
derivacion ordinaria, que las tres derivadas son constantes, con valores

[ful = 12] = 2, |fxy|:|_1|: 1, |fyy|:|1|: L

El valor maximo de éstos es 2, de manera que con toda seguridad podemos tomar M como 2.
Como (x¢, yo) = (3, 2), sabemos que en R,

[EGey)| = 5 @ = 3]+ Iy = 2 = (jx = 3]+ |y = 2|2
Finalmente, puesto que |x — 3| = 0.1y |y — 2| = 0.1 en R, tenemos
|E(x,y)] = (0.1 + 0.1)> = 0.04.
Como porcentaje de f(3, 2) = 8, el error no es mayor que

% X 100 = 0.5% . -
Diferenciales

Recuerde de la seccion 3.9 que para una funcion de una variable y = f{(x), definimos el cambio
de f cuando x cambia de @ a @ + Ax como

Af = fla + Ax) = f(a)
y la diferencial de f como

df = f'(a)Ax.



(a) (b)

FIGURA 14.37 El volumen del cilindro

(a) es mas sensible a un pequeiio cambio en r
que a un cambio igual de pequefio en 4.

El volumen del cilindro (b) es mas sensible

a pequeiios cambios de / que a los cambios
pequeilos en 7 (ejemplo 8).
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Consideremos ahora la diferencial de una funcion de dos variables.
Suponga que una funcion derivable f(x, y) y sus derivadas parciales existen en un punto
(x0, ¥o). Si nos movemos a un punto cercano (xo + Ax, yo + Ay), el cambio en f es

Af = flxo + Ax,y0 + Ay) — f(xo, yo).

Un calculo sencillo a partir de la definicién de L(x, y), usando la notacion x — xop = Ax y
y — yo = Ay, indica que el cambio correspondiente en L es

AL = L(xo + Ax,y0 + Ay) — L(xo, y0)
= fulxo,y0)Ax + f,(x0, y0)Ay.

Las diferenciales dx y dy son variables independientes, de manera que se les puede asignar
valores arbitrarios. Con frecuencia tomamos dx = Ax = x — xgy dy = Ay = y — yy. Tenemos
entonces la siguiente definicion para la diferencial o diferencial total de f.

DEFINICION Si nos movemos de (xy, ) @ un punto cercano (xo + dx, yo + dy),
el cambio resultante

df = fuxo,y0) dx + fylxo, yo) dy

en la aproximacion lineal de f se 1lama diferencial total de f.

EJEMPLO 7  Suponga que una lata cilindrica se disefio para tener un radio de 1 in y una al-
tura de 5 in, pero que el radio y la altura tienen un error de dr = +0.03 y dh = —0.1. Calcule
el cambio absoluto resultante en el volumen de la lata.

Solucion  Para estimar el cambio absoluto en V = 72k, usamos
AV = dV = V. (ry, ho) dr + Vi(ro, ho) dh.
Con V, = 2mrhy V), = wr?, tenemos
dV = 2mrohy dr + wre dh = 2a(1)(5)(0.03) + (1)*(—0.1)
=037 — 0.7 = 0.27 ~ 0.63 in’ ]
EJEMPLO 8  Suponga que su compaiiia fabrica tanques cilindricos circulares rectos para al-

macenar melaza que miden 25 ft de altura y 5 ft de radio. ;Qué tan sensibles son los volumenes
de los tanques a pequeias variaciones en la altura y el radio?

Solucion ~ Con V = 7rr2h, la diferencial total da la aproximacion del cambio en el volumen
como

dv

V.(5,25) dr + Vi(5,25) dh
(2’7Trh)(5)25) di’ + (77‘2)(5)25) dh
= 2507 dr + 257 dh.

Por lo tanto, el cambio de una unidad en » modificara a 7 alrededor de 2507 unidades. El
cambio de una unidad en 4 cambia V alrededor de 257 unidades. El volumen del tanque es
10 veces mas sensible a un cambio pequefio en 7 que a un pequefio cambio de igual tamafo
en h. Como ingeniero de control de calidad, encargado de garantizar que los tanques tengan
el volumen correcto, usted pondria especial atencion a sus radios.

En contraste, si los valores de » y 4 se invierten para que » = 25y & = 5, entonces la di-
ferencial total en V es

dV = (2mrh)ass) dr + (mr)ass) dh = 250w dr + 6257 dh.

Ahora, el volumen es mas sensible a cambios en / que a cambios en 7 (figura 14.37).
La regla general es que las funciones son mas sensibles a cambios pequefios en las varia-
bles que generan las derivadas parciales mas grandes. [ |
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EJEMPLO 9  El volumen ¥ = 7r2h de un cilindro circular recto va a calcularse a partir de
los valores de r y . Suponga que  se mide con un error no mayor del 2% y A con un error no
mayor del 0.5 por ciento. Calcule el error porcentual posible en el calculo de V.

Solucion  Hemos dicho que

dr 100’ =2 ‘”Z’x 100‘ =05
Puesto que
dav _ 2arhdr + wr? dh _M_{_ dh
v wrh r h’
tenemos
av| _ | dr  dn
=
dr dh
=25 + |
‘2 ‘h

= 2(0.02) + 0.005 = 0.045.

Estimamos que el error en el calculo del volumen sera, cuando mucho, del 4.5 por ciento. m

Funciones de mas de dos variables
Resultados analogos se observan para funciones derivables de mas de dos variables.

1. La aproximacion lineal de f(x, y, z) en un punto Py(xo, yo, Zo) €8

L(x,y,z) = f(Po) + f(Po)(x — x0) + f,(Po)(y — yo) + fAPo)(z — zo).

2. Suponga que R es un solido rectangular cerrado centrado en Py y que se encuentra en una
region abierta en la cual las segundas derivadas parciales de f son continuas. Suponga
también que |/, [fip]s | /2] [fols [f2z] ¥ |f32] son menores o iguales a M en R. Enton-
ces, el error E(x, y, z) = f(x, v, z) — L(x, y, z) en la aproximacion de f por L esta acotado
en R por la desigualdad

|E| = 5 M(]x — xo| + |y = yo| + |z — z0]).

1

2

3. Silas segundas derivadas parciales de f son continuas y six, y y z cambian desde xo, yo, o
en pequefias cantidades dx, dy y dz, la diferencial total

df = f(Po) dx + f,(Po) dy + f.(Po) dz

nos da una buena aproximacion del cambio resultante en f.

EJEMPLO 10  Obtenga la aproximacion lineal L(x, y, z) de
f(x,y,2z) =x* — xy + 3senz

en el punto (xo, vo, zo) = (2, 1, 0). Obtenga una cota superior para el error en que se incurre al
sustituir f por L en el rectangulo

R: |x — 2| =0.01, ly — 1] = 0.02, |z] = 0.01.

Solucion  Una evaluacion rutinaria implica

f(2,1,0) = 2, f+(2,1,0) = 3, £H(2,1,0) = =2, f:(2,1,0) = 3.
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Lx,p,2) =24+ 3(x—2)+ (-2)(y = 1) +3(z—0) =3x — 2y + 3z — 2.

Puesto que

fxx:27

fw =0,

fzz =-3 senz, fxy = _15 fxz = 09 fyz = 0:

y |—3 sen z| = 3 sen 0.01 ~ .03, podemos tomar M = 2 como el limite de las segundas par-
ciales. Por consiguiente, el error en que se incurre al sustituir f por L en R satisface

Ejercicios 14.6

|E| = %(2)(0.01 +0.02 + 0.01)> = 0.0016. n

Planos tangentes y rectas normales a superficies
En los ejercicios 1 a 8, encuentre las ecuaciones para

(a) el plano tangente y
(b) la recta normal en el punto Py en la superficie dada.
Lx2+y2+22=3, Py, 1,1)
2. x>+ y? — 22 =18, Py3,5,—4)
3.2z —x2=0, Py2,0,2)
4. X2+ 2y — 2+ 22 =17, Pyl1,-1,3)
5. cosmx — X2y + e 4+ yz =4, Py0,1,2)
6. x> —xy—y2—z=0, Pyl,1,—1)
7.x+y+z=1, Py0,1,0)
8. x4+ )? —2xy —x+ 3y —z=—4, Py2, —3,18)

En los ejercicios 9 a 12, obtenga una ecuacion para el plano tangente a la
superficie dada en el punto especificado.

9. z=In(x2+?, (1,0,0) 10. z=¢ " (0,0,1)
1. z=Vy —x, (1,2,1) 12. z = 42 + )% (1,1,5)

Rectas tangentes a curvas en el espacio
En los ejercicios 13 a 18, encuentre ecuaciones paramétricas para la recta
tangente a la curva de interseccion de las superficies en el punto dado.

13. Superficies: x + y> + 2z =4, x =1
Punto: (1,1, 1)

14. Superficies: xyz = 1, x> + 2?2 + 322 =6
Punto: (1, 1,1)

15. Superficies: x> + 2y + 2z =4, y =1
Punto: (1, 1,1/2)

16. Superficies:x + y> +z=2, y=1
Punto:  (1/2,1,1/2)

17. Superficies: x> + 3x%? + y3 + dxy — 22 = 0,

x>+ y2 +z2 =11

Punto: (1,1, 3)

18. Superficies: x> + y> =4, x> +)? —z=0

Punto: ( \/5, \/i, 4)

Estimacion del cambio
19. ;Alrededor de cuanto cambiara

fOx,y,2) = nVx? + y? + 22

si el punto P(x, y, z) se mueve desde Py(3, 4, 12) una distancia
ds = 0.1 unidades en la direccion de 3i + 6j — 2k?

20. ;Alrededor de cuanto cambiara
flx,y,2) = e cosyz

si el punto P(x, y, z) se mueve desde el origen a una distancia de
ds = 0.1 unidades en la direccion de 2i + 2j — 2k?

21. ;Alrededor de cuanto cambiara
g(x,y,z) =x + xcosz — ysenz +y

si el punto P(x, y, z) se mueve desde Py(2, —1, 0) una distancia de
ds = 0.2 unidades hacia el punto P(0, 1, 2)?

22. (Alrededor de cuanto cambiara
h(x,y,z) = cos (mxy) + xz°

si el punto P(x, y, z) se mueve desde Py(—1, —1, —1) una distancia
de ds = 0.1 unidades hacia el origen?

23. Cambio de temperatura a lo largo de una circunferencia
Suponga que la temperatura Celsius en el punto (x, y) en el plano xy
es T(x, y) = x sen 2y y que la distancia en el plano xy se mide en me-
tros. Una particula se mueve en sentido contrario a las manecillas del
reloj alrededor de un circulo con radio de 1 m y centro en el origen a
la razon constante de 2 m/seg.

a. ;Con qué rapidez cambia la temperatura experimentada por la
particula en grados Celsius por metro cuando la particula esta
en el punto P(1/2, \/3/2)?

b. ;Con qué rapidez cambia la temperatura experimentada por la
particula en grados Celsius por segundo en P?

24. Cambio de temperatura a lo largo de una curva en el espacio

La temperatura Celsius en una region en el espacio estd dada por

T(x, y, z) = 2x*> — xyz. Una particula se mueve en esta region y su

posicion en el tiempo ¢ estd dada por x = 212,y = 3¢,z = —¢2, donde

el tiempo se mide en segundos y la distancia en metros.

a. ;Con qué rapidez cambia la temperatura experimentada por la
particula en grados Celsius por metro cuando la particula esta
en el punto P(8, 6, —4)?

b. ;Con qué rapidez cambia temperatura experimentada por la
particula en grados Celsius por segundo en P?
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Determinacion de la aproximacion lineal
En los ejercicios 25 a 30, obtenga la aproximacion lineal L(x, y) de la fun-
cion en cada punto.

25. f(x,y) =x>+ >+ len a. (0,0), b (1,1
26. f(x,y) = (x +y+2)%en a. (0,0), b (1,2)
27. f(x,y) =3x — 4y + 5en a. (0,0), b (1,1)
28. f(x,y) = x>y*en a. (1,1),  b. (0,0)
29. f(x,y) = e*cosyen a. (0,0), b. (0, /2)
30. f(x,y) = e* Fen a. (0,0), b (1,2)

31. Factor de sensacion térmica La sensacion térmica es una medida
de la temperatura aparente que se percibe sobre la piel expuesta;
es una funcion de la temperatura del aire y la rapidez del viento. La
formula precisa, actualizada por el Servicio Meteorologico Nacional
en 2001 y con base en la teoria moderna de transferencia de calor, un
modelo que toma en cuenta la resistencia del tejido de la piel, es

W= W, T) = 35.74 + 0.6215 T — 35.75 16
+0.4275 T,

donde T es la temperatura del aire en °F y v es la rapidez del viento
en mph. Se presenta un cuadro parcial de sensacion térmica.

T(°F)

30 25 20 15 10 5 0 -5 —-10

10 | 21 15
15119 13 -13 —-19 -26 32

(mph)| 20 | 17 11 -2 -9 —15 -22 -29 =35

w A~ o ©
o
|
=

25116 9 -4 —-11 —-17 —-24 -31 -37
30(15 8 1 -5 —-12 —-19 —26 —33 -39

35|14 7 0 -7 —-14 =21 =27 =34 -—41

a. Use la tabla para obtener (20, 25), W(30, —10) y W(15, 15).

b. Use la formula para encontrar (10, —40), W(50, —40) y
(60, 30).

c. Obtenga la aproximacion lineal L(v, T') de la funcion W(v, T) en
el punto (25, 5).

d. Use L(v, T) del inciso (c) para calcular los siguientes valores de
sensacion térmica.

i) W(24,6) i) W(27,2)
iii) W(5, —10) (Explique por qué este valor es muy diferente
del valor que se encuentra en la tabla).
32. Obtenga la aproximacion lineal de L(v, T') de la funcion W(v, T) del

ejercicio 31 en el punto (50, —20). Usela para estimar los siguientes
valores de sensacion térmica.

a. (49, —22) b. W(53,—19) c. W(60, —30)

Cotas para error en las aproximaciones lineales
En los ejercicios 33 a 38, obtenga la aproximacion lineal L(x, y) de la fun-
cioén f(x, y) en Py. Luego determine una cota superior para la magnitud |E]|
del error en la aproximacion f(x, y) = L(x, y) en el rectangulo R.
33. f(x,y) =x* —3xy + 5en Py(2, 1),

R |x—=2|=01, |[y—1]=01

34, f(x,y) = (1/2)x + xy + (1/4)y* + 3x — 3y + 4en Py(2, 2),
R |x—2[=01, |y—2]=0.1
35. f(x,y) =1+ y + xcosyen Py0,0),
R |x|=02, |y]=02
(Use|cosy| = ly|seny| = 1 al estimar E.)
36. f(x,y) = xp? + ycos(x — 1)en Py(1,2),
R |x—1/=01, |y—2|=0.1
37. f(x,y) = ¢ cosyen Py(0,0),
R: |x|=0.1, [y|=01
(Usee* = 1.11 y|cosy| = 1 al estimar E.)
38. f(x,y) =Inx + Inyen Py(l1,1),
R |x—1]=02, |y—1]=02

Aproximacion lineal de tres variables
Obtenga las aproximaciones lineales L(x, y, z) de las funciones en los ejer-
cicios 39 a 44 en los puntos dados.

39. f(x,y,z) =xy + yz + xzen

a. (1,1,1) b. (1,0,0) c. (0,0,0)
40. f(x,y,z) =x*+ y*> + z%en

a (1,11 b. (0,1,0) c. (1,0,0)
41. f(x,y,2) = Vx? + yz + z%en

a. (1,0,0) b. (1,1,0) e (1,2,2)
42. f(x,y,z) = (senxy)/zen

a. (m/2,1,1) b. (2,0,1)
43. f(x,y,z) = e“ + cos(y + z)en

a. (0,0,0) b. <o, g 0) c. <o, %, %)
4. f(x,y,2) = tan~! (xyz) en

a. (1,0,0) b. (1,1,0) e (1,1,1)

En los ejercicios 45 a 48, determine la aproximacion lineal L(x, y, z)
de la funcion f(x, y, z) en P,. Luego encuentre una cota superior para
la magnitud del error £ en la aproximacion f(x, y, z) — L(x, y, z) en la
region R.
45. f(x,y,z) =xz —3yz+ 2 en Py(l,1,2),

R |x—1|=001, |y—1]=001, |z—2]|=0.02
46. f(x,y,z) = x>+ xv + yz + (1/4)22 en Py(1,1,2),

R: |x—1]=0.01, |y—1]=001, |z—2|=0.08
47. f(x,y,z) = xy + 2yz — 3xz en Py(1,1,0),

R: |x —1]=0.01, |y—1|=0.01, |z|]=0.01
48. f(x,y,z) = V/2 cos x sen (y +2) en Py0,0,7/4),

R: |x|=0.01, |y|=0.0l, |z— 7/4]=0.01

Estimacion del error; sensibilidad al cambio
49. Estimacion del error maximo Estimacion del error maximo

50. Calculo del volumen de un cilindro ;Con qué precision puede
calcularse V' = 7r2h a partir de mediciones de r y /& que tienen un
error del 1%?



51.

52.

53.

54.

Considere una caja rectangular cerrada con base cuadrada como la
que se ilustra en la siguiente figura. Si x se mide con un error maximo
del 2% y y se mide con un error maximo del 3%, use una diferencial
para calcular el porcentaje de error correspondiente en el calculo de
a. la superficie de la caja.

b. el volumen de la caja.

Considere un contenedor cerrado con forma de un cilindro de radio
de 10 cm y 15 cm de altura con una semiesfera en cada extremo,
como se muestra en la siguiente figura.

15cm

} 10 cm

El contenedor estd cubierto con una capa de hielo de 1/2 cm de
grueso. Use una diferencial para calcular el volumen total de hielo.
(Sugerencia: Suponga que r es el radio con dr = 1/2 'y h es la altura
con dh = 0).

Error porcentual maximo Sir = 5.0cmy /s = 12.0 cm con una
precision milimétrica, ¢cual sera el error porcentual maximo espera-
do al calcular V = 77%h?

58.

Variacion en la resistencia eléctrica La resistencia eléctrica pro-
ducida por alambres de R, y R, ohms en paralelo (véase la siguiente
figura) se puede calcular mediante la formula

11,1
LR i
R R R

a. Demuestre que

2 2
dR = (%) dR, + (x%) dR,.
b. Usted ha disenado un circuito de dos resistencias como el que
se ilustra en la figura, que tiene una resistencia R; = 100 ohms
y R, = 400 ohms, pero siempre hay alguna variacion en la
fabricacion y es probable que las resistencias recibidas por
su empresa no tengan los valores exactos. ¢El valor de R sera

mas sensible a la variacion de R; o a la variacion de R,?
Justifique su respuesta.

L

v RZ R

B

¢. En otro circuito como el que se representa, usted planea cambiar
Ry de 20 a 20.1 ohms y R, de 25 a 24.9 ohms. jAlrededor de qué
porcentaje cambiara R?

55.

57.

59.

60.

61.

801

14.6 Planos tangentes y diferenciales

Usted planea calcular el area de un rectangulo grande y delgado, a
partir de mediciones de su largo y ancho. ;Cual dimension debe usted
medir mas cuidadosamente? Justifique su respuesta.

. a. (Alrededor del punto (1, 0), es mas sensible f(x,y) = x*(y + 1)

a los cambios de x o a los cambios de y? Justifique su respuesta.
b. (Cual razon entre dx a dy hara a df = 0 en el punto (1, 0)?

Acarreo del error en los cambios de coordenadas

P(3;0.01,4;0.01)

a. Six=3=*0.0lyy=4=0.01, como se muestra, japroximada-
mente con qué precision puede calcular las coordenadas polares
ry 6 del punto P(x, y) a partir de las formulas 72 = x2 + )2 y
0 = tan~!(y/x)? Exprese su céalculo como cambios porcentuales
de los valores que 7y 6 tienen en el punto (xo, yo) = (3, 4).

b. En el punto (xo, y9) = (3, 4), /,son mas sensibles los valores de r 'y
0 alos cambios en x 0 a los cambios en y? Justifique su respuesta.

Diseiio de una lata de bebida gaseosa Una lata normal de bebida

gaseosa de 12 onzas liquidas es esencialmente un cilindro de radio

r=1inyunaaltura h = 5 in.

a. Con estas dimensiones, /qué tan sensible es el volumen de la lata
a un pequeiio cambio en el radio en oposicion a un cambio
pequeiio en la altura?

b. (Podria disefiar una lata de bebida gaseosa que parezca contener
mas soda, pero que de hecho contenga las mismas 12 onzas
liquidas? ;Cuadles serian sus dimensiones? (Hay mas de una
respuesta correcta).

Valor de un determinante 2 X 2 Si |a| es mucho mayor que |b|,
|c|y|d], ;para cudl de las variables a, b, ¢ y d es més sensible el valor
del determinante?

ab‘
c d

fla,b,c,d) = ‘

Justifique su respuesta.

Estimacion del error maximo Suponga que u = xe¢’ + ysenzy
que x, y y z se pueden medir con errores maximos posibles de 0.2,
+0.6 y */180, respectivamente. Estime el error méximo posible
en el calculo de u a partir de los valores medidos de x = 2,y = In 3,
z=1/2.

La férmula de Wilson para el tamaiio de un lote Esta formula de
economia para determinar el tamafio de un lote de productos dice que
la cantidad mas econdémica Q de bienes (radios, zapatos, escobas,
etcétera) para el pedido de una tienda esta dada por la formula
O = V2KM/h, donde K es el costo de elaboracion del pedido, M
es el numero de articulos vendidos por semana, y % es el costo de
almacenamiento semanal para cada articulo (costo de espacio, ins-
talaciones, seguridad, etcétera). ;A cual de las variables K, M, y h
es mas sensible Q cerca del punto (Ko, My, hg) = (2, 20, 0.05)? Jus-
tifique su respuesta.
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62. Medicion de un campo triangular El area de un triangulo es
(1/2)ab sen C, donde a y b son las longitudes de dos lados del trian-
gulo, y C es la medida del angulo entre ellos. Al medir un terreno
triangular, las medidas obtenidas para a, b y C son 150 ft, 200 ft y
60°, respectivamente. ;Aproximadamente cual seria el error en el
calculo del area si los valores de a y b tienen un error de medio ft
cada uno y el valor de C tiene un error de 2°? Observe la figura
anexa. Recuerde usar radianes.

a=150+ %ft

C =60°+£2°

b=200+ 11t

Teoria y ejemplos

63. La aproximacion lineal de f(x, y) es una aproximacién con un pla-
no tangente Demuestre que el plano tangente en el punto Py(xo, yo,
f(x0, o)) en la superficie z = f(x, y) definida mediante una funcion
derivable f es el plano

fxlxo, yo)(x — x0) + fi(x0, 0)(y — y0) — (z = f(x0,30)) = 0
o bien,
z = f(x0,y0) + fxlxo,y0)(x — x0) + f,(x0,y0)(y — »0).

Por lo tanto, el plano tangente en Py es la grafica de la linealizacion
de f'en Py (véase la figura).

—z=fxy)

z :\ (g, yg,J;(xo, ) fi

| | /

| VR B | 2 = L(x, y)

 —

| |

i : i Y

| /H\ |

| |

| |

|| ‘ !

: (X0, ¥0) \"._:

! \

64. Cambio a lo largo de la involuta de un circulo Obtenga la deri-
vada de f(x, y) = x* + y? en la direccion del vector unitario tangente
ala curva

r(t) = (cost + tsent)i + (sent — tcost)j, t>0.

65. Cambio a lo largo de una hélice Obtenga la derivada de f(x, y, z) =
x% 4+ 3% + 22 en la direccion del vector unitario tangente a la hélice

r(z) = (cost)i + (sent)j + tk

en los puntos donde t = —7/4, 0 y 7/4. La funcién f nos da el
cuadrado de la distancia del punto P(x, y, z) de la hélice al origen.
Las derivadas calculadas aqui nos dan las tasas de cambio del cua-
drado de la distancia con respecto a ¢ cuando P pasa por los puntos
donde t = —7/4,0y w/4.

66. Curvas normales Una curva suave es normal a una superficie
f(x, v, z) = c en un punto de interseccion si el vector velocidad de la
curva es un multiplo escalar no nulo de Vf.

Demuestre que la curva

r() = Vi + Vij - %(z + 3k

es normal a la superficie x2 + )2 — z = 3 cuando 7 = 1.

67. Curvas tangentes Una curva regular es fangente a la superficie en
un punto de interseccion si el vector velocidad es ortogonal a Vf
en ese punto.

Demuestre que la curva

r(t) = Vi +

es tangente a la superficie x2 + 32 —z = 1 cuando 7 = 1.

tj+ (2t — Dk

14 7 | Valores extremos y puntos de silla
!l

Las funciones continuas de dos variables asumen valores extremos en dominios cerrados y aco-
tados (véase las figuras 14.38 y 14.39). En esta seccién veremos que podemos reducir la bus-
queda de estos valores extremos examinando las primeras derivadas parciales de las funciones.
Una funcion de dos variables puede asumir valores extremos solo en los puntos frontera del
dominio o en los puntos interiores del dominio donde las primeras derivadas parciales se anu-
lan, o donde una o ambas derivadas no existen. Sin embargo, la anulacion de las derivadas en
un punto interior (a, b) no siempre sefiala la presencia de un valor extremo. La superficie, que
es la grafica de la funcion, podria tener la forma de una silla de montar exactamente arriba de
(a, b) y cruzar su plano tangente en ese punto.

BIOGRAFIA HISTORICA

Siméon-Denis Poisson
(1781-1840)
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Criterios de las derivadas para los valores extremos locales

Para obtener los valores extremos locales de una funcion de una sola variable, buscamos los
puntos donde la grafica tiene una recta tangente horizontal. En esos puntos, buscamos pun-
tos maximos locales, minimos locales y los puntos de inflexion. Para una funcién f(x, y) de
dos variables, buscamos los puntos donde la superficie z = f{(x, y) tiene un plano tangente
horizontal. En tales puntos, buscamos los maximos locales, los minimos locales y los puntos
de silla. Empezaremos por definir los puntos maximos y los puntos minimos.

FIGURA 14.38 La funcion
z = (cosx)(cos y)e*W*yz DEFINICIONES Sea que f(x, y) esté definida en una region R que contiene el

tiene un valor maximo de 1 y un valor punto (a, b). Entonces,

minimo de alrededor de —0.067 sobre la 1. f(a, b) es un valor maximo local de 1 si f(a, b) = f(x, y) para todos los puntos
region cuadrada |x| = 3m/2, |y| = 37/2. (x, v) del dominio en un disco abierto con centro en (a, b).

2. f(a, b) es un valor minimo local de f si f(a, b) = f(x, y) para todos los puntos
(x, y) del dominio en un disco abierto con centro en (a, b).

Los maximos locales corresponden a los picos de montaia en la superficie z = f(x, y) y los
minimos locales corresponden al fondo de los valles (figura 14.40). En esos puntos, los pla-
nos tangentes, cuando existen, son horizontales. Los extremos locales también se conocen como
puntos extremos relativos.

N
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2 ,"‘:3\\% !“ “‘\\‘\‘ Como en lgs f}lnciones Qe una so%a variable, la clave para identificar los puntos extremos
S NN (S locales es un criterio de la primera derivada.
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FIGURA 14.39 La “superficie del techo”

2= (11l = 1l = 1l = )
S—r

tiene un valor maximo de 0 y un valor e

Valores minimos locales
minimo de —a sobre la region cuadrada (ningtin valor cercano de f es menor)

x| =aly|=a

FIGURA 14.40 Un maximo local es un pico de montafna y un minimo local
es el fondo de un valle.

TEOREMA 10: Criterio de la primera derivada para valores extremos locales

Si f(x, y) tiene un valor méximo o minimo local en un punto interior (a, b) de su
dominio, y si las primeras derivadas parciales existen alli, entonces fy(a, b)) = 0y
fy(a, b) = 0.

Comprobacion Si f tiene extremo local en (a, b), entonces la funcion g(x) = f(x, b) tiene un
extremo local en x = « (figura 14.41). Por lo tanto, g’(a) = 0 (capitulo 4, teorema 2). Ahora
g'(a) = f(a, b), entonces f,(a, b) = 0. Un argumento similar con la funcién i(y) = f(a, y)
FIGURA 14.41  Siun maximo local de f demuestra que f,(a, b) = 0. u
ocurre enx = a, y = b, entonces, las primeras
derivadas parciales f\(a, b) y f,(a, b)

se anulan. fla, b)(x — a) + fla,b)(y — b) — (z — fla, b)) =0

Si sustituimos los valores fx(a, b) = 0y fy(a, b) = 0 en la ecuacion
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FIGURA 14.42 Puntos de silla en el
origen.
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FIGURA 14.43 La grafica de la funcion
f(x,y) = x* + y* — 4y + 9 es el paraboloide
que tiene un valor minimo local de 5 en el

punto (0, 2) (ejemplo 1).

del plano tangente a la superficie z = f{(x, y) en (a, b), la ecuacion se reduce a
O0+(x—a)+0-(y—b)—z+ fla,b) =0
o bien,
z = f(a,b).

Asi, el teorema 10 dice que la superficie tiene un plano tangente horizontal en un extremo
local, siempre que exista dicho plano.

DEFINICION Un punto interior del dominio de una funciéon f{(x, y) donde tanto f
como f, se anulan, o donde alguna de alguna de éstas no existe, es un punto critico

de f.

El teorema 10 dice que los tnicos puntos donde una funcién f{(x, y) puede tener valores
extremos son los puntos criticos y los puntos frontera. Como en las funciones derivables de
una sola variable, no todos los puntos criticos dan origen a un extremo local. Una funcién
derivable de una variable podria tener un punto de inflexion. Una funcion derivable de dos
variables podria tener un punto de silla.

DEFINICION Una funcion derivable f(x, y) tiene un punto de silla en un punto
critico (a, b) si en cada disco abierto con centro en (a, b) existen puntos del dominio
(x, y) donde f(x, y) > fla, b), y puntos del dominio (x, y) donde f(x, y) < f(a, D).
El punto correspondiente (a, b, f(a, b)) sobre la superficie z = f{(x, y) se llama punto
de silla de la superficie (figura 14.42).

EJEMPLO 1 Obtenga los valores extremos locales de f(x, y) = xZ + y2 — 4y + 9.

Solucion  El dominio de f es todo el plano (de manera que no hay puntos frontera) y las

derivadas parciales f, = 2x y f,, = 2y — 4 existen en todas partes. Por lo tanto, los valores
extremos locales pueden presentarse s6lo cuando

fr=2x=0 y fr=2y—4=0.

La tnica posibilidad es el punto (0, 2), donde el valor de fes 5. Como f(x, y) = x2 + (y — 2)?

+ 5 nunca es menor de 5, vemos que el punto critico (0, 2) tiene un minimo local (figura
14.43). [

EJEMPLO 2 Determine (si existen) los valores extremos locales de f(x, y) = y? — x2.

Solucion  El dominio de f es todo el plano (de manera que no hay puntos frontera), y las
derivadas parciales f, = —2xy f, = 2y existen en todas partes. Por lo tanto, los valores ex-
tremos locales solo pueden presentarse en el origen (0, 0) donde f, = 0y f, = 0. Sin embargo,
a lo largo del eje x positivo, el valor f(x, 0) = —x2 < 0; a lo largo del eje y positivo, f tiene
el valor f(0, y) = y? > 0. Por lo tanto, todos los discos abiertos en el plano xy con centro en
(0, 0) contienen puntos donde la funcion es positiva y puntos donde es negativa. La funcion
tiene un punto de silla en el origen y no tiene valores extremos locales (figura 14.44a). La
figura 14.44b muestra las curvas de nivel (hipérbolas) de /'y el decremento e incremento de
la funcién de modo alternativo entre los cuatro agrupamientos de hipérbolas. [ |

El hecho de que f; = f, = 0 en un punto interior (a, b) de R no garantiza que f tenga
un valor extremo local. Sin embargo, si f y sus primeras y segundas derivadas parciales

son continuas en R, podemos aprender mas del siguiente teorema que se probara en la sec-
cion 14.9.



FIGURA 14.44  (a) El origen es un punto
de silla de la funcion f(x, y) = y* — x2.

No hay valores extremos locales (ejemplo 2).
(b) Curvas de nivel de la funcion f del
ejemplo 2.
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TEOREMA 11: Criterio de la segunda derivada para valores extremos locales
Suponga que f(x, y) y sus primeras y segundas derivadas parciales son continuas en
un disco con centro en (a, b), y que f.(a, b) = f,(a, b) = 0. Entonces,

i) f tiene un maximo local en (a, b), si frr <0y frc fiy — fr? > 0en (a, b).
ii) f tiene un minimo local en (a, b), si fix > 0y fu fyy — fu? > 0en(a, b).
iii) f tiene un punto de silla en (a, b), si fi fyy — fo? < 0en (a, b).

iv) El criterio no es concluyente en (a, b), si f1 f,, — f> = 0 en (a, b).
En este caso, debemos encontrar otra manera de determinar el comportamiento

de f'en (a, b).

4 _ 2 . . . .
La expresion S oy — S~ s€ conoce como discriminante o Hessiano de /. Algunas veces
es mas facil recordarlo como determinante,

f)oc fxy
fxy fyy

El teorema 11 dice que si el discriminante es positivo en el punto (a, b), entonces la superfi-
cie se curva del mismo modo en todas direcciones: hacia abajo si f,, < 0, dando origen a un
maximo local, y hacia arriba si fy, > 0, dando lugar a un minimo local. Por otro lado, si el dis-
criminante es negativo en (a, b), entonces la superficie se curva hacia arriba en algunas direc-
ciones y hacia abajo en otras, por lo que tenemos un punto de silla.

fxxfyy - fxy2 =

EJEMPLO 3 Determine los valores extremos locales de la funcion
flo,y) =xy —x* —y* — 2x — 2y + 4.

Solucion  La funcién esta definida y es derivable para todas las x y y, y su dominio no tiene
puntos frontera. Por lo tanto, la funcién tiene valores extremos solo en los puntos donde £ y f,,
se anula en forma simultanea. Esto da como resultado

fr=y—2x—2=0, fr=x—-2y—-2=0,
o bien,
x=y=-2.

Por lo tanto, el punto (—2, —2) es el unico punto donde f puede asumir un valor extremo. Para
ver si esto es asi, calculamos

El discriminante de f'en (a, b) = (=2, —2) es
faly = fo' = (=2)(=2) = (1 =4 — 1 =3,
La combinacion

fxx< 0 y f;ocfyy_fxy2>o

nos dice que f tiene un maximo local en (—2, —2). El valor de f en este punto es
f(—=2,-2)=8. [

EJEMPLO 4  Obtenga los valores extremos locales de f(x, y) = 3y2 — 2y3 — 3x2 + 6xy.

Solucion  Puesto que f es derivable en todos lados, puede asumir valores extremos solo
donde

fxr=06p—6x=0 y fy=6y—6y2+6x=0.
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FIGURA 14.45 La superficie

z = 3y2 — 2% — 3x% + 6xy tiene un punto
de silla en el origen y un maximo local en
el punto (2, 2) (ejemplo 4).

0 y=0 A9, 0)

FIGURA 14.46 Esta region triangular es el
dominio de la funcién del ejemplo 5.

Partiendo de la primera de estas ecuaciones, encontramos que x = y, y al sustituir y en la se-
gunda ecuacion tenemos

6x — 6x> + 6x =0 0 6x(2 —x)=0.

Por lo tanto, los dos puntos criticos son (0, 0) y (2, 2).
Para clasificar los puntos criticos, calculamos las segundas derivadas:

foo = —6, fi =6 — 12y, fw = 6.
El discriminante esta dado por
Fufw = fo? = (=36 + 72y) — 36 = 72(y — 1).
En el punto critico (0, 0) vemos que el valor del discriminante es el nimero negativo —72, de

manera que la funcion tiene un punto de silla en el origen. En el punto critico (2, 2) vemos que
el discriminante tiene el valor positivo 72. Al combinar este resultado con el valor negativo

de la segunda parcial f,, = —6, el teorema 11 dice que el punto critico (2, 2) tiene un valor
maximo local de f(2,2) = 12 — 16 — 12 + 24 = 8. La grafica de la superficie se presenta
en la figura 14.45. [ |

Maximos y minimos absolutos en regiones limitadas cerradas

Organizamos la busqueda de los valores extremos absolutos de una funcién f(x, y) en una re-
gion cerrada y acotada R en tres pasos.

1. Elaborar una lista de los puntos interiores de R donde f puede tener valores maximos y
minimos locales, y evaluar f en estos puntos. Estos son los puntos criticos de f.

2. Elaborar una lista de los puntos frontera de R donde f puede tener maximos y minimos
locales, y evaluar f en estos puntos. Mostraremos muy pronto coémo hacerlo.

3. Buscar en las listas los valores maximos y minimos de /. Estos seran los valores maxi-
mos y minimos absolutos de f en R. Puesto que los méaximos y minimos absolutos son
también maximos y minimos locales, los valores maximos y minimos absolutos de f apa-
recen en alguna de las listas elaboradas en los pasos 1 y 2.

EJEMPLO 5  Obtenga los valores maximos y minimos absolutos de
f,y) =2+ 2x +2p — 2% —?

en la region triangular en el primer cuadrante acotada por las rectas x = 0,y = 9 — x.

Solucion  Puesto que f es derivable, los Unicos lugares donde f puede asumir estos valores
son los puntos interiores del tridngulo (figura 14.46) donde f, = f,, = 0y los puntos frontera.

(a) Puntos interiores. Para éstos, tenemos
L=2-2x=0, f,=2-2y=0,
lo que da el Gnico punto (x, y) = (1, 1). El valor de f'es
f(1,1) = 4.

(b) Puntos frontera. Tomamos un lado del triangulo a la vez:

i) Sobre el segmento OA, y = 0. La funcion

flx,y) = f(x,0) =2 + 2x — x?



Circunferencia = distancia
alrededor de esto.

FIGURA 14.47 La caja del ejemplo 6.
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puede ahora considerarse como una funcion de x definida en el intervalo cerrado 0 =< x < 9.
Sus valores extremos (como sabemos por el capitulo 4) pueden presentarse en los puntos
extremos

x=0 donde £(0,0) =2
x=9 donde f(9,0) =2 + 18 — 81 = —61

y en los puntos interiores donde f'(x, 0) = 2 — 2x = 0. El tnico punto interior donde
f'(x,0) = 0esx = 1, donde

f(x,0) = f(1,0) = 3.
ii) En el segmento OB, x =0y

flx,y) = f(0,y) =2 + 2y — )y~

Sabemos por la simetria de f con respecto a x y y, asi como por el analisis que hemos
realizado, que los candidatos en este segmento son

(0,0) =2,  f(0,9) = —61,  £(0,1) = 3.

iii) Ya tomamos en cuenta los valores de f en los extremos de 4B, asi que s6lo necesita-
mos buscar en los puntos interiores de 4B. Cony = 9 — x, tenemos

fon,y) =2+ 2x+2(9 —x) — x> — (9 —x)?> = —61 + 18x — 2x%
Al hacer f'(x,9 — x) = 18 — 4x = 0 tenemos

189
4 2°
En este valor de x,

_o_9_9 _(29)__41
y=9-5=3 ¥ flx,y) f(z’z) 5

Resumen Hacemos una lista de todos los candidatos: 4, 2, —61, 3, —(41/2). El maximo es 4,
y f'lo asume en (1, 1). El minimo es —61, y f'lo asume en (0, 9) y (9, 0). [

Para resolver problemas de valores extremos con restricciones algebraicas sobre las va-
riables se requiere por lo general del método de multiplicadores de Lagrange que se presenta
en la siguiente seccion. Pero algunas veces podemos resolver tales problemas de manera di-
recta, como en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 6  Una compaiiia de mensajeria sdlo acepta cajas rectangulares en las que la suma
de su largo y su circunferencia (perimetro de una seccion transversal) no exceda 108 in. Deter-
mine las dimensiones de una caja aceptable con el volumen maximo.

Solucion  Sean x, y y z, respectivamente, el largo, ancho y la altura de la caja rectangular.
Entonces, la circunferencia es 2y + 2z. Queremos maximizar el volumen V' = xyz de la caja
(figura 14.47) con la condicion x + 2y + 2z = 108 (la caja mas grande que acepta la compaiia
de mensajeria). Asi, podemos escribir el volumen de la caja como una funcion de dos variables:

M = 08 =2 =230 L0
= 108yz — 2%z — 2yZ%.
Al igualar a cero las primeras derivadas parciales,
V(p,z) = 108z — dyz — 22> = (108 — 4y — 22)z = 0
Vi(y,z) = 108y — 2)? — 4yz = (108 — 2y — 4z)y = 0,
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De

Determine todos los maximos locales, los minimos locales y los puntos de

Ejercicios 14.7

obtenemos los puntos criticos (0, 0), (0, 54), (54, 0) y (18, 18). El volumen se anula en (0, 0),
(0, 54), (54, 0), por lo que en ninguno de éstos tenemos un volumen maximo. En el punto
(18, 18), aplicamos el criterio de la segunda derivada (teorema 11):

Vyy = —4z, V.. = —4y, V. =108 — 4y — 4z.
Asi que
Vi Vee = V)2 = 16yz — 16(27 — y — z)%
Por lo tanto,

V,(18,18) = —4(18) < 0

[V Ve = Vi 1 = 16(18)(18) = 16(=9)> > 0

implican que (18, 18) da el volumen maximo. Las dimensiones del paquete son
x = 108 — 2(18) — 2(18) = 36 in, y = 18 in y z = 18 in. El volumen maximo es
V= (36)(18)(18) = 11,664 in® 0 6.75 ft3. [

A pesar de la efectividad del teorema 11, le sugerimos recordar sus limitaciones. No
se aplica a los puntos frontera del dominio de una funcidn, donde es posible que una funcién
tenga valores extremos y derivadas no nulas. Tampoco se aplica para puntos donde no existe

fxofy-

Resumen de criterios de maximos-minimos

Los valores extremos de f{(x, y) pueden presentarse solo en

i) puntos frontera del dominio de f.

ii) puntos criticos (puntos interiores donde /¢ = f;,, = 0 o puntos donde f o f,
no existen).

Si las derivadas parciales de primero y segundo orden de f son continuas en un disco
con centro en el punto (a, b) y fx(a, b) = f,(a, b) = 0, la naturaleza de f{(a, b) puede
verificarse con el criterio de la segunda derivada:

D) fu <0y fufyy — fu? > 0en(a, b) = tenemos un maximo local

ii) fi>0Y fufy — fu? > 0en(a, b) = tenemos un minimo local
iii) fio fyy — fxy2 < 0 en (a, b) = tenemos un punto de silla

iv) fuw/fy — fu? = 0en(a, b) = el criterio no es concluyente

terminacion de extremos locales

silla de las funciones de los ejercicios 1 a 30.

1

A W N

L fy)=xr+xy+ P +3x—3y+ 4

L fluy) =2 — S -2 FAx + 4y — 4

Cfey) =xr 4+ + 3+ 2+ 5
L flny) =5xy — T8+ 3x — 6y + 2

flo,y) =2xy — x> — 2> + 3x + 4
fo,y) =x> —4dxy +12 + 6y + 2
fx,p) =20 + 3xy + 47 — 5x + 2y
floy) =x> —2xy + 2> — 2x + 2y + 1
fo,y)=x*—1» —2x+ 4y + 6

10. f(x,y) = x> + 2xy

© L AW



11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

23.
25.
27.
29.
30.

De

fGey) = V562> — 82 — 16x — 31 + 1 — 8x
fly) = 1= V¥ +y?

f,y)=x*—1y  —2xp+ 6

fey) =% +3xy + )

flx,y) = 6x2 — 2x° + 3)7 + 6xy

fo,y)=x> 4+ +3x* —3? -8

flx,y) =x* + 302 — 15x + )° — 15p

flo,y) =263+ 2% —ox? + 3)? — 12y

fOoy) = dxy —x* =5

fOry) =x+ ) + dxy

fey) = 55— 2 fey)—yrwty
’ X4y -1 ’ X y

24. f(x,y) = e*cosy
flx,y) = % 26. f(x,y) = & — ye*
fxy) = (@ +)7) 28. f(x,y) = &(* — )?)
fx,y) =2Inx + Iny —4x — y

fay)=Inx+y +x*—y

f(x,y) = ysenx

terminacion de extremos absolutos

En los ejercicios 31 a 38, encuentre los maximos y minimos absolutos de
las funciones en los dominios dados.

31

32

33

34.

35.

36

37

38

. f(x,y) = 2x* — 4x + »* — 4y + 1 en una placa triangular cerrada y
acotada por las rectas x = 0, y = 2, y = 2x en el primer cuadrante.

. D(x,y) = x* — xp + »* + 1 en una placa triangular cerrada y acotada
por las rectas x = 0, y = 4, y = x en el primer cuadrante.

. f(x,y) = x2 + y? en la placa triangular cerrada y acotada por las rec-
tasx = 0,y = 0,y + 2x = 2 en el primer cuadrante.

T(x, y) = x* + xy + »®> — 6x en la placa rectangular 0 = x < 5,
—3=y=3.

T(x,y) = x* + xy + »* — 6x + 2 en la placa rectangular 0 = x < 5,
—3=y=0.

. f(x,y) = 48xy — 32x3 — 24y? en la placa rectangular 0 < x = 1,

O0=y=1.

IA

. f(x, ) = (4x — x?) cos y en la placa rectangular 1 = x = 3,

—7/4 =y = /4 (vea la figura anexa).

7= (4x — x?) cos y

S
N
i
SHRNN
SN

. f(x,y) = 4x — 8xy + 2y + 1 en la placa triangular cerrada y acotada
por las rectas x = 0,y = 0,x + y = 1 en el primer cuadrante.

39.

40.

41.

42.
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14.7 Valores extremos y puntos de silla

Obtenga dos niimeros a y b para a < b, tales que

b
/(6*x*x2)dx

tenga en ese punto su valor maximo.

Determine dos niimeros a y b para a =< b, tales que
b
/ (24 — 2x — X))V dx
a

tenga en ese punto su valor maximo.

Temperaturas La placa circular plana tiene la forma de la region
x2 + 2 = 1. La placa, incluyendo la frontera donde x2 + y? = 1,
se calienta de manera que la temperatura en el punto (x, y) es

T(x,y) = x* + 2% — x.

Determine las temperaturas en los puntos mas caliente y mas frio de
la placa.

Obtenga el punto critico de
flx,y) =xy + 2x — Inx?y

en el primer cuadrante abierto (x > 0, y > 0) y demuestre que f
asume un minimo en ese punto.

Teoria y ejemplos

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

Obtenga los maximos, minimos y puntos de silla de f{(x, y), si existen,
dado que

a fi=2x—4 y f, =2y 4
b. fi=2x—-2 vy f,=2y—-4
. fi=9"—-9 y f,=2y+4
Describa su razonamiento en cada caso.

El discriminante fy. f}, — fx? se anula en el origen para cada una de
las siguientes funciones, de manera que el criterio de la segunda deri-
vada falla. Determine si la funcion tiene un maximo, un minimo o
ninguno de ambos en el origen, imaginando la apariencia de la su-
perficie z = f(x, y)
a. f(x,y) =x% b fx,y) =1-x%

c. f(-xay):xyz d. f(-xay):x3y2

e. flx,y) =xy’ £ fxy) = b

Demuestre que (0, 0) es un punto critico de f(x, y) = x> + kxy + )?
sin importar el valor que tenga la constante k. (Sugerencia: Considere
dos casos: k = 0y k#0).

¢;Para cuales valores de la constante £, el criterio de la segunda deri-
vada garantiza que f(x, y) = x> + kxy + »? tendra un punto de silla
en (0, 0)? ;Y un minimo local en (0, 0)? ;Para cuales valores de £, el
criterio de la segunda derivada no es concluyente? Justifique sus
respuestas.

Si fi(a, b) = f\(a, b) = 0, ;debe f tener un valor maximo o minimo
local en (a, b)? Justifique su respuesta.

(Puede concluir algo acerca de f(a, b) si [y sus primeras y segundas
derivadas parciales son continuas en un disco con centro en el punto
critico (a, b), y fw(a, b) y f,y(a, b) difieren en signo? Justifique su
respuesta.

Entre todos los puntos de la grafica de z = 10 — x> — y? que estan
arriba del plano x + 2y + 3z = 0, obtenga el punto mas lejano del
plano.
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50.

51.

52.

53.

54.

55.
56.

57.

58.

59.

60.

Valores extremos en curvas parametrizadas

Capitulo 14: Derivadas parciales

Determine el punto sobre la grafica de z = x2 + »? + 10 més cer-
cano al planox + 2y —z = 0.

Encuentre el punto en el plano 3x + 2y + z = 6 mas cercano al
origen.

Obtenga la distancia minima del punto (2, —1, 1) al plano
xXt+ty—z=2.

Determine tres nimeros cuya suma sea 9 y cuya suma de cuadra-
dos sea un minimo.

Obtenga tres niimeros positivos cuya suma sea 3 y cuyo producto
de cuadrados sea un maximo.

Obtenga el valor maximo de s = xy + yz + xzdondex + y + z = 6.
Encuentre la distancia minima del cono z = Vx* + y* al punto
(=6,4,0).

Obtenga las dimensiones de la caja rectangular de maximo volumen
que puede inscribirse dentro de la esfera x2 + )2 + z2 = 4.

Entre todas las cajas rectangulares cerradas de volumen igual a 27 cm?,
;cudl es la del area mas pequena?

Usted estd construyendo una caja rectangular abierta con 12 ft? de
material. ;Qué dimensiones tendra la caja de maximo volumen?

Considere la funcién f(x, y) = x2 + 2 + 2xp —x —y + l enel
cuadrado0 =x=1y0=y=1.

a. Demuestre que f tiene un minimo absoluto a lo largo del seg-
mento de recta 2x + 2y = 1 en este cuadrado. ;Cual es el
valor minimo absoluto?

b. Obtenga el valor maximo absoluto de f en el cuadrado.

Para determinar los va-

lores extremos de una funcion f(x, y) en una curva x = x(f), y = y(t), con-
sideramos a f como una funcion de una variable 7 y usamos la regla de
la cadena para encontrar donde se anula df/dt. Como en cualquier otro
caso de una variable, los valores extremos de f se encuentran entre los va-
lores en los

a.
b.

puntos criticos (puntos donde df/dt se anula o no existe), y

extremos del dominio del parametro.

Obtenga los valores minimos y maximos absolutos de las siguientes fun-
ciones de las curvas dadas.

61.

62.

Funciones:

a fluy)=x+y b gy =x

c. h(x,y) =2x* +)?

Curvas:

i) La semicircunferencia x2 + 12 = 4,y = 0

ii) La cuarta parte de la circunferenciax? + )2 = 4,x =0,y =0
Use las ecuaciones paramétricas x = 2 cosf,y = 2 sen £.
Funciones:

a. f(x,y) = 2x + 3y
c. hix,y) = x>+ 3)?

b. g(x,y) = xy

Curvas:
i) La semielipse (x2/9) + (?/4) =1,y =0
ii) El cuarto de elipse (x2/9) + (2/4) = 1,x =0,y =0

Use las ecuaciones paramétricas x = 3 cost,y = 2 sen £.

63.

64.

65.

Funcion: f(x,y) = xy
Curvas:
i)Larectax =2f,y =¢+ 1
ii) El segmento derectax =2,y =t+ 1, -1 =¢t=0
iii) El segmento de rectax =2f,y =¢+ 1,0 =t =1
Funciones:
a. f(x,y) =x* +)?
b. g(x,y) = 1/( +)7)
Curvas:
i)Larectax =1,y =2 — 2t
ii) El segmentoderectax =1,y =2 - 2t,0=¢r =1
Rectas de minimos cuadrados y regresion lineal Cuando trata-
mos de ajustar una recta y = mx + b a un conjunto de datos numéri-
cos (x1, Y1), (x2, ¥2), --., (xn, yu) (figura 14.48), por lo general selec-
cionamos la recta que minimiza la suma de los cuadrados de las

distancias verticales de los puntos a la recta. En teoria, significa la
obtencion de valores de m y b que minimizan el valor de la funcién

w=(mx, +b—y)*+ - + (mx, +b— y,). (1)
Demuestre que los valores de m y b que logran esto son:
(S0)(n) - S
m = > ; )
<zn)—nzm2

b:%(En—mEM) 3)

donde todas las sumas van desde £ = 1 hasta k£ = n. Muchas calcu-
ladoras cientificas tienen integrada esta formula, lo que facilita la
obtencion de m y b oprimiendo s6lo unas cuantas teclas después de
que ha introducido los datos.

La recta y = mx + b determinada por estos valores de m y b
se llama recta de minimos cuadrados, recta de regresion o recta
de tendencia para los datos en cuestion. Determinar una recta de
minimos cuadrados le permite

1. Resumir los datos mediante una expresion sencilla,

2. Predecir los valores de y para otros valores de x no estudiados ex-
perimentalmente,

3. Manejar datos en forma analitica.

P (X, ¥)

Py(x). y) y=mx+b

Py(xp, y2)

0

FIGURA 14.48 Para ajustar una recta a
puntos no colineales, seleccionamos la recta
que minimiza la suma de los cuadrados de
las desviaciones.



En los ejercicios 66 a 68, use las ecuaciones (2) y (3) para obtener la rec-
ta de minimos cuadrados para cada conjunto de puntos datos. Luego use la
ecuacion lineal que obtenga para predecir el valor de y que corresponderia
ax =4

66. (=2,0), (0,2), (2,3)
68. (0,0), (1,2), (2,3)

67. (—1,2), (0,1), (3,—4)

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA
En los ejercicios 69 a 74, explorard funciones para identificar sus extre-
mos locales. Use un SAC para ejecutar los siguientes pasos:

a. Trace la funcion en el rectangulo dado.
b. Trace algunas curvas de nivel en el rectangulo.

c. Calcule las primeras derivadas parciales de la funcion y use la
solucion de la ecuacion del SAC para determinar los puntos criticos.
(,Como se relacionan los puntos criticos con las curvas de nivel
graficadas en el inciso (b)? ¢ Cuales puntos criticos, si existen,
parecen tener un punto de silla? Justifique su respuesta.

14.8 Multiplicadores de Lagrange 811

. Calcule las segundas derivadas parciales de la funcion y obtenga el

discriminante fy f;, — [

. Use los criterios de maximos y minimos para clasificar los puntos

criticos encontrados en el inciso (c). ;Sus resultados son congruentes
con el analisis del inciso (c¢)?

69. f(x,y) =x*+y —3xy, -5=x=5 -5=y=5
70. f(x,y) =% -3 +)% —2=x=2, -2=y=2
T f,y) =x*+)y =82 —6y+ 16, -3 =x=3,—-6=y=6
T2 fle,y) =22 + 3 —2r — 27 + 3, —=3/2 =x =3/2,
—3/25)/53/2
73. f(x,y) = 5x° + 18x° — 30x* + 3007 — 120x°,
—4=x=3 2=y=2
S1n (2 + 1), ) # (0,0
0, (x,) = (0,0)

2=x=2 2=y=2

14 8 | Multiplicadores de Lagrange
d

BIOGRAFIA HISTORICA

Joseph Louis Lagrange
(1736-1813)

Algunas veces necesitamos obtener los valores extremos de una funcién cuyo dominio esta
restringido a cierto subconjunto particular del plano (por ejemplo, un disco, una region triangu-
lar cerrada, o a lo largo de una curva). En esta seccion, exploraremos un poderoso método para
determinar los valores extremos de funciones restringidas: el método de multiplicadores de
Lagrange.

Maximos y minimos con restricciones

Primero consideraremos el problema donde un minimo con restricciones se puede obtener eli-
minando una variable.

EJEMPLO 1 Encuentre el punto P(x, y, z) del plano 2x + y — z — 5 = 0 que esté mas cer-
cano al origen.

Solucion  El problema nos pide obtener el valor minimo de la funcion

0P| = V(x — 07 + (y — 0)> + (z — 0)
=V + y2 + 2
sujeta a la restriccion
2x+y—z—-5=0.
Puesto que | OP| tiene un valor minimo siempre que la funcion
fooyz)=x*+ )y + 2
tenga un valor minimo, podemos resolver el problema si encontramos el valor minimo de
f(x, y, z) sujeto a la restricciéon 2x + y — z — 5 = 0 (eliminando la raiz cuadrada). Si consi-
deramos a x y y como las variables independientes en esta ecuacion y escribimos z como
z=2x+y—35,
nuestro problema se reduce a la obtencion de los puntos (x, ) en los cuales la funcion

h,y) = fe,y,2x+y —35) =x>2+ 12+ (2x + y — 5)?
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FIGURA 14.49 El cilindro hiperbolico
x2 —z2 — 1 = 0 del ejemplo 2.

tiene sus valores minimos. Puesto que el dominio de / es todo el plano xy, el criterio de la pri-
mera derivada de la seccion 14.7 nos dice que cualquier minimo que / pudiera tener debe estar
en puntos donde

he=2x+22x+y—5)(2) =0, h =2 +22x+y—5)=0.

Esto nos lleva a

10x + 4y = 20, 4x + 4y = 10,

y la solucion es

L5 s
3 VT

Podemos aplicar un argumento geométrico junto con el criterio de la segunda derivada para
demostrar que estos valores minimizan 4. La coordenada z del punto correspondiente en el

planoz =2x +y — 5Ses
5 5
= = + = — = -
z 2(3) 6 5

Por lo tanto, el punto que buscamos es

[ [

Punto mas cercano: P (é S é).

La distancia de P al origen es 5/\/8 ~2.04. ]

Intentar resolver un problema de maximos o minimos con restricciones a través de una
sustitucion, como podriamos llamar al método del ejemplo 1, no siempre es sencillo. Esta es
una de las razones para aprender el nuevo método de esta seccion.

EJEMPLO 2  Encuentre los puntos del cilindro hiperbdlico x2 — z2 — 1 = 0 mas cercanos
al origen.

Solucion 1 El cilindro se muestra en la figura 14.49. Buscamos los puntos sobre el cilindro
que se encuentren mas cercanos al origen. Estos son los puntos cuyas coordenadas minimizan
el valor de la funcion

f(x, v, Z) =x> + y2 + 22 Cuadrado de la distancia

sujeta a la restriccion x2 — z2 — 1 = 0. Si consideramos x y y como variables independientes
en la ecuacion de la restriccion, entonces

Z2=x-1
y los valores de f(x, y, z) = x2 + y? + z2 en el cilindro estan dados por la funcion
ho,y) =x2+ P+ (2 — 1) =22 + > — L

Para determinar los puntos sobre el cilindro cuyas coordenadas minimizan a f, buscamos los
puntos en el plano xy cuyas coordenadas minimizan a /4. El inico valor extremo de % se pre-
senta cuando

h =4x=0 y h, =2y =0,

es decir, el punto (0, 0). Pero no existen puntos sobre el cilindro donde tanto x como y se anulen.
(Qué estuvo mal?

Lo que ocurre es que el criterio de la primera derivada obtuvo (como debe ser) el punto
en el dominio de h donde / tiene un valor minimo. Por otro lado, nosotros queremos los puntos
del cilindro donde h tiene un valor minimo. Si bien el dominio de % es todo el plano xy, el do-



El cilindro hiperbélico x2 — 22 = 1

En esta parte, En esta parte,

x=VzZ+1 5 x=-VZ+1

X = -
1 —1

7 Y N

x=-1

FIGURA 14.50 Laregion del plano xy a
partir de la cual se seleccionan las primeras
dos coordenadas de los puntos (x, y, z) del
cilindro hiperbdlico x> — z? = 1 excluye la
banda —1 < x < 1 en el plano xy

(ejemplo 2).

P-2-1=0

z
\ Py +P-d?=0

X

FIGURA 14.51 Una esfera con centro en
el origen que crece como una burbuja de
jabon hasta que toca justamente el cilindro
hiperbélico x2 — z2 — 1 = 0 (ejemplo 2).

14.8 Multiplicadores de Lagrange 813

minio del cual podemos seleccionar las primeras dos coordenadas de los puntos (x, y, z) sobre
el cilindro se restringe a la “sombra” del cilindro en el plano xy, la cual no incluye la banda
entre las rectas x = —1 y x = 1 (figura 14.50).

Podemos evitar este problema si consideramos a y y z como variables independientes (en
vez de x y ), expresando x en términos de y y z como

P =2+ 1
Con esta sustitucion, f(x, y, z) = x> + y2 + z2 se convierte en
Ky,z) =+ 1)+ +22=1+)>+ 27

y buscamos los puntos donde k£ asume su valor minimo. El dominio de k en el plano yz con-
cuerda ahora con el dominio en el cual seleccionamos las coordenadas y y z de los puntos
(x, y, z) sobre el cilindro. Por lo tanto, los puntos que minimizan k en el plano tendran pun-
tos correspondientes sobre el cilindro. Los valores menores de k se presentan cuando

ky =2y =20 y k., =4z =0,
o bien, y = z = 0. Esto nos lleva a
X*=2+1=1  x==%l
Los puntos correspondientes sobre el cilindro son (*1, 0, 0). Podemos ver en la desigualdad
k(y,z) =14+ +22 =1

que los puntos (*1, 0, 0) dan un valor minimo de . También podemos ver que la distancia
minima del origen a un punto en el cilindro es una unidad.

Solucion 2 Otra manera de encontrar los puntos sobre el cilindro mas cercanos al origen es
imaginar una pequeia esfera, con centro en el origen, que crece como una burbuja de jabon
hasta tocar al cilindro (figura 14.5). En cada punto de contacto, el cilindro y la esfera tienen el
mismo plano tangente y la misma recta normal. Por lo tanto, si la esfera y el cilindro se repre-
sentan como las superficies de nivel que se obtienen igualando

f,y,z)=x>+y*+ 2 —d y g, yz) =2 -2 -1

a cero, entonces los gradientes Vf'y Vg seran paralelos cuando las superficies se toquen. Por lo
tanto, en cualquier punto de contacto debemos encontrar un escalar A (“lambda”), tal que

Vf = AVg,
o bien,
2xi + 2yj + 2zk = A(2xi — 2zk).

Asi, las coordenadas x, y y z de cualquier punto de tangencia tendran que satisfacer las tres
ecuaciones escalares

2x = 2\x, 2y =0, 2z = =2z

(Para qué valores de A ocurrira que un punto (x, y, z), cuyas coordenadas satisfacen estas
ecuaciones escalares, se encuentre también sobre la superficie x2 — z2 — 1 = 0? Para contestar
esta pregunta aplicamos nuestro conocimiento de que ninglin punto sobre la superficie tiene
una coordenada x nula para concluir que x # 0. Por lo tanto, 2x = 2Ax s6lo si

2 =24, 0 A =1

Para A = 1, la ecuacion 2z = —2Az se convierte en 2z = —2z. Si esta ecuacion se satisface
también, z debe anularse. Puesto que y = 0 también (de la ecuacion 2y = 0), concluimos que
todos los puntos que buscamos tienen coordenadas de la forma

(x,0,0).
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(Cudles puntos sobre la superficie x2 — z2 = 1 tienen coordenadas de esta forma? Los puntos
(x, 0, 0) para los cuales

¥ = (0?2 =1, =1, 0 x = %1

Los puntos sobre el cilindro mas cercanos al origen son los puntos (*1, 0, 0). [ |

Método de multiplicadores de Lagrange

En la solucién 2 del ejemplo 2, usamos el método de multiplicadores de Lagrange. El mé-
todo dice que los valores extremos de una funcion f{(x, y, z), cuyas variables estan sujetas a una
restriccion g(x, y, z) = 0, se encuentran sobre la superficie g = 0 en los puntos donde

Vf = AVg

para algun escalar A (Ilamado multiplicador de Lagrange).
Para explorar el método y saber por qué funciona, haremos primero la siguiente observa-
cion, la cual establecemos como un teorema.

TEOREMA 12: Teorema del gradiente ortogonal Suponga que f(x, y, z) es
derivable en una region cuyo interior contiene una curva suave

C: r(t) = gi + h()j + Ko)k

Si Py es un punto de C donde f tiene un maximo o un minimo local relativo a sus va-
lores sobre C, entonces Vf es ortogonal a C en P.

Comprobacion Demostraremos que V/ es ortogonal al vector velocidad de la curva en Py.
Los valores de f en C estan dados por la composicion f(g(t), h(¢), k(t)), cuya derivada con
respecto a tes

d af d ad ad
j_0fde O an Ok

dt “oxdt Toya Tozar - VY

En cualquier punto Py donde f tiene un minimo o un maximo local relativo a sus valores sobre
la curva, df/dt = 0, entonces

Vf-v=0. u

Al eliminar en el teorema 12 los términos en z, obtenemos un resultado similar para fun-
ciones de dos variables.

COROLARIO DEL TEOREMA 12 En los puntos de wuna curva suave
r(t) = g(t)i + h(t)j, donde una funcion derivable f(x, y) asume sus maximos

y minimos locales en relaciéon con sus valores en la curva, Vf - v = 0, donde
v =dr/dt.

El teorema 12 es la clave del método de los multiplicadores de Lagrange. Suponga que
f(x,y,2)y g(x, y, z) son derivables y que Py es un punto en la superficie de g(x, y, z) = 0, donde
f tiene un valor maximo o minimo local en relacion con sus otros valores sobre la superficie.
Suponemos también que Vg # 0 en los puntos sobre la superficie g(x, y, z) = 0. Asi, f/ asume
un maximo o un minimo local en Py en relacion con sus valores en todas las curvas derivables
que pasan por Py sobre la superficie g(x, y, z) = 0. Por lo tanto, Vf es ortogonal al vector ve-
locidad de todas las curvas derivables que pasan por P,. Esto también ocurre con Vg (ya que
Vg es ortogonal a la superficie de nivel g = 0, como vimos en la seccion 14.5). Por lo tanto, en
Py, Vf es algin multiplo escalar A de Vg.
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FIGURA 14.52 El ejemplo 3 muestra como
obtener los valores mayores y menores del
producto xy sobre esta elipse.

xy=2" xy = -2

FIGURA 14.53 Cuando esta sujeta a la
restriccion g(x, y) = x2/8 +3%/2 — 1=0,
la funcién f{(x, y) = xy toma los valores
extremos en los cuatro puntos (=2, *=1).
Estos son los puntos sobre la elipse cuando
Vf (en negro) es un multiplo escalar

de Vg (en azul) (ejemplo 3).
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El método de multiplicadores de Lagrange

Suponga que f(x, ¥, z) y g(x, y, z) son derivables y que Vg # 0 cuando g(x, y, z) = 0.
Para determinar los valores maximos y minimos locales de f sujeta a la restriccion
g(x, y, z) = 0 (sl ésta existe), se obtienen los valores de x, y, z y A que satisfacen en
forma simultanea las ecuaciones

Vi=Avg vy glxyz) =0 (1)

Para funciones de dos variables independientes, la condicion es similar, pero sin la
variable z.

Se debe tener cuidado al aplicar este método. Es posible que un valor extremo no exista en rea-
lidad (ejercicio 41).

EJEMPLO 3 Obtenga los valores mayores y menores que toma la funcion

flx,y) = xy
sobre la elipse (figura 14.52)

2V

S + 7= L.

Solucion  Queremos encontrar los valores extremos de f(x, ) = xy sujetos a la restriccion

2

gloy) =5 +5 - 1=0.

NS

Para hacerlo, primero hallamos los valores de x, y y A para los cuales
Vf=AVg vy gy =0.

La ecuacion del gradiente en las ecuaciones (1) nos da

yi+xj = %xi + Nj,

de donde tenemos

_A _ _A _X
yEgne o Xx=A, 0y y—4()~y)—4y,

de manera que y = 0 0 A = *=2. Ahora consideraremos estos dos casos.

Caso 1: Siy = 0, entonces x = y = 0. Pero (0, 0) no esta en la elipse. Por lo tanto, y # 0.
Caso 2: Siy#0, entonces A = =2 yx = £2y. Al sustituir esto en la ecuacion g(x, y) = 0,
tenemos

izz 2
%er?:l, 2+ 42 =8 y  y=xl

Por lo tanto, la funcion f(x, y) = xy toma sus valores extremos sobre la elipse en los cuatro pun-
tos (£2, 1), (£2, —1). Los valores extremos son xy = 2 y xy = —2.

Geometria de la solucion  Las curvas de nivel de la funcién f(x, y) = xy son las hipérbo-
las xy = ¢ (figura 14.53). Cuanto mas lejos estén las hipérbolas del origen, mayor sera el valor
absoluto de f. Queremos obtener los valores extremos de f(x, y), dado que el punto (x, y) tam-
bién estd en la elipse x2 + 4y2 = 8. ;Cuales hipérbolas cortan a la elipse que se encuentra mas
lejos del origen? Las hipérbolas que apenas rozan a la elipse, aquellas que son tangentes a ella,
son las mas lejanas. En estos puntos, cualquier vector normal a la hipérbola es normal a la
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/ )
\ 3x+4y=35

3x+4y=-5

FIGURA 14.54 La funcién f(x,y) = 3x +4y
asume su valor maximo sobre la circunferen-
cia unitaria g(x, y) = x2 + )2 — 1 =0en

el punto (3/5, 4/5), y su valor minimo

en el punto (—3/5, —4/5) (ejemplo 4).

En cada uno de estos puntos, V/f es un
multiplo escalar de Vg. La figura muestra

los gradientes en el primer punto, pero

no en el segundo.

elipse, asi que V/ = yi + xj es un multiplo (A = *=2) de g = (x/4)i + yj. En el punto (2, 1),
por ejemplo,

Vi=i+2, Vg=+i+j, y Vf=2Vg

2
En el punto (—2, 1),
Vf=i-— 2 Vg=—%i+j, y  Vf=-2Vg -
EJEMPLO 4 Determine los valores maximos y minimos de la funcion f(x, y) = 3x + 4y

sobre la circunferencia x? + y2 = 1.

Solucion ~ Modelamos esto como un problema de multiplicadores de Lagrange con
fOny) =3x+ 4y, gloy) =x"+)? =1
y buscamos los valores de x, y y A que satisfacen las ecuaciones
Vf = AVg 3i+ 4j = 2xAi + 2pAj
g, y) =0 > +)y>—1=0.
La ecuacién gradientes en las ecuaciones (1) implica que A # 0 y resulta

3 2

XZﬁ, y—)\.

Estas ecuaciones nos dicen, entre otras cosas, que x y y tienen el mismo signo. Con estos va-
lores para x y y, la ecuacion g(x, y) = 0 da

2 2
3 2 o
(u) " <A> 1=0,
9 4

——+-—==1, 9+16=4)\  4)\=25 y A=+
47 )2

de manera que

N [

Por lo tanto,

_ 4
_:|:5

E)

>[N

_3__3 _
XY= T sy Y

y f(x,y) = 3x + 4y tiene valores extremos en (x, y) = *(3/5, 4/5).
Al calcular el valor de 3x + 4y en los puntos =(3/5, 4/5), vemos que sus valores maxi-
mos y minimos sobre la circunferencia x2 + y2 = 1 son

T S

La geometria de la soluciéon Las curvas de nivel de f(x, y) = 3x + 4y son las rectas
3x + 4y = c (figura 14.54). Cuanto mas lejos se encuentran las rectas del origen, mayor sera
el valor absoluto de f. Queremos encontrar los valores extremos de f(x, y), dado que el punto
(x, ¥) también estd sobre la circunferencia x2 + y? = 1. ;Cuales de las rectas que cortan la cir-
cunferencia se encuentran mas lejos del origen? Las rectas tangentes a la circunferencia son las
mas lejanas. En los puntos de tangencia, cualquier vector normal a la recta es normal a la circun-
ferencia, de manera que el gradiente V/ = 3i + 4j es un multiplo (A = *5/2) del gradiente
Vg = 2xi + 2yj. En el punto (3/5, 4/5), por ejemplo,
8

V= 3i + 4, Vg=%i+§j y Vf=%Vg. -
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FIGURA 14.55 Los vectores Vg y Vg,
estan en un plano perpendicular a la curva C
porque Vg, es normal a la superficie g; = 0,
y Vg, es normal a la superficie g, = 0.

Cilindro x> +y* =1

=

FIGURA 14.56 En la elipse donde el plano
y el cilindro se encuentran, encontramos los
puntos mas cercanos y mas lejanos al origen
(ejemplo 5).
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Multiplicadores de Lagrange con dos restricciones

Muchos problemas nos exigen encontrar los valores extremos de una funcion derivable f(x, y, z)
cuyas variables estan sujetas a dos restricciones. Si las restricciones son

gl(x’yaz) =0 Yy gz(X,y,Z) =0

y g1y & son derivables, y Vg no es paralela a Vg, obtenemos los minimos y maximos locales
con una restriccion de f introduciendo dos multiplicadores de Lagrange A y u. Es decir, lo-
calizamos los puntos P(x, y, z) donde f asume sus valores extremos con una restriccion, obte-
niendo los valores de x, y, z, A y p que satisfacen simultaneamente las ecuaciones

Vf = )\Vgl + H’VgZ:v gl(xay’z) = 05 gz(xaya Z) =0 (2)

Las ecuaciones (2) tienen una agradable interpretacion geométrica. La superficies g = 0y
2> = 0 (por lo general) se cortan en una curva suave, digamos C (figura 14.55). Buscamos a lo
largo de esta curva los puntos donde f tiene valores maximos y minimos locales en relacion
con sus otros valores sobre la curva. Estos son los puntos donde Vf es normal a C, como vimos
en el teorema 12. Pero Vg, y Vg, también son normales a C en estos puntos porque C se en-
cuentra en las superficies g = 0y go = 0. Por lo tanto, Vf esta en el plano determinado por
Vg1 y Vg, lo cual significa que Vf = AVg; + AVg, para algunas A y u. Como los puntos que
buscamos también estan en ambas superficies, sus coordenadas deben satisfacer las ecuaciones
gi1(x, y,2) = 0y go(x, v, z) = 0, las cuales son los requisitos restantes de las ecuaciones (2).

EJEMPLO 5 Elplanox + y + z = 1 corta al cilindro x2 + y2 = 1 en una elipse (figura
14.56). Encuentre los puntos sobre la elipse que se encuentran mas cercanos y mas lejanos
del origen.

Solucion  Obtenemos los valores extremos de
f,y,z) =x>+y* + 2
[el cuadrado de la distancia de (x, y, z) al origen] sujeta a las restricciones
gilx,yz)=x+)y?-1=0 (3)
oxy,z)=x+y+z—-1=0 (4)
La ecuacion de gradientes de las ecuaciones (2) nos da entonces

Vf = AVg + uVg
2xi + 2yj + 2zk = A(2xi + 2yj) + p( +j + k)
2xi + 2y + 22k = (2Ax + pi + Ay + p)j + pk
o bien,

2x = 2Mx + pw, 2y = 2\y + pu, 2z = Q. (5)

Las ecuaciones escalares de la ecuacion (5) generan

2x =2MAx + 2z=>(1 — A)x = z, (6)
2y =20 + 2z=(1 — Ay =z
Las ecuaciones (6) se satisfacen simultdneamente si A = 1 y z = 0, o A # | y

x=y=z/(1 = A).

Siz = 0, al resolver las ecuaciones (3) y (4) en forma simultanea para obtener los puntos
correspondientes sobre la elipse, obtenemos los dos puntos (1, 0, 0) y (0, 1, 0). Esto tiene sen-
tido cuando observamos la figura 14.56.
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Six = y, entonces las ecuaciones (3) y (4) nos dan

x>+ x

21

2x?

X

=0 x+x+z—-1=0
=1 z=1—2x
=i¥ z=1F V2

Los puntos correspondientes sobre la elipse son

\6) y P2=(—\[—\/1+\/>

Sin embargo, debemos tener cuidado. Si bien P, y P, dan maximos locales de f sobre la elipse,
P, esta mas alejado del origen que P;.

Los puntos sobre la elipse mas cercanos al origen son (1, 0, 0) y (0, 1, 0). El punto sobre la
elipse mas lejano del origen es P;. [ |

Ejercicios 14.8

Dos variables independientes con una restriccion

1.

10.

11.

12.

Extremos en una elipse Determine los puntos sobre la elipse
x2 4+ 2y% = 1, donde f(x, y) = xy asume valores extremos.

. Extremos en una circunferencia Obtenga los valores extremos de

f(x,y) = xy sujeta a la restriccion g(x, y) = x2 + 32 — 10 = 0.

. Maximo en una recta Determine el valor maximo de f(x, y) =

49 — x2 — y? sobre la recta x + 3y = 10.

. Extremos sobre una recta Obtenga los valores extremos locales

de f(x, y) = x%y sobre la rectax + y = 3.

. Minimo con una restriccion Determine los puntos sobre la curva

= 54 mas cercanos al origen.

. Minimo con una restriccion Obtenga los puntos de la curva

x%y = 2 mas proximos al origen.

. Use el método de multiplicadores de Lagrange para determinar

a. Minimo en una hipérbola El valor minimo de x + y, sujeto a
las restricciones xy = 16, x > 0,y > 0

b. Maximo sobre una recta El valor maximo de xy, sujeto a la
restriccion x + y = 16.

Comente acerca de la geometria de cada solucion.

. Extremos en una curva Determine los puntos de la curva x +

xy +3? = 1 en el plano xy més cercanos y mas lejanos al origen.

. Area superficial minima con volumen fijo Obtenga las dimensio-

nes de la lata cilindrica circular recta y cerrada con menor area su-
perficial cuyo volumen sea de 167r cm?.

Cilindro en una esfera Determine el radio y la altura del cilindro
circular recto y abierto de mayor area superficial que puede inscri-
birse en una esfera de radio a. ;Cual es la mayor area superficial?

Rectangulo de mayor area en una elipse Use el método de multi-
plicadores de Lagrange para encontrar las dimensiones del rectangulo
de mayor area que se puede inscribir en la elipse x>/16 + */9 =1
con lados paralelos a los ejes coordenados.

Rectiangulo del mayor perimetro en una elipse Determine las di-
mensiones del rectangulo de mayor perimetro que puede inscribirse
en la elipse x2/a? + y2/b* = 1 con lados paralelos a los ejes coorde-
nados. ;Cual es el mayor perimetro?

13.

14.

15.

16.

Extremos en una circunferencia Obtenga los valores maximos y
minimos de x2 + 12, sujetos a la restriccion x2 — 2x + y2 — 4y = 0.

Extremos en una circunferencia Determine los valores maximos
y minimos de 3x — y + 6, sujetos a la restriccion x2 + y? = 4.

Hormiga en una placa de metal La temperatura en un punto (x, y)
de una placa de metal es 7(x, y) = 4x2 — 4xy + »2. Una hormiga ca-
mina sobre la placa alrededor de una circunferencia de radio 5 con
centro en el origen. ;Cuales son las temperaturas maxima y minima
encontradas por la hormiga?

Tanque de almacenamiento mas economico Se ha pedido a su em-
presa disefar un tanque de almacenamiento para gas liquido. Las espe-
cificaciones del cliente demandan un tanque cilindrico con extremos
semiesféricos, y el tanque debe alojar 8000 m* de gas. El cliente tam-
bién quiere usar la menor cantidad posible de material en la construc-
cion del tanque. ;Qué radio y altura recomendaria para la porcion
cilindrica del tanque?

Tres variables independientes con una restriccion

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Distancia minima a un punto Determine el punto sobre el plano
x + 2y + 3z = 13 mas cercano al punto (1, 1, 1).

Distancia maxima a un punto Determine el punto sobre la esfera
x* + 3% + 22 = 4 més lejano del punto (1, —1, 1).

Distancia minima al origen Obtenga la distancia minima de la
superficie x> — y? — z2 = 1 al origen.

Distancia minima al origen Obtenga el punto sobre la superficie
z = xy + 1 mas cercano al origen.

Distancia minima al origen Determine los puntos sobre la super-
ficie z2 = xy + 4 mas cercanos al origen.

Distancia minima al origen Obtenga el(los) punto(s) sobre la su-
perficie xyz = 1 mas cercano(s) al origen.

Extremos en una esfera Determine los valores maximos y mini-
mos de

fx,y,2) =x — 2y + 5z

sobre la esfera x> + )? + 22 = 30.



24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Extremos en una esfera Obtenga los puntos sobre la esfera
x2 + )2 + 22 = 25, donde f(x, y, z) = x + 2y + 3z tiene sus va-
lores maximos y minimos.

Minimizar una suma de cuadrados Obtenga tres niimeros rea-
les cuya suma sea 9 y la suma de sus cuadrados sea lo mas pequeiia
posible.

Maximizar un producto Determine el mayor producto que pueden
tener los nimeros positivos x, yy z, six + y + z2 = 16.

Caja rectangular de mayor volumen en una esfera Determine las
dimensiones de la caja rectangular cerrada con mayor volumen que
puede inscribirse en una esfera unitaria.

Caja con vértice en un plano Determine el volumen de la mayor
caja rectangular cerrada en el primer octante que tiene tres caras en
los planos coordenados y un vértice en el plano x/a + y/b + z/c = 1,
dondea >0,b>0yc>0.

Punto mas caliente en una sonda espacial
forma del elipsoide

Una sonda espacial en

4 + 37 + 422 =16

entra a la atmoésfera de la Tierra y su superficie se empieza a calentar.
Después de una hora, la temperatura en el punto (x, y, z) sobre la su-
perficie de la sonda es

T(x,y,z) = 8% + 4yz — 16z + 600 .

Encuentre el punto mas caliente sobre la superficie de la sonda.

Temperaturas extremas en una esfera Suponga que la tempera-
tura Celsius en el punto (x, y, z) sobre la esfera x2 + )2 + 22 = 1 es
T = 400xyz%. Localice las temperaturas méxima y minima sobre la
esfera.

Maximizar una funcién de utilidad: un ejemplo de economia En
economia, la utilidad de las cantidades x y y de dos bienes de capi-
tal G| y G, se mide algunas veces por una funcién U(x, y). Por ejem-
plo, G; y G, podrian ser dos sustancias quimicas requeridas por una
compaiiia farmacéutica, y U(x, y) la ganancia de fabricar un producto
cuya sintesis requiere diferentes cantidades de las sustancias, depen-
diendo del proceso utilizado. Si G, cuesta a dolares el kilogramo,
G, cuesta b dolares el kilogramo, y la cantidad total asignada para la
compra de G| y G, combinada es de ¢ dolares, entonces los gerentes
de la compaiia quieren maximizar U(x, y), dado que ax + by = c. Por
lo tanto, necesitan resolver un problema tipico de multiplicadores de
Lagrange.
Suponga que

Ulx,y) = xy + 2x
y que la ecuacion ax + by = ¢ se simplifica como
2x +y = 30.

Determine el valor maximo de U y los valores correspondientes de
Xy y sujetos a esta ultima restriccion.

Localizacion de un radiotelescopio Usted es el encargado de ins-
talar un radiotelescopio en un planeta recién descubierto. Para mini-
mizar la interferencia, quiere colocar el radiotelescopio donde el
campo magnético del planeta sea mas débil. El planeta es esférico,
con un radio de 6 unidades. Con base en un sistema de coordena-
das cuyo origen es el centro del planeta, la fuerza del campo mag-
nético esta dada por M(x, y, z) = 6x — y?> + xz + 60. ;Donde debe
ubicar el radiotelescopio?

Valores extremos sujetos a dos restricciones

33.

Maximice la funcién f(x, y, z) = x> + 2y — z2 sujeta a las restriccio-
nes2x —y=0yy+z=0.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.
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Minimice la funcién f(x, y, z) = x2 + )2 + 22, sujeta a las restric-
cionesx + 2y +3z=6yx+3y+9z=09.

Distancia minima al origen Determine el punto mas cercano al
origen sobre la recta de interseccion de los planos y + 2z = 12y
x+ 6=6.

Valor maximo en la recta de interseccion Encuentre el valor ma-
ximo de f(x, y, z) = x> + 2y — z? sobre la recta de interseccion de
losplanos2x —y =0yy +z=0.

Extremos en una curva de interseccion Determine los valores
extremos de f(x, y, z) = x2yz + 1 en la interseccion del plano z = 1
con la esfera x2 + 3% + z2 = 10.

a. Maximos en una recta de interseccion Obtenga el valor
maximo de w = xyz sobre la recta de interseccion de los dos
planosx +y +z=40yx+y—z=0.

b. Exponga un argumento geométrico para apoyar su afirmacion
de que encontr6 un valor maximo de w y no un minimo.

Extremos sobre una circunferencia de interseccion Determine
los valores extremos de la funcion f(x, y, z) = xy + z2 sobre la
circunferencia donde el plano y — x = 0 corta a la esfera
X2+yP+ 2 =4

Distancia minima al origen Obtenga el punto mas cercano al
origen sobre la curva de interseccion del plano 2y + 4z =5y

el cono 22 = 4x2 + 42,

Teoria y ejemplos

41.

42.

43.

44.

La condicion Vf = AVg no es suficiente Si bien V/ = AVg es una
condicion necesaria para la existencia de un valor extremo en f(x, y)
sujeta a las condiciones g(x, y) = 0y Vg # 0, no es en si una ga-
rantia para que exista. Como un buen ejemplo, intente usar el méto-
do de multiplicadores de Lagrange para obtener un valor maximo de
f(x,y) = x + y sujeta a la restriccion xy = 16. El método identificara
los dos puntos (4, 4) y (—4, —4) como candidatos para la localiza-
cion de valores extremos. Hasta ahora, la suma (x + y) no tiene va-
lores maximos en la hipérbola xy = 16. Cuanto mas lejos vaya del
origen sobre esa hipérbola en el primer cuadrante, mayor sera la suma
fx,y,z) =x +y.
Un plano de minimos cuadrados El plano z = 4x + By + C se
“ajusta” a los siguientes puntos (xy, yk, zx):

(0,0,0), (0,1, 1),

(1, 1, 1), (1,0, —1).

Determine los valores de 4, By C que minimizan
4
E(Axk + Byk +C — Zk)z,
=1

la suma de los cuadrados de las desviaciones.

a. Maximo en una esfera Demuestre que el valor maximo de
a’h’c* en una esfera de radio r con centro en el origen de un
sistema de coordenadas abc cartesianas es (73/3)3.

b. Medias geométrica y aritmética Use el inciso (a) para
demostrar que para numeros no negativos de @, b y c,

(abc)1/3 _4a + é) + c;

es decir, la media geométrica de tres numeros no negativos es
menor que o igual a su media aritmética.

Suma de productos
Obtenga el maximo de 27—, a;x; sujeta a la restriccion 2i- x;

Considere n niimeros positivos aj, a, ..., dy.
2 1
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EXPLORACIONES CON COMPUTADORA

En los ejercicios 45 a 50 use un SAC para realizar los siguientes pasos de
implementacion del método de multiplicadores de Lagrange para encon- 47

trar extremos con restricciones:

Capitulo 14: Derivadas parciales

46. Minimice f(x, y, z) = xyz sujeta a las restricciones x> + 2 — 1 = 0
yx—z=0.

. Maximice f(x, y, z) = x> + »* + 22 sujeta a las restricciones
2+ 4z —=5=0y4x>+4H?—22=0.

a. Establezca la funcion i = f — Ajg; — A2, donde f es la funcion 48. Minimice f(x, v, z) = x2 + )2 + 22 sujeta a las restricciones

por optimizar sujeta a las restricciones g = 0y g, = 0.

X=xy+yP =22 —-1=0yx>+)?—-1=0.

b. Determine todas las primeras derivadas parciales de 4, incluyendo 49. Minimice f(x, y, z, w) = x2 + 12 + 22 + w? sujeta a las restriccio-

las parciales con respecto a A; y A, e igudlelas a cero.

nes2x —y+z—w—-1=0yx+y—z+w-—1=0.

c. Resuelva el sistema de ecuaciones planteado en el inciso (b) para 50. Determine la distancia de la recta y = x + 1 a la parabola 12 = x.

todas las incognitas, incluyendo A; y A,.

d. Evalte f en cada uno de los puntos de la solucion determinados en

[Sugerencia: Sea (x, y) un punto sobre la recta y sea (w, z) un punto
sobre la pardbola. Debe minimizar (x — w)? + (v — 2)2].

el inciso (c) y seleccione el valor extremo sujeto a las restricciones

solicitadas en el ejercicio.

45. Minimice f(x, y, z) = xy + yz sujeta a las restricciones

x2+y2_2=0yx2+22_2=0.

14 9 | Formula de Taylor para dos variables
-7

S(a + h,b + k)

Segmento
parametrizado

en R \

(a + th, b + tk),
Un punto tipico
en el segmento

P(a, b)
Parte de la region abierta R

FIGURA 14.57
criterio de la segunda derivada en P(a, b)
parametrizando un segmento tipico de recta

Iniciamos la deduccion del

tipico de P a un punto S cercano.

En esta seccion usaremos la formula de Taylor para deducir el criterio de la segunda derivada
para valores extremos locales (seccion 14.7) y la formula del error para linealizaciones de fun-
ciones de dos variables independientes (seccion 14.6). El uso de la formula de Taylor en estas
deducciones implica una extension de la formula que brinda aproximaciones polinomiales de
todos los 6rdenes para funciones de dos variables independientes.

Deduccion del criterio de la segunda derivada

Sea f(x, y) con derivadas parciales continuas en una region R que contiene un punto P(a, b)
donde f; = f, = 0 (figura 14.57). Sean s y k incrementos suficientemente pequefios para
identificar el punto S(a + h, b + k) y el segmento de recta que lo une con P dentro de R.
Parametrizamos el segmento PS como

x =a + th, y=>b+ tk 0=r=1.

Si F(t) = f(a + th, b + tk), la regla de la cadena nos da
PN
F(t) —fxdl +fydt _hfx+kfy'

Puesto que f; y f, son derivables (tienen derivadas parciales continuas), /” es una funcion
derivable de ¢ y

orax P dr_ o b |
T oox dt * dy dt _ax(th+kfy) h+ay(hfx+kfy) k

= hzf)a‘c + thfxy + szyy~ .f\\' = f\’\

FH

Puesto que F' 'y F’ son continuas en [0, 1], y F” es derivable en (0, 1), podemos aplicar la
formula de Taylor con n = 2 'y a = 0 para obtener

— 2
F(1) = F(0) + F'(0)(1 = 0) + W(@%

(1)
F(1) = F(0) + F'(0) + %F”(c)
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para algun ¢ entre 0 y 1. Al escribir la ecuacion (1) en términos de f nos da

fla + h,b + k) = f(a,b) + hfda,b) + kf,(a,b)

1
+5 (R fu + 20k + K1) . (2)
(a+ch, b+ck)
Puesto que f(a, b) = f,(a, b) = 0, esto se reduce a
fla+ b+ k) — fla,b) = 5 (Bfu + 20k + IRf,y) : (3)
2 (a+ch, b+ch)

La presencia de un extremo de f en (a, b) queda determinada por el signo de
fla + h,b + k) — f(a, b). Por la ecuacion (3), éste es el mismo signo que el de

Q(C) = (hzfxx + 2hkfxy + szyy)|(a+ch,b+ck)~

Ahora, si Q(0) # 0, el signo de Q(c) sera el mismo que el de Q(0) para valores suficien-
temente pequeiios de / y k. Podemos predecir el signo de

0(0) = K fula, b) + 2hkfy(a, b) + iPf,(a, b) (4)

a partir de los signos de fi ¥ fuw /iy — fu? en (a, b). Multiplique ambos lados de la ecua-
cion (4) por fy, y reagrupe el lado derecho para obtener

f\’xQ(O) = (hfxx + kfxy)2 + (fxxfyy - xyz)k2~ (5)
De la ecuacion (5) vemos que

1. Sifu <0y fufiy — fu? > 0en(a, b), entonces O(0) < 0 para todos los valores no nulos
suficientemente pequeiios de 4 y k, y f tiene un valor mdximo local en (a, b).

2. Sifu <0y fufiy — fu? > 0en(a, b), entonces O(0) > 0 para todos los valores no nu-
los suficientemente pequeios de 4 y &, y f tiene un valor minimo local en (a, b).

3. Sifufyy — fu? < 0en (a, b), existen combinaciones de valores no nulos suficientemen-
te pequenos de 4 y k para los cuales Q(0) > 0, y otros valores para los cuales Q(0) < 0.
Arbitrariamente, cerca del punto Py(a, b, f(a, b)) sobre la superficie z = f(x, y) existen
puntos sobre Py y puntos por debajo de Py, de manera que f tiene un punto de silla en
(a, b).

4. Sifufyy — fo? = 0, se necesita otro criterio. La posibilidad de que Q(0) se anule nos
evita tener que sacar conclusiones acerca del signo de Q(c).

Formula del error para aproximaciones lineales

Queremos demostrar que la diferencia E(x, y) entre los valores de una funcion f(x, y) y su
aproximacion lineal L(x, y) en (xo, yo) satisface la desigualdad

1
|E(x,y)| = 5M(|x — xo| + [y — wo|)%

Se supone que la funcion f tiene segundas derivadas parciales continuas de todo un conjunto
abierto que contiene una region rectangular cerrada R con centro en (xg, yo). El nimero M es
una cota superior de |/, | /3] y [ /o] en R.

La desigualdad que queremos proviene de la ecuacion (2). Sustituimos xo y yo en vez de
ayb,x —xp,yy — yoen lugar de & y k, respectivamente; reordenamos el resultado como

fx, ) = f(x0,30) + fulxo, yo)(x — x0) + f,(x0,30)(y — 30)

Aproximacion lineal L(x, y)

+ <(x - xo)zfxx + 2(x — x)(y — yO)fxy + (v 7y0)2f,vy>

error E(x, y)

N | —

(xo+c(x—xp), yo+c(y—y0))-
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Esta ecuacion revela que
El = (1x = %02 |ful + 2Ix = x0lly — +ly = yol?
[El =5 \Ix = xo[*[ful + 2]x = xolly = yoll £l + 1y = yol | finl)-
Por lo tanto, si M es una cota superior para los valores de |f], | /x| ¥ |/;»] €n R, entonces

|E| = > (|x = x0|2M + 2|x — xolly — yo|M + |y — yo|*M)

N [ —

1
EM(|X —xo| + [y = )2

Formula de Taylor para funciones de dos variables

Las formulas deducidas anteriormente para ' y F” pueden obtenerse aplicando a f{(x, y) los
operadores

2 2 2 2

Jd J Jd J s d J J
=+ k— =tk | =R 4 2k + P
(h ax k 8y) y <h ax k ('Jy) a2 dx dy 6y2

Estas son las primeras dos instancias de una féormula mas general,

F)(t) = %F(t) = <ha% + k%>nf(x,y), (6)

la cual dice que la aplicacion de d”/dt" a F(t) nos da el mismo resultado que si se aplica el

operador
a a\
—_— + —_—
<h ox k 8y>

a f(x, y) después de desarrollarlo por medio del teorema del binomio.
Si las derivadas parciales de f hasta de orden » + 1 son continuas en toda una region rec-
tangular con centro en (a, b), podemos extender la formula de Taylor para F(¢) a

F"(0 F'(”) 0
2(' )tz 4o+ Tf)t(") + residuo,

F(t) = F(0) + F'(0)t +
y establecemos que ¢ = 1 para obtener

F(1) = F(0) + F'(0) +

F"(0) F"(0) .
2 + -+ , + residuo.

n
Al remplazar las primeras n derivadas de la derecha de esta ultima serie por sus expresiones

equivalentes de la ecuacion (6) evaluada en ¢t = 0y al agregar el término del residuo apropiado,
obtenemos la siguiente férmula.

Foérmula de Taylor para f(x, y) en el punto (a, b)
Suponga que f(x, y) y sus derivadas parciales hasta de orden » + 1 son continuas en una region rectangular abierta R, con centro

en el punto (a, b). Entonces, en R,

]
fla+ hb+ k) = fla,b) + (hfs + kfy)|@n + z—l(hzfxx + 2hkfyy + K f) | )
+ %(}me + 3k + 3Ky + Bf)an + o+ # (h% + ki> 7

1 0 9 n+l1
+—\h— + k=
(n + 1)! ( ox ay) !

dy (a, b)

(a+ch, b+ck)
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Los términos de las primeras n derivadas se evaltian en (a, b). El tltimo término se evaliia en
algun punto (a + ch, b + ck) sobre el segmento de recta que une (a, b) y (a + h, b + k).

Si (a, b) = (0, 0) y consideramos a / y k como variables independientes (denotandolas
ahora como x y y), entonces la ecuacion (7) adopta la siguiente forma mas simple.

Foérmula de Taylor para f(x, y) en el origen

f5,9) = 0,00 + xfo + fy + 51 (fur + 20f + )

1 1( 9 ay
+ ?()‘éfxxx + 3x2yfxxy + 3Xy2fxyy + ySny) + o+ ; <x + y7> f

x dy
1 9 9 n+1
+—\x—t+ty—
(n+ 1)! (xax yay) !

(8)

(ex, ¢y)

Los términos de las primeras n derivadas se evaltian en (0, 0). El altimo término se evalia en
un punto sobre el segmento de recta que une el origen con (x, y).

La férmula de Taylor brinda aproximaciones polinomiales para funciones de dos variables.
Los términos de las primeras n derivadas nos dan el polinomio; el Gltimo término nos da el error
de aproximacion. Los primeros tres términos de la formula de Taylor nos dan la aproximacion
lineal de la funcion. Para mejorar esta aproximacion lineal, agregamos términos con potencias
mas altas.

EJEMPLO 1 Obtenga una aproximacion cuadratica de f(x, y) = sen x sen y cerca del origen.
(Qué tan precisa es la aproximacion si [x| = 0.1y |y| = 0.1?

Solucion  Consideramos n = 2 en la ecuacion (8):

J063) = 10,0) + (ef + 3f) + 3 (Pfa + 20f 0 + 1)

1
+ 6 (x3fxxx + 3x2yfxxy + 3xy2fxyy + y3fyyy)(cx, )
Calculando los valores de las derivadas parciales

£(0,0) = senxseny|o = 0, f(0,0) = —senxseny| o = 0,
f:(0,0) = cosxseny|oo =0,  fy(0,0) = cosxcosy|oo = 1,
£,(0,0) = senxcosy|wn = 0, f(0,0) = —senxseny|g = 0,

tenemos el resultado
senxseny ~ 0+ 0+ 0 + %(xz(O) + 2xp(1) + 1%(0)), 0 senxseny ~ xy.
El error en la aproximacion es
Elx,y) = %(X3fxxx + 3% ey + 307 fay + Vi) e en -

Las terceras derivadas nunca exceden de 1 en valor absoluto porque son productos de senos y
cosenos. También |x| = 0.1y |y| = 0.1. Por lo tanto,

|E(r, )| = é((0.1)3 +3(0.1)° + 3(0.1)° + (0.1°) =

| oo

(0.1 = 0.00134

(redondeado). El error no excedera a 0.00134 si |x| = 0.1y |y| = 0.1. |
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Ejercicios 14.9

9. flx,y) = 1% 10. f(x,y) = !

Determinacion de aproximaciones cuadraticas y cibicas
xX—y l—x—y+uxy

En los ejercicios 1 a 10, use la formula de Taylor para f(x, y) en el origen

para obtener aproximaciones cuadriticas y cibicas cerca del origen. 11. Use la férmula de Taylor para encontrar una aproximacion cuadratica

1. f(x,y) = xe’ 2. f(x,y) = € cosy de f(x, y) = cos x cos y en el origen. Calcule el error en la aproxima-

. f(x,y) = ysenx 4. f(x,y) = senxcosy cion si [x| = 0.1y |y| = 0.1.
. fx,y) =€In(l + y) 6. f(x,y) =In(2x +y + 1)
8

. fGx,y) = sen (x® + »?)

12. Use la formula de Taylor para obtener una aproximacion cuadratica
de e* sen y en el origen. Calcule el error en la aproximacion si
. f(x,y) = cos (P +)?) lx[=0.ly[y[=0.1

N U W

14 10| Derivadas parciales con variables restringidas
- LV

En la determinacion de las derivadas parciales de funciones como w = f{(x, ), hemos supuesto
que x y y son independientes. Sin embargo, en muchas aplicaciones no es el caso. Por ejemplo,
la energia interna U de un gas se puede expresar como una funcion U = f(P, V, T) de la pre-
sion P, el volumen V'y la temperatura 7. Si las moléculas individuales del gas no interactiian,
P, V'y T obedecen (y estan restringidas por) la ley de los gases ideales

PV = nRT (ny R constantes),

y no son independientes. En esta seccion aprenderemos como obtener las derivadas parciales
en situaciones como ésta, las cuales se presentan a menudo en economia, ingenieria y fisica.*

Como decidir cuales variables son dependientes
y cudles independientes

Si las variables de una funcién w = f{(x, y, z) estan restringidas por una relacién como la im-
puesta sobre x, y y z por la ecuacion z = x2 + y2, los significados geométricos y los valores
numéricos de las derivadas parciales de f* dependeran de las variables elegidas como depen-
dientes o como independientes. Para ver como afecta el resultado esta seleccion, consideremos
el calculo de w/ax cuando w = x2 + y? + z2y z = x% + y2.

EJEMPLO 1 Determine gw/axsiw = x2 + y2 + z2yz = x2 + y2,

Solucién Tenemos dos ecuaciones con cuatro incognitas x, y, z y w. Como muchos de estos
sistemas, podemos despejar dos incognitas (las variables dependientes) en términos de las otras
(las variables independientes). Al pedirnos aw/dx, nos estan diciendo que w es una variable de-
pendiente y x una variable independiente. Las opciones para las otras variables son

Dependiente Independiente
w,z X,y
w,y X,z
En cualquier caso, podemos expresar w en forma explicita en términos de las variables inde-

pendientes seleccionadas. Lo hacemos usando la segunda ecuacion z = x? + 2 para eliminar
la variable dependiente restante en la primera ecuacion.

*Esta seccion se basa en notas escritas para el MIT por Arthur P. Mattuck.



2=x" 4y

Circunferencia
¥ +y*=1len
elplanoz = 1

FIGURA 14.58 Si P esta restringido al
paraboloide z = x? + )2, el valor de la
derivada parcial de w = x> + 2 + 2% con
respecto a x en P depende de la direccion del
movimiento (ejemplo 1). (1) Cuando x varia,
cony = 0, P se mueve hacia arriba o hacia
abajo en la superficie de la parabola z = x?
en el plano xz con aw/ox = 2x + 4x3.

(2) Cuando x cambia, con z = 1, P se mueve
sobre la circunferencia x> + 32 = 1,z = 1

y ow/ox = 0.
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En el primer caso, la otra variable dependiente es z. La eliminamos de la primera ecuacién
y la sustituimos por x2 + y2. La expresion resultante para w es

AP+ 2=+ + (4P
=x2+y2+x4+2x2y2+y4

w

W — ok + 48 + 4nt. (1)
ox
Esta es la formula para aw/ax cuando x y y son las variables independientes.

En el segundo caso, donde las variables independientes son x y z y la variable dependiente
restante es y, eliminamos esta tltima de la expresion para w y sustituimos y? en la segunda
ecuacion por z — x2. Esto nos da

w=x*+y+2=xX+z-xN+2L=z+7

aw

=0, (2)

Esta es la formula para w/ax cuando x y z son las variables independientes.

Las formulas dw/ax en las ecuaciones (1) y (2) son claramente diferentes. No podemos
cambiar una féormula por otra usando la relacién z = x2 + y2. No existe s6lo una dw/dx, sino
dos, y vemos que la instruccion original de obtener ow/ax era incompleta. ¢Cual ow/ox?, pre-
guntariamos.

Las interpretaciones geométricas de las ecuaciones (1) y (2) ayudan a explicar por qué
difieren las ecuaciones. La funcion w = x2 4+ y2 + z2 mide el cuadrado de la distancia del
punto (x, y, z) al origen. La condicién z = x2 + y2 dice que el punto (x, y, z) estd en el para-
boloide de revolucion ilustrado en la figura 14.58. ;Qué significa calcular 9w/ox en un punto
P(x, y, z) que s6lo se mueve sobre esta superficie? ;Cual es el valor de ow/ox cuando las coor-
denadas de P son, digamos (1, 0, 1)?

Si consideramos a x y y como independientes, entonces obtenemos dw/dx al mantener fija
a y (en este caso y = 0) y hacemos variar a x. Por lo tanto, P se desplaza a lo largo de la
pardbola z = x? en el plano xz. Cuando P se mueve sobre la pardbola, w, que es el cuadrado
de la distancia de P al origen, cambia. Calculamos dw/dx, que en este caso (nuestra primera
solucion de arriba) sera

ow 3 2
T = 2x + 40 + 4
o 2x + 4x 4xy

En el punto P(1, 0, 1), el valor de la derivada es

MWy ra+0=6.
ox

Si consideramos a x y z como independientes, entonces obtenemos dw/dx al mantener
fija a z mientras x varia. Puesto que la coordenada z de P es 1, al variar x tenemos que P se des-
plaza a lo largo de una circunferencia en el plano z = 1. Cuando P se mueve a lo largo de esta
circunferencia, su distancia al origen es constante y w, al ser el cuadrado de esta distancia, no
varia. Es decir,

aw

ox =0,

como vimos en nuestra segunda solucion. [ |
Como encontrar dw/dx cuando las variables de w = f(x, y, 2)

estan restringidas por otra ecuacion

Como vimos en el ejemplo 1, una rutina para obtener ow/dx, cuando las variables de la funcion
w = f(x, y, z) estan relacionados por otra ecuacion, incluye tres pasos. Estos pasos también se
aplican para obtener ow/dy y ow/oz.
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1. Decidir cuales variables seran dependientes y cuales independientes.
(En la practica, la decision se basa en el contexto fisico o tedrico de nuestro
trabajo. En los ejercicios al final de esta seccion, decimos cudles variables
son cuales).

2. Eliminar la(s) otra(s) variable(s) dependiente(s) en la expresion para w.

3. Derivar en la forma habitual.

Si no podemos llevar a cabo el paso 2 después de decidir cuales son las variables depen-
dientes, derivamos las ecuaciones como estan y después tratamos de despejar dw/ax. El si-
guiente ejemplo muestra como se hace.

EJEMPLO 2 Obtenga ow/ax en el punto (x, y,z) = (2, —1, 1) si
w=x+y 42 Dowtzty=1

y x y y son las variables independientes.

Solucion No es conveniente eliminar z en la expresion de w. Por lo tanto, derivamos ambas
ecuaciones en forma implicita con respecto a x, tratando a x y y como variables independientes,
y a wy z como variables dependientes. Esto nos da

aw

Jz
= = _l’_ ==
P 2x + 2z o (3)

0z 0z
32—yt o+ 0=0 (4)

Estas ecuaciones pueden combinarse para expresar dw/dx en términos de x, y y z. Despejamos
dz/ax en la ecuacion (4) para obtener

9z _ Y
x4+ 372
y al sustituir en la ecuacion (3) tenemos

2
afw=2x+i.
dx y+322

El valor de esta derivada en (x, y,z) = (2, —1, 1) es

ow _ 2= -2
( )(z,—m) =22+ -1 + 3(1)2 4t 2 3 =

Notacion

Para mostrar cuales variables se consideran como independientes al calcular una derivada, po-
demos usar la siguiente notacion:

<?:c/> dw/dx con x y y independentes
¥

)
(%) df/dy con y, x y t independentes
Xt
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EJEMPLO 3 Obtenga (9w/ax), .siw =x2+y —z+sentyx +y =1

Solucion  Con x, y y z independientes, tenemos
t=x+y, w=x>+y—z+sen(x +y)

aow Jd
P o =2+0-0+ + )= (x +
( o >y,z x+0—0+ cos(x + y) v (x +y)

= 2x + cos(x + y). [ |

Diagramas de flechas

En la resolucion de problemas como el del ejemplo 3, es til iniciar con un diagrama de flechas
que muestre la relacion entre las variables y las funciones. Si

w=x2+y—z+sent y x+y=t

y nos piden calcular dw/ox cuando x, y y z son independientes, el diagrama adecuado es como
el siguiente:

X
X
y
vl — - W (5)
z
z
t
Variables Variables Variables
independientes intermedias dependientes

Para evitar confusion entre las variables independientes y las intermedias con los mismos
nombres simbolicos en el diagrama, es util renombrar las variables intermedias (de manera que
se vean como funciones de las variables independientes). Asi, u = x, v = y, y s = z denotan las
variables intermedias renombradas. Con esta notacion, el diagrama de flechas queda como

u
v
v — - w (6)
N
z
t
Variables Variables Variables
independientes intermedias  dependientes
y relaciones
u=x
v=y
s =z
r=x+y

El diagrama muestra las variables independientes a la izquierda, las variables intermedias y
su relacion con las variables independientes en la parte central, y las variables dependientes a
la derecha. La funcién w queda entonces como

w=u2+v—s+sent,

donde
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Para calcular dw/ox, aplicamos a w la regla de la cadena para cuatro variables, auxiliados
por el diagrama de flechas de la ecuacion (6):

dw _dwou  owdv | dwds , dw ot
ox Ju dx Juv ox Jas ox Jat ox
= (2u)(1) + (1)(0) + (=1)(0) + (cos#)(1)
= 2u + cost

=2x + cos(x + y).

Al sustituir las variables independientes

Ejercicios 14.10

originalesu =xyt=x+y

Calculo de derivadas parciales con variables restringidas
En los ejercicios 1 a 3, inicie trazando un diagrama que muestre las rela-
ciones entre las variables.

1. Siw=x?+)?>+ 2%z = x> + 2, determine

&), () ()

2. Siw=x2+y—z+sentyx+y =t determine

aw b (v o (v
ay X,z ) ay z,t ' aZ X,y
aw o (v o (v
9z /)y, T\t ), T\or ),

3. Sea U = f(P, V, T) la energia interna de un gas que obedece la ley del
gas ideal PV = nRT (n y R constantes). Determine

U b (U
aP ), “\aT ),
4. Calcule
@) e
ax /, iz ),
en el punto (x, y, z) = (0, 1, 7) si

w:x2+yz+22 y
5. Calcule

&) ()

en el punto (w, x, y,z) = (4,2, 1, —1) si

ysenz + zsenx = 0.

w=xy*+yz -7 y ¥+ + 2 =6.

6. Calcule (du/dy), en el punto (u,v) = (\/5, 1), six =u2+ vy
¥ =uv.

7. Suponga que x> + 2 = 12y x = r cos 6, como en coordenadas
polares. Obtenga
9x ar
ar /g y ax /,

x + 2z +t=25

8. Suponga que
w=x*—y +4z+¢ y
Demuestre que las ecuaciones
aw ow

522)5—1 y —=2x—-2

cada una nos da ow/ax, dependiendo de las variables seleccionadas
como dependientes y las seleccionadas como independientes. Identi-
fique las variables independientes en cada caso.

Teoria y ejemplos
9. Compruebe el hecho, ampliamente usado en hidrodindmica, que si
J(x,y,2) = 0, entonces

(5).G).G) -

(Sugerencia: Exprese todas las derivadas en términos de las derivadas
parciales formales df/ax, of/ay y of/dz).

10. Siz = x + f(u), donde u = xy, demuestre que

0z dz

X yay:x.

11. Suponga que la ecuacion g(x, y, z) = 0 determina a z como una fun-
cion derivable de variables independientes x y v y que g # 0. De-

muestre que
(ai) __og/oy
)y aglaz

12. Suponga que f(x,y,z, w) = 0y g(x, y, z, w) = 0 definen az y w como
funciones derivables de las variables independientes x y y, y suponga
que

af og  of dg

Jz ow ow oz

Demuestre que

af og  df dg

(Q)_ axow  aw ox
ax /,, af og 6f6£

az ow  ow oz

y
df og  af dg
ow\ _  9zdy dyaz
wv/)e  ofdg  df g’

0z ow ow oz
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Capitulo Preguntas de repaso

1. (Qué es una funcion real de dos variables independientes? ;De tres
variables independientes? Dé ejemplos.

2. (Qué significa que los conjuntos en el plano o el espacio sean abier-
tos? ;Cerrados? D¢ ejemplos. Dé ejemplos de conjuntos que no sean
abiertos ni cerrados.

3. (Como desplegaria graficamente los valores de una funcion f(x, y)
de dos variables independientes? ;Como lo haria para una funcion
f(x, y, z) de tres variables independientes?

4. ;Qué quiere decir que una funcion f(x, y) tenga un limite L cuando
(x, y) = (x0, ¥0)? {Cuales son las propiedades basicas de los limites
de funciones de dos variables independientes?

5. (Cuando ocurre que una funciéon de dos (o tres) variables indepen-
dientes es continua en un punto de su dominio? D¢ ejemplos de fun-
ciones que sean continuas en algunos puntos pero no en otros.

6. (Qué se puede decir acerca de las combinaciones algebraicas y com-
posiciones de funciones continuas?

7. Explique el criterio de dos trayectorias para la inexistencia de limites.

8. (Como se definen las derivadas parciales df/dx y 9f/dy de una fun-
cion f(x, y)? (Como se interpretan y se calculan?

9. (Coémo difiere la relacion entre las primeras derivadas parciales y la
continuidad de las funciones de dos variables independientes, y la re-
lacion entre la primera derivada y la continuidad de las funciones
reales de una variable independiente? Dé un ejemplo.

10. ;Cual es el teorema de las derivadas mixtas para las derivadas parcia-
les mixtas de segundo orden? ;Coémo puede ayudar este teorema en
el calculo de las derivadas parciales de segundo orden y de orden su-
perior? Dé ejemplos.

11. ;Qué significa que una funcion f{(x, y) sea diferenciable? ;Qué dice
el teorema del incremento acerca de la diferenciabilidad?

12. ;Cémo se deduce del examen de f; y f, que una funcion f{(x, y) es
diferenciable? ;Cual es la relacion entre la diferenciabilidad de f'y
la continuidad de f en un punto?

13. ;Qué es la regla general de la cadena? ;Qué forma adopta para fun-
ciones de dos variables independientes? ;Para tres variables indepen-
dientes? ;Para funciones definidas en superficies? ;Como grafica
estas diferentes formas? D¢ ejemplos. ;Qué patréon permite recor-
dar las diversas formas?

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.

26.

(Cual es la derivada de una funcion f{(x, y) en un punto P en la direc-
cion de un vector unitario u? ;Qué razon describe? ;Qué interpre-
tacion geométrica tiene? Dé ejemplos.

(Qué es el vector gradiente de una funcion derivable f(x, y)? (Como
se relaciona con las derivadas direccionales de la funcion? Defina
resultados analogos para funciones de tres variables independientes.

(Como obtiene la recta tangente en un punto sobre una curva de nivel
de una funcién derivable f(x, y)? (Coémo obtiene el plano tangente y
la recta normal en un punto sobre una superficie de nivel de una fun-
cion derivable f(x, y, z)? Dé ejemplos.

(Como puede utilizar las derivadas direccionales para estimar el
cambio?

(Como se da una aproximacion lineal de una funcion f(x, y) de dos
variables independientes en un punto (xo, yo)? (Por qué haria esto?
(Cémo se da una aproximacion lineal de una funcion de tres variables
independientes?

(Qué puede decir acerca de la precision de las aproximaciones linea-
les de las funciones de dos (tres) variables independientes?

Si (x, y) se mueve de (xo, yo) a un punto (xo + dx, yo + dy) cercano,
(,como podria estimar el cambio resultante en el valor de una funcién
diferenciable f(x, y)? Dé un ejemplo.

(Cémo define los maximos locales, los minimos locales y puntos de
silla para una funcion derivable f(x, y)? Dé ejemplos.

(Cuales criterios de derivadas estan disponibles para determinar los
valores extremos locales de una funcion f(x, y)? ;De qué manera le
simplifican la busqueda de estos valores? Dé ejemplos.

(Como encuentra los valores extremos de una funcion continua f(x, y)
en una region cerrada y acotada en el plano xy? Dé un ejemplo.
Describa el método de multiplicadores de Lagrange y dé ejemplos.
(Como genera la formula de Taylor para una funcién f(x, y) las apro-
ximaciones polinomiales y las estimaciones de errores?

Siw = f(x, y, z) ;donde estan restringidas las variables x, y y z por
la ecuacion g(x, y, z) = 0? ;Cual es el significado de la notacion
(ow/ax),? ;Como puede ayudar un diagrama de flechas para calcular
esta derivada parcial con variables restringidas? Dé ejemplos.

Capitulo Ejercicios de practica

Dominio, rango y curvas de nivel
En los ejercicios 1 a 4, determine el dominio y el rango de la funcion dada
e identifique sus curvas de nivel. Trace una curva de nivel tipica.

L f(x,y) =9 + )7 2. flx,y) =™

3. glx,y) = 1/xy 4. glx,y) = Va2 —y

En los ejercicios 5 a 8, obtenga el dominio y el rango de la funcion dada
e identifique sus superficies de nivel. Trace una superficie de nivel tipica.

5 f(x,y,z) =x>+)> — z 6. glx,y,2) = x> + 4% + 97

7.

8.

1
h(x,p,2) = 5—5——
(,3.2) x2+yz+zz

1
k(x’y’z):xz+yz+z2+1

Evaluacion de limites
Calcule los limites en los ejercicios 9 a 14.

9

2 +y

& cosx 10. lim ———
(xp)—(0,0) X T cosy

lim
(xy)—= (7, In2)
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3.3
X — xy =1
11.  lim 27)1 2. lim o
)= X2 — )2 =11 xy — 1
13. li Injx + y + 14. li tan ' (x + y +
P—>(11T111,e) nlx oy 2 P—>(11,Tl,—1) an” (x +y +2)

Considere diferentes trayectorias de aproximacion, demuestre que los li-
mites de los ejercicios 15 y 16 no existen.

2 2
, y x°+y
15. lim ——— 16. im
)= 00) x2 — y ()—(00) XY
y#x2 xy#0

17. Extensién continua Sea f(x,y) = (x* — y?)/(x? + )?) para
(x, y) # 0. ( Es posible definir f(0, 0) de manera que f sea continua
en el origen? ;Por qué?

18. Extension continua Sea

sen (x — y)
x|+ v]

0, (x,y) = (0,0).

for) = 6l + 131 # 0

(Es f continua en el origen? jPor qué?

Derivadas parciales
En los ejercicios 19 a 24, calcule la derivada parcial de la funcion con
respecto a cada variable.

19. g(r,0) = rcos® + rsenf

1 Y

20. f(x,y) = Eln (x> + %) + tan™! T
2. f(RyRoyRy) =+ + 1+ L
» 82, R "R R

22. h(x,y,z) = sen (2mx + y — 3z)

23. P(n,R, T, V) = ﬂI;T (ley del gas ideal)

1 | T
24. f(V,Z,T,W) :Trl =

Derivadas parciales de segundo orden
Calcule las derivadas parciales de segundo orden de las funciones en los
ejercicios 25 a 28.

25. glx,y) =y + ; 26. g(x,y) = ¢" + ysenx

27. fr,y) =x+xy — 5 + In(x> + 1)

28. f(x,y) = > — 3xy + cosy + 7¢

Calculos con la regla de la cadena

29. Calcule dw/dtent = 0siw =sen (xy + m),x = e,y = In (¢t + 1).

30. Calcule ow/dtent = 1siw = xe’ysenz — cosz,x = 2,
y=t—1+Int,yz=mt

31. Calcule aw/dry ow/as cuando r = wy s = 0 si w = sen (2x — y),
X =r+sens,y=rs.

32. Determine ow/du'y ow/dv cuandou = v = 0si w = In — tan™lx
yx = 2e"cosv.

33. Obtenga el valor de la derivada f{(x, y, z) = xy + yz + xz con respecto
atsobrelacurvax =cost,y =sent,z=cos2tent = 1.

34. Demuestre que si w = f(s) es cualquier funcion derivable de s y si
s =y + 5x, entonces

aw ow _
o 5 ay 0.

Derivacion implicita
Suponga que las ecuaciones de los ejercicios 35 y 36 definen a y como una
funcion derivable de x, calcule el valor dy/dx en el punto P.

35. 1 — x —y2 —senxy =0, P(0,1)
36. 2 + ¢ —2=0, P0,In2)

Derivadas direccionales

En los ejercicios 37 a 40, determine las direcciones en las cuales f crece
y decrece mas rapidamente en Py, y calcule la derivada de f en cada direc-
cion. Ademas, obtenga la derivada de f'en Py en la direccion del vector v.

37. f(x,y) = cosxcosy, Pol(m/4,m/4), v =3i+4j

38. f(x,y) = x% 2, Py(1,0), v=1i-+j

39. f(x,y,z) = In(2x + 3y + 62), Po(—1,—1,1),
v =2i+ 3j + 6k

40. f(x,y,z) =x>+3xy — 22+ 2y +z + 4, Py0,0,0),
v=it+tj+k

41. Derivada en direccion de la velocidad Calcule la derivada de
f(x,,z) = xyz en la direccion del vector velocidad de la hélice

r(t) = (cos31)i + (sen3r)j + 3tk

ent = /3.

42. Maxima derivada direccional ;Cual es el valor maximo que la
derivada direccional de f{(x, y, z) = xyz puede tener en el punto
1,1, 1)?

43. Derivadas direccionales con valores dados En el punto (1, 2), la
funcion f{(x, y) tiene una derivada de 2 en direccion hacia (2, 2) y una
derivada de —2 en direccion hacia (1, 1)

a. Obtenga f.(1,2)y f,(1,2).
b. Obtenga la derivada de f en (1, 2) en direccion hacia el punto
(4, 6).

44. ;Cuales de los siguientes enunciados son verdaderos si f(x, y) es
derivable en (xg, y9)? Justifique sus respuestas.

a. Siu es un vector unitario, la derivada de f en (xo, yo) en la direc-
cion de u es (fx(xo, yo)i + f3(x0, yo)j) - u.

b. La derivada de f en (x, yy) en la direccion de u es un vector.

c¢. La derivada direccional de f en (xo, o) tiene su valor maximo
en la direccion de Vf.

d. En (xo, »0), el vector Vf es normal a la curva f(x, y) = (xo, yo)-

Gradientes, planos tangentes y rectas normales

En los ejercicios 45 y 46, grafique la superficie f(x, y, z) = ¢ junto
con Vf en los puntos dados.

45. > +y+22=0; (0,—1,+1), (0,0,0)

46. ¥ + 22 =4; (2,4£2,0), (2,0, +2)



En los ejercicios 47 y 48, determine una ecuacion para el plano tangente a
la superficie de nivel f(x, y, z) = ¢ en el punto P,y. También obtenga las
ecuaciones paramétricas de la recta normal a la superficie en Py.

47. X2 —y —52=0, Py2,—1,1)

48. X + )2 +z =4, Py1,1,2)

En los ejercicios 49 y 50, obtenga la ecuacion para el plano tangente a la
superficie z = f{(x, y) en el punto dado.

49. z =In(x* + %), (0,1,0)

50. z = 1/ +57), (1,1,1/2)

En los ejercicios 51 y 52, determine las ecuaciones para las rectas tan-

gentes y normales a la curva de nivel f(x, y) = ¢ en el punto P,. Luego
trace las rectas y la curva de nivel junto con fen P,.

ST
8]

¥ _3
>~ Py(1,2)

51. y —senx = 1, Py(m, 1) 52.
Rectas tangentes a curvas
En los ejercicios 53 y 54, determine las ecuaciones paramétricas para la
recta que es tangente a la curva de interseccion de las superficies en el
punto dado.
53. Superficies: x> +2y +2z=4, y=1

Punto: (1, 1, 1/2)
54. Superficies:x +)2+z=2, y=1

Punto: (1/2, 1, 1/2)

Aproximacién lineal

En los ejercicios 55 y 56, determine la aproximacion lineal L(x, y) de la
funcion f(x, y) en el punto Py. Luego obtenga una cota superior para
la magnitud del error £ en la aproximacion f(x, y) = L(x, y) en el rectan-
gulo R.

55. f(x,y) = senxcosy, Py(m/4, 7/4)

T
R: |x 2

=01, ‘y - %‘ =0.1

56. fxy) =xy — 3" +2, Po(1,1)
R |x—1 =01 |[y—1 =02

Determine las aproximaciones lineales de las funciones en los ejercicios
57 y 58 en los puntos dados.

57. f(x,y,z) = xy + 2yz — 3xzen(1,0,0) y (1, 1, 0)
58. f(x,7,2) = V2cosxsen(y + z) en (0,0, w/4) y (m/4, /4, 0)

Estimacion y sensibilidad a los cambios

59. Mediciéon del volumen de una tuberia Usted planea calcular el
volumen dentro de un tramo de tuberia de alrededor de 36 in de
diametro y 1 milla de largo. ;Con cual medicion debe ser mas cuida-
doso, con el largo o con el diametro? ;jPor qué?

60. Sensibilidad al cambio (Es f(x,y) = x2 — xy + »2 — 3 mas sensi-
ble a los cambios en x o a los cambios en y cuando esta cerca del
punto (1, 2)? ;Cémo lo sabe?

61. Cambio en un circuito eléctrico Suponga que la corriente / (en
amperes) en un circuito eléctrico se relaciona con el voltaje V'
(en volts) y la resistencia R (en ohms) mediante la ecuacion I = V/R.
Si el voltaje caec de 24 a 23 volts y la resistencia cae de 100 a
80 ohms, ;I crecera o decrecera? ;jAproximadamente cuanto? ;El
cambio de / es mas sensible al cambio del voltaje o al cambio en
la resistencia? ;Cémo lo sabe?
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62. Error maximo al estimar el area de una elipse Siac = 10cmy
b = 16 cm con una aproximacién milimétrica, jcudl es error por-
centual maximo esperado en el calculo del area 4 = mab de la elipse
x2/a® + 32 /b =17

63. Error al estimar un producto Seany = wvy z = u + v, donde
u 'y v son variables independientes positivas.

a. Siu se mide con un error del 2% y v con un error del 3%,
(aproximadamente cual es el error porcentual en el valor
calculado de y?

b. Demuestre que el error porcentual del valor calculado de z es
menor que el error porcentual del valor de y.

64. Indice cardiaco Para poder comparar a las personas en estudios
cardiolégicos, los investigadores dividen la salida cardiaca medi-
da entre el area de la superficie corporal para obtener el indice car-
diaco C:

salida cardiaca

4rea de la superficie sorporal -

El area de la superficie corporal B de una persona con peso w 'y al-
tura / se calcula mediante la formula

B = 7184w 4072

la cual nos da B en centimetros cuadrados cuando w se mide en kilo-
gramos y & en centimetros. Usted va a calcular el indice cardiaco de
una persona de 180 cm de estatura, 70 kg de peso, con una salida car-
diaca de 7 L/min. ;Qué tendra un mayor efecto sobre el célculo: un
error de 1 kg en la medicion del peso o 1 cm de error en la medicion
de la altura?

Extremos locales

Verifique la existencia de maximos y minimos locales, asi como la de
puntos de silla de las funciones en los ejercicios 65 a 70. Obtenga el valor
de cada funcion en estos puntos.

65. fx,y) =x>—xy + )y +2x + 2y — 4
66. f(x,y) = 5x* + dxy — 2% + 4x — 4y
67. f(x,y) =23 + 3xy + 2)°

68. f(x,y) =x>+) = 3xp + 15

69. f(x,y) =2 + 1> + 32— 3

70. f(x,y) = x* — 8x* + 3y — 6y

Extremos absolutos
En los ejercicios 71 a 78, determine los valores maximos y minimos de f
en la region R.

71 f(x,y) = x>+ xy + > — 3x + 3y
R: laregion triangular determinada en el primer cuadrante por la recta
x+y=4.

72, f,y) =22 — ) —2x+ 4y + 1
R: la region rectangular en el primer cuadrante acotada por los ejes
coordenados y las rectas x = 4y y = 2.

73. f(x,y) = — xy — 3y + 2x
R: la region cuadrada encerrada por lasrectasx = X2y y = £2

74, f(x,y) =2x + 2y — x> — )2
R: la region cuadrada acotada por los ejes coordenados y las rectas
x = 2yy =2 enel primer cuadrante.

75. f(x,y) = x> —)* — 2x + 4y

R: la region triangular acotada por abajo por el eje x, por arriba por la
rectay = x + 2,y a la derecha por la recta x = 2.
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76. f(x,y) = 4xy — x* —1y* + 16

R: la region triangular acotada por abajo por la recta y = —2, por
arriba por la recta y = x, y a la derecha por la recta x = 2.

77 f(x,y) = x> + P+ 3xF = 32
R: la region cuadrada encerrada por las rectasx = *1yy = *=1.
78. flx,y) =x> +3xy +)° + 1

R: la region cuadrada encerrada por las rectas x = *1yy = *=1.

Multiplicadores de Lagrange
79. Extremos en una circunferencia Determine los valores extremos
de f(x,y) = x2 + )2 en la circunferencia x2 + )2 = 1.

80. Extremos en una circunferencia Determine los valores extremos
de f(x, y) = xy en la circunferencia x2 + )2 = 1.

81. Extremos en un disco Calcule los valores extremos de f(x, y) =
x2+ 3y2 + 2yeneldiscox? + 32 < 1.

82. Extremos en un disco  Determine los valores extremos de
fx,y) =x*+ > —3x —xyenundiscox? + 2 = 9.

83. Extremos en una esfera Obtenga los valores extremos de
fx,y,z)=x—y+zenlaesferax? + )2 + 22 = 1.

84. Distancia minima al origen Determine los puntos sobre la super-
ficie x2 — zy = 4 mas cercanos al origen.

85. Minimizar el costo de una caja Una caja rectangular cerrada tiene
un volumen de ¥ cm?. El costo del material usado en la caja es a cen-
tavos/cm? para la tapa y el fondo, b centavos/cm? para el frente y la
parte posterior, y ¢ centavos/cm? para el resto de las caras. {Qué di-
mensiones minimizan el costo total de los materiales?

86. Menor volumen Encuentre el plano x/a + y/b + z/c = 1 que pasa
por el punto (2, 1, 2) y corta el menor volumen en el primer octante.

87. Extremos en curvas de interseccion de superficies Determine los
valores extremos de f(x, y, z) = x(y + z) sobre la curva de inter-
seccion del cilindro circular recto x2 4+ y2 = 1 y el cilindro hiperbo-
licoxz = 1.

88. Distancia minima al origen sobre una curva de interseccion de un
plano y un cono Determine el punto mas cercano al origen so-
bre la curva de interseccion del plano x + y + z = 1 y el cono
22 = 2x% + )2

Derivadas parciales con variables restringidas
En los ejercicios 89 y 90, primero trace un diagrama que muestre las rela-
ciones entre las variables.

89. Siw = x%e” yz = x2 — )? determine

&), G -G

90. Sea U = f(P, V, T) la energia interna de un gas que obedece la ley
de los gases ideales PV = nRT (n'y R constantes). Determine

. (U b (2U
T \aT /)p C\aV )
Teoria y ejemplos
91. Seanw = f(r, 0),r = ,y 60 = tan! (y/x). Obtenga
Ow/0x y Ow/0y; exprese sus respuestas en términos de 7 y 6.
92. Sean z = f(u, v), u = ax + by, y v = ax — by. Exprese zx y zy en
términos de f;, f, y las constantes a y b.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

Siay b son constantes, w = u* + tanh u + cos u, y u = ax + by,
demuestre que

a&w = bal
dy ax ’

Uso de la regla de la cadena Siw = In(x2 + 2 + 2z2),x = r + s,
y=r—us,yz=2rs, determine w, y wy mediante la regla de la ca-
dena. Luego verifique su respuesta de otra manera.

Angulo entre vectores Las ecuaciones e* cos v — x = 0y
e*sen v — y = 0 definen a u y v como funciones derivables de
xy y. Demuestre que el angulo entre los vectores

J
o .

+ s
ax dy ox ! ay

J
es constante.
Coordenadas polares y segundas derivadas La introduccion de
las coordenadas polares x = r cos 0 y y = r sen 6 cambia f(x, y)
a g(r, 6). Obtenga el valor de 92g/d0% en el punto (r, 6) = (2, w/2),
dado que

of _of _¥F_ ¥,

axiayiwczi@yzi
en ese punto.
Recta normal paralela a un plano Encuentre los puntos de la
superficie

(y+z2P>+ (z—x?=16
donde la recta normal es paralela al plano yz.
Plano tangente paralelo al plano xy Encuentre los puntos sobre
la superficie

xtyz+ow—x—22=0
donde el plano tangente es paralelo al plano xy.

Cuando el gradiente es paralelo al vector de posicion Suponga que
Vf(x, v, z) siempre es paralelo al vector de posicion xi + yj + zk.
Demuestre que £(0, 0, ) = f(0, 0, —a) para todas las a.

Derivacion en todas direcciones, pero sin gradiente
La derivada direccional de un lado de f en P(x, yo, zo)
en la direccion u = uji + upj + uszk es el nimero

i f(xo + sui, yo + sup, zg + suz) — f(xo, yo, Zo)
im :

=0+t A

demuestre que la derivada direccional de un lado de

floy,2) = Va2 + 2 + 2
en el origen es igual a 1 en cualquier direccion pero que f no tiene
vector gradiente en el origen.

Recta normal por el origen Demuestre que la recta normal a la
superficie xy + z = 2 en el punto (1, 1, 1) pasa por el origen.

Plano tangente y recta normal
a. Grafique la superficie x> — 3% + 22 = 4.

b. Obtenga un vector normal a la superficie en (2, —3, 3). Agregue
el vector a su dibujo.

c. Determine ecuaciones para el plano tangente y recta normal en

2, -3,3).
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Capitulo

Derivadas parciales
1. Funcién con punto de silla en el origen Si resolvio el ejercicio 60
de la seccion 14.2, sabe que la funcion

2 2

a L (x,») # (0,0)
XY 5 5, X, >
yx2+y2 4

0, (x,y) = (0,0)

flx,y) =

(véase la siguiente figura) es continua en (0, 0). Obtenga £,,(0, 0) y
/30, 0).

2. Bisqueda de una funcion a partir de las segundas derivadas par-
ciales Obtenga una funcion w = f(x, y) cuyas primeras derivadas
parciales son dw/ax = 1 + e* cos y aw/dy = 2y — e sen y, y cuyo
valor en el punto (In 2, 0) es In 2.

3. Prueba de la regla de Leibniz La regla de Leibniz dice que si f es
continua en [a, b] y si u(x) y v(x) son funciones derivables de x con
valores en [a, b], entonces

d [*W 3 dv du
o / 0= f0@) G = ) g

Pruebe la regla considerando

glu,v) = /vf(t) dt, u = u(x), v = v(x)

y calculando dg/dx con la regla de la cadena.

4. Determinacion de una funcion con segundas parciales restringidas
Suponga que f es una funcién dos veces derivable de r, que

r = Vx2+y2+22=yque
Joo + frp + fz = 0.

Demuestre que para algunas constantes a y b,
a
f (r) =7 + b.

5. Funciones homogéneas Una funcion f(x, y) es homogénea de gra-
do n (n es un entero no negativo) si f(x, ty) = t"f(x, y) para todas las
t, x y y. Para tal funcion (suficientemente derivable), pruebe que

J 0
a Ly yé = nf(x.)

o%f o%f o%f
b. x2 (g) + 2xy(%) + y2 <$> = n(n - l)f

Ejercicios adicionales y avanzados

6. Superficie en coordenadas polares Sea

sen 67
f(r,0) =4 or °
1, r=20,

r#0

donde r y 6 son coordenadas polares. Determine
a. lir%f(r, 0) b. f,(0,0) c. fo(r,0), r#0.
r—>

= =
e
Il'llll}\‘\\\\vg

Gradientes y tangentes
7. Propiedades de los vectores de posicion Seanr = xi + yj + zky

r=|r|.
a. Demuestre que Vr = r/r.
b. Demuestre que V(#") = nr"~2r.
c. Encuentre una funcion cuyo gradiente sea r.
d. Demuestre que r * dr = rdr.
e. Demuestre que V(A - r) = A para cualquier vector constante A.

8. Gradiente ortogonal a una tangente Suponga que una funcion de-
rivable f(x, y) tiene el valor constante ¢ a lo largo de la curva deri-
vable x = g(#), y = h(t); es decir,

fg(0), h(1)) = ¢

para todos los valores de ¢. Derive ambos lados de esta ecuacion con
respecto a ¢ para demostrar que V/f es ortogonal al vector tangente a
la curva en todos los puntos de la curva.

9. Curva tangente a una superficie Demuestre que la curva
r(t) = (In¢)i + (¢lne)j + rk
es tangente a la superficie
xz2 — yz + cosxy = 1

en (0,0, 1).

10. Curva tangente a una superficie Demuestre que la curva

r(s) = (g - Z)i + (% - 3>j + cos(t — 2)k

es tangente a la superficie
x3+y3+z3—xyZ:0
en (0, —1,1).
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Valores extremos

11. Extremos en una superficie Demuestre que los tnicos maximos y
minimos posibles para z en la superficie z = x> + 33 — 9xy + 27
ocurren en (0, 0) y (3, 3). Demuestre que no hay maximos ni minimos
en (0, 0). Determine si z tiene un maximo o minimo en (3, 3).

12. Maximo en el primer cuadrante cerrado Obtenga el valor ma-
ximo de f(x, y) = 6xye” (> * 3 en el primer cuadrante cerrado (in-
cluye los ejes no negativos).

13. Volumen minimo recortado en el primer octante Obtenga el vo-
lumen minimo para una region acotada por los planos x = 0,y = 0,
z = 0y un plano tangente al elipsoide

o

2 2

+S+5=1

QN‘R
IS
QN‘N

en un punto del primer octante.

14. Distancia minima de una recta a una parabola en el plano xy
Minimice la funcién f{(x, y, u, v) = (x — u)?> + (y — v)? sujeta a las
restricciones y = x + 1y u = v2, obtenga la distancia minima en el
plano xy de larecta y = x + 1 a la pardbola y? = x.

Teoria y ejemplos

15. Primeras parciales acotadas implican continuidad Pruebe el si-
guiente teorema: si f(x, y) esta definida en una region abierta R del
plano xy y si f; y f, estan acotadas en R, entonces f(x, y) es continua
en R. (El supuesto de estar acotada es esencial).

16. Suponga que r(f) = g(H)i + h(¢)j + k(£)k es una curva suave en el
dominio de una funcion derivable f(x, y, z). Describa la relacion entre
dffdt, Vf, y v = dr/dt. ;Qué se puede decir acerca de V/'y v en los
puntos interiores de la curva donde f tiene valores extremos en re-
lacién con sus otros valores sobre la curva? Justifique su respuesta.

17. Determinacion de funciones a partir de derivadas parciales
Suponga que /'y g son funciones de x y y tales que

af _ g af _ g
ay  ax ox ay’

y suponga que

J

%:0, f(1,2) = g(1,2) =5 y £(0,0) = 4.
Obtenga /(x, y) y g(x, y).

18. Tasa de cambio de la tasa de cambio Sabemos que si f(x, y) es
una funcion de dos variables y si u = ai + bj es un vector unitario,
entonces D, f(x, y) = fu(x, y)a + f(x, y)b es la tasa de cambio de
f(x, y) en (x, y) en la direccion de u. Dé una formula similar para /a
tasa de cambio de f(x, y) en (x, y) en la direccion de u.

19. Trayectoria de una particula en biisqueda de calor Una particula
que requiere calor tiene la propiedad de que en cualquier punto (x, y)
del plano se mueve en direccion del mayor incremento de tempera-
tura. Si la temperatura en (x, y) es T(x, y) = —e~? cos x, obtenga la
ecuacion y = f(x) para la trayectoria de una particula que busca calor
en el punto (7/4,0).

20. Velocidad después de un rebote Una particula que viaja en linea
recta a velocidad constante i + j — Sk pasa por el punto (0, 0, 30) y
golpea la superficie z = 2x% + 3)2. La particula rebota en la super-
ficie, de manera que el angulo de reflexion es igual al angulo de inci-
dencia. Si no hay pérdida de rapidez, jcual es la velocidad de la par-
ticula después del rebote? Simplifique su respuesta.

21. Derivadas direccionales tangentes a una superficie Sea S la su-
perficie dada por la grafica de f(x, y) = 10 — x2 — )2. Suponga que
la temperatura de cada punto (x, y, z) en el espacio es T(x, y, z) =
X2y + 2z +4x + 14y + z.

a. Entre todas las posibles direcciones tangenciales a la superficie S
en el punto (0, 0, 10), ;cual de ellas hara que la tasa de cambio
de temperatura en (0, 0, 10) sea maxima?

b. (Cual de las direcciones tangentes a S en el punto (1, 1, 8) hara
que la tasa de cambio de la temperatura tenga un maximo?

22. Perforacion Sobre la superficie del suelo, unos geodlogos taladraron
un agujero recto y encontraron un deposito de mineral a 1000 ft de
profundidad. Taladraron un segundo agujero a 100 ft al norte del
primero y hallaron el mineral a 950 ft. Un tercer agujero a 100 ft
al este del primero dio con el deposito de mineral a 1025 ft. Los
geologos tienen razones para creer que el depdsito de mineral tiene
la forma de un domo y, por razones de economia, les gustaria encon-
trar el lugar donde el depdsito esta mas cerca de la superficie. Su-
poniendo que la superficie sea el plano xy, jen qué direccion del
primer agujero sugiere que los gedlogos taladren su cuarto agujero?

La ecuacién unidimensional de calor Si w(x, #) representa la tempe-
ratura en la posicion x en el tiempo ¢ en un alambre perfectamente aislado,
entonces las derivadas parciales w,, y w, satisfacen la ecuacion diferencial
de la forma
Wiy = izw,.
c
Esta ecuacion se llama ecuacion unidimensional de calor. El valor de la
constante positiva ¢? se determina mediante el material del cual esta hecho
el alambre.

23. Obtenga todas las soluciones de la ecuacion unidimensional de calor
de la forma w = ¢’ sen 7x, donde r es una constante.

24. Obtenga todas las soluciones de la ecuacion unidimensional de calor
de la forma w = €'’ sen kx y que satisfacen las condiciones w(0, 1) = 0
y w(L, f) = 0. ;Qué sucede con estas soluciones cuando # — ©?
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Capitulo Proyectos de aplicacion tecnologica

Matematicas/Modulo Maple:

Graficacion de superficies
Genere de manera eficiente graficas de superficies, contornos y curvas de nivel.

Andilisis de las matemadticas tras un patinador: andlisis de la derivada direccional
Se presenta la trayectoria de un patinador, primero en una superficie plana, luego sobre una rampa y, finalmente, en un paraboloide. Calcule, trace y
analice la derivada direccional en términos del patinador.

Biusqueda de patrones y aplicacion del método de minimos cuadrados a datos reales
Ajuste una recta a un conjunto de datos numéricos puntuales seleccionando la recta que minimice la suma de los cuadrados de las distancias verticales
de los puntos a la recta.

Lagrange patina: ;ja qué altura esta?
Analice las aventuras de un patinador para alturas maximas y minimas desde una perspectiva tanto grafica como analitica usando los multiplicadores
de Lagrange.



,‘ﬂ INTEGRALES MULTIPLES

INTRODUCCION  En este capitulo estudiaremos la integral de una funcién de dos variables
f(x, y) sobre una region en el plano y la integral de una funcion de tres variables f(x, y, z) sobre
una region en el espacio. Estas integrales se conocen como integrales multiples y se definen
como el limite de las sumas de Riemann, de manera similar al caso de las integrales de una
variable que se presentaron en el capitulo 5. Presentaremos algunas aplicaciones de las inte-
grales multiples, incluyendo célculo de vollimenes, areas en el plano, momentos y centros de
masa.

1 5 1 | Integrales dobles e iteradas sobre rectangulos
-
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FIGURA 15.1 Cuadricula rectangular que
divide la region R en pequenos rectangulos
de area A4y, = AxAyy.
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X

En el capitulo 5 definimos la integral definida de una funcion continua f{x) en un intervalo [a, b]
como el limite de las sumas de Riemann. En esta seccion ampliaremos esta idea para definir
la integral doble de una funcion continua de dos variables f(x, y) sobre un rectangulo R acotado
en el plano. En ambos casos, las integrales son el limite de las sumas de Riemann. Las sumas
de Riemann para la integral de una funcion f{(x) de una variable se obtiene particionando un in-
tervalo finito en pequeios subintervalos, multiplicando el ancho de cada subintervalo por el
valor de f en un punto ¢; dentro del subintervalo, y luego sumando todos estos productos. Un
método similar de particionar, multiplicar y sumar se usa para construir integrales dobles.

Integrales dobles

Iniciaremos nuestro estudio de las integrales dobles considerando el tipo mas simple de regio-
nes planas, un rectangulo. Consideremos una funcion f{(x, y) definida en una region rectan-
gular R,

R a=x=b c=y=d

Subdividimos a R en pequefios rectangulos usando una red de rectas paralelas a los ejes x y y
(figura 15.1). Las rectas dividen a R en n partes rectangulares, donde el nimero de partes n
crece cuando el ancho y la altura de cada una de ellas se hacen mas pequefios. Estos rectan-
gulos forman una particién de R. Una pequefia parte rectangular de ancho Ax y de altura Ay
tiene area A4 = AxAy. Si numeramos las pequefias partes que dividen a R en cierto orden,
entonces sus areas estan dadas por A4, A4y, ..., A4,, donde A4 es el area del k-ésimo pe-
quefio rectangulo.

Para formar una suma de Riemann sobre R, seleccionamos un punto (xx, yx) en el k-ésimo
pequefio rectangulo, multiplicamos el valor de f en ese punto por el area AA4;, y sumamos todos
los productos:

S, = 12:1 ks vi) AA.

Dependiendo de la eleccion de (xx, yi) en el k-€simo pequefio rectangulo, obtenemos diferentes
valores de S,,.



X R/ -
e " A4y

FIGURA 15.2 La aproximacion de sélidos
con cajas rectangulares nos lleva a definir los
volimenes de s6lidos mas generales como
integrales dobles. El volumen del sélido aqui
mostrado es la integral doble de f{(x, y) sobre
la region base R.

15.1 Integrales dobles e iteradas sobre rectangulos 837

Nos interesa saber qué ocurre con las sumas de Riemann cuando las anchuras y alturas de todos
los pequeiios rectangulos de la particion de R tienden a cero. La norma de una particion P, re-
presentada por |P|, es el mayor de los anchos o de las alturas de los rectangulos en la particién.
Si |P| = 0.1, entonces todos los rectangulos de la particion de R tienen un ancho maximo
de 0.1 y una altura maxima de 0.1. Algunas veces las sumas de Riemann convergen cuando
la norma de P tiende a cero, lo que se escribe |P| — 0. Entonces el limite resultante se escribe
como

n

lim S f(xp vi) Ady.
\\PI\*OJkayk ¢

Cuando [|P| — 0 y los rectdngulos se vuelven mas angostos y mds cortos, y su niimero 7 au-
menta, también escribimos este limite como

lim > flx, yi) Ay,

n—>00 k=1

sin perder de vista que |P|| — 0, cuando A4, — 0y n — 0.

Hay muchas opciones de seleccion implicadas en un limite de este tipo. La coleccion de
pequeios rectangulos queda determinada por la cuadricula formada por las rectas verticales
y horizontales que determinan una particion rectangular de R. En cada uno de los pequefios
rectangulos resultantes se elige un punto arbitrario (x, yx) donde se evalua f. Estas eleccio-
nes determinan una sola suma de Riemann. Para formar un limite, repetimos el proceso com-
pleto una y otra vez, eligiendo particiones tales que los anchos y las alturas de los rectangulos
tiendan a cero y cuyo niimero tienda a infinito.

Cuando existe el limite de las sumas S, es porque se obtiene el mismo valor limite sin im-
portar las elecciones que se hagan, y entonces la funcion f es integrable, mientras que al limite
se le conoce como la integral doble de f sobre R, y se representa como

/ f(x,y) dA 0 / f(x, ) dxdy.

R R

Se puede demostrar que si f(x, y) es una funcion continua en R, entonces f es integrable, como
en el caso de una variable que estudiamos en el capitulo 5. Muchas funciones discontinuas tam-
bién son integrables, incluyendo funciones que son discontinuas en s6lo un numero finito de
puntos o curvas suaves. Dejaremos la prueba de estos hechos para textos mas avanzados.

Integrales dobles como voliimenes

Cuando f{(x, y) es una funcion positiva sobre una region rectangular R del plano xy, podemos
interpretar la integral doble de f sobre R como el volumen de la region solida tridimensional en
el plano xy acotada abajo por R y arriba por la superficie z = f{(x, y) (figura 15.2). Cada tér-
mino f(xx, yr)AA4y en la suma S, = X f(xx, yx) A4y es el volumen de una caja rectangular ver-
tical que se aproxima al volumen de la porcion del sélido que esta directamente sobre la base
AAy. De esta manera, la suma S, se aproxima a lo que llamaremos el volumen total del sélido.
Este volumen se define como

Volumen = lim S, = //f(x,y) dA,
n—>00
R

donde A4, — 0 cuando n — o,

Como es de esperarse, este método general para calcular el volumen coincide con los
métodos del capitulo 6, pero no lo probaremos aqui. La figura 15.3 muestra que las aproxima-
ciones al volumen mediante sumas de Riemann son cada vez mas precisas cuando el nimero »
de cajas aumenta.
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\

y=1

Faw=[  @—x—yay

y

FIGURA 15.4 Para obtener el area de
la seccion transversal 4(x), mantenemos
a x fija e integramos con respecto a y.

(a)n =16 (b)yn =64 (c)n =256

FIGURA 15.3 Cuando n crece, las aproximaciones mediante sumas de Riemann tienden al
volumen total del s6lido mostrado en la figura 15.2.

Teorema de Fubini para calcular integrales dobles

Suponga que deseamos calcular el volumen que existe bajo el plano z = 4 — x — y sobre la
region rectangular R: 0 = x = 2,0 = y = 1 en el plano xy. Si aplicamos el método de rebanar
en trozos de la seccion 6.1, con rebanadas perpendiculares al eje x (figura 15.4), entonces el

volumen sera
x=2
/ A(x) dx, (1)

donde A(x) es el area de la seccion transversal en x. Para cada valor de x calculamos A(x) me-
diante la integral

=1
A(x):/y 4 x— ) dy, @
y=0

que es el area bajo la curvaz = 4 — x — y en el plano de la seccion transversal en x. Al calcu-
lar A(x), x se mantiene fija y se integra con respecto a y. Al combinar las ecuaciones (1) y (2),
vemos que el volumen de todo el sélido es

x=2 x=2 y=1
Volumen = / A(x) dx = / (/ 4 —-—x- y)dy) dx
x=0 x=0 y=0
=2 2 y=1 x=2
y 7
4y — x _7} dx=/ (*-X)dx
[:0 |: Y Y 2 y=0 x=0 2

- Bx - ’ﬂz = s, 3)

Si s6lo queremos escribir una formula para el volumen, sin resolver las integraciones, po-

demos escribir
2,1
Volumen = // (4 —x —y)dydx.
0 Jo

La expresion de la derecha, 1lamada integral iterada o repetida, dice que el volumen se ob-
tiene integrando 4 — x — y con respecto a y desde y = 0 a y = 1, x se mantiene fija, y luego
integrando la expresion resultante en x con respecto a x desde x = 0 hastax = 2. Los limites de
integracion 0 y 1 se asocian con y, de manera que se colocan en la integral mas cercana de dy.
Los otros limites de integracion, 0y 2, se asocian con la variable x, de forma que se colocan en
el simbolo de la integral exterior que esta vinculada con dx.
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FIGURA 15.5 Para obtener el area de la

seccion transversal 4(x), mantenemos y
fija e integramos con respecto a x.
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Guido Fubini
(1879—1943)
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(Qué habria ocurrido si hubiéramos calculado el volumen rebanandolo en planos per-
pendiculares al eje y (figura 15.5)? Como una funcién de y, el area de la seccion transversal
tipica es

x=2 x=2
A(y)=/ (4—x—y)dx={4x—x?2—xy} =6 — 2y (4)
x=0 x=0

Por lo tanto, el volumen de todo solido es

y=1 y=1
Volumen = / A(y) dy = / (6 —2y)dy = {6y - yz](l) =3,
»=0 y=0

lo que concuerda con nuestro calculo anterior.
De nuevo, expresamos la formula del volumen como una integral iterada al escribir

12
Volumen = // (4 —x — y) dxdy.
0 Jo

La expresion de la derecha dice que es posible obtener el volumen integrando 4 — x — y con
respecto a x desde x = 0 hasta x = 2 como en la ecuacion (4), e integrando el resultado con res-
pecto a y desde y = 0 hasta y = 1. En esta integral iterada, el orden de integracion es primero x
y luego y, a la inversa del orden de la ecuacion (3).

(Qué tiene que ver el calculo de estos volumenes mediante integrales iteradas con la inte-

gral doble
f/ (4—x—y)dA
R

sobre el rectangulo R: 0 = x = 2, 0 = y =< 1? La respuesta es que ambas integrales iteradas
dan el valor de la integral doble. Esto es lo que razonablemente esperariamos, puesto que la
integral doble mide el volumen de la misma region que las dos integrales iteradas. El teorema
publicado en 1907 por Guido Fubini dice que la integral doble de cualquier funcién continua
sobre un rectangulo se calcula como una integral iterada en cualquier orden de integracion.
(Fubini demostr6 su teorema de manera mas general, pero en nuestro entorno esto es lo que
dice).

TEOREMA 1: Teorema de Fubini (primera forma) Si f(x, y) es continua en la
region rectangular R: a = x = b, ¢ = y = d, entonces

d rb b rd
// F5,y) dA = / / Fx,y) de dy = / / Fx,) dy d.
R

El teorema de Fubini dice que las integrales dobles sobre rectangulos se calculan median-
te integrales iteradas. Por lo tanto, evaluamos una integral doble integrando con respecto a una
variable a la vez.

El teorema de Fubini también dice que la integral doble se calcula integrando en cualquier
orden, a nuestra conveniencia. Cuando calculamos un volumen rebanando, usamos planos per-
pendiculares al eje x o planos perpendiculares al eje y.

EJEMPLO 1 Caleule [f, f(x,y) dA para

f(x,») = 100 — 6x%y y R 0=x=2 —-1=y=1
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z Solucion  La figura 15.6 muestra el volumen bajo la superficie. Por el teorema de Fubini,

1 2 1
// f(x, ) dA / / (100 — 6x%) dx dy = / [100x — 2227 ay
R

1

z =100 — 6x%y

1
1
[1 (200 — 16y) dy = [200y — 8*], = 400.

Al invertir el orden de integracion obtenemos la misma respuesta:

2 r1 2
// (100 — 6x%y) dy dx = / [IOOy - 3x2y2]izil dx
0 .J-1 0
FIGURA 15.6 La integral doble

2
IfR f(x,y) dA nos da el volumen bajo esta = / [(100 — 3x2) — (=100 — 3x2)] dx
0

superficie sobre la region rectangular R
(ejemplo 1).

2
= / 200 dx = 400. [
0
EJEMPLO 2 Determine el volumen de la region acotada arriba por el paraboloide eliptico
z =10+ x2 + 3y2 y abajo por el rectangulo R: 0 =x = 1,0 =y < 2.

Solucion  La superficie y el volumen se representan en la figura 15.7. El volumen esta dado
por la integral doble

12
FIGURA 15.7 La integral doble y = //(10 + x4 3)%)dd = // (10 + x> + 3y*) dy dx
[ f(x.y) dA nos da el volumen bajo esta A 0 Jo

superficie sobre la region rectangular R

1
jemplo 2). _ =2
(ejemplo 2) = A [lOy + xzy + y3k=0 dx
1 1
=/ (20 + 20 + 8)dx = [20x+gx3+8x} - 86, »
0 3 0 3
Ejercicios 15.1
Evaluacion de integrales iteradas 2 (2 27 [
En los ejercicios 1 a 12, evalue las integrales iteradas. 11. o Y senx dx dy 12. A (senx + cos y)dxdy
2 r4 2 rl
L /A 2xy dy dx 2. A[} (x = y)dydx Evaluacién de integrales dobles sobre rectangulos
En los ejercicios 13 a 20, evalte la integral doble sobre la region R espe-
0

w

! e X+ cificada.
. (x +y+ Ddxdy 4. 1 - 2 dx dy
-1J-1 0.Jo

13-//(6)’2_2)6)&7/1, R 0=x=1 0=y=2
3 r2 3 10
. // (4—y2)dydx 6. // (xzy—2xy)dydx R

0 Jo 0.J-=2

ety 4rar 14.//<¥>dA, R 0=x=4, 1l=y=2
. dx dy 8. 2V ) dedy y
0 .Jo 1Jo 2 R

1+ xy

In2 fIn5 1 r2
. / / T dy d 10. // xye* dy dx 15. //xycosydA, R —-1=x=1 0=y=m7w
0 1 0 J1 R

wn

2

N-J



16

17

18.

19

20,

.//ysen(x+y)dA, R —m=x=0, 0=y=m 23
R
.//e’"ydA, R 0=x=I2 0=y=In2 24.
//xyé’ysz, R 0=x=2 0=y=1 25.
R

x’ 26.
.//2 dA, R 0=x=1 0=sy=2

X+ 1
K 27.

d4, R 0=x=1 0=y=1

J i
’ 22 4+
ny
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Volumen debajo de una superficie z = f(x, y)

28.

En los ejercicios 21 y 22, integre f sobre la region dada.
21. Cuadrado f(x,y) = 1/(xy)sobreelcuadrado l =x=2,1=y=2.

22. Rectangulo f(x, y) = y cos xy sobre el rectangulo 0 = x = 7,

0=y=1

Determine el volumen de la region acotada arriba por el paraboloide
z=x?+)? yabajoporel cuadradoR: —1 =x=1,-1=y=1.

Obtenga el volumen de la region acotada arriba por el paraboloide
eliptico z = 16 — x> — 32, y abajo por el cuadrado R: 0 = x = 2,
O0=y=2.

Encuentre el volumen de la region acotada arriba por el plano
z=2—x—yyabajoporel cuadradoR: 0 =x=1,0=y=1.
Obtenga el volumen de la region acotada arriba por el plano z = y/2
y abajo por el rectangulo R: 0 =x =4,0 =y = 2.

Determine el volumen de la region acotada arriba por la superficie
z = 2 sen x cos y y abajo por el rectangulo R: 0 = x = 7/2,
0=y=mw/4

Encuentre el volumen de la region acotada arriba por la superficie
z =4 —y?yabajoporelrectanguloR: 0 =x=1,0=y = 2.

15 2 | Integrales dobles sobre regiones generales
o~ |

AN
Y i
Ayg el 2(Xgs Vi)
\ Ay
/
\\ B /

FIGURA 15.8 Una cuadricula rectangular

que divide una region acotada no rectangular

en celdas rectangulares.

En esta seccion definiremos y evaluaremos integrales dobles sobre regiones acotadas en el
plano, las cuales son mas generales que los rectangulos. Estas integrales dobles también se
evalian como integrales iteradas, donde el mayor problema es la determinacion de los limites
de integracion. Como la region de integracion tiene limites diferentes de segmentos de recta
paralelos a los ejes coordenados, los limites de integracion implican con frecuencia variables,

no so6lo constantes.

Integrales dobles en regiones acotadas no rectangulares

Para definir la integral doble de una funcion f{(x, y) sobre una region acotada no rectangular R,
como la de la figura 15.8, otra vez empezamos poniendo sobre R una rejilla de pequenas celdas
rectangulares, cuya union contiene todos los puntos de R. Esta vez, sin embargo, puesto que
su frontera es curva, no podemos llenar exactamente R con un numero finito de rectangulos
que se encuentren dentro de R, y algunos de los pequeiios rectangulos de la cuadricula estan
parcialmente fuera de R. Para formar una particion de R se consideran los rectangulos que
estan por completo dentro de R, sin tomar en cuenta aquellos que estan parcial o totalmente
afuera. En el caso de las regiones comunes, se cubre una porcion cada vez mayor de R cuando
la norma de la particion (el maximo ancho o altura de cualquier rectangulo usado) tiende

a Cero.

Una vez que tenemos la particion de R, numeramos los rectangulos en algiin orden desde
1 hasta n, y dejando que AA sea el area del k-ésimo rectangulo. Luego elegimos un punto
(xk, yx) en el k-ésimo rectangulo y formamos la suma de Riemann

Sy = I; S, yi) Ady.

Cuando la norma de la particiéon de S, tienda a cero, |P|| — 0, el ancho y la altura de cada
rectangulo tiende a cero y su numero tiende a infinito. Si f(x, y) es una funcion continua, en-
tonces estas sumas de Riemann tienden a un valor limite, que no depende de la seleccion que
se haya hecho. Este limite se 1lama integral doble de f(x, y) sobre R:

n

IPI—0 =1

lim Y, f(xr, v0) Ady = // fx, ) dA.
R
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La naturaleza de la frontera de R introduce aspectos que no estaban presentes en las inte-
grales sobre un intervalo. Cuando R tiene una frontera curva, los » rectangulos de una particion
estan dentro de R, pero no la cubren del todo. Para que una particion aproxime bien a R, las
partes de R cubiertas por pequefios rectangulos que tienen una parte fuera de R deben ser des-
preciables conforme la norma de la particion tienda a cero. Esta propiedad de “casi ser cubierta
completamente” por una particiéon de norma pequeiia se satisface por todas las regiones que
estudiaremos. No hay problema con las fronteras formadas por poligonos, circunferencias,
elipses y graficas continuas sobre un intervalo, unidas entre si por los extremos. Una curva con
forma “fractal” seria problematica, pero tales curvas rara vez se presentan en la mayoria de las
aplicaciones. Un estudio detallado de los tipos de regiones R que se usan para el calculo de
integrales dobles se deja para textos mas avanzados.

Voliimenes

Si f(x, y) es positiva y continua sobre R, se define el volumen de la region solida entre R y la
superficie z = f(x, y) como ffR f(x,y) d4, como antes (figura 15.9).

Si R es una region como la que se muestra en el plano xy de la figura 15.10, acotada “por
arriba” y “por abajo” por las curvas y = g»(x) y ¥y = g(x) y a los lados por las rectas x = a,
x = b, de nuevo calculamos el volumen por el método de las rebanadas. Primero calculamos
el area de la seccion transversal

y=g(x)
Alx) = / [, y) dy
y

=g1(x)

y luego integramos A(x) a partir de x = a hasta x = b para obtener el volumen como una inte-

gral iterada:
b b rgx)
V=/ A(x)dx=// f(x,y) dy dx. (1)
a a Jaix)

7 =[xy
/ Altura = f(x;, y;)

0
X
—,
R
y = &)
G 1) FIGURA 15.10 El 4rea de la rebanada
vertical mostrada aqui es A(x). Para calcular
Volumen = lim 3, flx;, v) A4, = J J f(x,y) dA el volumen del sélido, integramos esta area
R desde x = a hastax = b:
FIGURA 15.9 Se define el volumen de sélidos b b g
con bases curvas de la misma forma como se / Ax) dx = / /g( ) f(x,p) dy dx.
a a 1(x

define el volumen de solidos con bases
rectangulares.



z=flx,y)

x = hy(y)

FIGURA 15.11 El volumen del sélido
mostrado aqui es

d d i)
/A(y)dy=/ o) f(x,y) dx dy.

Para un so6lido dado, el teorema 2 dice

que calculamos el volumen como en la
figura 15.10 o del modo aqui mostrado.
Ambos calculos tienen el mismo resultado.
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De manera similar, si R es una region como la que se ilustra en la figura 15.11, acotada por
las curvas x = hy(y) y x = hi(y) y las rectas y = ¢ y y = d, entonces el volumen calculado
por rebanadas esta dado por la integral iterada

d [h(y)
Volumen = / / f(x,y) dxdy. (2)
c Iy

El hecho de que las integrales iteradas de las ecuaciones (1) y (2) den el volumen que
definimos como una integral doble de f sobre R es una consecuencia de la forma mas fuerte del
teorema de Fubini.

TEOREMA 2: Teorema de Fubini (forma mas fuerte) Sea f(x, ) continua en
una region R.

1. Si R esta definida pora = x = b, y g1(x) = y = g»(x), con g; y g, continuas en

[a, b], entonces
b L&)
J[rwna=[ [ Sy dy
a Jgilx
R

2. Si R esta definida por ¢ =y = d, y hi(y) = x = hy(y), con hy y hy continuas en

[c, d], entonces
d fh(y)
// fx,y) dA = / / fx, ) dxdy.
A c Jh(y)

EJEMPLO 1 Determine el volumen del prisma cuya base es el triangulo en el plano xy aco-
tado por el eje x y las rectas y = x y x = 1, y cuya parte superior esta en el plano

z=flx,y) =3 —x —y

Solucion  Observe la figura 15.12. Para cualquier x entre 0 y 1, y puede variar desde y = 0
ay = x (figura 15.12b). Por lo tanto,

1 fx 1 y2 y=x
V=//(3—x—y)dydx=/ [3y—xy—7} dx
0 .Jo 0 =0
1 2 3 Jx=1
3x 3 x
[ (- e g -
[ Gr=)ee- 3 -5]
Cuando se invierte el orden de integracion (figura 15.12c¢), la integral del volumen es
1,1 1 2 x=1
V=//(3—x—y)dxdy=/ [3x—*—xy} dy
0 Jy 0 2 x=y
1 2
1 y 2
= — -y =3y + =+
A <3 y YT ATty > dy

1 3 =1
5 35 5 y
= - = — + =1
[ Goede)a= o2 g] -

y=0

Las dos integrales son iguales, como debe ser. [ |
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y x=1
(3,0,0) y=x
i\
",Iz=f(x,y)=3—x—y y=x
R
0 y=0 1 *
(b)
y x=1
y=x
. f\y _—x=1
R
0 1 *

©

FIGURA 15.12 (a) Prisma con una base triangular en el plano xy. El volumen de este prisma se
define como una integral doble sobre R. Para evaluarla como una integral iterada, integramos primero
con respecto a y y luego con respecto a x, o bien, en el orden inverso (ejemplo 1). (b) Limites de
integracion de

x=1 fy=x
/ fCx,y) dy dx.
x=0 Jy=0
Si integramos primero con respecto a y, integramos a lo largo de una recta vertical que pasa por Ry

luego integramos de izquierda a derecha para incluir todas las rectas verticales en R. (c) Limites de
integracion de

y=1 fx=1
/ f(x,y) dx dy.
y=0 Jx=y

Si integramos primero con respecto a x, integramos a lo largo de una recta horizontal que pasa por Ry
luego integramos de abajo hacia arriba para incluir todas las rectas horizontales en R.

Si bien el teorema de Fubini nos garantiza que una integral doble se calcula como una in-
tegral iterada en cualquier orden de integracion, tal vez sea mas fécil calcular el valor de una de
las integrales que la otra. El siguiente ejemplo ilustra como sucede.

EJEMPLO 2  Calcule

sen x
[

R

donde R es el tridangulo en el plano xy acotado por el eje x, larectay = x y larectax = 1.



y
x=1
1 e
R
X
0 1
FIGURA 15.13 Laregion de integracion
del ejemplo 2.
y

(@)
y
Sale en
L1/ =
? Entra en
y=1-x
L
X
0 X 1
(b)
y Sale en
y=V1-x
1
R Entra en
y=1-x
L
X
0 X 1
/ /
La x minima La x maxima
esx=20 esx=1

FIGURA 15.14 Determinacion de los limites
de integracion cuando se integra primero con

()

respecto a y y luego con respecto a x.
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Solucion  La region de integracion se aprecia en la figura 15.13. Si primero integramos con
respecto a y y luego con respecto a x, tenemos

1 X 1 y=x 1
/ (/ %dy) dx / (ysexﬂ} >dx = / sen x dx
0 0 0 y=0 0

= —cos (1) + 1 = 0.46.
Si invertimos el orden de integracion e intentamos calcular

11
sen x
// * dx dy,

0 Jy

nos creamos un problema porque f ((senx)/x) dx no se expresa en términos de funciones ele-
mentales (no existe una antiderivada sencilla).

En circunstancias como ésta, no hay una regla general para predecir el orden de integra-
ciéon mas adecuado. Si el orden elegido no funciona, intente el otro. Algunas veces ninguno
funciona, y entonces necesitamos usar aproximaciones numeéricas. [ |

Determinar los limites de integracion

Ahora veremos un procedimiento para determinar los limites de integracion que se aplica para
muchas regiones en el plano. Las regiones mas complicadas, para las cuales no funciona este
procedimiento, se pueden dividir en partes para que el procedimiento funcione.

Uso de secciones transversales verticales Cuando tenga que evaluar f f r f(x,y)dA, integre
primero con respecto a y y luego con respecto a x; realice los siguientes pasos:

1.  Elabore un bosquejo. Trace la region de integracion y marque cada curva que determina la
frontera (figura 15.14a).

2. Determine los limites de integracion en y. Imagine una recta vertical L que atraviese a R
en la direccion creciente de y. Marque los valores de y donde L entra y sale. Estos son
los limites de integracion en y y, por lo general, son funciones de x (en vez de constantes)
(figura 15.14b).

3. Determine los limites de integracion en x. Elija los limites de x que incluyan todas las rec-
tas verticales que atraviesen R. La integral mostrada aqui es (véase la figura 15.14c)

x=1 y:m

// Fr,y) dA = / O / R
x= y=1-x

R

Uso de secciones transversales horizontales Para evaluar la misma integral doble como una
integral iterada con el orden de integracion inverso, usamos rectas horizontales en vez de ver-
ticales en los pasos 2 y 3 (véase la figura 15.15). La integral es

| VIS
// Fx,y) dd = A [ F5,9) di dy.
-y
R

Lay méxima’,

Entra en

esy=1

N x=1-y

R
y
\™ Sal

La y minima aleen
esy=0 Nx\/lyz

~ x

0 1

FIGURA 15.15 Determinacién de los limites
de integracion cuando se integra primero con
respecto a x y luego con respecto a y.
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ar .4

y=2x

(®)
FIGURA 15.16 Region de integracion
para el ejemplo 3.

R=R,UR,

0

ﬂmwM=ﬂMMM+ﬂmwm
R R R

1 2

FIGURA 15.17 La propiedad de aditividad
para regiones rectangulares se aplica también
a regiones acotadas por curvas continuas.

EJEMPLO 3 Trace la region de integracion para la integral

2 [2x
/ (4x + 2) dy dx
0 Jx?
y escriba una integral equivalente con el orden de integracion inverso.

Solucién  La region de integracion estd dada por las desigualdades x? = y = 2x y
0 =< x = 2. Por lo tanto, es la region acotada por las curvas y = x2y y = 2x entre x = 0
y x = 2 (figura 15.16a).

Para obtener los limites de integracion en orden inverso, imaginamos una recta horizontal

que pase de izquierda a derecha por la region. Entra en x = y/2 y sale en x = \[y Para incluir
todas estas rectas, hacemos que y varie desde y = 0 a y = 4 (figura 15.16b). La integral es

4 1V
/ / (4x + 2) dx dy.
0 Jy2

El valor comtn de estas integrales es 8. [ |

Propiedades de las integrales dobles

Al igual que las integrales simples, las integrales dobles de funciones continuas tienen propie-
dades algebraicas que resultan utiles en calculos y aplicaciones.

Si f(x, ¥) y g(x, y) son continuas en la frontera de la region R, entonces tienen las si-
guientes propiedades.

1. Multiplo constante: // cf(x,y)dA = ¢ // f(x,y)dA (para cualquier nimero c)
R R

2. Sumay resta:

//(f(x,y) + g(x,y))dA = //f(x,y) dd + //g(x,y) dA
R R

R

3. Dominacion:

(a) //f(x,y) d4 =0 si f(x,y) = 0enR
R

(b) //f(x,y) d4 = //g(x,y) d4  si f(x,y) = glx,y)enR
R R

4. Aditividad: //f(x, y)dA = // f(x,y)d4 + //f(x,y) dA
R R Ry

si R es la union de dos regiones R; y R, que no se traslapan.

La propiedad 4 supone que la region de integracion R se descompone en regiones R} y R
que no se traslapan con fronteras consistentes en un nimero finito de segmentos de recta o cur-
vas suaves. La figura 15.17 ilustra un ejemplo de esta propiedad.



(a)

FIGURA 15.18 (a) La region solida
“como cufia”, cuyo volumen se obtuvo en
el ejemplo 4. (b) La region de integracion R
que muestra el orden dx dy.

Ejercicios 15.2

15.2 Integrales dobles sobre regiones generales 847

La idea detras de estas propiedades es que las integrales se comportan como sumas. Si la
funcién f{(x, y) se sustituye por su multiplo constante c¢f(x, y), entonces una suma de Riemann
para f

Sy = I; Sk, vi) AAy

se sustituye por una suma de Riemann para cf’

n n

> cf (v yi) Ay = C}; fQxr, yi) Ady = ¢S,

k=1

Al considerar los limites cuando n — %, se muestra que clim,—~~S, = ¢ f f pfddy
lim, 00 ¢S, = ff rC¢f dA son iguales. Esto implica que la propiedad del multiplo constante
se traslada de las sumas a las integrales dobles.

Las demas propiedades también son faciles de verificar para las sumas de Riemann, y
son validas para las integrales dobles por la misma razén. Aunque esta discusion da una idea,
una demostracion de la validez de estas propiedades requiere un analisis mas detallado sobre
la convergencia de las sumas de Riemann.

EJEMPLO 4 Determine el volumen de la cufia solida que se encuentra bajo la superficie
z =16 — x2 — y? y arriba de la regién R acotada por lacurvay = 2 ,larectay = 4x — 2y
el eje x.

Solucion  La figura 15.18a muestra la superficie y la “cufia” solida cuyo volumen queremos
calcular. La figura 15.18b muestra la region de integracion en el plano xy. Si integramos en el
orden dy dx (primero con respecto a y 'y luego con respecto a x), se requeriran dos integraciones
porque y variade y = 0ay =2 para0 =x = 0.5, y luego variade y = 4x — 2 ay = 2 para
0.5 = x = 1. Entonces elegimos integrar en el orden dx dy, lo cual requiere s6lo una integral
doble, cuyos limites de integracion estan indicados en la figura 15.18b. Entonces el volumen
se calcula como la integral iterada:

//(16 —x =% dA
R
(y+2)/4
=% /2/4 (16 — x> — y*)dx dy
b4

2
2 P x=(y+2)/4
=/ [16x—*—xy2] dx
0 3 x=)%/4

2 y+2° (v+2p 0 4}
y y+2y 2, Y y

4y +2) - - 4+ T+ |d

A[(y )T 36 4 Y T 36a " 4| Y

- t—+—=—| = ~ 124,
768 T 20 T 13aa |, = 1680 124 -

[191)}

N 63" 145° 49' Y TP 20803
24 32 96

Determinacion de regiones de integracion

50.0=x=1, e=y=e

En los ejercicios 1 a 8, trace las regiones de integracion descritas.

1. 0=x=3, 0=y=2x
2. —-1l=x=2 x—-1=y=x
3. 2=y=2 yY=x=4
4. 0=y=1, y=x=2

0=y=Inx
7.0=y=1 0=x=sen'y

8. 0=y=3g, %yﬁxﬁym
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Obtencion de los limites de integracion

En los ejercicios 9 a 18, escriba la integral iterada para ff r dA sobre la
region descrita usando (a) secciones transversales verticales, (b) seccio-
nes transversales horizontales.

9. 10.
y y/:x3 y
=% y=2x
x=3
/ X X
11. 12.
y y
y=3x y=¢

_2 -1
N y —

13. Acotadapory = Vx,y=0yx=9
14. Acotadapory =tanx,x =0yy =1
15. Acotadapory=e™,y=1yx=1In3
16. Acotadapory =0, x=0yy=Inx
17. Acotadapory =3 — 2x,y =xyx =0
18. Acotadapory =x*yy=x+2

Determinacion de regiones de integracion e integrales dobles
En los ejercicios 19 a 24, trace la region de integracion y evalue la

integral.
ks X m sen.x
19. / / xseny dy dx 20. / / ydydx
0 Jo 0 Jo
2 ry?
22. / / dx dy
LJy

In8 flny

21./ / e dx dy

1 Jo
1 yz 4 \/x .

23. / / 3% dx dy 24. / / %ey/\/xdydx
0 Jo 1 Jo

En los ejercicios 25 a 28, integre f sobre la region dada.

25. Cuadrilatero f(x, y) = x/y sobre la region del primer cuadrante
acotado por lasrectasy = x,y = 2x,x = l yx = 2.

26. Triangulo f(x, y) = x2 + )2 sobre la region triangular con vértices
en (0, 0), (1,0)y (0, 1).

27. Triangulo f(u, v) = v — Vu sobre la region triangular cortada
en el primer cuadrante del plano uv por larectau + v = 1.

28. Region curvada f(s, 1) = ¢ In ¢ sobre la regioén del primer cua-
drante del plano st que esta arriba de la curva s = In 7 desde 1 = 1
hasta t = 2.

En cada uno de los ejercicios 29 a 32 se presenta una integral sobre una
region en un plano con coordenadas cartesianas. Trace la region y evalue
la integral.

0 r—v
29. / / 2dpdv (el plano pv)
—2Jv

1 Vi-¢
30. / / 8tdtds (el plano st)
0.Jo
7/3 fsect
31. / / 3costdudt (elplano fu)

7/3.J0

32 ra-2u ,
32. 4= 2 Gy (el plano uv)
o Ji v?

Inversion en el orden de integracion
En los ejercicios 33 a 46, trace la region de integracion y escriba una inte-
gral doble equivalente, con el orden de integracion inverso.

1 f4—2¢ 2 10
33. / / dy dx 34. / / dx dy
0J2 0 Jy—2
1V 1 pl-x2
35. / / dx dy 36. / / dy dx
0 Jy 0 J1-x
1 re* In2 p2
37. / / dy dx 38. / / dx dy
0o J1 0o Je
3/2 [9—4x? 2 f4-y?
39. / / 16x dy dx 40. / / ydxdy
0 0o _ oJo
1 V12 2 V452
41. / 42. / / 6x dy dx
0J-Vi-y? “V4-x?
e fInx w/6 1/2
43. / / xy dy dx 44. / / xy? dy dx
1J0 sen x

3 re \/3 tan~ y
45. / / ( + ) dx dy 46. / Vy dx dy
0J1 0 0

En los ejercicios 47 a 56, trace la region de integracion, invierta el orden

de integracion y evalue la integral.
2 12
48. / / 2y* senxy dy dx

7 [T seny
47. // 7 dy dx
4—x?
49. // e dx dy 50. //
W3 Vi3 31 \
51. / / e* dxdy 52.//—ey dy dx
0 JVx/3
1/16 11/2
53./ /”4 cos (167x°) dx dy
dy dx
sa. / / Ay
vV x y +1

55. Regién cuadrada [f, RV - 2x%) d4 donde R es la region acotada
por el cuadrado |x| + |y| = 1.

56. Region triangular f f rXy dA4 donde R es la regién acotada por las
rectasy = x,y =2x,yx +y = 2.

Volumen debajo de una superficie z = f(x, y)

57. Determine el volumen de la region acotada por arriba por el para-
boloide z = x? + y? y abajo por el tridngulo encerrado por las rectas
y=x,x=0,yx +y=2enelplano xy.

58. Determine el volumen del solido acotado arriba por el cilindro

= x2 y abajo por la region encerrada por la parabolay = 2 — x2y
larecta y = x en el plano xy.



59. Obtenga el volumen del solido cuya base es la region del plano xy
acotada por la parabola y = 4 — x2 y la recta y = 3x, mientras que
la parte superior del solido esta acotada por el plano z = x + 4.

60. Determine el volumen del solido en el primer octante acotado por los
planos coordenados, el cilindro x> + 3?2 = 4 y el planoz + y = 3.

61. Determine el volumen del solido en el primer octante acotado por
los planos coordenados, el plano x = 3 y el cilindro parabdlico
z=4—)2

62. Calcule el volumen del solido cortado en el primer octante por la
superficiez = 4 — x2 — y.

63. Calcule el volumen de la cufa cortada en el primer octante por el
cilindroz = 12 — 3y? y el planox + y = 2.

64. Calcule el volumen del s6lido cortado de la columna cuadrada |x| +
|[y| = = 1 por los planos z = 0y 3x + z = 3.

65. Determine el volumen del so6lido acotado por el frente y por la parte
posterior por los planos x = 2 y x = 1, a los lados por los cilindros
y = *1/x, ypor arriba y abajo por los planosz = x + 1 yz = 0.

66. Determine el volumen del solido acotado por el frente y por la
parte posterior por los planos x = *7/3, a los lados de los cilindros
y = = sec x, arriba por el cilindro z = 1 + 2, y abajo por el plano xy.

En los ejercicios 67 y 68, trace la region de integracion y el solido cuyo
volumen esta dado por la integral doble.

3 2-2¢/3 1 1
67.%% (l—gx—iy)dydx
4 rVi1e—y?
68.// V25 — x2 — y¥dxdy
0 J-V16—y?

Integrales sobre regiones no acotadas

Las integrales dobles impropias a menudo se calculan de manera similar a
las integrales impropias de una variable. La primera iteracion de las si-
guientes integrales impropias se realiza como si fueran integrales propias.
Luego se evalta una integral impropia de una sola variable tomando los
limites apropiados, como en la seccion 8.7. Evalue las integrales im-
propias de los ejercicios 69 a 72 como integrales iteradas.

0o r1
1
69. / /f —-dydx
1 et Xy

1,1/ Vi-x?
70. 2y + 1)dydx
[1 ,[1/V1—x2 Y 7

00 oo 1
o A
—o0 Joo (x* + 1)(p* + 1)

o] (o]
72. / / xe T2 g dy
0o Jo

Aproximacion de integrales con sumas finitas

En los ejercicios 73 y 74, aproxime la integral doble de f{(x, y) sobre la
region R dividida por las rectas verticales x = a y las rectas horizontales
y = c. En cada subrectangulo use (x;, y;) como se indica para su aproxi-
macion.

//f(x,y) d4 = é F O, yi) Ady

R
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73. f(x, y) = x + y sobre la region R acotada arriba por la semicir-
cunferencia y = V1 — x2 y abajo por el eje x, usando la particion
x=-1,-1/2,0,1/4,1/2,1yy =0,1/2, 1 con (x4, yx) como la es-
quina inferior izquierda en el k-ésimo subrectangulo (siempre que
el subrectangulo se encuentre dentro de R).

74. f(x, y) = x + 2y sobre la region R dentro de la circunferencia
(x — 2)> + (v — 3)? = 1 usando la particiéon x = 1, 3/2, 2, 5/2, 3,
yy =2,5/2,3,7/2, 4 con (x4, yx) como el centro (centroide) en
el k-ésimo subrectangulo (siempre que el subrectangulo se encuentre
dentro de R).

Teoria y ejemplos

75. Sector circular Integre f(x, y) = V4 — x% sobre el pequefio sector
cortado del disco x2 + y? < 4 por los rayos § = /6y 0 = /2.

76. Regién no acotada Integre f(x, y) = 1/[(x2 — x)(y — 1)2/3] sobre
el rectangulo infinito 2 = x <, 0 < y <2.

77. Cilindro no circular Un cilindro sélido recto (no circular) tiene su
base R sobre el plano xy y esta acotado por arriba por el paraboloide
z = x? + »2. El volumen del cilindro es

1 ry 2 f2-y
V= // (2 + ) dedy + // (® + y?) dx dy.
0 Jo Ji Jo

Grafique la region base R y exprese el volumen del cilindro como una
integral iterada simple con el orden de integracion invertido. Luego
evalue la integral para determinar el volumen.

78. Conversion a una integral doble Evalue la integral

2
/ (tan"'7x — tan"'x) dx.
0

(Sugerencia: Escriba el integrando como una integral).

79. Maximizar una integral doble ;Qué region R en el plano xy maxi-

miza el valor de
//(4 — X% — %) dA?
R

Justifique su respuesta.

80. Minimizar una integral doble ;Qué region R en el plano xy mini-
miza el valor de

/ (3 + 1% — 9) d4?

R
Justifique su respuesta.

81. (Es posible evaluar la integral de una funcion continua f{(x, y) sobre
una region rectangular en el plano xy y obtener respuestas diferentes
dependiendo del orden de integracion? Justifique su respuesta.

82 ;Como evaluaria la integral doble de una funcion continua f(x, y) so-
bre la region R en el plano xy encerrada por el triangulo con vértices
(0, 1),(2,0)y (1, 2)? Justifique su respuesta.

83. Region no acotada Pruebe que

0 00 b b
// eﬂ‘z*ydxdy* lim//ei‘z*yzdxdy
—00,] —00 b— [y Jp
00 ) 2
= 4(/ e dx) .
0
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84. Integral doble impropia Evalue la integral impropia Use el evaluador de integrales de un SAC para calcular los valores de las

1 r3 xz
// dy dx.
oJo (y— 1)

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA

Use el evaluador de integrales de un SAC para calcular los valores de las

integrales de los ejercicios 85 a 88.

3 px 1,1
85. L dy dx 86. e W) dy dx
11 Y 0.Jo

1,1 1 rVi-x?
87. / / tan 'xydydx  88. / / 3
0 .Jo -1J0

integrales de los ejercicios 89 a 94. Luego invierta el orden de integracion
y evalte otra vez.

14 319
89. / / e dx dy 90. / / x cos (y?) dy dx
0 Joy 0 Jx?
2 f4V2y 2 pd-y?
91. / / (x¥y — xpH dedy 92 / / eY dx dy
0 Jy? o Jo

2 a? 2 18
1 1
93. ———dydx 94.// — ixd
N/ 7 _ 2 XA xEy® Ly VX 42 !
1 —x" —y“dydx

15 .3 I Areas por doble integracion

En esta seccion explicaremos como usar las integrales dobles para calcular el area de regiones
acotadas en el plano y para determinar el valor promedio de una funcién de dos variables.

Area de regiones acotadas en el plano

Si consideramos la funcion f(x, y) = 1 en la definicion de la integral doble sobre una region R
de la seccion precedente, las sumas de Riemann se reducen a

S, = é:l F O, yi) A4y = é; Ady. (1)

Esto es simplemente la suma de las areas de los pequenos rectangulos de la particion de R, y
aproxima lo que llamariamos el area de R. Cuando la norma de una particion de R tiende a
cero, la altura y el ancho de todos los rectangulos de la particion tienden a cero, y la cubierta
de R es cada vez mas fina (figura 15.8). Definimos el area de R como el limite

lim S A4, = [[ a4, 2
HPH—>01;1 f // (@)

R

DEFINICION  El 4rea de una regién plana cerrada y acotada R es

o [

R

Como sucede con las demas definiciones de este capitulo, ésta se aplica a una mayor varie-
dad de regiones que la definicion anterior de 4rea con una variable, pero coinciden en regiones
en las cuales ambas se aplican. Para evaluar la integral en la definicion de area, integramos la
funcion constante f{(x, y) = 1 sobre R.

EJEMPLO 1  Calcule el 4rea de la region R acotada por y = x y y = x% en el primer
cuadrante.



0

FIGURA 15.19 Laregion del ejemplo 1.

LD

0
(b)

FIGURA 15.20 Calculamos esta area
tomando (a) dos integrales dobles si la
primera integracion se hace con respecto
a x, pero (b) solo una si la primera
integracion se hace con respecto a y
(ejemplo 2).
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Solucion  Trazamos la region (figura 15.19), tomando en cuenta las intersecciones de las cur-
vas en el origen y en (1, 1), y calculamos el area como

1 /x 1 x
A= / / dy dx = / {y} dx
0 Jx? 0 X2

1 2 371
= = (X x| 1
A(x x°) dx [2 3]0 =

Observe que la integral simple fol(x — x2) dx, obtenida al evaluar la integral iterada interior,
es la integral del area entre estas dos curvas utilizando el método de la seccion 5.6. [ |

EJEMPLO 2
y=x+2.

Calcule el 4rea de la regiéon R encerrada por la pardbola y = x2 y la recta

Solucion  Si dividimos R en las regiones R; y R,, como se muestra en la figura 15.20a, calcu-
lamos el area como

1V 4 rVy
A=//dA+//dA=// dxdy+/ dx dy.
S i 0 J-\Vy 1 Jy—2

Por otro lado, al invertir el orden de integracion (figura 15.20b) tenemos

2 x+2
A =/ / dy dx.
-1 .Jx*

Este segundo resultado, el cual requiere sdlo una integral, es mas simple y es el que mas apli-
camos en la practica. El area es

20 Jx+2 2 2 372 9
= = S, J—— = | 4 _Xx =2
A [1 [yL dx [1 (x+2—x%)dx [2 2x 3 }—1 > ]

Valor promedio

El valor promedio de una funcién integrable de una variable en un intervalo cerrado es la inte-
gral de la funcion en el intervalo dividida entre la longitud del intervalo. Para una funcién in-
tegrable de dos variables, definida en una region acotada en el plano, el valor promedio es la
integral sobre la region dividida entre el area de la region. Esto se visualiza al pensar que
la funcion proporciona la altura dada en un instante determinado del agua que chapotea en un
tanque, cuyas paredes verticales se encuentran en la frontera de la region. La altura promedio
del agua en el tanque se determina al dejar que el agua se asiente en una altura constante. Asi,
la altura es igual al volumen de agua en el tanque dividido entre el area de R. Ahora estamos
listos para definir el valor promedio de una funcién integrable f sobre una region R como
sigue:

. _ 1
Valor promedio de f sobre R = irondo R // fdA. (3)
R

Si f es la temperatura de una placa delgada que cubre a R, entonces la integral doble de f
sobre R dividida entre el area de R es la temperatura promedio de la placa. Si f(x, y) es la dis-
tancia del punto (x, y) a un punto fijo P, entonces el valor promedio de f sobre R es la distancia
promedio de los puntos de R hasta P.
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EJEMPLO 3

Solucion

Calcule el valor promedio de f(x, )
RO=x=m0=y=1.

= x cos xy sobre el rectangulo

El valor de la integral de f sobre R es

m 1 T y=1
/ / xcosxydydx = / [sen xy} dx
0 Jo 0 y=0

/ xcosxydy = senxy + C

w

=/(senx—0)dx=—cosx} =14+1=2.
0

El 4rea de R es 7. El valor promedio de f sobre R es 2 /. [ |

Ejercicios 15.3

Area mediante la integracion doble

En los ejercicios 1 a 12, trace la region acotada por las rectas y las curvas
dadas. Luego exprese el area de la regiéon como una integral doble iterada
y evalte la integral.

1. Los ejes coordenados y larectax + y = 2.
. Lasrectasx = 0,y = 2x,yy = 4.
. Lapardbolax = —y?ylarectay = x + 2.

2

3

4. Lapardbolax =y —)?ylarectay = —x.

5. Lacurvay = e*ylasrectasy = 0,x = 0,y x = In 2.
6

. Lascurvasy = Inxyy = 2 Inx y larectax = e, en el primer cua-
drante.

2

. Las pardbolasx = )2y x = 2y — 2.
8. Las pardbolasx = > — l yx = 2)% — 2.
9. Lasrectasy = x,y =x/3yy = 2.
10. Lasrectasy =1 —x,y =2ylacurvay = e*.
11. Lasrectasy = 2x,y =x/2yy =3 —x.
12. Lasrectasy =x —2yy = —xylacurvay = V.
Identificacion de la region de integracion
Las integrales y las sumas de integrales de los ejercicios 13 a 18 nos dan
las areas de regiones en el plano xy. Trace cada region, identifique cada

curva de la frontera con su ecuacion y obtenga las coordenadas de los pun-
tos donde las curvas se cortan, luego calcule el 4rea de la region.

6 2y 3 rx(2—x)
13. // dx dy 14. // dy dx
0 Jy3 0 J—x
/4 [cosx 2 fy+2
15. / / dy dx 16. // dx dy
0 senx -1Jy?
0 fl—x 2 fl—x
17. / / dy dx + / / dy dx
—1J-2x 0 J-x2
2 10 4 pVx
18. / / dy dx + / / dy dx
0 Jx’—4 0.Jo

Determinacion de valores promedio
19. Calcule el valor promedio de f{(x, y) = sen (x + y) sobre

a. elrectangulo0 =x =7, 0=y =m.
b. elrectingulo 0 =x =7, 0=y < m/2.

20. ;Qué piensa que sera mayor, el valor promedio de f(x, y) = xy sobre
el cuadrado 0 = x = 1,0 = y = 1, o el valor promedio de f sobre el
cuarto de circulo x2 + 2 < 1 en el primer cuadrante? Calctlelos para
responder.

21. Encuentre la altura promedio del paraboloide z = x% + )2 sobre el
cuadrado0 =x=2,0=y =2.

22. Determine el valor promedio de f(x, y) = 1/(xy) sobre el cuadrado
In2=x=2mh2,Inh2=y=2In2.

Teoria y ejemplos

23. Poblacién de bacterias Si f(x, ) = (10,000¢")/(1 + |x|/2) repre-
senta la “densidad de poblacion” de cierta bacteria en el plano xy,
donde x y y se miden en centimetros, calcule la poblacion total de
bacterias dentro del rectangulo =5 =x=5,-2=y=0.

24. Poblacion de una regiéon Si f(x, y) = 100 (y + 1) representa la
densidad de poblacion de una region plana de la Tierra, donde x y y
se miden en millas, obtenga el numero de personas en la region aco-
tada por las curvas x = >y x = 2y — )2

25. Temperatura promedio en Texas De acuerdo con el Almanaque
de Texas, ese estado tiene 254 condados y una estacion del Servicio
Nacional del Tiempo en cada condado. Suponga que en el tiempo #j,
cada una de las 254 estaciones registré la temperatura local. De-
termine una formula que nos dé una aproximacion razonable de la
temperatura promedio en Texas en el instante 7. Su respuesta debe
incluir informacion disponible en el Almanaque de Texas.

26. Siy = f(x) es una funcion continua no negativa sobre el intervalo ce-
rrado a = x = b, demuestre que la definicion de la integral doble del
area en la region plana cerrada, acotada por la grafica de f, las rectas
verticales x = a y x = b y el eje x, esta de acuerdo con la definicion
del area debajo de la curva de la seccion 5.3.
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15 4 | Integrales dobles en forma polar
T

Algunas veces, las integrales son mas faciles de evaluar si cambiamos a coordenadas polares.
Esta seccion describe como realizar el cambio y como evaluar integrales sobre regiones cuyas
fronteras estan dadas por ecuaciones en coordenadas polares.

Integrales en coordenadas polares

Para definir la integral doble de una funcioén sobre una regioén R en el plano xy, iniciamos di-
vidiendo a R en rectangulos cuyos lados fueran paralelos a los ejes coordenados. Esta era la
forma natural para usarlos porque sus lados tenian valores constantes, ya sea de y o de x. En
coordenadas polares, la forma natural es un “rectangulo polar”, cuyos lados tienen valores
constantes de 7y 6.

Suponga que una funcién f{(r, 0) esta definida sobre una region R acotada por los rayos
6 = ay6 = By por las curvas continuas » = g1(0) y r = g»(0). Suponga también que
0 = g1(0) = g2(0) = a para cualquier valor de 6 entre o y 3. Entonces R esta dentro de
una region con forma de abanico Q, definida por las desigualdades 0 = r <=aya =60 =< .
Observe la figura 15.21.

0=

FIGURA 15.21 Laregion R: gi(0) = r = gy(0), @« = 0 < B, esta contenida en la region con
forma de abanico Q: 0 = r =< a, « = 6§ = . La particion de Q mediante arcos de circunferencia
y rayos induce una particion de R.

Dividimos a Q con una rejilla de arcos y rayos. Los arcos se obtienen de circunferencias

con centro en el origen, con radios Ar, 2Ar, ..., mAr, donde Ar = a/m, mientras que los rayos
estan dados por
0= «, 0 =a+ A0, 0 =a + 2A6, e, 0=a+mAO = p,

donde AG = (B — a)/m’. Los arcos y rayos dividen a Q en pequefios parches llamados “rec-
tangulos polares”.

Numeramos los rectangulos polares que estan dentro de R (sin importar el orden), 1la-
mando a sus areas A4, AA4,, ..., AA4,. Sea (4, 6;) cualquier punto en el rectangulo polar cuya
area es AAy. Luego formamos la suma

n

Sy = > flre 01) A4y
=1
Si f es continua en R, esta suma tiende a un limite cuando refinamos la rejilla para hacer que
Ary A6 tiendan a cero. El limite se conoce como la integral doble de f sobre R. En simbolos
tenemos

lim S, = / £(r, 0) dA.

n—>00
R



854

(3
2

Sector pequefio
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FIGURA 15.22
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Sector grande

La observacion de que

area del sec- )

area del sec-
AAk = L, - , ~
tor mas grande tor mas pequefia

nos conduce a la formula A4, = r; ArA6.

y
2 x2+y2=4
R
V2 y=\f2 (\/i\@)
B X
(a)
y

Saleenr =2

\ L
2
A
rsen0:y:\/§

o

r=V2csch Entraen r = V2 csc 0
\0
0 x
(b)
y
/El 6 maximo es g
L
2 //y =x
R s
V2 >
7/
7
7
.~ El 6 minimo es ©
//\/ 4
x
0

FIGURA 15.23

(©)

Determinacion de los

limites de integracion en coordenadas

polares.

Para evaluar este limite, primero tenemos que escribir la suma S, de forma que exprese
a AAj en términos de Ar y Af. Por conveniencia, elegimos a r; como el promedio de los ra-
dios de los arcos interno y externo que acotan al k-ésimo rectangulo polar A4y. Asi, el radio
del arco interno que acota a A4y es r, — (Ar/2) (figura 15.22) y el radio del arco externo es
e + (Ar/2).

El area de un sector en forma de cufia en un circulo que tiene radio » y angulo 6 es

_1,.
4=36 2,

como se aprecia, si se multiplica el 4rea del circulo 772, por /2, es decir, la fraccion del
area del circulo contenido en la cufia. De esta forma, las areas de los sectores circulares subten-
didos por estos arcos en el origen son

Radio interior: L rr — Ar ’ A6
2 2
2
Radio exterior: % (rk + %) A6.

Por lo tanto,

AAj = area del sector grande — area del sector pequeiio

A Ar\’ Ar)]_ A
=) (-3 =Y —narse

Al combinar este resultado con la suma que define a S, nos da

S,, = E f(l”k, Ok)rk Ar A6.
k=1

Cuando n — o y los valores de Ar y Af tienden a cero, estas sumas convergen a la integral

doble
lim S, = //f(r, 0) rdrdo.
n—>00
R

Una version del teorema de Fubini dice que el limite aproximado por estas sumas puede eva-
luarse por integraciones sencillas repetidas con respecto a » 'y § como

[was= [

R

f(r,0)rdrdo.

r=g(6)
)

r=gi(0

Determinacion de los limites de integracion

El procedimiento para calcular los limites de integracion en coordenadas rectangulares fun-
ciona para las coordenadas polares. Para evaluar j] r f(r,0) dA sobre una region R en coor-
denadas polares integrando primero con respecto a 'y luego con respecto a 6, se realizan los
siguientes pasos.

1.  Elabore un bosquejo. Elabore un bosquejo de la region y marque las curvas de la frontera
(figura 15.23a).

2. Determine los limites de integracion en r. Imagine un rayo L que parte del origen y que
corta a R en la direccion creciente de ». Marque los valores de » donde L entra y sale de R.
Estos son los limites de integracion en r. Estos limites por lo general dependen del angulo
0 que forma L con el semieje positivo x (figura 15.23b).

3. Determine los limites de integracion en 6. Obtenga los valores minimo y maximo de 6 que
acotan a R. Estos son los limites de integracion en 6 (figura 15.23c¢). La integral iterada

polar es
//f(r, 0) d4 =
R

0=m/2 [r=2
(r,0) rdrde.
r=\2cscf f

0=m/4



y
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2 r=1+cos @
D) . 2 .
V L
g=_T Entra Sale en
2 en r=1+cosf
r=1

FIGURA 15.24

limites de integracion en coordenadas polares

Determinacion de los

para la region del ejemplo 1.

Area diferencial en coordenadas polares

dA = rdrdb

Entra en
r=0

FIGURA 15.25

7™

AN 2 =4 cos 20
_m

4

Para integrar sobre

la region sombreada, variamos 7 de 0 a

V4cos20y 0 de0am/4 (ejemplo 2).
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EJEMPLO 1 Determine los limites de integracion para integrar f(r, 6) sobre la region R que
esta dentro de la cardioide » = 1 + cos 6 y fuera de la circunferencia r = 1.

Solucion
1. Primero trazamos la region y marcamos las curvas frontera (figura 15.24).

2. En seguida obtenemos los limites de integracion en r. Un rayo tipico que sale del origen
entra a R cuando » = 1 y sale cuando » = 1 + cos 6.

3. Al final, encontramos los /imites de integracion en 6. Los rayos desde el origen que cortan
a R varian desde 6 = —/2 hasta 6 = 7r/2. La integral es

7/2 [ 1+cos6
/ / f(r,0)rdrde. [ |
-m/2J1

Si f(r, 6) es una funcidn constante cuyo valor es 1, entonces la integral de f sobre R es el
area de R.

Area en coordenadas polares
El area de una region cerrada y acotada R en el plano de coordenadas polares es

A= //rdrd@.

R

Esta formula del area es congruente con todas las formulas anteriores, no obstante, no lo
demostraremos.

EJEMPLO 2 Obtenga el drea encerrada en la lemniscata > = 4 cos 26.

Solucion  Graficamos la lemniscata para determinar los limites de integracion (figura 15.25)
y vemos, a partir de la simetria de la region, que el area total es cuatro veces la porcion del pri-
mer cuadrante.

7/4 [V 4cos26 /4 l’2 r=V 4 cos 260
A=4/ / rdrd0=4/ {2} de
0 0 0 r=0

/4

/4
=4/ 200s20d0=4sen20} = 4. -
0 0

Cambio de integrales cartesianas a integrales polares

El procedimiento para cambiar una integral cartesiana ff 2 f(x, ) dx dy a una integral polar
implica dos pasos. Primero, en la integral cartesiana se sustituye x = rcos § yy = rsen 6,y
remplazamos dx dy por r dr df. Luego, obtenemos los limites de integracion de ambas coorde-
nadas polares para la frontera de R. La integral cartesiana se convierte entonces en

//f(x,y) dxdy=//f(rcos6,rsen0)rdrd0,
G

R

donde G representa la misma region de integracion descrita ahora en coordenadas polares.
Esto es como el método de sustitucion del capitulo 5, excepto que ahora se sustituyen dos va-
riables en vez de una. Observe que el area diferencial dx dy no se sustituye por dr df, sino por
rdr df. En la seccion 15.8 estudiaremos de manera mas general los cambios de variables (sus-
tituciones) en integrales multiples.
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FIGURA 15.26 Laregion semicircular del
ejemplo 3 es la region

0=r=1 0=6=<m

FIGURA 15.27 Laregion solida del
ejemplo 5.

EJEMPLO 3 Evaltie

// & dy dx,

R

donde R es la region semicircular acotada por el eje x y la curvay = V1 — x* (figura 15.26).

Solucion  En coordenadas cartesianas, la integral en cuestion es una integral facil no elemen-
tal y no existe un modo directo para integrar ¢~ con respecto a x 0 a y. Sin embargo, esta
integral y otras similares son importantes en matematicas (en estadistica, por ejemplo), asi
que necesitamos encontrar una manera de evaluarlas. Las coordenadas polares nos ayudan en
este caso. Al sustituir x = r cos 6, y = r sen 6, y remplazar dy dx por r dr df, estamos en condi-
ciones de evaluar la integral de la siguiente manera

T 1 T 1
// &t dy dx = / / ¢ rdrdd = / B e’ﬂ de
0 Jo 0 0

R

_ (7L, _ — T
—l 2(e 1)d9—2(e 1).

La r en r dr df era justo lo que necesitibamos para integrar €. Sin esto, no hubiéramos podido
obtener con facilidad la antiderivada para la primera integral iterada (la mas interna). [ |

EJEMPLO 4  Evalte la integral

1 rVi-x?
/ / (x* + y?) dy dx.
o Jo

Solucion  La integracion con respecto a y nos da

232
[ (#vime - 00,
0

3

una integral dificil de evaluar sin tablas.

Las cosas mejoran si cambiamos la integral original a coordenadas polares. La region de
integracién en coordenadas cartesianas esta dada por las desigualdades 0 = y = V1 — ¥’y
0 =< x = 1, lo que corresponde al interior de un cuarto del circulo unitario x> + y2 = 1 en el
primer cuadrante. (Observe el primer cuadrante de la figura 15.26). Al sustituir las coordena-
das polares x = rcos 0,y =rsen 6,0 <=0 =7/2y 0 =r = 1, y remplazar dx dy por r dr do
en la integral doble, obtenemos

1 Vi1-2 w2 1
// (x2+y2)dydx=/ /(rz)rdrde
0 JOo 0 0
w2 [ 47r=1 /2
7 1 T
= ~| o= —do = —.
[ ST

(Por qué la transformacion a coordenadas polares es tan efectiva aqui? Una razén es que
x2 + y2 se simplifica a 2. Otra es que los limites de integracion se vuelven constantes. [ |

EJEMPLO 5  Determine el volumen de la region solida limitada arriba por el paraboloide
z =9 — x2 — y2 y abajo por el circulo unitario en el plano xy.

Solucion  La region de integracion R es el circulo unitario x2 + y2 = 1, el cual se describe en
coordenadas polares por » = 1, 0 = § = 27r. La region solida se representa en la figura 15.27.
El volumen esta dado por la integral doble
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//(9—x2—y2)dA=/2w/](9—rz)rdrd6
0o Jo

R
27 1
= / / (97 — ) dr do
0 0
27 r=1
9 1
22— 4 do
\/0 l:z 4 r=0

17 [* 17

To dGZT. |

EJEMPLO 6  Usando integracion polar, calcule el area de la region R en el plano xy encerrada
en la circunferencia x2 + y2 = 4, arriba de la recta y = 1, y abajo de la recta y = V/3x.

Solucion  En la figura 15.28 se presenta una grafica de la region R. Observe primero que la
recta y = V/3x tiene una pendiente V'3 = tan 6, de manera que = 7 /3. En seguida observe
que la recta y = 1 interseca a la circunferencia x2 + y2 = 4 cuando x2 + 1 = 4, 0x = V3.
Atln més, la recta radial desde el origen que pasa por el punto (V/3, 1) tiene una pendien-
te 1/V/3 = tan 0 con un angulo de inclinacién = /6. Esta informacién se muestra en la
figura 15.28.

Ahora, para la region R, cuando 6 varia de 7/6 a /3, la coordenada polar r varia desde
la recta horizontal y = 1 hasta el circulo x? + y? = 4. Al sustituir 7 sen 6 por y en la ecua-
cién para la recta horizontal, tenemos que 7 sen § = 1, o » = csc 6, la cual es la ecuacion polar

( %i 2+yr=4 de la recta. La ecuacion polar de la circunferencia es » = 2. De esta forma, en coordenadas
6 1| polares, para /6 = 0 = /3, r varia de = csc 0 a r = 2. Se deduce que la integral iterada del
0 1 2 area nos da
FIGURA 15.28 Laregion Ren el
j lo 6. w/3 2
[[ar=["[ v
/6 Jcsc O
R
/3 1 r=2
N
/6 2 r=csc 6
/3 1
= = [4 — csc? 6] do
2
/6
3
= %[49 + cot 0]:;6
1 (4 1 1[4 T —\V3
=\ +—=]-5l—+ =—
2 ( 3 w) 2( 6 W) 3 8
Ejercicios 15.4
Regiones en coordenadas polares 3 4
En los ejercicios 1 a 8, describa, en coordenadas polares, la region dada. y y
1. 2. !
y y Var
2 4
I I x
-1 0 1
1 '\ X
0 1
0 9 " ol / PR
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5 6.

y y

)
2

X
1\ o] 1 2
X

0 1 2V3

oL

7. La region encerrada por el circulo x? + 2 = 2x.

8. La region encerrada por el semicirculo x2 4+ 32 = 2y, y = 0.

Evaluacion de integrales polares
En los ejercicios 9 a 22, cambie la integral cartesiana por una integral
polar equivalente. Luego evalue la integral polar.

1 rVi-x? 1 rVi—y?
9. // dy dx 10.// (x* + yH) dxdy
-1Jo 0 Jo
2 Va—y? a N2
11. (x2 +yH dxd 12.// dy dx
LI wemaa o [ [
6 [y 2 fx
13. //xdxdy 14.//ydydx
0Jo 0 Jo
\/3 X 2 y
15./ / dy dx 16./ / dx dy
1 1 V2 JVa=y2?
0 [0 2
17. ——F————dydx
[1 [W—le + Vx2 +y?
1 Vi-x? P
18. 5 dydx
[1 [Vl—xz (1 + x2 + y?)? Y
In2 V(n2)*—y? —
19./ / eV dx dy
o Jo
1 rVi1-y? 5 )
20. In (x~ + + 1)dxd
[1 ZV1—y2 ( g i’

1 rVa—x?
21. / / (x + 2y) dydx
0 Jx

2 \V2x—x? 1
22. ——dyd.
/‘/0 2 + 2 Ly ax

En los ejercicios 23 a 26, grafique la region de integracion y convierta
cada integral o suma de integrales a una integral o suma de integrales
cartesianas. No evalue las integrales.

/2 1
23. / / 7 sen 6 cos 0 dr d
0 0
7/2  [cscf
24, / 72 cos 0 dr df
/6 J1
/4 2 sec
25. / / 7 sen’ 6 dr do
0 0
tan '3 P3secd 7/2 4csch
26. / / ¥ drdf + / / ¥ dr df
0 0 tan™'$.J0

Calculo de areas en coordenadas polares
27. Calcule el area de la region cortada en el primer cuadrante por la
curva r = 2(2 — sen 20)!/2.

28. Cardioide traslapada con una circunferencia Obtenga el area de
la region que se encuentra dentro de la cardioide » = 1 + cos 0 y
fuera de la circunferencia » = 1.

29. El pétalo de una rosa Obtenga el area encerrada en el pétalo de
una rosa » = 12 cos 36.

30. Concha de caracol Obtenga el area de la region encerrada por
el eje positivo x y la espiral » = 40/3, 0 = 6 < 277. La region parece
una concha de caracol.

31. Cardioide en el primer cuadrante Encuentre el drea de la region
cortada en el primer cuadrante por la cardioide » = 1 + sen 6.

32. Cardioides traslapadas Obtenga el area de la region comun a los
interiores de las cardioides 7 = 1 + cos@yr =1 — cos 6.

Valores promedio
En coordenadas polares, el valor promedio de una funcion sobre una re-
gion R (seccion 15.3) esta dado por

1
Er— 0) rdrdo.
Area(R) [/f(r, yrr

33. Altura promedio de un hemisferio Determine la altura prome-
dio de la superficie hemisférica z = Va? — x> — y? sobre el disco
x* +y* = d? enel plano xy.

34. Altura promedio de un cono Encuentre la altura promedio del
cono (sencillo) z = Vx% + y? sobre el disco x> + y> = a2 en el
plano xy.

35. Distancia promedio del interior de un disco al centro Obtenga la
distancia promedio desde un punto P(x, y) del disco x2 + y* = a2
hasta el origen.

36. Cuadrado de la distancia promedio de un punto en un disco a un
punto en su frontera Obtenga el valor promedio del cuadrado de
la distancia de un punto P(x, y) en el disco x? + y? < 1 hasta el punto
frontera A(1, 0).

Teoria y ejemplos

37. Conversion a una integral polar Integre f(x, y) =
[In (x* + %))/ Vx? + )7 sobre laregion 1 =< x2 +)2 <e.

38. Conversion a una integral polar Integre f(x, y) =
[In (x* + 3*)]/(x® + )?) sobre la regién 1 =< x2 + 2 < e2.

39. Volumen de un cilindro recto no circular La region que se en-
cuentra dentro de la cardioide » = 1 + cos 0 y afuera de la circunfe-
rencia 7 = 1 es la base de un cilindro recto sélido. La parte superior
del cilindro esta en el plano z = x. Determine el volumen del cilindro.

40. Volumen de un cilindro recto no circular La region encerrada por
la lemniscata 72 = 2 cos 26 es la base de un cilindro recto sélido, cuya
parte superior estd acotada por la esfera z = V2 — /2. Obtenga el
volumen del cilindro.

41. Conversion a integrales polares
a. La manera usual de evaluar la integral impropia / = j;)oo e dx

es calcular primero su cuadrado:

P?= (/ e dx)(/ efyzdy) =/ / e &) dx dy.
0 0 o Jo

Evalue la ultima integral usando coordenadas polares y despeje /
de la ecuacion resultante.
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b. Evalte 46. Area Suponga que el area de una region en el plano con coordena-
das polares es

Y 2e" 3m/4 f2send
li f(x) = i dt. m sen
i erf(x) = lim | Vo A= / r dr db.
7/4  Jescl
42. Conversion a una integral polar Evalue la integral Grafique la region y obtenga su area.
(o] [o¢]
/ / I S EXPLORACIONES CON COMPUTADORA
o Jo (14 x>+ )77 En los ejercicios 47 a 50, use un SAC para cambiar las integrales carte-

sianas en una integral polar equivalente y evalue la integral polar. Ejecute
43. Existencia Integre la funcion f(x, y) = 1/(1 — x* — )?) sobre el los siguientes pasos en cada ejercicio.
disco x¥* + y? = 3/4. ;Existe la integral de f(x, y) sobre el disco

s o . a. Trace la region cartesiana de integracion en el plano xy.
x? + y? = 1? Justifique su respuesta.

b. Cambie cada curva de la frontera de la region cartesiana del
inciso (a) por su representacion polar, determinando ry 0
a partir de la ecuacion cartesiana.

44. Formula del area en coordenadas polares Use la integral doble
en coordenadas polares para deducir la formula

Bq c. Use los resultados del inciso (b), para trazar la region polar
A= | —r*do . -
= P de integracion en el plano 6.

d. Cambie el integrando de coordenadas cartesianas a polares.
para el drea de la region en forma de abanico entre el origen y la Determine los limites de integracion a partir de su grafica del
curva polar r = f(6), « = 0 = B. inciso (c) y evalue la integral polar usando la herramienta

45. Distancia promedio a un punto dado dentro de un disco Sea P, de integracion del programa de dlgebra por computadora.
un punto dentro de un circulo de radio a, y sea 4 la distancia desde ey L2
Py hasta el centro del circulo. Sea d la distancia desde un punto 47. / / ﬁdy dx 48. / / ﬁdy dx
0oJx X*+y 0Jo x"+ty

cualquiera P hasta Pj. Obtenga el valor promedio de d, sobre la
region encerrada en el circulo. (Sugerencia: Simplifique su trabajo

: . 1 y3 12—
colocando el centro del circulo en el origen y Py sobre el eje x). 49. / / oy dx dy 50. / y\ /X + ydxdy
0.J- 0.Jy

W5 VP + > y

15 5 | Integrales triples en coordenadas rectangulares
|

Asi como las integrales dobles nos permiten tratar con situaciones mas generales que las in-
tegrales simples, las integrales triples nos permiten resolver problemas atin mas generales.
Usamos las integrales triples para calcular los volimenes de formas tridimensionales y el valor
promedio de una funcién sobre una region tridimensional. Las integrales triples también se
usan en el estudio de campos vectoriales y el flujo de fluidos en tres dimensiones, como vere-
mos en el capitulo 16.

Integrales triples

—_—

Si F(x, y, z) es una funcion definida en una region cerrada D y acotada en el espacio, como la
G Yo 20) region ocupada por una bola sélida o un monton de arcilla, entonces la integral de F sobre D se
define de la siguiente manera. Partimos una region en forma de caja rectangular que contiene
a D en celdas rectangulares mediante planos paralelos a los ejes coordenados (figura 15.29).
Numeramos las celdas que estan dentro de D desde 1 hasta n en algin orden, donde la k-ésima
celda tiene las dimensiones Ax; por Ay, por Az, y un volumen AV = Ax;Ay;Az;. Seleccio-
namos un punto (xx, Vi, zx) en cada celda y formamos la suma

/

n
* —, Sy = > Floxg vis 21) AV (1)
=
FIGURA 15.29 Particion de un solido con
celdas ctbicas de volumen AV Estamos interesados en lo que pasa cuando D se parte en celdas cada vez mas pequeiias,

de manera que Axy, Ay, Az, y la norma de la particién |P|, el valor maximo entre Axy, Ayy,
Az tienden a cero. Cuando se obtiene un unico valor limite, sin importar la forma de elegir las
particiones y puntos (xx, i, zx), decimos que F es integrable sobre D. Como antes, se demues-
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tra que cuando F es continua y la superficie de la frontera de D estd formada por un numero
finito de superficies regulares unidas a lo largo de un niimero finito de curvas regulares, en-
tonces F es integrable. Cuando ||P| — 0 y el nimero de celdas » tiende a %, las sumas S, tien-
den a un limite. Llamamos a este limite la integral triple de F sobre D y la escribimos como

lim S, = WF(x, y,z)dV 0 lim S, = ///F(x, v,z) dx dy dz.
n—00 lP[—0
D D

Las regiones D sobre las que las funciones continuas son integrables, son aquellas que tienen
fronteras “razonablemente suaves”.

Volumen de una region en el espacio

Si F es una funcion constante cuyo valor es 1, entonces las sumas de la ecuacion (1) se reducen a
Sn = 2 F(xk,yk,zk) AVk = 21 ° AVk = E AVk

Cuando Axy, Ay, y Az tienden a cero, las celdas AV se hacen cada vez mas pequefias y mas
numerosas, y cubren una parte cada vez mayor de D. Por lo tanto, definimos el volumen de D

como la integral triple
n
lim > AV, = //dV.
n—00 =1

D

DEFINICION  El volumen de una region cerrada D y acotada en el espacio es

v= ] av

D

Esta definicion concuerda con nuestras definiciones anteriores de volumen; no obstante, omi-
tiremos la verificacion de este hecho. Como veremos en un momento, esta integral nos facilita
el calculo de volimenes de sdlidos encerrados por superficies curvas.

Calculo de limites de integracion en el orden dz dy dx

Para evaluar una integral triple aplicamos una version tridimensional del teorema de Fubini
(seccion 15.2) para obtenerla por medio de tres iteraciones simples. Como en las integrales
dobles, existe un procedimiento geométrico para calcular los limites de integracion para estas

integrales simples.
Para evaluar

// F(x,y,z)dV

D

sobre una region D, integramos primero con respecto a z, luego con respecto a y, y al final con
respecto a x. (Usted podria elegir un orden diferente de integracion, pero el procedimiento es
similar, como se ilustra en el ejemplo 2).

1.  Elabore un bosquejo. Trace la region D junto con su “sombra” R (proyeccion vertical) sobre
el plano xy. Marque las superficies de las fronteras superior e inferior de la region D y las
curvas de las fronteras superior e inferior de R.
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.=y

z=filx,y)

y =&

2. Determine los limites de integracion en z. Trace una recta M, paralela al eje z, que pase por
un punto tipico (x, y) en R. Cuando z crece, M entraa D enz = f1(x, y) y saleenz = f(x, y).
Estos son los limites de integracion en z.

Sale en
7= frxy)

Entra en

z=fi(x,y)

L

= g(x)
o« V=g

3. Determine los limites de integracion en y. Dibuje una recta L paralela al eje y que pase por
(x,y). Cuando y crece, L entraa R en y = gj(x) y sale en y = g»(x). Estos son los limites de
integracion en y.

Entra en
Y = gx)
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4. Determine los limites de integracion en x. Seleccione los limites en x que incluyan todas
las rectas paralelas al eje y que pasen por R (x = a 'y x = b en la figura anterior). Estos
son los limites de integracion en x. La integral es

y=g(x) fz=fax,y)
/ / / F(x,y,z)dzdy dx.
y=gi(x) filx,y)

Siga procedimientos similares si cambia el orden de integracion. La “sombra” de la re-
gion D se encuentra en el plano de las dos tltimas variables con respecto a las que se rea-
liza la integracion iterada.

El procedimiento anterior se aplica siempre que una region sélida D esté acotada por arri-
ba y por abajo por una superficie, y cuando la “sombra” de la region R esté acotada por una
curva superior y una inferior. No se aplica para regiones con agujeros que las atraviesan, si
bien algunas veces estas regiones se subdividen en regiones mas simples para las cuales si se
aplica el procedimiento.

EJEMPLO 1 Calcule el volumen de la regién D encerrada entre las superficies z = x2 + 3y?2

yz=8—x2—y%
Vo= ///dzdydx,
D

la integral de F(x, y, z) = 1 sobre D. Para obtener los limites de integracion y evaluar la in-
tegral, primero graficamos la region. Las superficies (figura 15.30) se cortan en el cilindro
eliptico x2 + 3y2 =8 — x2 — y2 0 x2 + 2y2 = 4,z > 0. La frontera de la regién R, la pro-
yeccion de D sobre el plano xy, es una elipse con la misma ecuacioén: x2 + 2y2 = 4. La fron-
tera “superior” de R es la curva y = V(4 — x?)/2. La frontera inferior es la curva
y=-V{4 - x?)/2.

Ahora determinamos los limites de integracion en z. La recta M, paralela al eje z, que pasa
por un punto tipico (x, y) en R, entraa D enz = x? + 3y?ysaleenz = 8 — x2 — 2.

Solucion  El volumen es

M z

Sale en
z=8—x>—y

2

z=8—x2—y2

La curva de interseccion

°
CN(2.0.4)
\
\
2,0,4) e=at+ 3yt
Entra en
z=x*+ 3y2
Entra en 4 (=2,0,0)
y=-V(4—x?)/2 —
(2,0,0) x2+2y2=4
X /
Sale en L y

= V4 - x»2

FIGURA 15.30 EI volumen de la region encerrada por dos paraboloides,
calculado en el ejemplo 1.
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x+z=1 D _
Y
R
______________ ©.1,0
] —OT M
(x,2)
x Sale en
Entra en y=
y=x+2

FIGURA 15.31 Determinacion de los
limites de integracion para la evaluacion
de la integral triple de una funcion definida
sobre el tetraedro D (ejemplos 2 y 3).
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En seguida obtenemos los limites de integracion en y. La recta L, paralela al eje y que pasa
por (x,y)entraaReny = —\V (4 — x*)/2ysaleeny = V(4 — x%)/2.

Por tltimo, hallamos los limites de integracion en x. Cuando L barre R, el valor de x varia
dex = —2en(—2,0,0)hastax = 2en (2,0, 0). El volumen de la region D es

V= /// dz dy dx
V-2 [8-x*—y?
/ / dz dy dx
V(4—x? x2+3y?

(4x
(8 — 2x2 — 4y?) dy dx
//\/4):2)/ Y 4

5 ﬂ 3 y:\/(4—x2)/2
= (8 — 2x°)y — 3V dx
) y=*\/m

32
=/ 28 — 2x2), |4 2"2 % > >dx
/ /
LB 35 o 5o

= 8w \/5 Después de integrar con la sustitucion x = 2 sen u |

En el siguiente ejemplo proyectamos D sobre el plano xz, en vez de hacerlo sobre el
plano xy, para mostrar como usar un orden distinto de integracion.

EJEMPLO 2 Establezca los limites de integracion para la evaluacion de la integral triple de la
funcion F(x, y, z) sobre el tetraedro D con vértices en (0, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 0) y (0, 1, 1).
Aplique el orden de integracion dy dz dx.

Solucion  Trazamos D junto con su “sombra” R en el plano xz (figura 15.31). La frontera
superior (a la derecha) de D se encuentra en el plano y = 1. La frontera inferior (a la izquierda)
se encuentra en el plano y = x + z. La frontera superior de R es larectaz = 1 — x y la frontera
inferior es la rectaz = 0.

Primero obtenemos los limites de integracion en y. La recta paralela al eje y que pasa por
un punto tipico (x,z)en RentraaDeny =x + zysaleeny = 1.

Luego, obtenemos los limites de integracion en z. La recta L paralela al eje z que pasa
por(x,z)entraaRenz=0ysaleenz=1—x.

Finalmente, encontramos los limites de integracion en x. Cuando L barre R, el valor de x
varia desde x = 0 hasta x = 1. La integral es

1 fl=x f1
/ / / F(x,y, z) dy dz dx. [ |
0 .Jo x+z

EJEMPLO 3 Integre F(x, y, z) = 1 sobre el tetraedro D del ejemplo 2 en el orden dz dy dkx,
y luego integre en el orden dy dz dx.

Solucion  Primero hallamos los limites de integracion en z. Una recta paralela al eje z que
pasa por un punto tipico (x, y) en la sombra del plano xy entra al tetraedro en z = 0 y sale por
el plano superior donde z = y — x (figura 15.32).

Después, obtenemos los limites de integracion en y. En el plano xy donde z = 0, el lado
inclinado del tetraedro cruza el plano a lo largo de la recta y = x. Una recta L paralela al eje y
que pasa por (x, y) entra a la sombra en el plano xy en y = x y sale en y = 1 (figura 15.32).
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FIGURA 15.32 El tetraedro del ejemplo 3
muestra como se obtienen los limites de
integracion en el orden dz dy dx.

Por ultimo, determinamos los limites de integracion en x. Cuando la recta L paralela al
eje y del paso anterior barre la sombra, el valor de x varia desde x = 0 hasta x = 1 en el punto
(1, 1, 0). (Véase la figura 15.32). La integral es

1,1 fy—x
/ / / F(x, y, z) dz dy dx.
0 Jx JO

Por ejemplo, si F(x, y, z) = 1, hallariamos que el volumen del tetraedro es

1 1 fy—x
V=/// dz dy dx
0 Jx JO
1,1
= // (y — x)dydx
0 Jx
1|:1 :|y1
= —y? —x dx
A 2 7 y=x

Obtenemos el mismo resultado integrando en el orden dy dz dx. A partir del ejemplo 2,

1 fl—x r1
Vo= // / dy dz dx
0 Jo x+z
1 1—x
=// (1 —x —z)dzdx
0o Jo
3 1 |:1 1 2:|zl—)cd
—A ( X)z 77 - x
! 1
/ {(1 ) e ! —x)z}dx
0 2

1! )
=§A (1 — x)“dx

- —a —x)ﬂ - =

1
0
Valor promedio de una funcion en el espacio
El valor promedio de una funcion F sobre una region D en el espacio se define por la férmula

Valor promedio de F sobre D = SR — /// Fdrv. (2)

volumen de D
D

Por ejemplo, si F(x, y,z) = Vx? + y* + 22, entonces el valor promedio de F sobre D es la
distancia promedio de los puntos en D desde el origen. Si F(x, y, z) es la temperatura en (x, y, z)
sobre un sélido que ocupa una region D en el espacio, entonces el valor promedio de F sobre D
es la temperatura promedio del sélido.
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FIGURA 15.33 Laregion de integracion
del ejemplo 4.
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15.5 Integrales triples en coordenadas rectangulares

EJEMPLO 4  Determine el valor promedio de F(x, y, z) = xyz sobre la region ctibica D aco-
tada por los planos coordenados y los planos x = 2, y = 2 y z = 2 en el primer octante.

Solucion  Trazamos el cubo con suficiente detalle para mostrar los limites de integracion (fi-
gura 15.33). Luego, usamos la ecuacion 2 para calcular el valor promedio de F sobre el cubo.
El volumen de la region D es (2)(2)(2) = 8. El valor de la integral de F sobre el cubo es

2 2 2 20202 P2 2 2
///xyzdxdydz=// [yz} dydz=//2yzdydz
0 .Jo Jo 0oJo L27 li=o 0 .Jo
2 y=2 2 2
=/ [yzz} dz = / 4z dz = [222} = 8.
0 y=0 0 0

Con estos valores, la ecuacion (2) nos da

m///xyde= <%>(8) = 1.

cubo

Valor promedio de _
xyz sobre el cubo

En la evaluacion de la integral, seleccionamos el orden dx dy dz, pero cualquiera de otros cinco
ordenes posibles servirian también. [ |
Propiedades de las integrales triples

Las integrales triples tienen las mismas propiedades algebraicas que las integrales dobles y sim-
ples. Solo se sustituyen las integrales dobles de las cuatro propiedades dadas en la seccion 15.2,

pagina 846, por las integrales triples.

Ejercicios 15.5

Evaluacion de integrales triples con diferentes ordenes

de
1.

. Volumen encerrado por paraboloides

iteracion
Evalte la integral del ejemplo 2 tomando F(x, y, z) = 1 para calcular
el volumen del tetraedro en el orden dz dx dy.

. Volumen de un sélido rectangular Escriba seis diferentes integra-

les triples iteradas para el volumen del s6lido rectangular en el primer
octante acotado por los planos coordenados y los planosx = 1,y = 2
y z = 3. Evalte una de las integrales.

. Volumen de un tetraedro Escriba seis diferentes integrales triples

iteradas para el volumen del tetraedro determinado en el primer oc-
tante por el plano 6x + 3y + 2z = 6. Evalte una de las integrales.

. Volumen de un sélido Escriba seis diferentes integrales triples ite-

radas para el volumen de la region en el primer octante acotada por el
cilindro x2 + z2 = 4 y el plano y = 3. Eval(e una de las integrales.

Sea D la region acotada
por los paraboloides z = 8 — x2 — y2y z = x2 + 2. Escriba seis di-
ferentes integrales triples iteradas para el volumen de D. Evaliie una
de las integrales.

. Volumen dentro de un paraboloide debajo de un plano Sea D

la region acotada por el paraboloide z = x2 4+ y? y el plano z = 2y.
Escriba integrales triples iteradas en el orden dz dx dy y dz dy dx
que nos den el volumen de la region D. No evalte las integrales.

Evaluacion de integrales triples iteradas
Evalue las integrales de los ejercicios 7 a 20.

7

8

10

12

13

15

17

18

11l
. /// (® + y* + 22 dz dy dx
0.Jo Jo
\/2 3y 8—)c2—y2 e [ ré 1
. dz dx d 9. —dxdydz
Lol L e o [ G
1 £3-3x f3-3x—y 7/6 1 13
. // / dz dy dx 11. / // ysenzdxdydz
0 Jo 0 0o JoJ=2
1 12
.///(x+y+z)dydxdz
-1Jo Jo
3 V-2 V912 2 rVa—y? r2x+y
. / / / dzdydx 14. / / / dz dx dy
0.Jo 0 0 J-V4a—y?Jo
1 f2=x f2—x—y 1 f1—x? 47xzfy
. // / dz dy dx 16. // / x dz dy dx
0 Jo 0 0 Jo 3
. / / / cos(u + v + w)dudvdw (espacio uvw)
o Jo Jo

LpVere  (Ing?
X se’ Inr 7 dt dr ds
0.J1 1

(espacio rst)
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7/4 flnsecv [2f
19. / / / e dxdtdv (espacio tux)
o Jo —o0

7 12 NVa—g? q
20. / / / dp dq dr (espacio pqr)
o Jo Jo r+1

Determinacion de integrales iteradas equivalentes
21. La siguiente es la region de integracion de la integral

1 r1opl-y
/ / / dz dy dx.
-1.Jx* Jo
z

Parte superior: y +z =1

(-1,1,0)

y
X (1, 1,0)
Replantee la integral como una integral iterada equivalente en el
orden:
a. dydzdx b. dy dx dz
c. dxdydz d. dx dzdy
e. dzdxdy.

22. La siguiente es la region de integracion de la integral

1o ry?
/// dz dy dx.

0.J-1.Jo
z

0,-1,1)

Replantee la integral como una integral iterada equivalente en el orden

a. dydzdx b. dy dx dz
c. dxdydz d. dx dzdy
e. dzdxdy.

Calculo de voliimenes usando integrales triples
Calcule los volimenes de las regiones de los ejercicios 23 a 36.

23. La region entre el cilindro z = 3? y el plano xy que estd acotada por
losplanosx =0, x =1,y = —1,y = 1.

Z

24. Laregion del primer octante acotada por los planos coordenados y los
planosx +z =1,y + 2z = 2.

z
y
X
25. La region del primer octante acotada por los planos coordenados, el
plano y + z = 2 y el cilindro x = 4 — )2,

Z
‘ |
X

26. La cufia definida en el cilindro x2 + y* = 1 por los planos z = —y
yz=0.

27. El tetraedro del primer octante acotado por los planos coordenados y
el plano que pasa por (1, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, 0, 3).
z

(1,0,0)

X

28. La region del primer octante acotada por los planos coordenados, el
plano y = 1 — x y la superficie z = cos (7x/2),0 = x = 1.

Z

/A



29. La regién comun a los interiores de los cilindros x> + 32 = 1y
x? + z2 = 1, cuya octava parte se muestra en la siguiente figura.

|

30. La region del primer octante acotada por los planos coordenados y la
superficiez = 4 — x2 — y.

31. La region del primer octante acotada por los planos coordenados, el
plano x + y = 4 y el cilindro y*> + 4z%> = 16.

X

32. La regién cortada en el cilindro x2 + y2 = 4 por el plano z = 0 y el
plano x + z = 3.
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33. La region del primer octante entre los planos x + y + 2z = 2y
2x + 2y +tz=4.

34. La region finita acotada por los planos z = x, x + z = 8,z = y,
y=8yz=0.

35. La region cortada en el cilindro eliptico sdlido x> + 4y = 4 por el
plano xy y el plano z = x + 2.

36. La region acotada por atras por el plano x = 0, al frente y a los la-
dos por el cilindro parabdlico x = 1 — )2, arriba por el paraboloide
= x% + 32, y abajo por el plano xy.

Valores promedio
En los ejercicios 37 a 40, calcule el valor promedio de F(x, y, z) sobre la
region dada.

37. F(x,y, z) = x> + 9 sobre un cubo en el primer octante acotado por
los planos coordenados y los planosx = 2,y =2y z = 2.

38. F(x,y,z) = x +y — z sobre un sdlido rectangular en el primer oc-
tante acotado por los planos coordenados y los planos x = 1,y = 1
yz=2.

39. F(x,y,z) = x> + y2 + z2 sobre el cubo en el primer octante acotado
por los planos coordenados y los planosx = 1,y = lyz = 1.

40. F(x, y, z) = xyz sobre el cubo en el primer octante acotado por los
planos coordenados y los planos x =2,y =2y z = 2.

Cambio del orden de integracién
Evalue las integrales de los ejercicios 41 a 44, cambiando el orden de inte-
graci(’)n de manera adecuada.

24 cos
41. dx dy dz
2y
42. / / / 12xze™’ dy dx dz
2
In3 e sen ry?
43. —————dxdydz
\/7
4—x
44 / / / sen 2z 22

Teoria y ejemplos
45. Obtencién de un limite superior de una integral iterada

Despeje a:
1 f4—a—x* 4—x*—
I

46. Elipsoide /Para qué valor de ¢ ocurre que el volumen del elipsoide
X2+ (v/2)* + (z/c)* = 1 es igual a 87?

47. Minimizacion de una integral triple ;Cudl dominio D en el es-
pacio minimiza el valor de la integral

///(4x2 + 4y + 2 —4)dr?
D

Justifique su respuesta.

7 4
dz dy dx = 15

48. Maximizacion de una integral triple ;Cual dominio D en el es-
pacio maximiza el valor de la integral

///(1 - x> =y =2 av?
D

Justifique su respuesta.
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EXPLORACIONES CON COMPUTADORA

En los ejercicios 49 a 52, emplee una herramienta de integracion de un
SAC para evaluar la integral triple de la funcion dada sobre la region

solida especificada.

49. F(x,y, z) = x%?z sobre el cilindro sélido acotado por x2 + )2 = 1y

los planosz =0yz = 1.

z
(xz +y2 + 22)3/2
conoz = Vx% + 12 y arriba por el plano z = 1.

52. F(x,y, z) = x* + y2 + 22 sobre la esfera solida x2 + 3% + z2 < 1.

51. F(x,y,z) = sobre el solido acotado abajo por el

50. F(x, v, z) = |xyz| sobre el solido acotado abajo por el paraboloide

z = x? + y? y arriba por el plano z = 1.

15.6 I Momentos y centros de masa

T Amy = 8(xy, yi. ) AV,

My
’?\(xk’ Vi %)

X y
FIGURA 15.34 Para definir la masa de
un objeto, primero imaginamos que esta
dividido en un numero finito de elementos
de masa Amy.

Z

T

|

} :4—ch—y2
! /
[ /

[

[

i

ec.m.

L R
/0 T~<

I

\

7/
7
I y
x2+y2:4
X

FIGURA 15.35 Determinacion del centro
de masa de un sélido (ejemplo 1).

Esta seccion describe como calcular las masas y los momentos de objetos bidimensionales y
tridimensionales en coordenadas cartesianas. En la seccion 15.7 estudiaremos los célculos en
coordenadas cilindricas y esféricas. Las definiciones e ideas son similares al caso de la variable
unica que estudiamos en la seccion 6.6, pero ahora consideramos situaciones mas reales.

Masas y primeros momentos

Si 8(x, y, z) es la densidad (masa por unidad de volumen) de un objeto que ocupa una region D
en el espacio, la integral de 6 sobre D nos proporciona la masa del objeto. Para ver por qué,
imagine que el objeto se divide en n elementos de masa como el de la figura 15.34. La masa
del objeto es el limite

n n

M= lim > Amp = lim > 8(x, i, z) AVy = // 8(x,y,z)dv.

n—00 ;=1 n—00 ;=1
D

El primer momento de una region solida D con respecto a un plano coordenado se define
como la integral triple sobre D de la distancia de un punto (x, y, z) en D al plano multiplicada
por la densidad del sélido en ese punto. Por ejemplo, el primer momento con respecto al plano

yz es la integral
M, = //xﬁ(x, v,z) dV.
b

El centro de masa se obtiene a partir de los primeros momentos. Por ejemplo, la coorde-
nada x del centro de masa es x = M,./M.

Para un objeto bidimensional, como una placa plana y delgada, calculamos los primeros
momentos con respecto a los ejes coordenados eliminando simplemente la coordenada z. De
esta forma, el primer momento con respecto al eje y es la integral doble sobre la region R de la
distancia al eje multiplicada por la densidad, es decir,

M, = /xﬁ(x, y)dA.
R

Latabla 15.1 resume las formulas.

EJEMPLO 1 Calcule el centro de masa de un sélido de densidad constante 6 acotado abajo
por el disco R: x2 + y2 < 4 en el plano z = 0 y arriba por el paraboloide z = 4 — x2 — y?2
(figura 15.35).
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TABLA 15.1 Formulas para la masa y primer momento

SOLIDO TRIDIMENSIONAL

N

Masa: M = //5 av 8 = 8(x, v, z) es la densidad en (x, y, z).
D

Primeros momentos con respecto a los planos coordenados:

o [frsar s [[frsar. - [[[eoar
D D D

Centro de masa:

% 7_Mvz 7_MXY
Mo YT M T m

X =

LACA DE DOS DIMENSIONES

Masa: M = //5 dA & = 8(x, y) es la densidad en (x, y).
R

Primeros momentos: M, = // x 6 dA, M, = // yédA
R

R

Centro de masa: X =

£
<

M,
M

Solucion  Por simetria, x = y = 0. Para obtener z, calculamos primero

z=47xz*y2 22 z=47x27y2
Mxy=///70 zdedydx=//[2} . o dy dx
®7 R -
= g//(4 —x2 =) dydx
R

27 2

0 N . .

= 5 (4 — r2)2r dr do Coordenadas polares simplifican la integracion.
0 0

a1, sl 168 [T 32w
_ZK {6(4 PP do = ae ==

Un calculo similar nos proporciona la masa

4—x2—y?
M=/// 0 dz dy dx = 8wé.
0
R

Por lo tanto, z = (M,,/M) = 4/3 y el centro de masa es (x, y,z) = (0, 0, 4/3). [ |

Cuando la densidad de un objeto sélido o placa es constante (como en el ejemplo 1), el centro
de masa se conoce como el centroide del objeto. Para determinar el centroide, igualamos &
a 1 y procedemos a encontrar X, y y z como antes, dividiendo los primeros momentos entre las
masas. Estos calculos también son validos para objetos bidimensionales.

EJEMPLO 2 Encuentre el centroide de la region en el primer cuadrante que esta acotada
arriba por la recta y = x y abajo por la pardbola y = x2.
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0 1

FIGURA 15.36 El centroide de esta region
se calcula en el ejemplo 2.

%
%
n

&y
FIGURA 15.37 Para determinar una inte-
gral para la cantidad de energia almacenada
en un eje de rotacion, primero imaginamos

al eje dividido en pequeiios bloques. Cada
bloque tiene su propia energia cinética.
Sumamos las contribuciones de los bloques
individuales para obtener la energia cinética
del eje.

Solucion  Trazamos la region e incluimos los detalles suficientes para determinar los limites
de integracion (figura 15.36). Luego igualamos 6 a 1 y evaluamos las féormulas adecuadas de
la tabla 15.1:

| fx I o 1 2 A
L [frwn [V - [ 551
0 Jx? 0 -2 0 2 3 o

))
1 fx 1 y2 y=x
M, = dydx = [7} dx
ffwa= [15]
_ oy ES o | 1
= XX V=2 2] = L
0 \2 2 6 0], 15
1 /x 1 y=x 1 x3 x4 1 1
Mv=//xdydx=/ [xy} dx=/(x2—x3)dx= [*—*} = —.
) 0 Jx? 0 2 0 3 4], 12

A partir de estos valores de M, M, y M, , obtenemos
M, 1/12 M, /15 5
M e 20 Y YT M e s

N —

El centroide es el punto (1/2, 2/5). [

Momentos de inercia

Los primeros momentos de un cuerpo (tabla 15.1) nos hablan acerca del equilibrio y de la
torca que un objeto experimenta con respecto a diferentes ejes en un campo gravitacional.
Sin embargo, si el cuerpo es un eje en rotacion, es mas probable que estemos mas interesados
en conocer cuanta energia se almacena en el eje o cuanta energia genera este eje a una velo-
cidad angular determinada. Aqui es donde el segundo momento o momento de inercia entra
en escena.

Imagine que dividimos el eje en pequefios bloques de masa Amy, y sea ry la distancia desde
el centro de masa k-ésimo bloque hasta el eje de rotacion (figura 15.37). Si el eje gira a una
velocidad angular constante w = d/dt radianes por segundo, el centro de masa del bloque
recorrera su Orbita a una rapidez lineal de

_d _ .4 _
v = dt(r;ﬂ) =1y = o,

La energia cinética del bloque sera aproximadamente

lAm vl = lAm (rw)? = la)zr2 Am

S AMVE 5 Amirk 5 @Ok k-
La energia cinética del eje sera aproximadamente

E 1 o’ Amy.
2

La integral aproximada por estas sumas cuando el eje se divide en bloques cada vez mas pe-
quefios nos da la energia cinética del eje:

ECgje = /%wzrz dm = %wz/ ¥ dm. (1)

I=/r2dm

es el momento de inercia de la flecha con respecto a su eje de rotacion, y a partir de la ecua-
cion (1) vemos que la energia cinética del eje es

El factor

ECgjc = %Iwz.



FIGURA 15.38 Distancias para dV a los
planos y ejes coordenados.

Centro del

4 bloque

X
FIGURA 15.39 Calculo de [, /, e I. para

el bloque mostrado aqui. El origen esta
en el centro del bloque (ejemplo 3).
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El momento de inercia de un eje se parece de alguna manera a la masa inercial de una
locomotora. Para arrancar una locomotora con masa m, que se desplaza a una velocidad li-
neal v, necesitamos suministrar una energia cinética de EC = (1/2)mv?. Para detener la loco-
motora tenemos que eliminar esta cantidad de energia. Para que un eje con un momento de
inercia / empiece a girar con una velocidad angular w, necesitamos suministrar una energia
cinética de EC = (1/2)/w?. Para detener el eje, tenemos que retirar esta energia. El momento
de inercia del eje es analogo a la masa de la locomotora. Lo que hace dificil el arranque o de-
tencion de la locomotora es su masa. Lo que dificulta el arranque o detencion de un eje es su
momento de inercia. El momento de inercia no so6lo depende de la masa del eje, sino también
de su distribucion. La masa que estd mas lejos del eje de rotacion contribuye mas al momen-
to de inercia.

Ahora derivaremos una férmula para el momento de inercia de un sélido en el espacio.
Si r(x, y, z) es la distancia desde el punto (x, y, z) en D a una recta L, entonces el momento de
inercia de la masa Amy, = 8(xx, vk, zr)AV} con respecto a la recta L (que se muestra en la figura
15.37) es aproximadamente Al = r2(x, yi, zx)Amy. El momento de inercia con respecto a L
del objeto completo es

n—>00 k=1

I = lim > AL = lim > Vz(xksyk,zk)a(xk:)’k,zk)AVk:// 1?8 dv.
n—00 =
D

Si L es el gje x, entonces 72 = y2? + z2 (figura 15.38) y

I, = // (2 + 2%) 8(x, y, z) dV.
D

De manera similar, si L es el eje y o el eje z, tenemos

I, = // (x* + 22 8(x, y,2) dV y I = // (* + »%) 8(x, y,z) dV.
D D

La tabla 15.2 resume las formulas de estos momentos de inercia (segundos momentos porque
invocan los cuadrados de las distancias). También muestra la definicion de momento polar con
respecto al origen.

EJEMPLO 3 Calcule Iy, I, e I del sélido rectangular de densidad constante 6 que se ilustra
en la figura 15.39.

Solucion  La férmula para 7, nos da
¢/2 b2 a2
Ix=/ / () + 2%) 6dxdy dz.
—¢/2 J=b/2 J—a/2

Nos ahorraremos algo de trabajo de integracion al observar que (y2 + z2)§ es una funcion par
de x, y y z, puesto que 6 es constante. El solido rectangular consta de ocho piezas simétricas,
una en cada octante. Evaluamos la integral en una de estas piezas y luego multiplicamos por 8
para obtener el valor total.

¢/2 [b/2 [a)2 ¢/2 b2
Ix=8/ / (y2+22)8dxdydz=4a8/ / (¥ + Y dydz
0 0 0 0 0
¢/2 )3 y=b/2
= 4a5/ [7 + zzy} dz
0 3 y=0

c/2 3
_ LA
—4a8£ (24+ 2)dz

3 3
= 4ad <bc + Q) — abcd b*+ ) = %(b2 + ). M = abcd

48 48 12
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X

0 1

FIGURA 15.40 Laregion triangular
cubierta por la placa del ejemplo 4.

TABLA 15.2 Formulas de momentos de inercia (segundos momentos)

SOLIDO DE TRES DIMENSIONES

Con respecto al eje x: I, = // (y2 +22)8dV 8 =8(x,y,2)
Con respecto al eje y: I, = // (2 +22)6dV

Con respecto al eje z: I = // (> +32)8dV

punto (x, y, z) a la recta L

Con respecto a larecta L: I; = // P 8dv r(x,y, z) = distancia del

PLACA DE DOS DIMENSIONES

Con respecto al eje x: I, = / V8dA 8 = d(x,)

Con respecto al eje y: I, = //x2 6dA

Con respecto a larecta L: I; = // r(x,y) 8dA r(x, y) = distancia desde el

punto (x, y) hasta la recta L

Con respecto al origen [y = / (X +)y)édA =1 +1,

(momento polar):

De manera similar,

M

M ., 2 _M
I, 12(a + ¢%) y I 2

(@* + b?). [

EJEMPLO 4  Una placa delgada cubre la region triangular acotada por el eje x y las rec-
tas x = 1 y y = 2x en el primer cuadrante. La densidad de la placa en el punto (x, y) es
o(x, y) = 6x + 6y + 6. Obtenga los momentos de inercia de la placa con respecto a los ejes
coordenados y el origen.

Solucion  Trazamos la placa con suficiente detalle para determinar los limites de integracion
de las integrales que debemos evaluar (figura 15.40). El momento de inercia con respecto al
eje x es

2x

1 pox 1
I, = / / V8(x, y) dy dx = / (6x* + 6° + 6)*) dy dx
0 Jo 0 Jo

1 3 y=2x 1
=A [2xy3 + Ey‘* + 2y3} . dx = A (40x* + 16x°%) dx
y

= [8x° + 4]} = 12.



Viga A
Eje
.—
Viga B
Eje
.—

FIGURA 15.41 Cuanto mayor sea el
momento polar de inercia de la seccion
transversal de una viga con respecto al eje
longitudinal de la viga, mas rigida sera esta
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De manera similar, el momento de inercia con respecto al eje y es

1 o 39
I, = // x¥28(x, y) dy dx = .
0 Jo 5

Observe que integramos y?2 veces la densidad en el calculo de 7, y x2 veces la densidad para
obtener /,,.

Puesto que conocemos I e I, no necesitamos evaluar una integral para obtener /o; en vez
de eso usamos la ecuacion /y = I, + I, de la tabla 15.2:

39 _60+39 99
= + 22 =227 27
Iy =12 5 5 5

El momento de inercia también desempefia un papel en la determinacion de cuanto se
doblara una viga metalica horizontal por efecto de una carga. La rigidez de la viga es una cons-
tante multiplicada por 7, el momento de inercia de una seccién transversal tipica de la viga
con respecto al eje longitudinal de la viga. Cuanto mayor sea el valor de /, mas rigida sera
la viga y menor la flexion por efecto de una carga. Por esa razon se usan vigas en forma de /
en vez de vigas cuya seccion transversal es cuadrada. Las pestafias en la parte superior ¢ in-
ferior de la viga mantienen lejos la mayor parte de la masa del eje longitudinal para incremen-

ultima. Las vigas A y b tienen igual area

transversal, pero 4 es mas rigida.

Ejercicios 15.6

tar el valor de 7 (figura 15.41).

Placas con densidad constante

1.

. Determinacion del centroide

Calculo del centro de masa Determine el centro de masa de una
placa delgada de densidad 6 = 3 acotada por las rectas x = 0, y = x
y la pardbola y = 2 — x? en el primer cuadrante.

. Calculo de momentos de inercia Determine los momentos de iner-

cia con respecto a los ejes coordenados de una placa rectangular del-
gada de densidad constante § acotada por las rectasx = 3yy = 3 en
el primer cuadrante.

. Obtencién del centroide Determine el centroide de la region en el

primer cuadrante acotada por el eje x, la parabola y? = 2x y la recta
x+y=4.

Obtenga el centroide de la region
triangular cortada en el primer cuadrante por la rectax + y = 3.

. Obtencion del centroide Obtenga el centroide de la region cortada

en el primer cuadrante por la circunferencia x> + y? = a2.

. Determinacion del centroide Obtenga el centroide de la region

entre el ejexyelarcoy = senx, 0 <x < 7.

. Calculo de momentos de inercia Obtenga el momento de inercia

en relacion con el eje x de una placa delgada de densidad 6 = 1 aco-
tada por la circunferencia x> + y?> = 4. Luego, use su resultado para
obtener I, e Iy de la placa.

. Calculo del momento de inercia Obtenga el momento de inercia,

con respecto al eje y, de una hoja delgada de densidad constante
8 = 1, acotada por la curva y = (sen? x)/x? y el intervalo 7 < x < 27
del eje x.

. Centroide de una region infinita Determine el centroide de la re-

gion infinita en el segundo cuadrante comprendida entre los ejes co-
ordenados y la curva y = e*. (Use integrales impropias en las formu-
las para la masa y el momento).

10.

Primer momento de una placa infinita Calcule el primer mo-
mento con respecto al eje y de una placa delgada de der%sidad
8(x, ) = 1 que cubre la regién infinita bajo la curva y = ¢~ 2 en
el primer cuadrante.

Placas con densidad variable

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Cilculo de un momento de inercia Obtenga el momento de iner-
cia, con respecto al eje x, de una placa delgada acotada por la para-
bolax =y —y*ylarectax +y = 05sid(x,y) =x + y.
Determinacion de la masa Calcule la masa de una placa delgada que
ocupa la pequefia region determinada por la elipse x2 + 42 = 12y
por la parabola x = 4)? si 8(x, y) = 5x.

Determinacion del centro de masa Calcule el centro de masa de
una placa triangular delgada acotada por el eje y y por las rectas
y=xyy=2—xsid(x,y)=6x+ 3y + 3.

Calculo del centro de masa y el momento de inercia Obtenga el
centro de masa y el momento de inercia, con respecto al eje x, de una
placa delgada acotada por las curvas x = y? y x = 2y — 2 si la den-
sidad en el punto (x, y) es 6(x,y) =y + 1.

Centro de masa, momento de inercia Calcule el centro de masa y
el momento de inercia, con respecto al eje y, de una placa rectangular
delgada cortada en el primer cuadrante por las rectasx = 6y y = 1
sid(x,y)=x+y + 1.

Centro de masa, momento de inercia Encuentre el centro de masa
y el momento de inercia, con respecto al eje y, de una placa delga-
da acotada por la recta y = 1y la pardbola y = x2 si la densidad es
S(x,y) =y + 1.

Centro de masa, momento de inercia Encuentre el centro de masa
y el momento de inercia, con respecto al eje y, de una placa delga-
da acotada por el eje x, las rectas x = *1 y la parabola y = x? si
o(x,y) =Ty + 1.
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18. Centro de masa y momento de inercia Obtenga el centro de
masa y el momento de inercia de una placa delgada, con respecto
al eje x, acotada por las rectas x = 0, x =20,y = —1yy =1, si
S8(x,y) = 1 + (x/20).

19. Centro de masa, momentos de inercia Encuentre el centro de
masa, el momento de inercia con respecto a los ejes coordenados y
el momento polar de inercia de una placa triangular delgada acota-
daporlasrectasy =x,y = —xyy = 1,s18(x,y) =y + 1.

20. Centro de masa, momentos de inercia Repita el ejercicio 19 para
S(x,y) = 3x2 + 1.

Sélidos con densidad constante

21. Momentos de inercia Obtenga los momentos de inercia del soli-
do rectangular mostrado aqui, con respecto a sus aristas mediante el
célculo de 7, I, e ..

22. Momentos de inercia Los ejes coordenados en la figura pasan por
el centroide de una cufa solida, paralelos a los extremos que se men-
cionan. Obtenga Iy, [,e Lsia=b=6yc = 4.

Centroide
en (0, 0, 0)

23. Centro de masa y momentos de inercia Un sélido con densidad
constante esta acotado abajo por la superficie z = 4y2, arriba por el
plano z = 4 y en los extremos por los planos x = 1 y x = —1.
Obtenga el centro de masa y los momentos de inercia con respecto
a los tres ejes.

24. Centro de masa Un solido de densidad constante esta acotado
abajo por el plano z = 0, a los lados por el cilindro eliptico x> +
4y2 = 4 y arriba por el plano z = 2 — x (véase la figura).

a. Obtengaxyy.
b. Evalte la integral

2 £(1/2)Va—x? f2-x
Mxy=// zdz dy dx
-2J-(1/2)V4—x%/0

usando las tablas de integrales para obtener la integracion final con
respecto a x. Luego divida M., entre M para verificar que z = 5/4.

25. a. Centro de masa Calcule el centro de masa de un so6lido de den-
sidad constante acotado abajo por el paraboloide z = x2 + 32 y
arriba por el plano z = 4.

b. Encuentre el plano z = ¢ que divide al solido en dos partes de
igual volumen. Este plano no pasa por el centro de masa.

26. Momentos Un cubo sélido, de 2 unidades por lado, esta acotado
por los planos x = *=1,z = *£1,y = 3y y = 5. Obtenga el centro de
masa y los momentos de inercia con respecto a los ejes coordenados.

27. Momento de inercia con respecto a una recta Una cufla como la
del ejercicio 22 tiene las siguientes dimensionesa = 4,b = 6y c = 3.
Trace una grafica para convencerse de que el cuadrado de la distan-
cia de un punto tipico (x, y, z) de lacufiaalarecta L: z = 0,y = 6 es
r? = (y — 6)? + z2. Luego calcule el momento de inercia de la cuiia
con respecto a L.

28. Momento de inercia alrededor de una recta Una cufia como la
del ejercicio 22 tiene las siguientes dimensiones: ¢ = 4, b = 6y
¢ = 3. Trace una grafica para convencerse de que el cuadrado de la
distancia de un punto tipico (x, y, z) de la cufia a la recta L: x = 4,
y=0es7? = (x — 4)> + )2 Luego calcule el momento de inercia
de la cufa con respecto a L.

Solidos con densidad variable
En los ejercicios 29 y 30, obtenga

a. la masa del solido. b. el centro de masa.

29. Una region sodlida en el primer octante esta acotada por los planos
coordenados y el plano x + y + z = 2. La densidad del sdlido es
o(x, y,z) = 2x.

30. Un solido en el primer octante que esta acotado por los planosy = 0y
z = 0y las superficies z = 4 — x? y x = 2 (véase la figura). Su den-
sidad es la funcion 8(x, y, z) = kxy, donde £ es una constante.



En los ejercicios 31 y 32, obtenga

31.

32.

33.

34.

a. la masa del solido. b. el centro de masa.

c. los momentos de inercia con respecto a los ejes coordenados.
Un cubo solido en el primer octante esta acotado por los planos coor-

denados y los planos x = 1, y = 1 y z = 1. La densidad del cubo
esd(x,y,z)=x+y+z+ 1

Una cufia como la del ejercicio 22 tiene las dimensiones a = 2, b = 6
y ¢ = 3. La densidad es 6(x, y, z) = x + 1. Observe que si la den-
sidad es constante, el centro de masa sera (0, 0, 0).

Masa Determine la masa del solido acotado por los planos
x+z=1,x—z= —1,y = 0y lasuperficie y = Vz La den-
sidad del solido es 8(x, y, z) = 2y + 5.

Masa Calcule la masa de la region sélida acotada por las super-

ficies parabélicas z = 16 — 2x2 — 2y? y z = 2x% + 2y? si la densidad
del solido es 8(x, y, z) = Vx* + y*.

Teoria y ejemplos

Teorema del eje paralelo Sea L., una recta que pasa por el centro de
masa de un cuerpo de masa m, y sea L una recta paralela a /4 unidades
de distancia desde L. ,. El teorema del eje paralelo dice que los momen-
tos de inercia /., e /; del cuerpo con respecto L., satisfacen la ecuacion

I = Iom + mh>.

@)

Como en el caso bidimensional, el teorema ofrece una manera rapida de
calcular un momento cuando se conocen el otro momento y la masa.

35.

Demostracion del teorema del eje paralelo

a. Demuestre que el primer momento de un cuerpo en el espacio
con respecto a cualquier plano que pase por el centro de masa
del cuerpo es cero. (Sugerencia: Coloque el centro de masa del
cuerpo en el origen y suponga que el plano es el plano yz.
(Qué le dice entonces la formula x = M,./M?).

15.7 Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas

36.

37.

38.
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b. Para demostrar el teorema del eje paralelo, coloque el cuerpo
con su centro de masa en el origen, con la recta L., a lo largo
del eje z y la recta L perpendicular al plano xy en el punto (4, 0,
0). Sea D la region del espacio ocupada por el cuerpo. Luego,
con la notacion de la figura,

I = // |v — hi|? dm.
D

Desarrolle el integrando de esta integral y complete la demostracion.

El momento de inercia con respecto a un diametro de una esfera solida
de densidad constante y radio a es (2/5)ma?, donde m es la masa de la
esfera. Obtenga el momento de inercia con respecto a una recta tan-
gente a la esfera.

El momento de inercia del solido del ejercicio 21 con respecto al eje z

es I, = abc(a® + b?)/3.

a. Use la ecuacion (2) para determinar el momento de inercia del
so6lido con respecto a la recta paralela al eje z que pasa por el
centro de masa del solido.

b. Use la ecuacion (2) y el resultado del inciso a) para obtener el mo-
mento de inercia del solido con respecto a la rectax = 0,y = 2b.

Sia=b=6yc =4,cl momento de inercia de la cuna solida del
ejemplo 22 con respecto al eje x es [, = 208. Calcule el momento de
inercia de la cufia con respecto a la rectay = 4, z = —4/3 (la orilla
del extremo de la cufia es angosta).

15 7 | Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas
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FIGURA 15.42 Las coordenadas cilindricas
de un punto en el espacio son r, 0y z.

Cuando un célculo en fisica, ingenieria o geometria implica un cilindro, un cono o una esfera,
con frecuencia simplificamos nuestro trabajo usando coordenadas cilindricas o esféricas, las cua-
les se presentan en esta seccion. El procedimiento para hacer la transformacion a estas coorde-
nadas y evaluar las integrales triples resultantes es similar a la transformacion a coordenadas
polares en el plano estudiada en la seccion 15.4.

Integracion en coordenadas cilindricas

Para obtener las coordenadas cilindricas en el espacio combinamos las coordenadas polares del
plano xy con el eje z. Esto asigna a todos los puntos en el espacio una o mas ternas de coorde-
nadas de la forma (7, 0, z), como se muestra en la figura 15.42.

DEFINICION  Las coordenadas cilindricas representan un punto P en el espacio
mediante ternas de coordenadas (7, 6, z) donde

1. ry 0 son las coordenadas polares de la proyeccion vertical de P sobre el plano xy.
2. z es la coordenada vertical rectangular.
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=20
ry 6 varfan

/

b4
0 = 6,
ryzvarfan |

r=a,
0y z varian

FIGURA 15.43 Ecuaciones con
coordenadas constantes en coordenadas
cilindricas producen cilindros y planos.

Volumen diferencial en coordenadas
cilindricas

dV = dzrdrdb
z
r Ar A6
r A6

T
Az
|
A6 —_—

é/r_’>|<——Ar*‘>|

FIGURA 15.44 En coordenadas cilindricas,
el volumen de la cufa se aproxima mediante
el producto AV = Az r Ar A6.

Capitulo 15: Integrales mdltiples

Los valores de x, y, r y 0 en coordenadas rectangulares y cilindricas estan relacionados por
las ecuaciones usuales.

Ecuaciones que relacionan las coordenadas rectangulares (x, y, 7) y las
cilindricas (x, 0, 7)

X = rcoso, y = rsen, z =z,

2 =xt+ )7 tanf = y/x

En coordenadas cilindricas, la ecuacion » = a describe no sélo una circunferencia en el
plano xy, sino todo un cilindro alrededor del eje z (figura 15.43). El eje z esta dado por » = 0.
La ecuacion 6 = 6 describe al plano que contiene al eje z y forma un angulo 6, con el semi-
eje positivo x. Al igual que en las coordenadas rectangulares, la ecuacion z = z; describe un
plano perpendicular al eje z.

Las coordenadas cilindricas son buenas para describir los cilindros cuyo eje corre a lo lar-
go del eje z y a los planos que contienen al eje z o que son perpendiculares al mismo eje z.
Superficies como ésta tienen ecuaciones con coordenadas cilindricas constantes:

r=4 Cilindro, radio 4, su eje es el eje z
™ . .

0= ? Plano que contiene al eje z

z =12 Plano perpendicular al eje z

Para calcular integrales triples sobre una regiéon D en coordenadas cilindricas, partimos la
region en n pequefas cuflas cilindricas, y no en cajas rectangulares. En la k-ésima cufia cilin-
drica, r, 0 y z cambian por Ary, A8y Az, y el mayor de estos nimeros entre todas las cufias
cilindricas se llama la norma de la particion. Definimos la integral triple como un limite de las
sumas de Riemann aplicadas a estas cufias. El volumen de una cuiia cilindrica AV} se obtiene al
multiplicar el area A4 de su base en el plano 70 por la altura Az (figura 15.44).

Para un punto (7, 6y, z;) en el centro de la k-ésima cufia, ya hemos calculado en coorde-
nadas polares que A4y = rAriA6y. Entonces AV, = Az ArAf; y una suma de Riemann para
£ sobre D tiene la forma

n
Sn = ; f(}"k, Bk, Zk) Azk 'k Ark ABk

La integral triple de una funcién f sobre D se obtiene considerando el limite de las sumas de
Riemann con particiones cuyas normas tienden a cero

lingoS,,=// de=// fdzrdrdo.
D D

Las integrales triples en coordenadas cilindricas se evaltian entonces con integrales iteradas,
como en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1 Defina los limites de integracion en coordenadas cilindricas para integrar una
funcion f(r, 0, z) sobre la region D acotada abajo por el plano z = 0, a los lados por el cilindro
circular x> + (y — 1)? = 1 y arriba por el paraboloide z = x? + 2.

Solucion  La base de D también es la proyeccion R de la region sobre el plano xy. La frontera
de R es la circunferencia x? + (y — 1)?> = 1. Su ecuacion en coordenadas polares es

¥H(y-12=1
Y-+ 1=1
”? — 2rsenf = 0

r = 2sen6.



Parte superior
Cartesianas: 7z = x> + ?
Cilindricas: z = r

2

P :
) en F

Cartesianas: x> + (y — 1) = 1

X Polares: r=2senf

FIGURA 15.45 Determinacion de los

limites de integracion para evaluar una

integral en coordenadas cilindricas

(ejemplo 1).
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La region aparece en la figura 15.45.

Determinamos los limites de integracion comenzando con los limites en z. Una recta M
paralela al eje z que pasa por un punto tipico (r, #) en R, entra a D en z = 0 y sale en
z=x2+yr=r2

A continuacion obtenemos los limites de integracion en ». Un rayo L que pasa por (7, 0)
partiendo del origen, entraa Renr = 0 y sale en » = 2 sen 6.

Por ultimo, determinamos los limites de integracion en 6. Cuando L barre R, el angulo 60

que forma con el semieje positivo x va desde 6§ = 0 hasta § = . La integral es

T [2senf [r?

//f(r,@,z)dV=// f(r, 0,z)dzrdrdo. ]
o Jo 0

D

El ejemplo 1 ilustra un buen procedimiento para determinar los limites de integracion en
coordenadas cilindricas. El procedimiento se resume como sigue.

Como integrar en coordenadas cilindricas

// f(r,0,2)dV
D

sobre una regiéon D en el espacio en coordenadas cilindricas, integrando primero con respecto
a z, luego con respecto a r y al final con respecto a 6, siga los pasos siguientes.

Para evaluar

1. Elabore un bosquejo. Trace la region D junto con su proyeccion R sobre el plano xy.
Marque las superficies y curvas que acotana Dy a R.

7= gy(r, 0)

z=g(r, 0)

2. Determine los limites de integracion en z. Trace una recta M paralela al eje z, que pase por
un punto tipico (7, ) de R. Mientras z crece, M entra a D en z = g(r, 0) y sale en gx(7, 0).
Estos son los limites de integracion en z.

r = hy(0)
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3. Determine los limites de integracion en r. Trace un rayo L desde el origen que pase por
(r, 0). El rayo entra a R en » = hy(0) y sale en r = hy(0). Estos son los limites de inte-
gracion en .

4. Determine los limites de integracion en 6. Cuando L barre R, el angulo 6 que forma con el
semieje positivo x va desde = « hasta § = B. Estos son los limites de integracion en 6.
La integral es

0=B [r=hy0) [z=ga(r,0)
// f(r,0,z2) dV:/ f(r,0,z2) dz rdrde.
O=a Jr
D

=h(0) Jz=g(r,0)

EJEMPLO 2 Encuentre el centroide (§ = 1) del sélido encerrado por el cilindro x2 + y? = 4,
acotado arriba por el paraboloide z = x2 + y2, y abajo por el plano xy.

Solucion  Trazamos el solido, acotado arriba por el paraboloide z = 2 y abajo por el plano
z = 0 (figura 15.46). Su base R es el disco 0 = » = 2 en el plano xy.

El centroide del s6lido (X, y, z) esta en su eje de simetria, en este caso, el eje z. Esto hace
quex = y = 0. Para hallar z, dividimos el primer momento M,,, entre la masa M.

Para encontrar los limites de integracion para las integrales de la masa y el momento,
continuamos con los cuatro pasos basicos. Completamos nuestro bosquejo inicial. Los demas
pasos dan los limites de integracion.

Los limites en z. Una recta M paralela al eje z, que pasa por un punto tipico (7, 0) en la
base, entra al solido en z = 0y sale en z = r2.

Los limites en r. Un rayo L que pasa por (7, 6) saliendo desde el origen, entraa Renr = 0
ysaleenr = 2.

Los limites en 6. Cuando L barre sobre la base, como una manecilla de reloj, el angulo 0
que forma con el semieje positivo x va desde 6 = 0 hasta 6 = 2. El valor de M,, es

FIGURA 15.46 El ejemplo 2 muestra como 2r f2 frt 2 (272
M,, = zdzrdrdd = =~ | rdrdo
o Jo.Jo o Jo L2Jo
6 12

encontrar el centroide de este sélido.
2@ 2 1"5 2w 2 16 3077
= —drd0=/ {’—] d0=/ 2do =
% A 2 0 12 |, 0 3 3

El valor de M es

2 2 R 2 21 77
M:/ // dzrdrd0=/ / [z} rdrdf
o Jo Jo o Jo 0
2@ 2 2 1’4 2 2w
=/ r3drd6=/ {—} d0=/ 4do = 8.
o Jo o L4 0




P(p, b, 6)

FIGURA 15.47 Las coordenadas esféricas
p, ¢y 0 ysurelacion conx, y,zy r.

¢ = ¢

py 6 varian
P(a, ¢y, 0p)

¢y 0 varian

0 = 6y,
py ¢ varian

FIGURA 15.48 Las ecuaciones de
coordenadas constantes en coordenadas

esféricas dan esferas, conos y semiplanos.
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Por lo tanto,

s Mo _32m 1 _4
TM T3 8w 3
y el centroide es (0, 0, 4/3). Observe que el centroide esta fuera del solido. [ |

Coordenadas esféricas e integracion

Las coordenadas esféricas ubican puntos en el espacio mediante dos dngulos y una distancia,
como muestra la figura 15.47. La primera coordenada, p = |OP)|, es la distancia del punto
al origen. A diferencia de r, la variable p nunca es negativa. La segunda coordenada, ¢, es el
angulo que OP forma con el semieje positivo z. Se requiere que esté en el intervalo [0, 7].
La tercera coordenada es el angulo # medido en coordenadas cilindricas.

DEFINICION  Las coordenadas esféricas representan un punto P en el espacio
mediante la terna ordenada (p, ¢, 6) en la que

1. p esla distancia de P al origen.
2. ¢ es el angulo que OP forma con el semieje positivo z (0 = ¢ = ).
3. 6 es el angulo de las coordenadas cilindricas (0 = 6 = 2m).

En los mapas de la Tierra, 6 se relaciona con el meridiano de un punto sobre nuestro pla-
neta y ¢ con su latitud, mientras que p se relaciona con la altitud sobre la superficie terrestre.

La ecuacion p = a describe la esfera de radio a con centro en el origen (figura 15.48).
La ecuacion ¢ = ¢ describe un cono cuyo vértice esta en el origen y cuyo eje esta a lo largo
del eje z. (Ampliamos nuestra interpretacion para incluir el plano xy como el cono ¢ = 7/2).
Si ¢ es mayor que /2, el cono ¢ = ¢ se abre hacia abajo. La ecuacioén 6§ = 60 describe el
semiplano que contiene al eje z y forma un angulo 6, con el semieje positivo x.

Ecuaciones que relacionan las coordenadas esféricas con las coordenadas
cartesianas y cilindricas

r = psenda, Xx =rcosf = psenccosb,

z = pcos o, y =rsenf = psend¢senb, (1)
p = \/x2+y2+22= \/r2+zz.

EJEMPLO 3  Determine una ecuacion en coordenadas esféricas para la esfera x2 + y2 +
(z—12=1.
Solucion  Usamos las ecuaciones (1) para sustituir x, y y z:

¥+ +(z-1)P=

|
—

p*sen’ Ppcos’f + p’sen’psen’d + (pcosdp — 1)2 =1
p*sen® p(cos? O + sen’ @) + p*cos’p — 2pcosp + 1 =1

[N —)

1

Ecuaciones (1)

p*(sen’ ¢ + cos’> ¢) = 2pcos
R
1
p* = 2pcos¢

p=2cos¢p. p=>0
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z El 4ngulo ¢ varia desde 0 en el polo norte de la esfera hasta 77/2 en el polo sur; el 4ngulo 6 no
aparece en la expresion de p, reflejando la simetria con respecto al semieje z (véase la figura

2, 2 2
I 15.49). .

3) p=2cos ¢
EJEMPLO 4  Determine una ecuacion en coordenadas esféricas para el conoz = Vx? + ).

|

|

l

| .2 , . . .

I Solucion 1 Use la geometria. El cono es simétrico con respecto al eje z y corta al primer
1 cuadrante del plano yz a lo largo de la recta z = y. El angulo entre el cono y el semieje posi-
! ¢ tivo z es, por lo tanto, 77 /4 radianes. El cono consta de los puntos cuyas coordenadas esféri-
: cas tienen a ¢ igual a 7/4, de manera que su ecuacion es ¢ = 7/4. (Véase la figura 15.50).

I

Solucion 2 Use dlgebra. Si usamos las ecuaciones (1) para sustituir x, y y z obtenemos el
mismo resultado:

z=Vx+ y2
pcosp =V p2 sen’ b Ejemplo 3

pcos¢ = psen p>0,sen¢p =0
cos ¢ = sen ¢
™
d)zz. 0=¢dp=m u

Las coordenadas esféricas son utiles para describir esferas con centro en el origen, semiplanos
acoplados a lo largo del eje z y conos con vértice en el origen y eje a lo largo del eje z. Super-
ficies como éstas tienen ecuaciones con valores constantes para las coordenadas:

p=4 Esfera de radio 4, centro en el origen
d’ _T Cono que abre hacia arriba desde el origen, formando
3 un angulo de 77/3 radianes con el semieje positivo z
x Y 0 = m Semiplano, acoplado con el eje z formando un dngulo
FIGURA 15.50 EI cono del ejemplo 4. 3 " de 7/3 radianes con el semieje positivo x

Al calcular integrales triples sobre una region D en coordenadas esféricas, partimos la
region en n cufias esféricas. El tamafo de la k-ésima cufia esférica, que contiene a un punto

Volumen diferencial en coordenadas (o, bk, Or), esta dado por los incrementos Apy, Ay, Ady, en p, 6y ¢. Tal cufia esférica tiene
esféricas como aristas un arco circular de longitud p;A¢y, y otro arco circular de longitud py sen ¢ Aby;
dV = p*sen ¢ dp de db) su espesor es Apy. La cufia esférica aproxima bien un cubo de las mismas dimensiones, cuando

Apy, AB; y Ay son pequefios (figura 15.51). Se puede demostrar que el volumen de la cuiia
esférica AV es AV = pi? sen ¢ ApiAd;Ab; para un punto (py, P, 0) elegido dentro de la
cufia.

La suma de Riemann correspondiente para una funcion f(p, ¢, 0) es

psen ¢ _ “ s
" o sen b AG Sy = 12:1 (o bi 01) pi” sen ¢y Apy Ay Aby.

Cuando la norma de la particion tiende a cero y las cufias esféricas son cada vez mas pequenas,
las sumas de Riemann tienen un limite si f es continua:

li)n;OSn=// f(p,cﬁ,@)dV:// flp, ¢,0) p* sen ¢ dp dep db.
D D

En coordenadas esféricas, tenemos

dV = p?sen ¢ dp de db.

Para evaluar integrales en coordenadas esféricas, por lo general integramos primero con res-

pecto a p. El procedimiento para encontrar los limites de integracion es como sigue. Restrin-

dV =dp-pdd-psend db giremos nuestra atencion a la integracion sobre dominios dados por sdlidos de revolucion en
= p%sen ¢ dp dep db. torno del eje z (o partes de ellos), tales que los limites de 6 y ¢ sean constantes.

FIGURA 15.51 En coordenadas esféricas,
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Como integrar en coordenadas esféricas

// fp, &, 0)dV
D

sobre una region D en el espacio en coordenadas esféricas, integrando primero con respecto
a p, luego con respecto a ¢, y por ultimo con respecto a 6, siga estos pasos.

Para evaluar

1.  Elabore un bosquejo. Trace la region D junto con su proyeccion R sobre el plano xy. Mar-
que las superficies que acotan a D.

p =g, 0)

2. Determine los limites de integracion en p. Trace un rayo M desde el origen hacia D for-
mando un angulo ¢ con el semiegje positivo z. Trace ademas la proyeccion de M sobre
el plano xy (1ldmela proyeccion L). El rayo L forma un angulo 6 con el semieje positivo x.
Al crecer r, M entra a D en r = g(¢, 6), y sale en r = gx(¢, 0). Estos son los limites de
integracion en p.

p =8¢, 0)

3. Determine los limites de integracion en ¢. Para cualquier 6 dado, el angulo ¢ que M

forma con el eje z va desde ¢ = i hasta ¢ = Ppax. Estos son los limites de integracion

en ¢.
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FIGURA 15.52 El cono de helado del
ejemplo 5.

4. Determine los limites de integracion en 6. El rayo L barre R cuando 6 va de « a 8. Estos
son los limites de integracion en 6. La integral es

0=B [d=dmix [p=g2d,0)
// f(p, b, 0)dV = A /¢ f(p, ¢, 0) p*sen ¢ dp dep db.

Pmin J p=g1($, 0)

EJEMPLO 5  Calcule el volumen del “cono de helado” D cortado en la esfera solida p = 1
por el cono ¢ = /3.

Solucion  El volumen es V' = fffD p*sen ¢ dp dep db, 1a integral de f(p, ¢, 6) = 1 sobre D.

Para determinar los limites de integracion para evaluar la integral, comenzamos bosque-
jando Dy su proyeccion R sobre el plano xy (figura 15.52).

Los limites de integracion en p. Trazamos un rayo M desde el origen hacia D que forme
un angulo ¢ con el semieje positivo z. También trazamos L, la proyeccion de M sobre el plano
Xy, junto con el angulo 6 que forma L con el semieje positivo x. El rayo M entraa Den p = 0
ysaleenp = 1.

Los limites de integracion en ¢. El cono ¢ = 77/3 forma un angulo de 7/3 con el semieje
positivo z. Para cualquier 6, el 4ngulo ¢ puede variar desde ¢ = 0 hasta ¢ = /3.

Los limites de integracion en 6. El rayo L barre R cuando 6 va de 0 a 27r. El volumen es

27 fw/3 1
=///pzsen¢>dpdd>d6=/ / /pzsen(],’)dpd(l)dﬂ
0 0 0
D

2@ /3 p3 1 2w /3 1
= / / [?} sen ¢ do do = / / gsend)dd)dﬂ
0o Jo 0 0o Jo
27 /3 2@
_ 1 - RS U A | -7
= A [ 3 cosqu do A ( 5 + 3> do 6(277) 3 [ |

EJEMPLO 6  En el ejemplo 5, un solido de densidad constante 6 = 1 ocupa la region D.
Determine el momento de inercia del sélido con respecto al eje z.

Solucion  En coordenadas rectangulares, el momento es

L= // (o + y*) dV.

En coordenadas esféricas, x2 + y2 = (p sen ¢ cos 0)? + (p sen ¢ sen 0)? = p? sen? ¢. Por

lo tanto,
L= // (p? sen® §) p*sen ¢ dp dp d = ///P4 sen’ ¢ dp d¢p db.

Para la region del ejemplo 5, esto se convierte en

2@ /3 1 2@ f7/3 p5 1
/ / / p*sen® ¢ dp dp do = / / [7} sen’ ¢ dop do
o Jo Jo o Jo 51

27 1 2 COS ¢ /3
= / / (1 — cos? d))sen(f)dd)dB—*/ [ cos ¢ + ] do
0

0

_1[7(1 11 (75 Loy
_SA (2+1+24 3)”10_54 2490 =542 =15 -

L
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Formulas para conversion de coordenadas

CILINDRICAS A ESFERICAS A ESFERICAS A
RECTANGULARES RECTANGULARES CILINDRICAS
Xx = rcosf X = psen¢ cos b r = psen¢
y =rsenf y = psend¢ sen z=pcos¢
z=7z z = pcos¢ 0=20

Formulas correspondientes para dV en integrales triples:

dV = dxdydz
= dzrdrdf
= p?sen ¢ dp do db

En la siguiente seccion ofrecemos un procedimiento mas general para determinar dV en
coordenadas cilindricas y esféricas. Por supuesto, el resultado es el mismo.

Ejercicios 15.7

Evaluacion de integrales en coordenadas cilindricas
Evalte las integrales en coordenadas cilindricas de los ejercicios 1 a 6.

27 1 V212 27 3 V1812
1. / / / dz r dr db 2. / / / dz rdr do
o Jo Jr o Jo Jrj3
27 [0)2m [3+247 m [O/m [3V4—r?
3. / / / dzrdrdd 4. / / / zdzrdrdf
o Jo 0 0 Jo “V4-r?

2w 1 L1/ V2=
5. / / / 3dzrdrdd
0 0 Jr
20 1 £1)2
6. / // (P sen® 0 + 22) dz r dr do
o Jo J-12

Cambio de orden de integracion en coordenadas cilindricas

Las integrales que hemos visto hasta ahora sugieren que hay ordenes de
integracion preferidos para las coordenadas cilindricas, pero es usual que
otros ordenes funcionen y que en ocasiones sean mas faciles de evaluar.
Evalte las integrales de los ejercicios 7 a 10.

2w (3 [z/3 1 f2m f1l+cos6
7. / //  dr dz df 8. // / 4r dr df dz
0 0 .Jo -1J0 0

1 V2 f2m
9. // (r2cos’ 0 + z2)rdo drdz
0oJo Jo

2 pNa=r? por
10. // (rsen® + 1)rdo dz dr
0 Jr—2 0

11. Sea D la region acotada abajo por el plano z = 0, arriba por la esfera
x2 + %2 + 22 = 4, y a los lados por el cilindro x2 + y? = 1. Enuncie
las integrales triples en coordenadas cilindricas que dan el volumen
de la region D, usando los siguientes 6rdenes de integracion.

a. dzdrdb b. dr dz do c. db dz dr

12. Sea D la regién acotada abajo por el cono z = Vx> + )7 y arriba
por el paraboloide z = 2 — x2 — 2. Enuncie las integrales triples en

coordenadas cilindricas que dan el volumen de D usando los siguien-
tes drdenes de integracion.

a. dzdrdb b. dr dz db c. df dz dr

Obtencion de integrales iteradas en coordenadas cilindricas
13. D¢ los limites de integracion para evaluar la integral

// f(r, 6,z)dzrdrdo

como una integral iterada sobre la region acotada abajo por el plano
z = 0, a los lados por el cilindro » = cos 6 y arriba por el paraboloi-
dez = 3r%

14. Convierta la integral

1 m X
// /(x2 + y2) dz dx dy
-1Jo 0

en una integral equivalente en coordenadas cilindricas y evalte el re-
sultado.

En los ejercicios 15 a 20, enuncie la integral iterada para evaluar
fffD f(r, 0, z) dz r dr d6 sobre la region D dada.

15. D es el cilindro circular recto cuya base es la circunferencia » = 2 sen 6
en el plano xy y cuya parte superior estd en el planoz = 4 — y.

Z

z=4-y

x \r=236n0
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16. D es el cilindro circular recto cuya base es la circunferencia » = 3 cos 0
y cuya parte superior esta en el planoz = 5 — x.

Z

17. D es el cilindro recto sélido cuya base es la region del plano xy que
esta dentro de la cardioide » = 1 + cos 6 fuera de la circunferencia
r = 1y cuya parte superior estd en el plano z = 4.

r=1+cosf

18. D es el cilindro recto solido cuya base es la region entre las circun-
ferencias » = cos 0 y r = 2 cos 0 y cuya parte superior esta en el
planoz =3 — y.

x \ r\=cos 0

r=2cosf

19. D es el prisma cuya base es el triangulo en el plano xy acotado por
el eje x y las rectas y = x y x = 1 y cuya parte superior esta en el
planoz =2 — y.

20. D es el prisma cuya base es el triangulo en el plano xy acotado por
el eje y y las rectas y = x y y = 1 y cuya parte superior esta en el
planoz =2 — x.

z=2—x

AN

y=x

Evaluacion de integrales en coordenadas esféricas
Evalue las integrales en coordenadas esféricas de los ejercicios 21 a 26.

T [T [2sen¢
21. / / / p*sen ¢ dp dep do
0 Jo Jo

2w /4 2
22. / / (p cos @) p?sen ¢ dp dep do
o Jo Jo

2w 7 [ (1—cos¢)/2
23, / / / p*sen o dp d do
0 0 Jo
3w/2 fm ol
24, / / / 5p3 sen’ ¢ dp dep df
0 0 Jo
2w )3 2
25. / / / 3p? sen ¢ dp dep db
0 0 sec ¢

2w f7/4 [secd
26. / / / (pcos ) p*sen ¢ dp dep dO
o Jo Jo

Cambio del orden de integracion en coordenadas esféricas

Las integrales anteriores sugieren que hay ordenes de integracion pre-
feridos para las coordenadas esféricas, pero existen otros 6rdenes que en
ocasiones son mas faciles de evaluar. Evalte las integrales de los ejerci-
cios 27 a 30.

2 10 /2
27. / / / P sen 2¢ dep db dp
0 J-m Jw/4

7/3 [2cscd [2m
28. / / p?sen ¢ db dp d
) 0

6 Jescd

1 o /4
29. / / / 12p sen® ¢ dep d6 dp
0 .Jo Jo

72 a2 L2
30. / / 5p* sen® ¢ dp db dp
w/6 J—m/2Jcse p
31. Sea D la region del ejercicio 11. Enuncie las integrales triples en
coordenadas esféricas que dan el volumen de D, usando los siguien-
tes ordenes de integracion.

a. dp de do b. di dp do

32. Sea D la region acotada abajo por el cono z = Vx* + )* y arriba
por el plano z = 1. Enuncie las integrales triples en coordenadas es-
féricas que determinan su volumen, usando los siguientes 6rdenes de
integracion.

a. dp de do b. di dp do



Calculo de integrales iteradas en coordenadas esféricas

En los ejercicios 33 a 38, (a) determine los limites en coordenadas esfé-
ricas para la integral que da el volumen del solido dado y (b) evalte la
integral.

33. El solido entre la esfera p = cos ¢ y el hemisferio p = 2,z =0

34. El sélido acotado abajo por el hemisferio p = 1, z = 0 y arriba por
la cardioide de revolucién p = 1 + cos ¢

Z
p=l+cosd)T
D ! /pzl
|
I
\ i f/

35. El solido encerrado por la cardioide de revolucion p = 1 — cos ¢
36. La parte superior del solido del ejercicio 35, cortada por el plano xy

37. El solido acotado abajo por la esfera p = 2 cos ¢ y arriba por el cono
z=Vi+ y2

X y

38. El solido acotado abajo por el plano xy, a los lados por la esfera p = 2
y arriba por el cono ¢ = 7/3.

Calculo de integrales triples
39. Enuncie las integrales triples para el volumen de la esfera p = 2 en
coordenadas (a) esféricas, (b) cilindricas y (c) rectangulares.

40. Sea D la region del primer octante que esta acotada abajo por el cono
¢ = m/4 y arriba por la esfera p = 3. Exprese el volumen de la

15.7 Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas 885

region D como una integral triple iterada en coordenadas (a) cilin-
dricas y (b) esféricas. Luego (c) calcule V.

41. Sea D el pequeio casquete de una bola solida con 2 unidades de
radio, cortado por un plano que esta a una unidad del centro de la
esfera. Exprese el volumen de la region D como una integral triple
iterada en coordenadas (a) esféricas, (b) cilindricas y (c) rectangu-
lares. Luego (d) calcule el volumen evaluando una de las tres inte-
grales triples.

42. Exprese el momento de inercia /. del hemisferio s6lido

x? + 32 + 22 =1,z = 0, como una integral iterada en coordenadas
(a) cilindricas y (b) esféricas. Luego (c) encuentre /..

Volimenes
Calcule los volimenes de los solidos de los ejercicios 43 a 48.
43. 44.

z

Z
1=4—-402+H A}L

r =cosf

49. Esferas y conos Calcule el volumen de la porcion de la esfera so-
lida p = a que esta entre los conos ¢ = 7/3 y ¢ = 27/3.

50. Esferasy semiplanos Calcule el volumen de la region de la esfera
sélida p = a cortada por los semiplanos # = 0y 6 = 7/6 en el pri-
mer octante.

51. Esfera y plano Calcule el volumen de la region mas pequeiia de
la esfera solida p = 2 cortada por el plano z = 1.

52. Conoy planos Calcule el volumen del solido encerrado por el cono
z = Vx? + y?entre los planos z = 1,z = 2.

53. Cilindro y paraboloide Calcule el volumen de la region acotada
abajo por el plano z = 0, a los lados por el cilindro x2 + 12 = 1,y
arriba por el paraboloide z = x% + 2.
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54.

5s.
56.
57.
58.

59.

60.

61.

62.

Capitulo 15: Integrales mdltiples

Cilindro y paraboloides Calcule el volumen de la regién acota-
da abajo por el paraboloide z = x + 32, a los lados por el cilindro
x2 4+ 3% = 1 y arriba por el paraboloide z = x2 + 32 + 1.

Cilindro y conos
gruesa 1 = x2 + 32 =< 2 cortado por los conos z = =+

Calcule el volumen del sélido cilindrico de pared
Vi + yz.
Esfera y cilindro Calcule el volumen de la region que esta dentro
de la esfera x2 4+ y% 4 z2 = 2 y fuera del cilindro x2 + 2 = 1.

Cilindro y planos Calcule el volumen de la region encerrada por
el cilindro x2 + 32 = 4y por los planosz = 0y y + z = 4.

Cilindro y planos Calcule el volumen de la region encerrada por el
cilindro x? + 32 = 4y porlos planosz =0y x + y + z = 4.

Region entre paraboloides Calcule el volumen de la region aco-
tada arriba por el paraboloide z = 5 — x> — )2 y abajo por el para-
boloide z = 4x? + 42,

Paraboloide y cilindro Calcule el volumen de la region acotada
arriba por el paraboloide z = 9 — x2 — 2, abajo por el plano xy y que
esté fuera del cilindro x*> + 3% = 1.

Cilindro y esfera Calcule el volumen de la region del cilindro so-
lido x? + )2 = 1 cortada por la esfera x2 + 32 + 22 = 4.
Esfera y paraboloide Calcule el volumen de la regién acotada

arriba por la esfera x2 + y? + z2 = 2 y abajo por el paraboloide
z=x2+ )%

Valores promedio

63.

64.

65.

66.

Calcule el valor promedio de la funcion f(r, 6, z) = r sobre la region
acotada por el cilindro » = 1 que se encuentra entre los planos
z=—-lyz=1

Determine el valor promedio de la funcion f{(r, 0, z) = r sobre la
bola solida acotada por la esfera 72 + z2 = 1. (Esta es la esfera
X2+y2+z2=1).

Calcule el valor promedio de la funcién f(p, ¢, 6) = p sobre la bola
solidap = 1.

Calcule el valor promedio de la funcion f(p, ¢, 6) = p cos ¢ sobre
la parte superior de labola solidap = 1,0 < ¢ = 7/2.

Masas, momentos y centroides

67.

68.

69.
70.

71.

72.

Centro de masa Un solido de densidad constante esta acotado
abajo por el plano z = 0, arriba por el conoz = r, » = 0 y a los la-
dos por el cilindro » = 1. Determine el centro de masa.

Centroide Determine el centroide de la region del primer octante
que esta acotada arriba por el cono z = Vx* + »?, abajo por el plano
z = 0y alos lados por el cilindro x> + y2 = 4 y por los planos x = 0,
y=0.

Centroide Determine el centroide del solido en el ejercicio 38.
Centroide Determine el centroide del solido acotado arriba por la
esfera p = a y abajo por el cono ¢ = 7/4.

Centroide Determine el centroide de la region acotada arriba por
la superficie z = \/1:, a los lados por el cilindro » = 4 y abajo por el
plano xy.

Centroide Determine el centroide de la region de la bola sélida
72 4+ z2 < 1 cortada por los semiplanos § = —7/3,r =0y 0 = 7/3,
r=0.

73.

74.

75.

76.

71.

78.

79.

80.

81.

82.

Momento de inercia de un cono sélido Calcule el momento de
inercia de un cono circular recto de altura 1 y base de radio 1, con res-
pecto a un eje que pasa por el vértice paralelo a la base. (Use 6 = 1).

Momento de inercia de una esfera sélida Determine el momento
de inercia de una esfera solida de radio a con respecto a un diametro.
(Used =1).

Momento de inercia de un cono sélido Calcule el momento de
inercia de un cono circular recto de altura 4 y base de radio a, con
respecto a su eje. (Sugerencia: Ponga el cono con su vértice en el ori-
gen y su eje a lo largo del eje z).

Densidad variable Un sélido esta acotado arriba por el paraboloide
z = r2, abajo por el plano z = 0 y a los lados por el cilindro » = 1.
Calcule el centro de masa y el momento de inercia con respecto al
eje z si la densidad es

a. 6(r,0,z) =z b. 8(r,0,2) = r.
Densidad variable Un sélido esta acotado abajo por el cono

\V/x? + 17 y arriba por el plano z = 1. Calcule el centro de masa
y el momento de inercia con respecto al eje z, si la densidad es

a. 8(r,0,z) =z b. 6(r,0,z) = 2.

Densidad variable Una bola solida esta acotada arriba por la esfera
p = a. Calcule el momento de inercia y el radio de giro con respecto
al eje z si la densidad es

a. 8(p, d,0) = p* b. 8(p, p,0) = r = psen .

Centroide de un semielipsoide solido Demuestre que el centroide
del semielipsoide de revolucion solido (12/a?) + (22/h?) =1,z =0
estd sobre el eje z a 3/8 del camino de la base a la parte superior.
El caso particular # = a da un hemisferio sélido. Asi, el centroide
de un hemisferio sélido esta en el eje de simetria a 3/8 del camino de
la base a la parte superior.

z =

Centroide de un cono sélido Demuestre que el centroide de un
cono circular recto sélido esta a un cuarto del camino de la base al
vértice. (En general, el centroide de un cono sélido o de una piramide
solida esta a un cuarto del camino del centroide de la base al vértice).

Densidad del centro de un planeta Un planeta tiene la forma de
una esfera de radio R y una masa total A/ con una distribucion de den-
sidad con simetria esférica que crece linealmente al aproximarse al
centro. /Cual es la densidad en el centro de este planeta, si la densi-
dad en la superficie es igual a cero?

Masa de la atmésfera de un planeta Un planeta esférico de radio
R tiene una atmoésfera cuya densidad es w = woe~", donde % es la
altura sobre la superficie del planeta, u es la densidad a nivel del mar
y ¢ es una constante positiva. Calcule la masa de la atmosfera del
planeta.

Teoria y ejemplos

83.

84.

85.

86.

Planos verticales en coordenadas cilindricas

a. Demuestre que los planos perpendiculares al eje x tienen
ecuaciones de la forma r = a sec 6 en coordenadas cilindricas.

b. Demuestre que los planos perpendiculares al eje y tienen
ecuaciones de la forma » = b csc 6.

(Continuacion del ejercicio 83). Determine una ecuacion de la forma
r = f(0) en coordenadas cilindricas para el plano ax + by = ¢, ¢ # 0.
Simetria ;Qué simetria tendra una superficie con una ecuacion de
la forma r = f{(z) en coordenadas cilindricas? Justifique su respuesta.
Simetria ;Qué simetria tendra una superficie con una ecuacion de
la forma p = f(¢p) en coordenadas esféricas? Justifique su respuesta.



15.8 Sustitucion en integrales mltiples 887

15 8 | Sustitucién en integrales miiltiples
O |

©(u, v)

0

Plano cartesiano uv

x = g(u, v)
y = h(u,v)

[
R (xs y)
Plano cartesiano xy

FIGURA 15.53 Las ecuaciones x = g(u, v)
y ¥y = h(u, v) nos permiten cambiar una
integral sobre una region R del plano xy

a una integral sobre una region G del

plano uv usando la ecuacion (1).

BIOGRAFIA HISTORICA

Carl Gustav Jacob Jacobi
(1804—1851)

El objetivo de esta seccion es presentar las ideas implicadas en las transformaciones de coorde-
nadas. Usted aprendera como evaluar integrales multiples por sustitucion para remplazar in-
tegrales complicadas por otras que sean mas faciles de evaluar. Las sustituciones logran esto al
simplificar el integrando, los limites de integracion, o ambos. Un estudio mas profundo de las
transformaciones y de las sustituciones en variables multiples, y del jacobiano, se deja para
un curso mas avanzado después de un curso de algebra lineal.

Sustituciones en integrales dobles

La sustitucion por coordenadas polares de la seccion 15.4 es un caso particular de un método
mas general de sustitucion para integrales dobles, un método que representa los cambios de
variable como transformaciones de regiones.

Suponga que la region G en el plano uv se transforma de manera uno a uno en la region R
del plano xy mediante ecuaciones de la forma

x=glu,v), y=hluv),

como sugiere la figura 15.53. Llamamos a R la imagen de G bajo la transformacion, y G es
la preimagen de R. Cualquier funcion f(x, y) definida en R se considera como una funcion
[flg(u, v), h(u, v)) definida en G. ;Cual es la relacion entre la integral de f(x, y) sobre R con la
integral de f(g(u, v), h(u, v)) sobre G?

La respuesta es que si g, 7 y f tienen derivadas parciales continuas y J(u, v) (que analiza-
remos dentro de poco) se anula s6lo en puntos aislados, entonces

//f(x,y) dxdy = //f(g(u, v), h(u, v))|J(u, v) | du dv. (1)
G

R

El factor J(u, v), cuyo valor absoluto aparece en la ecuacion (1), es el jacobiano de la
transformacion de coordenadas, asi nombrado en honor del matematico aleman Carl Jacobi.
El jacobiano mide la razon con que la transformacion amplia o reduce el area en torno de un
punto en G, cuando G se transforma en R.

DEFINICION El jacobiano o determinante jacobiano de la transformacion de
coordenadas x = g(u, v), y = h(u, v) es

o ox
u ov| gy dy 9y gx
dy  dy Toudv  ouov
ou v

Ju,v) =

El jacobiano se denota también como

_ )

J(u, v) 2 v)

para ayudarnos a recordar la construccion del determinante de la ecuacion (2) a partir de las
derivadas parciales de x y y. La deduccion de la ecuacion (1) es intrincada y corresponde a un
curso de calculo avanzado, por lo que en este libro no la incluiremos.

EJEMPLO 1 Determine el jacobiano para la transformacion de las coordenadas polares
x = rcos 6,y = rsen 6, y use la ecuacion (1) para escribir la integral cartesiana
ff r J(x, ¥) dx dy como una integral polar.
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SIE}

0 1

Plano cartesiano rf

X =rcos @
y =rsenf

0 1

Plano cartesiano xy

FIGURA 15.54 Las ecuaciones x = r cos 6,
y = rsen 6 transforman G en R.

Solucion  La figura 15.54 muestra la forma en que las ecuaciones x = r cos 6, y = r sen 0
transforman el rectangulo G: 0 = » = 1, 0 = 0 < /2 en el cuarto de circulo R, acotado por
x2 4+ y2 = 1 en el primer cuadrante del plano xy.

Para coordenadas polares, tenemos ary 6 en vezde uy v. Conx = rcos@yy = rsen 6,
el jacobiano es

ax  ox
Jar 00 0 - 0
J(r,0) = = | rsen ‘ = r(cos’ @ + sen’0) = r.
dy dy sen 6 7cos 0
Jar 90

Puesto que suponemos que = 0 cuando integramos en coordenadas polares, |J(r, 8)| = || = r,
de manera que la ecuacion (1) da

//f(x, y)dxdy = // f(rcos b, rsen@)rdrdob. (3)
R G

Esta es la misma formula que obtuvimos independientemente usando un argumento geomé-
trico para el 4rea polar en la seccion 15.4.

Observe que la integral del lado derecho de la ecuacion (3) no es la integral de f(r cos 6,
r sen 6) sobre una region en el plano de coordenadas polares, sino que es la integral del pro-
ducto de f( cos 6, r sen 0) y r sobre una region G en el plano cartesiano r6. [ |

He aqui un ejemplo de una sustitucion en la cual la imagen de un rectangulo segun la
transformacion de coordenadas es un trapezoide. Transformaciones como ésta se llaman trans-
formaciones lineales.

EJEMPLO 2 Evalte

4 [r=0/2)+1 2p —
/ / dx dy
0 Jx=y/2 2

aplicando la transformacion

e integrando sobre una region adecuada en el plano uv.

Solucion  Trazamos la region de integracion R en el plano xy e identificamos sus fronteras
(figura 15.55)

[ y
v=2
2
u=0 u=1
G
0| =0 1

y=0
FIGURA 15.55 Las ecuaciones x = «# + vy y = 2v transforman G en R.

Al invertir la transformacion mediante las ecuaciones u = (2x — »)/2 'y
v = y/2 se transforma R en G (ejemplo 2).



v=u
I
u
0 G |1
u=1
vo=2u1
ok
LU
~3 3
_2u_ v
Y=37*3
y

FIGURA 15.56 Las ecuaciones x =
u/3) = W/3)yy = (2u/3) + (v/3)
transforman G en R. Al invertir la trans-
formacion mediante las ecuaciones
u=x+yyv=y— 2xse transforma R
en G (ejemplo 3).
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Para aplicar la ecuacion (1) necesitamos conocer la region G correspondiente del plano uv
y el jacobiano de la transformacion. Para obtenerlos, primero despejamos x y y de las ecua-
ciones (4) en términos de u y v. Aplicando algo de algebra nos da

X=u-+tuv, y = 2v. (5)

Luego hallamos la frontera de G al sustituir estas expresiones en las ecuaciones para las fron-
teras de R (figura 15.55)

Ecuaciones de la frontera Ecuaciones correspondientes de Ecuaciones

de R en el plano xy la frontera de G en el plano uv. simplificadas en uv
x=y/2 utv=2072=v u=20
x=(y/2)+1 utv=Q2u2)+1=v+1 u=1
y=0 2v=0 v=20
y=4 2u =4 v=2

El jacobiano de la transformacion [de nuevo de la ecuacion (5)] es

ox Ox 9 i)

= = = (u + = (u +

du dv u (u +v) v (u +v) 1
J(u,v) = = = = 2.

Doy, 9 (20) 2

Ju Jv Ju Jv

Ahora tenemos todo lo necesario para aplicar la ecuacion (1):

x= (y/2+12x_ v=2
// dxdy—/ / u|J(u, v)|du dv
x=y/2 v=0
2 1 2
//(u)(Z)dudv—/ [uz} dv=/ dv = 2.
0 0 0

EJEMPLO 3 Evalue
1 1—x
x + — 2x X.
/ Vx +y(y — 2x)dyd
0 .Jo

Solucion  Trazamos la region de integracion R en el plano xy e identificamos sus fronteras
(figura 15.56). El integrando sugiere la transformacion u = x + y y v = y — 2x. El algebra
de rutina produce x y y como funciones de u y v:

x == - (6)

2u
=+
9 y 3

W
w |
W<

Las ecuaciones (6) nos permiten encontrar las fronteras de la region G en el plano uv (figura
15.56).

Ecuaciones de la frontera Ecuaciones correspondientes de Ecuaciones
de R en el plano xy la frontera de G en el plano uv. simplificadas en uv
x+y=1 L_v) g (mv) o u=1
7 373 303
— u_v_ =
x=0 373 0 v=u
2u | v
= _— 4+ — = = —
y=20 3 3 0 v 2u
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\
\
\
\
|
0 1 2
FIGURA 15.57 Laregion de integracion R
del ejemplo 4.

=2cy=2
7 Y

0 1 2

FIGURA 15.58 Las fronteras de la region G
corresponden a aquellas regiones de R en la
figura 15.57. Observe que cuando nos move-
mos en sentido contrario a las manecillas del
reloj en la region R, también nos movemos en
sentido contrario a las manecillas del reloj

en la region G. Las ecuaciones de transforma-
cion inversa u = Vxy, v = Vy/x generan

la region G a partir de la region R.

El jacobiano de la transformacion de las ecuaciones (6) es

o oo L1
u v 3 3 1

J(u,v) = = =_.
LA N P |
du Jv 3 3

Al aplicar la ecuacion (1), evaluamos la integral:

1 fl—x u=1 fv=u
/ \/x+y(y72x)2dydx=/ /
0 .Jo

u=0 Jv=—"2u
1 fu
// u1/2v2
0 J—2u
1

w202 | J(u, v) | dv du

<1> 1 1 12 1 3 v=u

= dvdu=*/ u [u} du

3 3 0 3 v=—"2u

(WY b 2 ol _2

1 1203 + 8,5 _ V2 gy =202 =2

9Au (u 8u’) du Au du U L 9 [ |

En el siguiente ejemplo ilustramos una transformacion no lineal de coordenadas que se
obtiene de la simplificacion del integrando. Como en la transformacion de las coordenadas po-
lares, las transformaciones no lineales pueden convertir la linea recta de la frontera de una
region en una frontera curva (o viceversa con la transformacion inversa). En general, las trans-
formaciones no lineales son mas complejas de analizar que las lineales, y su estudio completo
se deja para un curso mas avanzado.

EJEMPLO 4  Evalte la integral
2.1y
/ / \/f eV dx dy.
1 Jl)y
Solucion  Los términos de raiz cuadrada en el integrando sugieren que podriamos simplificar

la integracion al sustituir u = \/x; y v = Vy/x. Al elevar al cuadrado estas ecuaciones, fa-
cilmente tenemos u2 = xy y v?* = y/x, lo cual implica que u?v? = y? y u?/v? = x2. Entonces
obtenemos la transformacion (en el mismo orden de las variables ya discutidas)
_u _
x=9 y y = uv.
Primero veamos qué pasa con el integrando mismo con esta transformacion. El jacobiano de la
transformacion es

ax  Ix 1 —u

ou Jv v v2 2u
Ju, = = = £
(u, v) W o . ; v

Ju dv

Si G es la region de integracion en el plano uv, entonces, al aplicar la ecuacion (1), la integral
doble transformada por la sustitucion es

//\/ie\/ﬁdxdy=//ve”zvududv=//2ue“dudv.
R G G

El integrando transformado es mas facil de integrar que el original, de manera que procedemos
a determinar los limites de integracion de la integral transformada.

La region de integracion R de la integral original en el plano xy se muestra en la figura
15.57. A partir de las ecuaciones de sustitucion u = \/); yv = Vy/x, vemos que la imagen
de la frontera de la izquierda xy = 1 para R es el segmento de recta verticalu = 1,2 = v = 1,
en G (véase la figura 15.58). Asimismo, la frontera de la derecha y = x de R traza el seg-
mento de recta horizontal v = 1, 1 = u = 2, en G. Por ultimo, la frontera horizontal de arriba
y =2de Rmapeaawuv = 2,1 =v =2, en G. Cuando nos movemos en sentido contrario a
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las manecillas del reloj alrededor de la frontera de la regién R, también nos movemos en
sentido contrario a las manecillas del reloj alrededor de la frontera de G, como se indica en la
figura 15.58. Si conocemos la region de integracion G en el plano uv, escribimos las integra-
les iteradas equivalentes:

2 [y 2 [f2u
Y
/ / \/; e Y dx dy = / / 2ue* dv du. Observe el orden de integracion.
1 Jipy 1 J1

Evaluamos ahora la integral transformada del lado derecho,

2 r2/u 2 N
/ / 2ue" dv du = 2/ vue”]z;l/u du
1) 1

2
2/ (2¢" — ue") du
1

2
= 2/ (2 — u)e" du
1

=2
= 2[(2 — u)e" + e"}z=l Integracién por partes.

=2(e> — (e + e)) = 2e(e — 2). ]

Sustitucion en integrales triples

Las sustituciones por coordenadas cilindricas y esféricas de la seccion 15.7 son casos particu-
lares de un método de sustitucion que representa los cambios de variable en las integrales tri-
ples como transformaciones de regiones tridimensionales. El método es similar al de las inte-
grales dobles, excepto que ahora trabajamos con tres dimensiones en vez de dos.

Suponga que una regioén G del espacio uvw se transforma de uno a uno en la region D del
espacio xyz mediante ecuaciones diferenciables de la forma

x = g(u, v, w), y = h(u, v, w), z = k(u, v, w),

como sugiere la figura 15.59. Entonces, cualquier funcion F(x, y, z) definida en D se considera
como una funcién

F(g(u, v, w), h(u, v, w), k(u, v, w)) = H(u, v, w)

definida en G. Si g, h y k tienen primeras derivadas parciales continuas, entonces la integral de
F(x, y, z) sobre D se relaciona con la integral de H(u, v, w) sobre G mediante la ecuacion

///F(x, y,z)dxdydz = ﬂ H(u, v, w)|J(u, v, w) | du dv dw. (7)
D G

x = g(u, v, w)
y = h(u, v, w)
7= k(u, v, w)
e
u Espacio cartesiano uvw X Espacio cartesiano xyz

FIGURA 15.59 Las ecuaciones x = g(u, v, w), y = h(u, v, w)y z = k(u, v, w)
permiten cambiar una integral sobre una region D en el espacio cartesiano xyz
por una integral sobre una regién G en el espacio cartesiano vvw usando la
ecuacion (7).
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Cubo con lados
paralelos a los
z ejes coordenados

Espacio cartesiano rz

x =rcos 6
y =rsenf
=1z

Z

\ z = Constante

= Constante
y

6 = Constante

Espacio cartesiano xyz

FIGURA 15.60 Las ecuaciones x = r cos 0,
y =rsenfyz = ztransforman el cubo G

en una cufa cilindrica D.

El factor J(u, v, w), cuyo valor absoluto aparece en esta ecuacion es el determinante jacobiano.

ax ox ox
Ju Jdv Iw
dy dy Iy
J(u, v, W)= @ % %
0z oz oz
Ju dv  Iw

~dlx,p,2)
au, v, w)

Este determinante mide la razon con la que la transformacion de coordenadas (u, v, w) a (x, y, z)
amplia o reduce el volumen en torno de un punto en G. Como en el caso bidimensional, se
omite la deduccion de la formula de cambio de variable de la ecuacion (7).

Para coordenadas cilindricas, 7, 6 y z toman los lugares de u, v y w. La transformacion del
espacio cartesiano 76z al espacio cartesiano xyz esta dada por las ecuaciones

X = rcosé, y = rsen, z=1z

(figura 15.60). El jacobiano de la transformacion es

ax ax ox
Jar 00 oz
ay dy Iy

J(l", 0,2) = 5 @ g =
9z 9z %z
o 00 oz

= rcos’0 + rsen’f = r.

La version correspondiente de la ecuacion (7) es

cosf —rsenf 0
sen 0 rcosf 0
0 0 1

///F(x,y,z)dxdydz=// H(r,0,z)|r|drdb d-.
D G

Podemos eliminar los simbolos de valor absoluto siempre que » = 0.
Para coordenadas esféricas, p, ¢ y 6 toman los lugares de u, v y w. La transformacion del
espacio cartesiano p¢6 al espacio cartesiano xyz esta dada por

Xx = psen¢cosb, y = psend¢senb, z = pcos¢

(figura 15.61). El jacobiano de la transformacion es (véase el ejercicio 19)

ox  ox
p  dp
dy  dy
J b 50 = |52 N
(p, &, 0) b o
dz 0z
ap I

La version correspondiente de la ecuacion (7) es

ox
a0

dy

a0

dz
a0

= p’sen .

f//F(x,y,z)dxdydz:ﬂ H(p, b, 0)|p?sen ¢|dp dep db.
D G



G
1 2
/ o
u
xX=u+y
y=2
z=73w
b4
T Plano posterior:
3
X = %,oyzlx

b~/

/ —

Plano frontal
-2 — 2 —

X = 5 + 1l,oy=2x—-2
FIGURA 15.62 Las ecuaciones
x=u+v,y=2vyz = 3w transforman G
en D. Al invertir la transformacién mediante
las ecuaciones u = (2x — »)/2,v =y/2y
w = z/3 se transforma D en G (ejemplo 5).
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Cubo con lados p = constante

paralelos a los
9  ejes coordenados z

= constante

(x, y,2) ' \D
. , ==

¢

x = psen ¢ cos 0
y = psen ¢ sen O

z=pcosd¢ ¢ = constante

\

Y

P Espacio cartesiano p¢6 X Espacio cartesiano xyz

FIGURA 15.61 Las ecuacionesx = psen¢ cos 6,y = psen¢d senyz = p cos ¢
transforman el cubo G en la cufia esférica D.

Podemos eliminar los simbolos de valor absoluto porque sen ¢ nunca es negativo para 0 < ¢ < 7.
Observe que es el mismo resultado que se obtuvo en la seccion 15.7.

He aqui un ejemplo de otra sustitucion. Aunque podriamos evaluar la integral del ejemplo
en forma directa, la elegimos para ilustrar el método de sustitucion en un caso sencillo (y bas-
tante intuitivo).

EJEMPLO 5  Evalte

3402 o — g
/ / / ( + 7) dx dy dz
0 Jo Jx=yp2 2 3

aplicando la transformacion

u=(2x —y)/2, v =y/2, w=1z/3 (8)

e integrando sobre una region adecuada en el espacio uvw.

Solucion  Trazamos la region de integracion D en el espacio xyz e identificamos sus fronteras
(figura 15.62). En este caso, las superficies de la frontera son planos.

Para aplicar la ecuacion (7), necesitamos encontrar la region G correspondiente del espa-
cio uvw y el jacobiano de la transformacion. Para encontrarlos, primero despejamos x, y y z de
las ecuaciones (8) en términos de u, v y w. Después de realizar un poco de algebra tenemos

xX=u+v, y = 2v, z = 3w. (9)

Luego obtenemos las fronteras de G al sustituir estas expresiones en las ecuaciones de las fron-
teras de D:

Ecuaciones de la frontera Ecuaciones correspondientes de
de D en el espacio xyz la frontera de G en el espacio uvw

Ecuaciones simplificadas
en el espacio uvw

x=y/2 utv=2u/72=v u=20
x=(y/2) +1 utv=_2u72)+1=v+1 u="1
y=0 2v=20 v=20
y=4 2v =4 =

v
z=10 3w=0 w=20
w

z=3 3w=3
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Ejercicios 15.8

Calculo de jacobianos y regiones transformadas en el plano

Capitulo 15: Integrales mdltiples

De nuevo, por las ecuaciones (9), el jacobiano de la transformacion es

ox dx  Ox
Ju oJdv ow L1 o
dy dy Oy
S, v, w) = w o awl = 0 2 0/=6
0 0 3
dz dz 0z
ou oJdv ow

Ahora tenemos todo 1o necesario para aplicar la ecuacion (7):
304 Lx=(/2)+1 /oy —
/// (x y+5>dxdydz
0 Jo Jx=yp2 2 3
12 1
= /// (u + w)|J(u, v, w)|du dv dw
0 .Jo Jo
12 1 Lrare I
=///(u+w)(6)dudvdw=6// [*-%-uw} dv dw
0.Jo Jo oJo L2 0
1 2 1 1 v 2 1
:6// (2+w)dvdw—6/ [2+UW}dW—6/(I+2w)dw
0 Jo 0 0 0

= 6[w + w?], = 6(2) = 12.

el eje x, el eje y y larectax + y = 1. Trace la region transfor-

1. a. Resuelva el sistema mada en el plano uv.

u=x—y, v=2x+y 4. a. Resuelva el sistema

para x y y en términos de u y v. Luego obtenga el valor del ja- u=2x—-3, v=-x+y

cobiano a(x, y)/o(u, v). para x y y en términos de u y v. Luego obtenga el valor del
. Encuentre la imagen bajo la transformacion u = x — y, jacobiano a(x, y)/d(u, v).
v =2x + y de la region triangular con vertices (0, 0, (1, 1) b. Encuentre la imagen bajo la transformacion u = 2x — 3y,
y (I, =2) en el plano xy. Trace la region transformada en v = —x + y del paralelogramo R en el plano xy con fronteras
el plano uv. x=-3,x=0,y=xyy=x+ . Trace laregion transformada
. Resuelva el sistema en el plano uv.
u=x+ 2y, v=x-—y Sustituciones en integrales dobles

A . 5. Evalue la integral
parax y y en términos de u y v. Luego encuentre el valor del jaco-

biano a(x, y)/d(u, v).

4 ra=(y/2)+1 2y — ¥
. Encuentre la imagen bajo la transformacion u = x + 2y, / > dx dy
0 Jx

v = x — y de la region triangular en el plano xy acotada por =2

lasrectas y = 0,y = xy x + 2y = 2. Trace la region transfor-

mada en el plano uv. del ejemplo 1 por integracion directa con respecto a x y y para

confirmar que su valor es 2.

. Resuelva el sistema

6. Use la transformacion del ejercicio 1 para evaluar la integral
u=3x+ 2y, v=x+4y

paraxy y en términos de u y v. Luego halle el valor del jaco- // (2 = xy — ) dxdy
biano d(x, y)/d(u, v). R

. Encuentre la imagen bajo la transformacion u = 3x + 2y, para la region R del primer cuadrante, acotada por las rectas

v = x + 4y de la region triangular en el plano xy acotada por y=-2x+4,y=-2x+7,y=x—-2yy=x+1.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Use la transformacion del ejercicio 3 para evaluar la integral

/ (3x? + ldxy + &%) dx dy
R

para la region R del primer cuadrante, acotada por las rectas
y=-G/2x + Ly=-06/2x +3,y=—-(1/4xyy =
—(1/4)x + 1.

. Use la transformacion y el paralelogramo R del ejercicio 4 para eva-

luar la integral

ﬂZ(x — y)dxdy.
R

. Sea R la region del primer cuadrante del plano xy, acotada por las

hipérbolas xy = 1, xy = 9, y las rectas y = x, y = 4x. Use la trans-
formacién x = u/v,y = uv, con u > 0y v > 0 para replantear

/R/(\/f+ xy) v dy

como una integral sobre una region adecuada G del plano uv. Luego

evalue la integral sobre G.

a. Calcule el jacobiano de la transformacion x = u, y = uv, y dibuje
laregion G: 1 =u = 2,1 = wuv = 2 enel plano uv.

b. Use la ecuacion (1) para transformar la integral

22
y
[[ Edydx

en una integral sobre G, y evaliie ambas integrales.

Momento polar de inercia de una placa eliptica Una placa del-
gada de densidad constante cubre la region acotada por la elipse
x*/a* + y*/b*> = 1,a > 0, b > 0 en el plano xy. Calcule el primer
momento de la placa con respecto al origen. (Sugerencia: Use la
transformacion x = ar cos 6,y = br sen 0).

El area de una elipse El drea wab de la elipse x?/a? + y?/b* =
se puede encontrar integrando la funcion f(x, y) = 1 sobre la region
acotada por la elipse en el plano xy. La evaluacion directa de la inte-
gral requiere una sustitucion trigonométrica. Una forma mas sencilla
de evaluarla consiste en usar la transformacion x = au, y = bv y eva-
luar la integral transformada sobre el disco G: u> + v?> < 1 en el
plano uv. Encuentre el area de esta forma.

Use la transformacion del ejercicio 2 para evaluar la integral

2/3 f2-2
/ / (x + 2y)e" ™ dx dy
0 y

escribiéndola primero como una integral sobre una region G en el
plano uv.

Use la transformacion x = u + (1/2)v, y = v para evaluar la integral

2 f+4)2 ,
/ / P (2x — »)e® ™ dx dy
0 Jy/2

escribiéndola primero como una integral sobre una region G en el
plano uv.

Use la transformacion x = u/v, y = uv para evaluar la suma integral

2 ry 4 rdfy
/ &+ ) dedy + / / % + Y dx dy.
1 1/y 2 Jy/4
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2

16. Use la transformacion x = u> — v?, y = 2uv para evaluar la integral

1 rovI=x
/ Vx% + y*dy dx.
0

0

[Sugerencia: Muestre que la imagen de la region triangular G' con
vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1) en el plano uv es la region de integra-
cion R en el plano xy definida por los limites de integracion].

Calculo de jacobianos
17. Obtenga el jacobiano d(x, y)/d(u, v) para las transformaciones
a. X = ucosv, y = usenv
b. x = usenv, y = ucosv.
18. Calcule el jacobiano d(x, y, z)/d(u, v, w) para las transformaciones
a. x = ucosv, z=w
b. x =2u—1, z=(1/2)(w — 4).

19. Evalue el determinante adecuado para mostrar que el jacobiano de la
transformacion del espacio cartesiano p¢6 al espacio cartesiano xyz
es p? sen ¢.

Yy = usenv,

y=3v —4,

20. Sustituciones en integrales triples ;Como puede considerar las
situaciones de integrales definidas simples como transformaciones de
regiones? ;Cual es el jacobiano en ese caso? Ilustre con un ejemplo.

Sustituciones en integrales simples
21. Evalte la integral del ejemplo 5 integrando con respecto ax, yy z.

22. Volumen de un elipsoide Calcule el volumen del elipsoide

=

) 2
y
+=

bZJr

NI

QN‘

(Sugerencia: Sean x = au, y = bv 'y z = cw. Después encuentre el
volumen de una region adecuada en el espacio uvw).

23. Evalte
// |xvz|dx dy dz

sobre el elipsoide solido

+ 5+

=1.

Qw‘ﬁv
SR
(\N‘NN

(Sugerencia: Sean x = au,y = bv 'y z = cw. Luego integre sobre una
region adecuada en el espacio uvw).

24. Sea D una region en el espacio xyz definida por las desigualdades

Evalue

// (x%y + 3xyz) dx dy dz
b

utilizando la transformacion

u=x, v=xy, w=3z

e integrando sobre una region adecuada G en el espacio uvw.
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25. Centroide de un semielipsoide sélido Suponga que el centroide de
un hemisferio solido esta sobre el eje de simetria, a 3/8 de distancia
de la base a la parte superior; demuestre, transformando las integra-
les adecuadas, que el centro de masa de un semielipsoide solido
(x2/a®) + (2/b?) + (2/c?) = 1,z = 0 esta sobre el eje z a 3/8 de
la distancia de la base a la parte superior. (Puede hacerlo sin eva-
luar las integrales).

26. Capas cilindricas En la seccion 6.2 aprendimos a calcular el vo-
lumen de un sélido de revolucion mediante el método de capas; a
saber, si la region entre la curvay = f(x)yelejexdeaab (0 <a <b)
gira en torno del eje y, el volumen del sdlido resultante es
fa b 27xf(x) dx . Demuestre que el calculo de los volimenes me-
diante integrales triples da el mismo resultado. (Sugerencia: Use
coordenadas cilindricas, con los roles de y y z cambiados).

Capitulo Preguntas de repaso

1. Defina la integral doble de una funcion de dos variables sobre una
region acotada en el plano coordenado.

2. (Como se evaluan las integrales dobles mediante las integrales itera-
das? (Es importante el orden de integracion? ;Como se determinan
los limites de integracion? Dé ejemplos.

3. ;Como se usan las integrales dobles para calcular areas y valores
promedio? Dé ejemplos.

4. ;Como se cambiaria una integral doble en coordenadas rectangulares
por una integral doble en coordenadas polares? ;De qué podria ser-
vir? Dé un ejemplo.

5. Defina la integral triple de una funcién f{(x, y, z) sobre una region
acotada en el espacio.

6. ;Como se evaltan las integrales triples en coordenadas rectan-
gulares? ;Coémo se determinan los limites de integracion? D¢ un
ejemplo.

7. (Como se usan las integrales dobles y triples en coordenadas rectan-
gulares para calcular volimenes, valores promedio, masas, momentos
y centros de masa? Dé ejemplos.

8. ;Como se definen las integrales triples en coordenadas cilindricas y
esféricas? ;Por qué seria preferible trabajar en alguno de estos sis-
temas de coordenadas que trabajar con coordenadas rectangulares?

9. (Como se evaluan las integrales triples en coordenadas cilindricas
y esféricas? (Como se determinan los limites de integracion? Dé
ejemplos.

10. ;Como se representan las sustituciones en integrales dobles como
transformaciones de regiones bidimensionales? Dé un ejemplo de
calculo.

11. ;Como se representan las sustituciones en integrales triples como
transformaciones de regiones tridimensionales? Dé un ejemplo de
calculo.

Capitulo Ejercicios de practica

Evaluacion de integrales iteradas dobles
En los ejercicios 1 a 4, bosqueje la region de integracion y evalue la inte-

gral doble.
1
2. / / & dy dx
0.Jo

10 f1/y
1. / / yeV dx dy
32 fNo—ar 1 2=V
/ tds dt 4. // xy dx dy
—\V9-17 0 JVy
En los ejercicios 5 a 8, bosqueje la region de integracion y escriba una
integral equivalente con el orden de integracion invertido. Luego evalue

ambas integrales.
1 rx
6. / / \/);dydx
0 Jx?

4 o492
5. // dx dy
Via-y

32 \V9—4)% 2 r4-x?
dx d 8. / / 2x dy dx
/ —\V9-4y? 4 Y 0.Jo ’

Evalue las integrales en los ejercicios 9 a 12.

12 2 11
9. //4cos(x2)dxdy 10. // e‘zdxdy
0 Jy/2
1. / / dydx 12 /1/1 27rsen7rx2dxdy
iyt 41 "o N5 X

Uso de integrales dobles en areas y volimenes

13. Area entre una recta y una parabola Calcule el area de la re-
gion encerrada por la recta y = 2x + 4 y la pardbolay = 4 — x? enel
plano xy.

14. Area acotada por rectas y parabola Calcule el 4rea de la region
“triangular” del plano xy acotada a la derecha por la parabola y = x2,
a la izquierda por la recta x + y = 2 y arriba por la recta y = 4.

15. Volumen de la region bajo un paraboloide Calcule el volumen
bajo el paraboloide z = x> + y? arriba del tridngulo encerrado por
lasrectas y = x,x = 0y x + y = 2 en el plano xy.

16. Volumen de la regién bajo un cilindro parabélico Calcule el vo-
lumen debajo el cilindro parabdlico z = x? sobre la region encerrada
por la parabola y = 6 — x2 y larectay = x en el plano xy.

Valores promedio
Calcule el valor promedio de f(x, y) = xy sobre las regiones de los ejer-
cicios 17y 18.

17. El cuadrado acotado por las rectas x = 1, y = 1 en el primer cua-
drante.

18. El cuarto de circulo x2 + )2 =< 1 en el primer cuadrante.



Coordenadas polares
Evalte las integrales de los ejercicios 19 y 20 cambiando a coordenadas
polares.

// Vi-g 2dydx
19.
Vi (1 + x2 + p?)?

Vi-y?
20. In(x>+y>+ 1)dxd
[l[vlfyz Y Y

21. Integracion sobre una lemniscata Integre la funcion f(x, y) =
1/(1 + x2 + )2 sobre la regién encerrada por un lazo de la lem-
niscata (x2 + 1?2 — (x2 —1y») =0

22. Integre f(x,y) = 1/(1 + x2 + )?) sobre

a. Region triangular El triangulo con vértices (0, 0), (1, 0),
(1. V3).

b. Primer cuadrante El primer cuadrante en el plano xy.

Evaluacion de integrales iteradas triples
Evalue las integrales de los ejercicios 23 a 26.

23./// cos(x +y + z)dxdydz
In7 fIn2 fhns
24. / / / ) gz dy dx
I In4
25.///~ (2x —y — z)dzdy dx
26. // fdy dz dx

Voliimenes y valores promedio usando integrales triples
27. Volumen Calcule el volumen de la region con forma de cuia en-

cerrada por los lados por el cilindro x = —cos y, —7/2 =y = 7/2,
arriba por el plano z = —2x, y abajo por el plano xy.
z
=2

o

28. Volumen Calcule el volumen del solido acotado arriba por el ci-
lindro z = 4 — x2, a los lados por el cilindro x> + »? = 4 y abajo
por el plano xy.
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29. Valor Promedio Calcule el valor promedio de f(x, y, z) =

30xz Va? + y sobre el sélido rectangular en el primer octante aco-
tado por los planos coordenados y los planos x = 1,y = 3,z = 1.

30. Valor promedio Calcule el valor promedio de p sobre la esfera
solida p = a (coordenadas esféricas).

Coordenadas cilindricas y esféricas
31. Coordenadas cilindricas a rectangulares Convierta

20 V2 pVa—2
/ / / 3dzrdrdo, r=0
0 0 r

(a) a coordenadas rectangulares con el orden de integracion dz dx dy
y (b) a coordenadas esféricas. Luego (c) evaltie una de las integrales.

32. Coordenadas rectangulares a cilindricas (a) Convierta a coorde-
nadas cilindricas. Luego (b) evalue la nueva integral

1 pVi—x? 2+
// / 21xy? dz dy dx
0 J-V1i-x? *(szryZ)
33. Coordenadas rectangulares a esféricas (a) Convierta a coorde-
nadas esféricas. Luego (b) evalte la nueva integral

1 rVi-x* ri
/ / / dz dy dx
-1.J-V1-x? \/xz+yz

34. Coordenadas rectangulares, cilindricas y esféricas Escriba una
integral triple iterada para la integral de f(x, y, z) = 6 + 4y sobre la
regiéon del primer octante acotada por el cono z = Vx> + )%, el
cilindro x> + »? = 1 y los planos coordenados, en (a) coordenadas
rectangulares, (b) coordenadas cilindricas y (¢) coordenadas esféri-
cas. Luego (d) determine la integral de f evaluando una de las inte-
grales triples.

35. Coordenadas cilindricas a rectangulares Enuncie una integral en
coordenadas rectangulares equivalente a la integral

w2 (N3 Va2
/ / / r(sen 0 cos 0)z dz dr df .
o J1

Arregle el orden de integracion para que z sea primero, luego y
y por Gltimo x.

36. Coordenadas rectangulares a cilindricas El volumen de un so-

lido es
4— xz—y
/ / / dz dy dx.
4 x2—y?

a. Describa el solido dando las ecuaciones de las superficies que
forman su frontera.

b. Convierta la integral a coordenadas cilindricas, pero no evalue la
integral.

37. Coordenadas esféricas contra cilindricas Las integrales triples
que implican formas esféricas no siempre requieren coordenadas
esféricas para evaluarse de manera conveniente. Algunos célculos se
realizan mas facilmente con coordenadas cilindricas. Como ejemplo,
calcule el volumen de la region acotada arriba por la esfera x2 + 32 +
z2 = 8 y abajo por el plano z = 2 usando (a) coordenadas cilindricas
y (b) coordenadas esféricas.

Masas y momentos

38. Calculo de I en coordenadas esféricas Calcule, con respecto al
eje z, el momento de inercia de un sélido con densidad constante
6 = 1 que esta acotado arriba por la esfera p = 2 y abajo por el
cono ¢ = 7/3 (coordenadas esféricas).
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39.

40.

41.
42.

43.

44.

45.

46.
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Momento de inercia de una esfera “gruesa” Calcule el momento
de inercia de un so6lido con densidad constante § acotado por dos es-
feras concéntricas de radios a y b (a < b) con respecto a un diametro.

Momento de inercia de una manzana Calcule, con respecto al eje z,
el momento de inercia de un s6lido con densidad 6 = 1 encerrado por
la superficie dada en coordenadas esféricas p = 1 — cos ¢. El sélido
es generado por la curva girada en torno del eje z que se destaca en
la siguiente figura.

Centroide Determine el centroide de la region “triangular” acotada
por las rectas x = 2, y = 2 y la hipérbola xy = 2 en el plano xy.

Centroide Determine el centroide de la region entre la parabola
x>+ )2 — 2y =0ylarectax + 2y = 0 en el plano xy.

Momento polar Calcule, con respecto al origen, el momento polar
de inercia de una placa delgada triangular de densidad constante
6 = 3, acotada por el eje y y las rectas y = 2x y y = 4 en el plano xy.
Momento polar Calcule el momento polar de inercia con respecto
al centro de una delgada lamina rectangular de densidad constante
8 = 1, acotada por las rectas

a. x==*2, y= *lenelplanoxy

b. x = *a, y = *benelplano xy

(Sugerencia: Calcule I,. Luego use la formula de /, para hallar /,
y sume ambas para determinar /).

Momento de inercia Calcule, con respecto al eje x, el momento de
inercia de una delgada placa con densidad constante & que cubre el
triangulo con vértices (0, 0), (3, 0) y (3, 2) en el plano xy.

Placa con densidad variable Calcule, con respecto a los ejes coor-
denados, el centro de masa, asi como los momentos de inercia de una

47.

48.

49.

50.

51.

52.

delgada placa acotada por la recta y = x y la pardbola y = x2 en el
plano xy si la densidad es &(x, y) = x + 1.

Placa con densidad variable Calcule, con respecto a los ejes coor-
denados, la masa y los primeros momentos de una delgada placa
cuadrada acotada por las rectas x = *£1, y = %1 en el plano xy si
la densidad es 8(x, y) = x% + 3 + 1/3.

Triangulos con los mismos momentos inerciales Calcule, con
respecto al eje x, el momento de inercia de una delgada placa trian-
gular de densidad constante 8, cuya base esta a lo largo del intervalo
[0, b] sobre el eje x y cuyo vértice esta sobre la recta y = & sobre el
eje x. Como verd, no importa donde esté el vértice sobre esta recta.
Todos estos tridangulos tienen el mismo momento de inercia con res-
pecto al eje x.

Centroide Calcule el centroide de la region del plano de coorde-

nadas polares definida mediante las desigualdades 0 = r = 3,

—-w/3=0=m/3.

Centroide Determine el centroide de la region del primer cuadran-

te acotada por los rayos # = 0y 6 = /2 y las circunferencias r = 1

yr=3.

a. Centroide Determine el centroide de la region del plano de
coordenadas polares que esta dentro de la cardioide » = 1 + cos 6
y fuera de la circunferencia r = 1.

b. Bosqueje la region y exhiba el centroide en su dibujo.

a. Centroide Determine el centroide de la region plana definida
por las desigualdades en coordenadas polares 0 = r = a,
—a=60=a (0 <a=m).;Como se mueve el centroide cuando
a—>m7?

b. Bosqueje la region para @ = 57/6 y muestre el centroide en su
dibujo.

Sustituciones

53.

54.

Demuestre que siu = x — y y v = y, entonces

/ / e flx —y,y)dydx = / / e £y v) du dv.
o Jo o Jo

;Qué relacion debe haber entre las constantes a, b y ¢ para que

o0 o0
/ / e*(ax2+2b)c,\f+ajfz) dx dy =1?
—00,/ —00

(Sugerencia: Sean s = ax + By y t = yx + 8y, donde (a8 — By)? =
ac — b%. Entonces, ax? + 2bxy + cy* = 52 + ).

Capitulo

Voliimenes

1.

. Agua en un tazén semiesférico

Pila de arena: integrales dobles y triples La base de una pila de
arena cubre la region del plano xy acotada por la parabola x2 + y = 6
y la recta y = x. La altura de la arena sobre el punto (x, y) es x2.
Exprese el volumen de arena como (a) una integral doble, (b) una in-
tegral triple. Luego (c) calcule el volumen.

Un tazon semiesférico de 5 cm de
radio se llena con agua hasta 3 cm de la parte superior. Calcule el vo-
lumen de agua en el tazon.

. Regién cilindrica sélida entre dos planos

. Esfera y paraboloide

. Dos paraboloides

Ejercicios adicionales y avanzados

Calcule el volumen de
la porcién del cilindro sélido x2 4+ »2 = 1 que esta entre los planos
z=0yx+y+z=2.

Calcule el volumen de la region acotada
arriba por la esfera x2 + y2 + z2 = 2 y abajo por el paraboloide
z=x*+ )%

Calcule el volumen de la region acotada arriba
por el paraboloide z = 3 — x> — 3?2 y abajo por el paraboloide
z=2x2+ 2%



6.

10.

Coordenadas esféricas Calcule el volumen de la region acotada
por la superficie dada en coordenadas esféricas p = 2 sen ¢ (vea la
siguiente figura).

Agujero en esfera Se perfora un agujero cilindrico circular en una
esfera solida, donde el eje del agujero es un diametro de la esfera. El
volumen del solido restante es

2w \/5 Va-z2
V= 2/ / / rdrdzdb.
0 0 1

a. Determine el radio del agujero y el de la esfera.
b. Evalte la integral.

Esfera y cilindro Calcule el volumen de material cortado de la es-
fera solida 2 + z2 < 9 por el cilindro » = 3 sen 6.

Dos paraboloides Calcule el volumen de la region encerrada entre
las superficies z = x2 + )2y z = (x2 + 12 + 1)/2.

Cilindro y superficie z = xy Calcule el volumen de la region del
primer octante que esta entre los cilindros » = 1 y » = 2 acotado
abajo por el plano xy y arriba por la superficie z = xy.

Cambio del orden de integracion

11.

12.

13.

Evalte la integral

o —ax —bx
e - e
/ ——dx.
0

(Sugerencia: Use la relacion

=

o — efbx

, b
— / e Vdy
a

para formar una integral doble y evalte la integral cambiando el or-
den de integracion).

a. Coordenadas polares
polares, que

asen \/azjvz 1
/ / In (x> + y?) dxdy = a*B (lna - *),
0 ycot B 2

dondea>0y0<pB<m/2.

Demuestre, cambiando a coordenadas

b. Rescriba la integral cartesiana con el orden de integracion in-
vertido.

Reduccién de una integral doble a una integral simple Cambie
el orden de integracion para demostrar que la siguiente integral doble
se reduce a una integral simple

/ ) / "m0 f(4) di du = / “(x = 9" 1(2) dr.
0.Jo 0

14.
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De manera similar, es posible demostrar que

X v u X — 2
/ / / "0 £(1) dt du dv = / %e’"o‘_’) £(¢) dt.
0.Jo Jo 0

Transformacion de una integral doble para obtener limites cons-
tantes A veces, una integral multiple con limites variables se cambia
por una con limites constantes. Cambie el orden de integracion para
demostrar que

1 X
A f(X)(A glx = y)f(y) dy) dx
1 1
= [) f(y)( / glx — »)f(x) dx) dy
y

1 r1
- %A / allx = YD) dx dy.

Masas y momentos

15.

16.

17.

18.

Minimizacion del momento polar de inercia Una delgada placa
de densidad constante debe ocupar la region triangular en el primer
cuadrante del plano xy con vértices (0, 0), (a, 0) y (a, 1/a). {Qué
valor de ¢ minimiza el momento polar de inercia de la placa con
respecto al origen?

Momento polar de inercia de una placa triangular Calcule, con
respecto al origen, el momento polar de inercia de una delgada pla-
ca triangular de densidad constante 6 = 3 acotada por el eje y y las
rectas y = 2x 'y y = 4 en el plano xy.

Masa y momento polar de inercia de un contrapeso El contra-
peso de un volante de densidad constante 1 tiene la forma del seg-
mento mas pequeflo cortado en un circulo de radio @ por una cuerda
a distancia b del centro (b < a). Calcule la masa del contrapeso y
su momento polar de inercia con respecto al centro del volante.

Centroide de un bumeran Determine el centroide de la region
con forma de bimeran entre las pardbolas 2 = —4(x — 1)y
2 = —2(x — 2) en el plano xy.

Teoria y ejemplos

19.

20.

21.

Evalue

a (b 5
/ / ema’x (b2, a*y?) dy dx,
0 .Jo

donde @ y b son niimeros positivos y

bPx* sib = dhy?
azyz si b < azyz.

PF(x, y)
// ax dy dx dy

sobre el rectangulo xo = x = x|, Yo =y = yy, €s

max (b°x?, a}y?) = {

Demuestre que

F(x1,y1) — F(xo, y1) — Flx1,y0) + F(xo, yo).

Suponga que f(x, y) se escribe como el producto f(x, y) = F(x)G(y)
de una funcién de x y una funcion de y. Entonces, la integral de f so-
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22.

23.
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bre el rectangulo R: a = x = b, ¢ = y = d se evalua también como un
producto, mediante la formula

[ ras - ( / e ( / ama)

R

La demostracion consiste en los siguientes cuatro pasos:

d b .
/R/ swnat= [ [ rocma)a ()

-/ ’ (60 / P &) (i)
-/ “( / " Fe) i )60 ()
= ( [ ’ F(x) dx) [ ! G(y) dy. (iv)

a. Justifique los pasos (i) a (iv).

Cuando sea aplicable, la ecuacion (1) ayuda a ahorrar tiempo. Utili-
cela para evaluar las siguientes integrales.

n2 f/2 21
b. / / e cosydydx c// —dxdy
o Jo 1 J-1y

Sea Dy f'la derivada de f(x, y) = (x2 + »%)/2 en la direccién del vec-

tor unitario u = u;i + uyj.

a. Calculo de un valor promedio Calcule el valor promedio de
D, f'sobre la region triangular cortada en el primer cuadrante
porlarectax +y = 1.

b. Valor promedio y centroide Demuestre que, en general, el
valor promedio de D, f'sobre una region en el plano xy es
el valor de D, f'en el centroide de la region.

El valor de I'(1/2) La funcién gamma,

I'x) = / e dt,
0

amplia la funcion factorial de los enteros no negativos a otros valores
reales. De particular interés en la teoria de ecuaciones diferenciales es
el nimero

24.

25.

26.

27.

28.

a. Siaun no ha resuelto el ejercicio 41 de la seccion 15.4, hagalo
ahora para demostrar que

1:/ ej;dy:ﬁ.
Jo

2

b. Sustituya y = V7 en la ecuacion (2) para demostrar que

(1/2) =20 = V.
Carga eléctrica total sobre una placa circular La distribucion
de carga eléctrica sobre una placa circular de radio R metros es
o(r, 8) = kr(1 — sen 6) coulombs/m? (k constante). Integre o sobre
la placa para encontrar la carga total Q.

Un pluviémetro parabélico Un tazon tiene la forma de la grafica
z = x2 + )2 desde z = 0 hasta z = 10 in. Usted quiere calibrar
el tazon para que sirva como pluvidometro. ;Qué altura en el tazon
corresponderia a una pulgada de lluvia? ;Y a 3 in?

Agua en una antena satelital Una antena parabdlica de satélite
tiene 2 m de ancho y 1/2 m de profundidad. Su eje de simetria esta
inclinado 30 grados con respecto a la vertical.

a. Escriba, pero no evalue, una integral triple en coordenadas
rectangulares que dé la cantidad de agua que puede contener
la antena. (Sugerencia: Coloque su sistema de coordenadas de
forma que la antena esté en “posicion estandar”, y el plano del
nivel del agua esté inclinado). (Cuidado: Los limites de inte-
gracion no son “bonitos”).

b. (Cual debe ser la menor inclinacion de la antena para que no
acumule agua?

Un semicilindro infinito Sea D el interior del semicilindro circular
recto infinito de radio 1, con su unica cara suspendida 1 unidad sobre
el origen y cuyo eje es el rayo que va de (0, 0, 1) a infinito. Use coor-
denadas cilindricas para evaluar

/// 22 + A7 ar.
D

Hipervolumen Hemos visto que f ab 1 dx es la longitud del interva-
lo [a, b] sobre la recta numérica (espacio unidimensional), f/R 1dA
es el area de la region R en el plano xy (espacio bidimensional), y
ff p 1 dV es el volumen de la region D en el espacio tridimensional
(espacio xyz). Podriamos continuar: si O es una region en el espacio
de cuatro dimensiones (espacio xyzw), entonces fffo 1dV es el
“hipervolumen” de Q. Use su capacidad de generalizacion y un sis-
tema de coordenadas cartesianas en el espacio cuatridimensional para
determinar el hipervolumen dentro de la esfera unitaria tridimen-

F(f) =/ A2 e dt =/ ~—dt. 2
2 A i (@)

sional x2 + 32 + 22 + w2 = 1.

Capitulo Proyectos para aplicacion tecnologica
Mathematica/Modulo Maple

Pruebe su suerte: Use la técnica Monte Carlo para la integracion numérica en tres dimensiones
Use la técnica Monte Carlo para integrar numéricamente en tres dimensiones.

Medias y momentos; la exploracion de nuevas técnicas de graficacion, parte 11
Use el método de momentos de forma que emplee la simetria geométrica y la integracién multiple.



INTEGRACION EN CAMPOS
VECTORIALES

INTRODUCCION En este capitulo ampliaremos los conceptos de integracién en curvas y super-
ficies en el espacio. La teoria de integrales de linea e integrales de superficie ofrece herramien-
tas matematicas poderosas para la ciencia y la ingenieria. Definiremos las integrales de linea
que se usan para calcular el trabajo realizado por una fuerza al mover un objeto a lo largo de
una trayectoria a través del campo y para calcular la masa de una varilla curvada de densidad
variable. Definiremos también las integrales de superficie que se usan para calcular la tasa de
flujo a la que pasa un fluido a través de una superficie. Presentaremos el teorema fundamental
del calculo integral vectorial y discutiremos sus consecuencias matematicas y sus aplicaciones
fisicas. En el analisis final, los teoremas clave se presentan como interpretaciones generaliza-
das del teorema fundamental del calculo.

linea

(ks Vi 20)
I=a

X

FIGURA 16.1 La curva r(?) dividida en
pequeiios arcos desde ¢t = g hasta t = b.
El subarco tipico tiene una longitud de Asy.

Para calcular la masa total de una varilla delgada que se encuentra a lo largo de una curva en
el espacio o para obtener el trabajo realizado por una fuerza variable que actda a lo largo de una
curva, necesitamos un concepto de integral mas general que el definido en el capitulo 5. Ahora
requerimos integrar sobre una curva C'y no sobre un intervalo [a, b]. Estas integrales, que son
mas generales, se conocen como integrales de linea (aunque el nombre de integrales de tra-
yectoria seria mas descriptivo). Plantearemos nuestras definiciones para curvas espaciales, sin
olvidar que las curvas en el plano xy son s6lo un caso particular de las anteriores, y que resul-
tan de considerar su coordenada z igual a cero.

Supongamos que f{(x, y, z) es una funcion con valores reales y que queremos integrar a lo
largo de la curva C que se encuentra en el dominio de /'y esta parametrizada por r(¢) = g(¢)i +
h()j + k(t)k, a =t = b. Los valores de f a lo largo de la curva estan dados por la composicion
f(g(1), h(t), k(?)). Integraremos esta composicion con respecto a la longitud de arco desde 1 = a
hasta t = b. Para empezar, dividimos la curva C en un numero finito » de subarcos (figura
16.1). El subarco tipico tiene una longitud As;. En cada subarco elegimos un punto (xx, Vi, zx)
y formamos la suma:

S, = kEf(Xk, Vi zi) As,
=

la cual es similar a una suma de Riemann. Dependiendo de como se haga la particion de la curva
C'y de la seleccion de (xx, y, zx) en el k-ésimo subarco, podemos obtener diferentes valores
de S,. Si f es una funcion continua y las funciones g, 4 y k tienen primeras derivadas continuas,
entonces esta suma tiende a un limite cuando n crece y las longitudes As, tienden a cero. Este
limite nos lleva a la siguiente definicion, similar a la de la integral simple. En la definicion, se
supone que la particion satisface el enunciado de que As; — 0 cuando n —> oo,

DEFINICION Si f esta definida sobre una curva C dada en forma paramétrica por
r(t) = g(Oi + h(1)j + k(H)k, a = t = b, entonces la integral de linea de f sobre C es

/Cf(x,y, 2)ds = lim ;f(xk,yk, zi) Asy, (1)

siempre que este limite exista.

901
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ds @2 Qz é2
dt_|v_\/(dt)+(dt) T\

(1,1, D
C

//’—‘)y

\
\
\
\
\

I
I

I

I

I

I

I

I

l

I
N
%
(1,1,0)

FIGURA 16.2 La trayectoria de integracion
del ejemplo 1.

Si la curva C es suave para a = = b (entonces v = dr/df es continua y nunca es igual a 0) y
la funcion f es continua sobre C, entonces se demuestra que el limite de la ecuacion (1) existe.
Ahora aplicamos el teorema fundamental del calculo para derivar la ecuacion de la longitud
de arco,

Ecuacion (3) de la seccion 13.3
conty =a

s(2) =/ |v(7)| dr,

para expresar a ds en la ecuacion (1) como ds = |v(¢)| dt y evaluar la integral de f sobre C como

b
/C flx,y,2)ds = / f(g(t), h(z), k(1)) |v(1)] dt. (2)

Observe que la integral del lado derecho de la ecuacion (2) es una integral definida simple del
tipo que estudiamos en el capitulo 5, donde integramos con respecto al pardmetro ¢. La formula
evalia en forma correcta la integral de linea del lado izquierdo, sin importar cual parame-
trizacion se use, siempre que ésta sea suave. Observe que el parametro ¢ define la direccion a
lo largo de la trayectoria. El punto inicial sobre C es la posicion r(a), y el movimiento a lo largo
de la trayectoria se da en la direccion de crecimiento de 7 (véase la figura 16.1).

Como evaluar una integral de linea

Para integrar una funcién continua f{(x, y, z) sobre una curva C:
1. Se determina una parametrizacion suave de C,
r(t) = g(0)i + h(2)j + k(1)k, a=t=h

2. Se evalua la integral como

b
/Cf(x,y,Z) ds =/ fg(®), h(2), k(1)) | v(2)| dt.

Si f es la funcion constante 1, entonces la integral de f sobre C da la longitud de C desde
t = g hasta t = b como en la figura 16.1.

EJEMPLO 1 Integre f(x, y,z) = x — 32 + z sobre el segmento de recta C que une el origen
con el punto (1, 1, 1) (figura 16.2).

Solucion  Elegimos la parametrizacion mas sencilla posible:
r(t) = ti + tj + tk, 0=r=1

Los componentes tienen primeras derivadas continuas y |v(¢)| = |i +j + k| =

V12 + 12 + 12 = V/3 nunca se anula, de manera que la parametrizacion es suave. La inte-
gral de f sobre C es

1
/ f(x, ¥y, Z) ds = / f(l, t, l‘)(\/?:) dt Ecuacion (2)
C 0

=/1(t— 32 + V3 dt
0

0

:\@/l(zr—sﬁ)dr=\/§[r2—z3]1:o. n
0



X

» (1,1, 1)

»(1,1,0)

FIGURA 16.3 Trayectoria de integracion

del ejemplo 2.

16.1 Integrales de linea 903

Aditividad
Las integrales de linea tienen la util propiedad de que si la curva C esta formada por la union
de un nimero finito de curvas suaves Cj, Cy, ..., C,, (seccion 13.1), entonces la integral de la

funcién sobre C es la suma de las integrales sobre las curvas que la conforman:

/fds=/fds+/fds+-~-+/fds. (3)
c G G o

EJEMPLO 2 La figura 16.3 muestra otra trayectoria desde el origen hasta el punto (1, 1, 1),
la unién de los segmentos de recta C; y C,. Integre la funcién f(x, y, z) = x — 3y + z sobre
UG,

Solucion  Elegimos la parametrizaciéon mas sencilla para C; y C,, y verificamos las longi-
tudes de los vectores velocidad en el desarrollo:

Ci: r()=ti+1tj, 0=r=1; |v|:\/12+12=\/§
Cy r()=i+j+tk, 0=t=1; |v|]=V0P+0+1>=1.

Con estas parametrizaciones tenemos que

/ fx,y,z)ds = / fx,y,z)ds + / f(x,y,z)ds Ecuacién (3)
oSl G G

1 1
= / f(t, t, 0)\/5 dt + / F(1, 1, 6)(1) dt Ecuacion (2)
0 0
1 1
:/(t—3t2+0)\/§dt+/(1—3+t)(1)dt
0 0

alg-o] s

3
2 2 0 2 2

Observemos tres cosas acerca de las integraciones de los ejemplos 1 y 2. En primer lugar,
al sustituir los componentes de la curva adecuada en la formula para f, esta integral se con-
vierte en una integral normal con respecto a ¢. En segundo lugar, la integral de f sobre C; U C,
se obtuvo integrando f sobre cada una de las secciones de la trayectoria y sumando estos re-
sultados. Tercero, las integrales de fa lo largo de C'y de C; U G, tienen valores diferentes.

El valor de una integral de linea a lo largo de la trayectoria entre dos puntos se modi-
fica al cambiar la trayectoria entre ellos.

Analizaremos esta tercera observacion en la seccion 16.3.

Calculo de masa y momento

Consideramos los resortes y alambres como masas distribuidas a lo largo de curvas suaves en
el espacio. La distribucion se describe mediante una funcion de densidad continua &(x, y, z)
que representa la masa por unidad de longitud. Cuando una curva C es parametrizada por
r(t) = x()i + y()j + z(H)k, a = t = b, entonces x, y y z son funciones del parametro 7, la den-
sidad es la funcion 6(x(¢), y(¢), z(¢)), y la diferencial de la longitud de arco esta dada por

@\ (N (a2
ds_\/(dl) +(dl‘> +<dl) dt.
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1Yy
X y2 4 ZZ =1,z= 0
FIGURA 16.4 El ejemplo 3 nos muestra
codmo encontrar el centro de masa para un
arco circular de densidad variable.

(Véase la seccion 13.3). La masa del resorte o del alambre, el centro de masa y los momentos
se calculan con las formulas de la tabla 16.1, con las integrales en términos del parametro ¢ so-
bre el intervalo [a, b]. Por ejemplo, la formula de la masa se convierte en

d 2 A 2
M= / SCe(£), (1), z(t))\/ df ) + (i) dt.

Estas formulas también se aplican a varillas delgadas, y su deduccion es similar a la de la sec-
cién 6.6. Observe el parecido de las formulas con las de las tablas 15.1 y 15.2 para integrales
dobles y triples. Las integrales dobles para regiones planas y las integrales triples para sélidos
se convierten en integrales de linea para resortes, alambres y varillas delgadas.

TABLA 16.1 Formulas de la masa y el momento para resortes, alambres y varillas
delgadas a lo largo de una curva suave C en el espacio

Masa: M = / dds 8 = 8(x, y, ) es la densidad en (x, y, z)
C

Primeros momentos con respecto a los planos coordenados:

Myz=/x5ds, szz/yéds, Mxyz/zﬁds
c c c

Coordenadas del centro de masa:
X = MyZ/M, y = MXZ/M, z= Mxy/M

Momentos de inercia con respecto a los ejes y otras rectas:

Ix=/(y2+zz)8ds, Iy=/(x2+zz)6ds, Iz=/(x2+y2)8ds,
c c c

— 2 . .
I = / r ods r(x, y, z) = distancia desde el punto (x, y, z) hasta la recta L
C

Observe que el elemento de masa dm es igual a § ds en lugar de 6 dV como en la tabla
15.1, y que las integrales se toman sobre la curva C.

EJEMPLO 3 Un arco de metal delgado, mas denso en la parte inferior que en la superior,
se encuentra a lo largo de la semicircunferencia y* + z2 = 1, z = 0, en el plano yz (figura
16.4). Determine el centro de masa del arco, si la densidad en el punto (x, y, z) del arco es
o(x,y,2)=2 —z

Solucion  Sabemos que X = 0y y = 0 porque el arco esta en el plano yz con la masa dis-
tribuida de manera simétrica alrededor del eje z. Para encontrar z, parametrizamos la circun-
ferencia como:

r(t) = (cost)j + (sent)k, 0=t=m.

Para esta parametrizacion,

2 d 2 A 2
o - 8] ) 6 - o

De manera que ds = |v|dt = dt.

—sent)? + (cos?)? = 1,



al/tura fix,y)

t=>b

FIGURA 16.5 La integral de linea fcf ds
nos da el area de la porcion de la superficie
cilindrica o “pared” debajo de

z= flx,y) = 0.

Ejercicios 16.1

16.1 Integrales de linea 905

Las formulas de la tabla 16.1 implican

M=/8ds=/(2—2)ds=/(2—sent)dt=27r—2
c c 0

My, = /26 ds = /2(2 —z)ds = / (sent)(2 — sent) dt
c c 0

o 8 .
=/ (2sent — sen’t) dt = T
0 2
My g — 8 —
A B A T~ 0.57.
M 2 20 — 2 47 — 4
Con z redondeado a centésimas, el centro de masa es (0, 0, 0.57) [ ]

Integrales de linea en el plano

Existe una interpretacion geométrica interesante de las integrales de linea en el plano. Si C es
una curva suave en el plano xy parametrizada por r(f) = x(¢)i + y(1)j, a = t = b, se genera una
superficie cilindrica al mover una recta a lo largo de C ortogonal al plano, manteniendo la recta
paralela al eje z como en la seccion 12.6. Siz = f(x, y) es una funcion continua no negativa so-
bre una region en el plano que contiene a la curva C, entonces la grafica de f es una superficie
que se encuentra arriba del plano. El cilindro se corta a través de esta superficie, formando una
curva sobre ella que esta arriba de la curva C'y sigue su curso en zigzag. La parte de la superfi-
cie cilindrica que esta debajo de la superficie curva y arriba del plano xy es como una “pared
zigzagueante” o “cerca” que esta sobre la curva C'y es ortogonal al plano. En cualquier punto
(x, y) alo largo de la curva, la altura de la pared es f{(x, y). La pared se ilustra en la figura 16.5,
donde la “cima” de la pared es la curva que esta sobre la superficie z = f(x, y). (No se muestra
la superficie formada por la grafica de f en la figura, s6lo la curva sobre ella que es cortada por
el cilindro). A partir de la definicion

/de = lim_ > f(x ye) Asg,
c n—00 j=1

donde As; — 0 cuando n — o0, vemos que la integral de linea f ¢ [ ds es el drea de la pared re-
presentada en la figura.

Graficas de ecuaciones vectoriales

Relacione las ecuaciones vectoriales de los ejercicios 1 a 8 con las grafi-

cas (a)-(h) que aqui se presentan.
a. b.

2¢
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g.
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—

Z

Lr()=t1+0-0j 0=t=1
2.r()=i+j+ek, —-l=r=1

3. r(t) = (2cost)i + (2sent)j, 0=1t=2mw
4. r(t) =41, —-1=r=1
S5.r()=tri+tj+ik, 0=¢r=2

6. r(t) =tj+ 220k, 0=¢r=1
7T.r()=F - Dj+2k, —-1=t=1
8. r(1) = (2cost)i + 2sent)k, 0==t=m

Evaluacién de integrales de linea sobre curvas en el espacio

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Evalue fc (x + y)ds donde C es el segmento de recta x = 1,
y=(1— 1),z =0, desde (0, 1, 0) hasta (1, 0, 0).

Evalue fc (x =y +z—2)ds donde C es el segmento de recta
x=ty=(—1),z=1,desde (0, 1, 1) hasta (1, 0, 1).

Evalue fc (xy + y + z) ds a lo largo de la curva r(f) = 24 + ¢ +
Q-20k0=t=1.

Evalte -[C \V/x* + y?ds a lo largo de la curva r(r) = (4 cos £)i +
(4sent)j + 3¢k, =27 =t = 2.

Encuentre la integral de f(x, y, z) = x + y + z sobre el segmento de
recta que va desde (1, 2, 3) hasta (0, —1, 1).

Encuentre la integral de linea de f(x, y, z) = \/37/ (x> + y* + 2%) so-
brelacurvar(t)y =i +tj + 1k, | =t =0,

Integre f(x,y,z) = x + Vy — z* sobre la trayectoria que va desde
(0, 0, 0) hasta (1, 1, 1) (véase la figura anexa) dada por
C: r()=dr+7j, 0=r=1

C: r()y=i+j+k, 0=¢r=1

16.

17.

18.

Z
Z
0.0, 1)4 3
©,1,1)
0, 0,0) c,/
N (a,1,1) z
~—_ 0,0, 0) ’
T, N (11,1
C2 ]\
C . Y
(1,1,0
(a) (b)

Trayectorias de integracion de los ejercicios 15y 16.

Integre f(x,y,z) = x + Vy — z* sobre la trayectoria que va desde
(0, 0, 0) hasta (1, 1, 1) (véase la figura anexa) y esta dada por
Cri: r(t) = 1k,
Cy: (1) = tj + Kk,
Cy r(=rd+j+Kk

0=r=1

0=¢r=1

0=r=1

Integre f(x, y, z) = (x + y + z)/(x*> + y* + z?) sobre la trayectoria
ry=ti+t+k0<a=s=tr=bh.

Integre f(x, y,z) = —Vx* + 2% sobre la circunferencia

r(z) = (acost)j + (asent)k, 0=1t=2m

Integrales de linea sobre curvas planas

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Evalte jcx ds, donde C es

a. el segmento de rectax = ¢,y = #/2, desde (0, 0) hasta (4, 2).
b. la curva parabdlica x = t,y = £, desde (0, 0) hasta (2, 4).
Evalte fc m ds, donde C es

a. el segmento de rectax = £, y = 4¢, desde (0, 0) hasta (1, 4).

b. C; U C; C) es el segmento de recta desde (0, 0) hasta (1, 0),
y C; es el segmento de recta desde (1, 0) hasta (1, 2).

Encuentre la integral de linea de f(x,y) = ye"2 a lo largo de la curva
r(f) =44 — 3tj, —1=t=2.

Obtenga la integral de linea de f(x, y) = x — y + 3 a lo largo de la
curva r(f) = (cos )i + (sen 1)j, 0 =t = 2.

2

Evaltie / %/3 ds,donde Ceslacurvax = 2,y = B,paral =t =2.
cy

Obtenga la integral de linea de f(x,y) = \[y/x alo largo de la curva

r()=~fi+r,1/2=st=1.

Evalte /C (x + \/y) ds donde C esta dada en la figura anexa.

y

- c (1, 1)

0,0)




26.

16.2 Campos vectoriales e integrales de linea: Trabajo, circulacion y flujo

Evaltie / # ds donde C esta dada en la figura anexa.
cX + V + 1

Y

O, 1) (1, 1)

A

Y

(0,0) (1,0)

En los ejercicios 27 a 30, integre f sobre la curva dada.

27.
28.

29.

30.

31.

32.

fy) =2y, € y=x/2, 0=x=2

fx,y) = (x +)/V1+ % C y=x*2 desde (1, 1/2) hasta
(0, 0)
fey)=x+y C
(2, 0) hasta (0, 2)
[y =2 -y, C
(0, 2) hasta (V2, V2)
Determine el area de uno de los lados de la “pared zigzagueante”
que es ortogonal a la curvay = x%, 0 = x = 2 y esta debajo de la
curva y sobre la superficie f(x,y) = x + Vy.

x*> 4+ y? = 4 en el primer cuadrante, desde

x*> + 3% = 4 en el primer cuadrante, desde

Determine el area de uno de los lados de la “pared” que es ortogonal
alacurva2x + 3y = 6,0 = x =< 6 y esta debajo de la curva y sobre
la superficie f(x,y) =4 + 3x + 2y.

Masas y momentos

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Masa de un alambre Encuentre la masa de un alambre colocado a
lo largo de una curva r(f) = (2 — 1)j + 27k, 0 = ¢ =< 1, si la densidad
esd = (3/2).

Centro de masa de un alambre curvo Un alambre de densidad
8(x,y,z) = 15Vy + 2 estd colocado a lo largo de la curva
r(f) = (2 — 1)j + 2tk, =1 = t = 1. Encuentre su centro de
masa. Trace la curva y su centro de masa juntos.

Masa de un alambre con densidad variable Encuentre la masa
de un alambre delgado, colocado a lo largo de la curva
r(t) = Vi + \/2tj + (4 — Ak 0=t =1,sila densidad es
(@dé=3ty()s=1.

Centro de masa de un alambre delgado con densidad variable
Encuentre el centro de masa de un alambre delgado colocado a lo
largo de la curva r(¢) = i + 2tj + (2/3)/%k, 0 = ¢ < 2, si la den-
sidades 6 = 3V5 + 1.

Momento de inercia de un lazo de alambre Un lazo circular de
alambre, con densidad constante 8, se encuentra a lo largo de la cir-
cunferencia x2 + 2 = a2, en el plano xy. Encuentre el momento de
inercia con respecto al eje z.

Inercia de una varilla delgada Una varilla delgada con densidad
constante esta colocada a lo largo del segmento de recta r(f) = ¢j +

39.

40.

41.
42.

907

(2 — 20k, 0 =t =1, enel plano yz. Encuentre el momento de inercia
de la varilla con respecto a los tres ejes coordenados.

Dos resortes con densidad constante Un resorte de densidad cons-
tante & se encuentra a lo largo de la hélice

r(z) = (cos )i + (sent)j + tk, 0=1t=2m

a. Encuentre 7.

b. Suponga que ahora tiene otro resorte de densidad constante 8,
con el doble de la longitud del resorte en el inciso (a) y que esta
a lo largo de la hélice para 0 = ¢t < 4. jEsperaria que el valor
de [, para el resorte mas largo fuera igual que su analogo del
resorte mas pequefio? ;O que fuera distinto? Verifique sus
especulaciones calculando 7, para el resorte mas grande.

Alambre de densidad constante Un alambre con densidad cons-
tante 6 = 1 esta a lo largo de la curva

r(z) = (tcost)i + (tsent)j + (2\[2/3)[3/2k, 0=r=1

determine z e L.
El arco del ejemplo 3 Determine /7 para el arco del ejemplo 3.

Centro de masa y momentos de inercia para un alambre con den-
sidad variable Encuentre el centro de masa y los momentos de
inercia con respecto a los ejes coordenados de un alambre delgado
que esta a lo largo de la curva

() = ti + 23£13/2j + gk,

siladensidades & = 1/(t + 1).

0=tr=2,

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA
En los ejercicios 43 a 46, utilice un SAC para realizar los siguientes pasos
y evaluar las integrales de linea.

43.

44.

45.

46.

a. Encuentre ds = |v(f)| dt para la trayectoria r(f) = g()i + h(£)j +
Kok,

b. Exprese el integrando f(g(?), (?), k(£))|v(t)| como funcion del
parametro ¢.

c. Evalue fc f ds usando la ecuacion (2) del texto.

fo,y,2) = V1 + 3062 + 10y; r(t) =1 + % + 31%k,

0=r=2

forz) = VI+ 2 + 575 w0 =i+ 174 + Vik,

0=t=2

fGx,y,2) = xVy — 322, r(t) = (cos2t)i + (sen2s)j + 51k,
0=t=2m

1/4
fx,p,z2) = <1 + 321/3) ;o r(f) = (cos2f)i + (sen2f)j +

APk, 0=t=<2mw

Campos vectoriales e integrales de linea: Trabajo, circulacion y flujo

16.2

Las fuerzas gravitacionales y eléctricas tienen magnitud y direccion. Se representan por un vec-

tor en cada punto de su dominio, generando asi un campo vectorial. En esta seccion mostraremos
como calcular el trabajo realizado al mover un objeto a través del campo mediante una integral de
linea implicada con el campo vectorial. También estudiaremos los campos de velocidad, como el
campo vectorial que representa la velocidad de un fluido que fluye a través de su dominio. Se
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FIGURA 16.6 Vectores velocidad de un
flujo alrededor de una superficie de
sustentacion en un tunel de viento.

FIGURA 16.7 Lineas de flujo dentro de un
canal que se contrae. La rapidez del agua

aumenta cuando el canal se hace angosto y
los vectores velocidad aumentan su longitud.
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FIGURA 16.8 Los vectores en un campo
gravitacional apuntan hacia el centro de
masa que es fuente del campo.

Capitulo 16: Integracion en campos vectoriales

usa una integral de linea para calcular la tasa a la cual el fluido fluye tanto a lo largo como a
través de una trayectoria curva dentro del dominio.

Campos vectoriales

Suponga que una region en el plano o en el espacio esta ocupada por un fluido en movimiento,
como aire o agua. El fluido esta formado por un nimero muy grande de particulas y, en cual-
quier instante, una particula tiene una velocidad v. En diferentes puntos de la regiéon en un
instante dado, estas velocidades varian. Pensamos que el vector velocidad esta pegado a cada
uno de los puntos del fluido y que representa la velocidad de una particula en ese punto. Un
fluido tal es un ejemplo de un campo vectorial. La figura 16.6 muestra un campo vectorial de
velocidad, obtenido del aire que fluye alrededor de una superficie de sustentacion dentro de un
tunel de viento. La figura 16.7 muestra otro campo vectorial de vectores velocidad a lo largo de
lineas de flujo del agua que se mueve en un canal. Ademas de los campos vectoriales asociados
a flujos de fluidos, existen campos de fuerza asociados a la atraccion de la gravedad (figura
16.8), campos magnéticos, campos eléctricos y hasta campos puramente matematicos.

En general, un campo vectorial es una funcion que asigna un vector a cada punto en su
dominio. Un campo de vectores tridimensionales en el espacio tendra una formula como

F(x,y,z) = M(x,y,2)i + N(x,y,2)j + P(x,y, 2)k.

El campo es continuo si las funciones componentes M, n y P son continuas, es derivable si
cada una de las funciones componentes son derivables. Un campo de vectores bidimensionales
tiene una formula como

F(x,y) = M(x, y)i + N(x, y)j.

Encontramos otro tipo de campo vectorial en el capitulo 13. Los vectores tangentes T y los
vectores normales N de una curva en el espacio son campos vectoriales a lo largo de la curva.
A lo largo de una curva r(¢) tienen una formula componente similar a la expresion del campo
de velocidad

v(t) = f(ni + g(H)j + h(Hk.

Si unimos el vector gradiente Vf de una funcion escalar f(x, y, z) en cada punto de una su-
perficie de nivel de la funcion, tendremos un campo tridimensional sobre la superficie. Y si
asociamos el vector velocidad en cada punto del flujo de un fluido, tendremos un campo tridi-
mensional definido en una regién del espacio. Estos y otros campos se ilustran en las figuras
16.9 a 16.15. Para dibujar estos campos, hacemos una seleccion representativa de puntos del
dominio y trazamos los vectores asociados a ellos. Las flechas que representan a los vectores

FIGURA 16.9 Una superficie, como una red o un paracaidas, en un campo
vectorial que representa los vectores velocidad del flujo de agua o aire.
Las flechas muestran la direccion y sus longitudes indican la rapidez.
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FIGURA 16.11 El campo radial F = xi + yj FIGURA 16.12 El campo circular o de
fry=c de vectores posicion en puntos en el plano. “giro” con vectores unitarios
FIGURA 16.10 El campo de vectores Observe la convencion de que una flecha se F = (—yi + xj)/( + )2

. i ibuj , , 1 g
gradientes Vf sobre una superficie dibuja con su ,base 0o su punta, en el punto en el plano. El campo no esta definido en el
donde se evalua F.

Sy, 2) =c. origen.

se trazan con su punto base, no con sus puntas, exactamente donde las funciones vectoriales se
evaluan.

Campos gradiente

El vector gradiente de una funcion escalar diferenciable en un punto da la direccion de mayor
crecimiento de la funcion. Un tipo importante de campo vectorial es el formado por todos los

FIGURA 16.13 El flujo de un fluido en
un tubo cilindrico largo. Los vectores

v = (a@* — r»)k dentro del cilindro que tiene
sus bases en el plano xy y sus puntas en el
paraboloide z = a* — 72,

a

—— X
0 \

VELOCIDAD DEL VIENTO, M/S

0 2 4 6 8 10 12 14 16+
FIGURA 16.15 El satélite Seasat de la NASA usa un radar para tomar 350,000
FIGURA 16.14 Los vectores velocidad v(7) medidas del viento sobre los océanos del mundo. Las flechas indican la direccion del
del movimiento de un proyectil definen un viento; su longitud y tono indican la rapidez. Observe la gran tormenta en el sur de
campo vectorial a lo largo de la trayectoria. Groenlandia.
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vectores gradiente de la funcion (véase la seccion 14.5). Definimos el campo gradiente de una
funcion derivable f(x, y, z) como el campo de vectores gradiente

En cada punto (x, y, z), el campo gradiente proporciona un vector que apunta en la direccion
del mayor crecimiento de f, de magnitud igual al valor de la derivada direccional en esa direc-
cion. El campo gradiente no siempre es un campo de fuerza o un campo de velocidad.

EJEMPLO 1 Suponga que la temperatura ¢ en cada punto (x, y, z) en una region del espacio
esta dada por

T=100 — x> — y> — 2%,
y que F(x, y, z) esta definido como el gradiente de 7. Obtenga el campo vectorial F.

Solucion  El campo gradiente F es el campo F = V7' = —2xi — 2yj — 2zk. En cada punto
del espacio, el campo vectorial F da la direccion en la cual el incremento de temperatura es
el mayor. [ |

Integrales de linea de campos vectoriales

En la seccion 16.1 definimos la integral de linea de una funcion escalar f(x, y, z) sobre una
trayectoria C. Ahora pondremos atencion a la idea de una integral de linea de un campo vec-
torial F a lo largo de la curva C.

Suponga que el campo vectorial F = M(x, y, z)i + N(x, y, z)j + P(x, y, z)k tiene compo-
nentes continuos, y que la curva C tiene una parametrizacion suave r(f) = g(H)i + h()j + k(H)k,
a =t =b.Como vimos en la seccion 16.1, la parametrizacion r(f) define una direccion (u orien-
tacion) a lo largo de C, a la cual llamamos direccion hacia delante. En cada punto a lo largo
de la trayectoria de C, el vector tangente T = dr/ds = v/|v| es un vector unitario tangente a la
trayectoria y apunta hacia delante. (El vector v = dr/dr es el vector velocidad tangente a C en
ese punto, como vimos en las secciones 13.1 y 13.3). Intuimos que la integral de linea del
campo vectorial es la integral de linea del componente escalar tangencial de F a lo largo de C.
Este componente tangencial esta dado por el producto punto

dr
F-T=F-%
ds’

de manera que llegamos a la siguiente definicion formal, donde /' = F - T en la ecuacion (1) de
la seccion 16.1.

DEFINICION  Sea F un campo vectorial con componentes continuos definidos a lo
largo de la curva suave C parametrizada por r(¢), « = ¢ = b. Entonces, la integral
de linea de F a lo largo de C es

/F-Tds=/<F-dr)ds=/F-dr.
c c ds c

Las integrales de linea de campos vectoriales se evaluan de manera similar a la forma
como evaluamos integrales de linea de funciones escalares (seccion 16.1).
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Para evaluar la integral de linea F = Mi + Nj + Pk a lo largo de

C:r(t) = g(t)i + h(t)j + k(t)k, siga estos pasos:

1. Exprese el campo vectorial F en términos de la curva parametrizada C como
F(r(z)) sustituyendo los componentes x = g(¢), y = h(t), z = k(t) de r en los com-
ponentes escalares M(x, y, z), N(x, v, z), P(x, y, z) de F.

2. Calcule la derivada del vector (velocidad) dr/dt.
3. Evalte la integral de linea con respecto al parametro 7, @ = ¢t = b, para obtener

/F-dr=/bF(r(t))-drdt.
C a dt

EJEMPLO 2 Evalte fCF - dr, donde F(x, y, z) = zi + xyj — y?k a lo largo de la curva C
dadaporr(r) = F4i + 4 + Vik, 0=t = 1.

Solucion  Tenemos que

F(r(t) = Vi + £j — £k

it j+ Lk

dt 2\/;

Por lo tanto,

/F-dr Z/IF‘(r(t))°drdt
c 0 dt
1
/ <2t3/2 + £ - §t3ﬂ> dt
0
1
e ads

Integrales de linea con respecto a los ejes coordenados xyz

Algunas veces resulta util escribir la integral de linea de una funcién escalar con respecto a una
de las coordenadas, como f oM dx. Esta integral no es lo mismo que la integral de linea de la
longitud de arco f oM ds definida en la seccion 16.1. Para definir la nueva integral de la fun-
cion escalar M(x, y, z), especificamos un campo vectorial F = M(x, y, z)i sobre la curva C
parametrizada por r(¢) = g(t)i + h(t)j + k(¢t)k, a = t = b. Con esta notacién tenemos que
x = g(t)y dx = x = g'(¢t) dt. De esta forma,

dr

F.dr=F U dt = M(x,y,z)g'(t) dt = M(x,y, z) dx.

Asi, se define la integral de linea de M sobre C con respecto a la coordenada x como

/M(x,y,z) dx = /F-dr, donde F = M(x,y,z)i.
c c

Del mismo modo, definiendo F = N(x, y, z)j o F = P(x, y, z)k, obtenemos las integrales
f cNdyy f ¢ P dz. Al expresar todo en términos del pardametro 7, tenemos las siguientes formu-
las de estas integrales:
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(s Yio 1)
N\

F; T,

Py

FIGURA 16.16 El trabajo realizado a
lo largo del subarco que se muestra aqui
es aproximadamente Fy- T;As;, donde
Fi = F(xp, vk, z6) Y Tre = TCks Y 2)-

b

/C M(x,y, z) dx = / M(g(1), h(¢), k(1)) g'(¢) dt (1)
b

L N(x,y,z)dy = / N(g(2), h(1), k(1)) h'(¢) dt (2)
b

/C P(x,y,2) dz = / P(g(t), h(?), k(£)) k'(¢) dt (3)

A menudo sucede que estas integrales de linea se usan en combinacion, asi que abreviamos la
notacion escribiendo

/M(x,y,z)dx+/N(x,y,z)dy+/P(x,y,z)dz=/de+Ndy+sz.
c c c c

EJEMPLO 3  Evalue la integral de linea f ¢ ~ydx + zdy + 2x dz, donde C es la hélice
r(t) = (cost)i + (sent)j + tk,0 =t = 2.

Solucion  Expresamos todo en términos del parametro 7, de manera que x = cos t,y = sent,
z=1tydx = —sentdt dy = costdt dz = dt. Por consiguiente,

2
/ —ydx +zdy + 2xdz = / [(—sent)(—sent) + tcost + 2 cos{] dt
c 0

2
/ [2cost + tcost + sen’ 1] dt
0

t  sen2t\|”
2sent + (tsent + cost) + | - — ——
2 4 0

0+O+1)+(m—0]—-[0+(0+1)+(0—0)]

= TT. u

Trabajo realizado por una fuerza sobre una curva en el espacio

Suponga que el campo vectorial F = M(x, y, z)i + N(x, y, z)j + P(x, y, z)k representa una
fuerza a través de una region en el espacio (puede ser la fuerza de gravedad o una fuerza
electromagnética), y también que
r(t) = g(Oi + h(1)j + k(1)k, a=1t=bh,

es una curva suave en la misma region. Para obtener la férmula del trabajo realizado por la
fuerza al mover un objeto a lo largo de la curva se aplica el mismo razonamiento que usamos
en el capitulo 6 para deducir la formula W = fa F(x) dx para el trabajo realizado por una
fuerza continua de magnitud F(x) dirigida a lo largo de un intervalo sobre el eje x. Para una cur-
va C en el espacio, definimos el trabajo realizado por un campo de fuerza continuo F para
mover un objeto a lo largo de C de un punto 4 a un punto B de la siguiente manera.

Dividimos la curva C en pequefios subarcos P—P con longitudes Asy, iniciando en 4 y
terminando en B. Elegimos cualquier punto (xx, ¥k, zx) en el subarco P;—P; y hacemos que
T(xx, v, zx) sea el vector tangente unitario en el punto seleccionado. El trabajo W realizado
para mover el objeto a lo largo del subarco P;— Py es aproximado por el componente tangencial
de la fuerza F(xx, yi, z;) multiplicada por la longitud de arco As; aproximada a la distancia
al mover el objeto a lo largo del subarco (figura 16.16). El trabajo total realizado al mover el
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FIGURA 16.17 El trabajo realizado por
una fuerza F es la integral de linea del
componente escalar F + T sobre la curva
suave desde 4 hasta B.

[a]

(0,0,0)

Xor(n) =4+ 24+ r"’ﬁ\\(l\bl’o)

FIGURA 16.18 La curva del ejemplo 4.

16.2 Campos vectoriales e integrales de linea: Trabajo, circulacion y flujo 913

objeto desde el punto A hasta el punto B es aproximado por la suma del trabajo realizado a lo
largo de cada uno de los subarcos, de manera que

W= k}: Wi ~ 121 F(xz, yio zi) * T(Xt, Yo 2k) Asi.
=1 =

Para cualquier subdivision de C en n subarcos y para cualquier eleccion de los puntos (xx, Vi, zx)
dentro de cada subarco, cuando n — o y As; — 0, estas sumas se aproximan a la integral de linea

/F°Tds.
C

Esta es exactamente la integral de linea de F a lo largo de C, la cual se define como el trabajo
total realizado.

DEFINICION Sea C una curva suave parametrizada por r(¢), a =t = b, y F un
campo de fuerza continuo sobre una regién que contiene a C. De esta forma, el
trabajo realizado al mover un objeto desde el punto 4 = r(a) al punto B = r(b) a lo
largo de Ces

W= /F -T ds —/ F(r(?))- —dt (4)

El signo del nimero calculado mediante esta integral depende de la direccion en que se recorra
la curva. Si invertimos la direccion del movimiento, también invertimos la direccion de T en la
figura 16.17 y cambiamos el signo de F - Ty, por lo tanto, de su integral.

Al usar las notaciones aqui presentadas, expresamos la integral de trabajo de diferentes ma-
neras, de acuerdo con lo que mas nos convenga en cada caso. La tabla 16.2 indica cinco formas
de escribir la integral de trabajo de la ecuacion (4).

TABLA 16.2 Distintas maneras de escribir la integral de trabajo para F = Mi + Nj + Pk
sobre la curva C: r(t) = g(t)i + h(t)j + k(t)k, a =t = b.
W = / F-Tds La definicion
c
= / F:dr Forma diferencial vectorial
c
b dr
/ F- Edt Evaluacion vectorial paramétrica
a
dy
= / (M dx + N ar + P dz) dt Evaluacion escalar paramétrica
a
= / Mdx + Ndy + Pdz Forma diferencial escalar
c

EJEMPLO 4  Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza F = (y — x2)i + (z — y2)j +

(x — z9)k a lo largo de la curva r(z) = ti + ¢2j + 3k, 0 =< ¢t < 1, desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 1)

(figura 16.18).

Solucion  En primer lugar, evaluamos F sobre la curva r(z):
F=(—-x)i+(z—-—)M)j+x-2)k

= (tz - Zz)l + (t3 - t4)j + (¢t — té)k . Al sustituir x = ¢,
—F y=t,z=1
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Luego calculamos dr/dt,

dr

_d . . . .
dt_dt(tl+tzj+t3k) i+ 26+ 37°k.

Al final, calculamos F - dr/dt e integramos desde ¢ = 0 hasta r = 1:

F-% =B = M)+ (t — O]~ (0 + 26 + 3PK)

=@ =2+ (1t — O3A) =214 — 27 + 38 — 38

de manera que,
1
Trabajo = / 2t* — 20 + 382 — 3¥) dr
0

1
125 _ 26,3 4_30 _29
[St 6! T4l T ol T 0

EJEMPLO 5  Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza F = xi + yj + zk al mo-
ver un objeto a lo largo de la curva C parametrizada por r(t) = cos ()i + t%j + sen (wt)k,
0=r=1.

Solucion ~ Empezamos por escribir F a lo largo de C como una funcion de ¢,
F(r(t)) = cos (wt)i + £j + sen (71 k.
A continuacion calculamos dr/dt,

B — —sen ()i + 21 + 7 cos () k.

Luego calculamos el producto punto,
F(r(t))-% = —a sen (arf) cos (mf) + 2 + m sen (wt) cos(wt) = 2£.

El trabajo realizado es la integral de linea

b 1 471
/ F(r(t))-%dt =£ 28 dt = %L - % -

Integrales de flujo y de circulacion de campos de velocidad

Suponga que F representa el campo de velocidad de un fluido que fluye a través de una region
en el espacio (un dique de marea o la camara de una turbina en un generador hidroeléctrico,
por ejemplo). En estas circunstancias, la integral de F - T a lo largo de una curva en la region
nos da el flujo del fluido a lo largo de la curva.

DEFINICIONES  Si r(f) parametriza una curva suave C en el dominio de un campo
continuo de velocidad F, el flujo a lo largo de la curva desde 4 = r(a) hasta B = r(b) es

Flujo = /F-Tds. (5)
c

En este caso, la integral se llama integral de flujo. Si la curva empieza y termina en
el mismo punto, de forma que 4 = B, entonces el flujo es la circulacion alrededor de
la curva.




FIGURA 16.19

El campo vectorial F

y la curva r(¢) del ejemplo 7.

Simple,
no cerrada

3o

No simple,
no cerrada

FIGURA 16.20

Ca0

Simple,
cerrada

(OO

No simple,
cerrada

Distintas curvas simples o

cerradas. Las curvas cerradas también se

conocen como lazos.
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La direccion en que se recorre C es importante. Si la invertimos, entonces T se sustituye
por —T y el signo de la integral cambia. Calculamos las integrales de flujo de la misma manera
que las integrales de trabajo.

EJEMPLO 6  EI campo de velocidad de un fluido es F = xi + zj + yk. Encuentre el flujo a
lo largo de la hélice r(¢) = (cos ¢)i + (sent)j + tk, 0 = = 7/2.

Solucion  Evaluamos F sobre la curva

F =xi + zj + yk = (cos?)i + #j + (sent)k

Sustituir x = cost,z =1,y = sent.

y después encontramos dr/dt:

dr . .
& =(- - + k.
0 (—sen )i + (cost)j + k
Después integramos F - (dr/dt) desde ¢t = 0 hasta t = g:
F- % = (cost)(—sent) + (¢)(cost) + (sent)(1)

= —sentfcost + fcost + sent

de manera que

.ﬂdt:

Flujo = i

/2
/ (—sentcost + tcost + sent) dt
0
/2

_ ) (1 -7 _
+tsentL —(0+2) (2-1-0) )

EJEMPLO 7  Determine la circulacion del campo F = (x — y)i + xj a lo largo de la circun-
ferencia r(¢) = (cos ¢)i + (sen t)j, 0 = ¢ = 2 (figura 16.19).

N [ —

Solucion  En la circunferencia, F = (x — y)i + xj = (cos t — sen ¢)i + (cos 1)j, y

% = (—sent)i + (cos?)j.
Entonces

F- CZ = —sentcost + sen’t + cos’¢
1
da como resultado
2 dr 2T
Circulacién = / F-—dt = / (1 — sentcost)dt
0 dt 0
2 27
_ { _sen t] - o
2 o

Como sugiere la figura 16.19, un fluido con este campo de velocidad circula en sentido con-
trario al de las manecillas del reloj, alrededor de la circunferencia. [ |

Flujo a través de una curva plana

Una curva en el plano xy es simple si no se cruza a si misma (figura 16.20). Cuando una curva
inicia y termina en el mismo punto, es una curva cerrada o un lazo. Para encontrar la tasa a la
que un fluido entra o sale de una region encerrada por una curva cerrada suave C en el plano xy,
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calculamos la integral de linea sobre C de F - n, el componente escalar del campo de velocidad
del fluido en la direccidn del vector normal a la curva, que apunta hacia fuera. El valor de la in-
tegral es el flujo de F a través de C. Flujo es la expresion latina de fluir, pero en muchos calcu-
los de flujos no siempre se implica movimiento. Si F fuera un campo eléctrico o un campo
magnético, la integral de F - n continuaria siendo el flujo del campo a través de C.

DEFINICION Si C es una curva simple cerrada suave en el dominio de un campo
vectorial continuo F = M(x, y)i + N(x, y)j en el plano, y si n es el vector unitario nor-
mal a C que apunta hacia fuera, el flujo de F a través de C es

Flujo de F a través de C = / F-nds. (6)
c
z Observe la diferencia entre el flujo y la circulacion. El flujo de F a través de C es la inte-
Para el movimiento en el gral de linea con respecto a la longitud de arco de F - n, es decir, el componente escalar de F en
sentido de las manecillas la direccion del vector normal. La circulacion de F alrededor de C es la integral de linea con res-

del reloj, k x T apunta

hacia fuora pecto a la longitud de arco de F - T, es decir, el componente escalar de F en la direccion del

vector tangente unitario. El flujo es la integral del componente normal de F y la circulacion es
la integral del componente tangencial de F.

y Para evaluar la integral para el flujo en la ecuacion (6), iniciamos con una parametrizacién
suave

x=g0, y=h), a=t=b,

kxT

que traza la curva C exactamente una vez cuando ¢ crece de a a b. Encontramos el vector uni-
- tario normal exterior n, calculando el producto cruz del vector unitario tangente a la curva T
Para el movimiento en el A . , .
sentido contrario a las con el vector k. ;Pero cual orden debemos elegir? ;T X k o k X T? ;Cual apunta hacia fuera?
manecillas del reloj, T x k ~ Esto depende de la forma de recorrer C cuando 7 crece. Si el movimiento es en el sentido de las
manecillas del reloj, k X T apunta hacia fuera; si el movimiento es en contra de las maneci-
llas T X k apunta hacia fuera (figura 16.21). La eleccion usual es n = T X k, lo que supone
que el movimiento es en contra de las manecillas. Asi, aunque el valor de la integral en la
ecuacion (6) no depende de la manera en que se recorra C, las formulas que estamos a punto
de deducir para calcular n y evaluar la integral de la ecuacion (6) suponen que el movimiento
es en contra de las manecillas del reloj.

apunta hacia fuera.

T X k .
T En términos de componentes,

FI(?URA 16.211 Pare} encontrar el vector Tk = @i N ﬂ . @i dr.
unitario normal exterior para .una curva ‘ ds ds J ds ds J-
suave C en el plano xy recorrida en sentido
contrario al d.e las manecillas del reloj al Si F = M(x, y)i + N(x, )], entonces
crecer t, consideramos n = T X k. Para el
movimiento en el sentido de las manecillas, dy 4
consideramos n = k X T. F-n = M(x,y) a — N(x,y) d%vc

Por lo tanto,

o dy dx .
/CF nds—/C(Mds Nds ds = Mdy — N dx.
C

Colocamos una circunferencia dirigida ‘O en la ultima integral, para recordar que la inte-
gracion en la curva cerrada C es en contra de las manecillas del reloj. Para evaluar esta integral,
expresamos M, dy, Ny dx en términos del pardmetro ¢ e integramos desde ¢ = a hasta ¢ = b.
No necesitamos conocer ni n ni ds para encontrar el flujo.
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Calculo del flujo a través de una curva suave cerrada en el plano

(Flujode F = Mi + Njatravésde C) = }{Mdy — Ndx (7)
¢

La integral se evalua con cualquier parametrizacion suave x = g(¢), y = h(t),
a =t = b, que recorra C en contra de las manecillas del reloj, exactamente una vez.

EJEMPLO 8  Determine el flujo de F = (x — »)i + xj a través de la circunferencia x> + y? = 1
en el plano xy. (El campo vectorial y la curva se mostraron antes en la figura 16.19).

Solucion  La parametrizacion r(f) = (cos #)i + (sen #)j, 0 = ¢ =< 277, recorre la circunferen-
cia en contra de las manecillas del reloj exactamente una vez. Entonces usamos esta parame-
trizacion en la ecuacion (7). Con

M =x—y=cost — sent, dy = d(sent) = costdt

N =x = cost, dx = d(cost) = —sentdt,

Tenemos

2
Flujo = /Mdy — Ndx = / (cos>t — senzcost + cosfsent)df  Ecuacion (7)
c 0

27 2 2w
_ 2 1 + cos 2t t sen 2t
= = ——=dt= |-+ =—=| =m.
A cos” tdt A 2 dt 2 4 |,

El flujo de F a través de la circunferencia es 7. Como la respuesta es positiva, el flujo neto
a través de la curva es hacia fuera. Un flujo neto hacia dentro daria un flujo negativo. [ |

Ejercicios 16.2

Campos vectoriales
Determine el campo gradiente de las funciones de los ejercicios 1 a 4.

1. f(x,y,2) = (x> + 1> + )72

2. f(x,y,2z) = InVx? + y? + 22

3. g(x,y,z) = & — In(x> +)7)

4. gx,y,z) =xy + yz + xz

5. Dé una formula F = M(x, y)i + N(x, y)j para el campo vectorial en el
plano con la propiedad de que F apunte hacia el origen con una mag-

nitud inversamente proporcional al cuadrado de la distancia de (x, y)
al origen. [El campo no esta definido en (0, 0)].

6. Dé una formula F = M(x, y)i + N(x, y)j para el campo vectorial en el
plano con la propiedad de que sea F = 0 en (0, 0), y que en cualquier
otro punto (a, b), F sea tangente a la circunferencia x> + y2 = a? + b2
y apunte en la direccion de las manecillas del reloj con una magnitud

|F| = Vd* + b

Integrales de linea de campos vectoriales

En los ejercicios 7 a 12, encuentre las integrales de linea de F desde
(0, 0, 0) hasta (1, 1, 1) sobre cada una de las siguientes trayectorias en
la figura anexa.

a. Latrayectoriaenlinearecta Ci:r(f) =i+ +tk,0=¢r=1
b. La trayectoria curva Cy:r(f) = fi + 2j + 'k, 0 =t = 1
c. La trayectoria C; U C, formada por el segmento de recta desde
(0, 0, 0) hasta (1, 1, 0) seguido por el segmento desde (1, 1, 0)
hasta (1, 1, 1)
7. F = 3yi + 2xj + 4zk 8. F =[1/(x* + 1]j
9. F=Vzi — 2xj + Vyk 10. F = xyi + yzj + xzk
1. F = (3x* — 3x)i + 3zj + k
122.F=(y+2i+(z+x)j+(x+yk

Z
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Integrales de linea con respectoax, yy z
En los ejercicios 13 a 16, calcule las integrales de linea a lo largo de la tra-
yectoria dada C.

13. /(x —y)dx,donde C:x = t,y = 2t + l,para0 <t = 3
c

14. /;dy,dondeC:x =ty=~Fpaal =1 =2
c

15. / (x* + »?) dy, donde C esta dada en la siguiente figura.
c

Y

(3.3

Y

(0,0) 3,0)

16. / Vx + ydx, donde C esta dada en la figura anexa
c

y
C
(0, 3) (1,3)
\ y=3x
— X
0,0

17. Evalte cada una de las siguientes integrales a lo largo de la curva
r()=t—-—j+ko=r=1.

a. /(x+y—z)dx
c

b. /(x+y—z)dy
c

c. /(x+y—z)dz
c

18. Evalte cada una de las siguientes integrales a lo largo de la curva
r(t) = (cos )i + (sent)j — (cos Hk, 0 = ¢t = 7.

a. /xzdx b./xzdy c./xyzdz
c c c

Trabajo
En los ejercicios 19 a 22, determine el trabajo realizado por una fuerza F
en la curva cuando crece 7.
19. F =xyi + yj — yzk
r()=ti+rj+tk 0=r=1
20. F=2i + 3xj + (x + y)k
r(t) = (cost)i + (sen®)j + (¢/6)k, 0=17=2mw

21. F = zi + xj + yk
r(¢) = (sent)i + (cost)j +tk, 0=1¢=27

22. F = 6zi + )% + 12xk
r(t) = (sent)i + (cost)j + (¢/6)k, 0 =1¢=2m

Integrales de linea en el plano

23. Evaltie jc xydx + (x + y)dy alo largo de la curva y = x? desde
(—1, 1) hasta (2, 4).

24. Evalte fc (x — y)dx + (x + y) dy en sentido contrario al de las
manecillas del reloj, a lo largo del triangulo con vértices en (0, 0),
(1,0)y (0, 1).

25. Evalte f ¢ F - T ds para el campo vectorial F = »%i — yj a lo largo
de la curva x = 32, desde (4, 2) hasta (1, —1).

26. Evaltue f ¢ F - dr para el campo vectorial F = yi — xj en el sentido
contrario al de las manecillas del reloj, a lo largo de la circunferencia
unitaria x2 + 2 = 1 desde (1, 0) hasta (0, 1).

Trabajo, circulacion y flujo en el plano

27. Trabajo Determine el trabajo realizado por la fuerza F = xyi +
(y — x)j en la linea recta desde (1, 1) hasta (2, 3).

28. Trabajo Determine el trabajo realizado por el gradiente de f(x, y)
= (x + )% en contra de las manecillas del reloj, a lo largo de la cir-
cunferencia x2 + 32 = 4 desde (2, 0) hasta regresar al mismo punto.

29. Circulacion y flujo Encuentre la circulacion y el flujo de los
campos
F=xi +yj y F, = —yi + xj
alrededor y a través de las siguientes curvas.
a. La circunferencia r(f) = (cos #)i + (sen #)j, 0 =< ¢t < 27r.
b. Laelipse r(f) = (cos )i + (4 sen #)j, 0 =<t < 277.
30. Flujo a través de una circunferencia Encuentre el flujo de los
campos

F, = 2xi — 3yj y F, = 2xi + (x — »)j

a través de la circunferencia

r(t) = (acost)i + (asent)j, 0=1t=2m

En los ejercicios 31 a 34, encuentre la circulacion y el flujo del campo F
alrededor y a través de una trayectoria semicircular cerrada que consta del
arco de circunferencia ri(f) = (a cos #)i + (a sen £)j, 0 = t = 7, seguido
por el segmento de rectary(f) = fi, —a =t = a.
31. F = xi + yj 32. F = ¥%i + )7
33. F = —yi + xj 34. F = —%i + x%j
35. Integrales de flujo Calcule el flujo del campo de velocidades F =
(x + )i — (x2 + y?)j a lo largo de cada una de las trayectorias desde
(1, 0) hasta (—1, 0) en el plano xy.
a. La parte superior de la circunferencia x* + ? =
b. El segmento de recta desde (1, 0) hasta (—1, 0)
c. El segmento de recta desde (1, 0) hasta (0, —1), seguido por el
segmento de recta desde (0, —1) hasta (—1, 0).
36. Flujo a través de un tridngulo Encuentre el flujo del campo F del
ejercicio 35, a través del exterior del triangulo con vértices en (1, 0),
0, 1), (—1,0).
37. Calcule el flujo del campo de velocidades F = )?i + 2xyj a lo largo
de cada una de las siguientes trayectorias desde (0, 0) hasta (2, 4).
a. y b. y

©,0) > " ©,0) 2

c. Use una trayectoria diferente a las de los incisos (a) y (b), desde
(0, 0) hasta (2, 4).
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38. Obtenga la circulacion del campo F = yi + (x + 2y)j alrededor de
cada una de las siguientes trayectorias cerradas.

a. y
1,1 (1,1
A
X
Y
-1,-1) (1,-1
b. y
2+ y2 =4
X

c. Use una trayectoria diferente de las de los incisos (a) y (b).

Campos vectoriales en el plano
39. Campo de rotacion Trace el campo de rotacion

y

X
F=- i+ j
\/x2+y2 \/x2+y2

(véase la figura 16.12) junto con sus componentes horizontal y ver-
tical, en un conjunto representativo de puntos de la circunferencia
X242 =4,

40. Campo radial Trace el campo radial
F =xi +yj

(véase la figura 16.11) junto con sus componentes horizontales
y verticales, en un conjunto representativo de puntos del circulo
X2+ =1.

41. Un campo de vectores tangentes

a. Encuentre un campo G = P(x, y)i + O(x, y)j en el plano xy, con
la propiedad de que para todo punto (a, b) # (0, 0), G sea un
vector de magnitud V'a? + b tangente a la circunferencia
x? + 32 = a®> + b? y que apunte en sentido contrario al de las
manecillas del reloj. [El campo no esta definido en (0, 0)].

b. ;Cual es la relacion de G con el campo de rotacion F de la
figura 16.12?
42. Un campo de vectores tangentes
a. Encuentre un campo G = P(x, y)i + O(x, y)j en el plano xy,
con la propiedad de que para todo punto (a, b) # (0, 0), G sea
un vector unitario tangente a la circunferencia x2 + y2 = a? + b?
y que apunte en el sentido de las manecillas del reloj.

b. ;Cual es la relacion de G con el campo de rotacion F de la
figura 16.12?

43. Vectores unitarios que apuntan hacia el origen Encuentre un
campo F = M(x, y)i + N(x, y)j en el plano xy, con la propiedad de
que en cada punto (x, y) # (0, 0), F sea un vector unitario que apunte
hacia el origen. [El campo no esta definido en (0, 0)].

44. Dos campos “centrales” Encuentre un campo F = M(x, y)i +
N(x, y)j en el plano xy, con la propiedad de que para cada punto
(x, y) # (0, 0), F sea un vector que apunte hacia el origen y |F| sea
(a) la distancia desde (x, y) hasta el origen, (b) inversamente pro-
porcional a la distancia desde (x, y) hasta el origen. [El campo no esta
definido en (0, 0)].

45. Trabajo y drea Suponga que f(f) es derivable y positiva para
a =t =b.SeaClatrayectoriar(t) = i + f(t)j,a =t = b,y F = yi.
;Hay alguna relacion entre el valor de la integral de trabajo

/F-dr
C

y el area de la region acotada por el eje ¢, la grafica de f'y las rectas
t = ayt = b? Justifique su respuesta.

46. Trabajo realizado por una fuerza radial de magnitud constante
Una particula se mueve a lo largo de una curva suave y = f{(x) desde
(a, f(a)) hasta (b, f(b)). La fuerza que mueve a la particula tiene una
magnitud constante £, y siempre apunta hacia el origen. Demuestre
que el trabajo realizado por la fuerza es

/ F-Tds = K(B* + (f(0))'? = (@ + (f(@))"?].
C

Integrales de flujo en el espacio
En los ejercicios 47 a 50, F es el campo de velocidad de un fluido que
fluye a través de una region en el espacio. Encuentre el flujo a lo largo
de la curva dada, en la direccion en que crece 7.
47. F = —4xyi + 8yj + 2k

r)=r+7j+k 0=:=2
48. F = 2% + yzj + y’k

r(t) =3tj + 4k, 0=r=1
49. F = (x — 2)i + xk

r(f) = (cost)i + (sent)k, 0=t=m
50. F = —yi + xj + 2k

r(t) = (=2cost)i + (2sent)j + 2k,
51. Circulacion Encuentre la circulacion de F = 2xi + 2zj + 2yk

alrededor de la trayectoria cerrada formada por las tres curvas si-
guientes, recorridas en la direccion en que crece .

0=t=27m

Cy: r(t) = (cost)i + (sent)j +tk, 0=1t=m/2
Co r(t)=j+(@/2)(1 -0k, 0=¢r=1

G r(y=n+0—-10j 0=¢t=1

4 T
o.1.3)

G

0,1,0)
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52. Circulacién nula Sea C la elipse en que el plano 2x + 3y —z =0 EXPLORACIONES CON COMPUTADORA
corta al cilindro x> + y? = 12. Demuestre, sin evaluar la integral de En los ejercicios 55 a 60, utilice un SAC para calcular el trabajo realizado
linea directamente, que la circulacién del campo F = xi + yj + zk por una fuerza F sobre la trayectoria dada:
alrededor de C en cualquier direccion, es igual a cero. a. Encuentre dr para la trayectoria r(¢) = g(f)i + h(1)j + k(H)k.
53. Flujo a lo largo de una curva El campo F = xyi + )j + yzk es b. Evalte la fuerza F a lo largo de la trayectoria.
el campo de velocidades de un fluido en el espacio. Calcule el flujo
desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 1) a lo largo de la curva de interseccion c. Evah’le/ F-dr.
del cilindro y = x? y el plano z = x. (Sugerencia: Use t = x como c
parametro). 55. F = 0% + 3x(xy° + 2)j; r(s) = (2cost)i + (sen?)j,
0=t=2mw
Z
56. F = 3 i+ Lj; r(¢) = (cos?)i + (sen?)j,
L+ 1+
O=st=m
i (11,1 5
' 57. F = (y + yzcosxyz)i + (x* + xzcosxyz)j + (z + xycosxyz)k;
\ y r(t) = 2cost)i + 3senn)j + k, 0 =1¢=27w
L 58. F = 20i — % + z¢'k; r(1) = —fi+ Vij + 3k, 1 =1=4
o 59. F = (2y + senx)i + (22 + (1/3)cosy)j + x*k;
X r(f) = (sen?)i + (cost)j + (sen20)k, —mw/2 =t = m/2

54.

Flujo de un campo gradiente Encuentre el flujo del campo

F = V(x’2’):

60. F = (x’y)i + %x3j + xyk; r(¢) = (cost)i + (sent)j +
(2sen’t — 1Dk, 0=<¢=2mw

a. Una vez a lo largo de la curva C del ejercicio 52, en el sentido de
las manecillas del reloj visto desde arriba.

b. A lo largo del segmento de recta desde (1, 1, 1) hasta (2, 1, —1).

16 3 Independencia de la trayectoria, campos conservativos
. y funciones potenciales

Un campo gravitacional G es un campo vectorial que representa el efecto de la gravedad en
un punto del espacio debido a la presencia de un objeto de gran masa. La fuerza gravitacional
sobre un cuerpo de masa m que se encuentra en el campo esta dada por F = mG. De manera
similar, un campo eléctrico E es un campo vectorial en el espacio que representa el efecto
de las fuerzas eléctricas sobre una particula cargada que se encuentra dentro de ¢l. La fuerza
sobre un cuerpo de carga ¢ ubicado en el campo esta dada por F = ¢gE. En los campos eléctri-
cos y gravitacionales, la cantidad de trabajo necesario para mover una masa o una carga desde
un punto hasta otro depende de la posicion inicial y final del objeto, y no de la trayectoria
elegida entre los dos puntos. En esta seccion analizaremos los campos vectoriales que tienen
esta propiedad y como se efectta el calculo de las integrales de trabajo asociadas con ellos.

Independencia de la trayectoria

Si A y B son dos puntos de una region abierta D en el espacio, la integral de linea de F a lo
largo de C desde A hasta B para el campo F definido sobre D por lo regular depende de la
trayectoria de C, como vimos en la seccion 16.1. Sin embargo, para algunos campos especiales,
el valor de la integral de linea es el mismo para todas las trayectorias desde 4 hasta B.

DEFINICIONES  Sea F un campo vectorial definido en una region abierta D en el
espacio, y supongamos que para cualesquiera dos puntos 4 y B en D, la integral de
linea f ¢ F dr alo largo de la trayectoria C desde 4 hasta B en D es la misma sobre
todas las trayectorias desde 4 hasta B. Entonces, la integral fc F - dr es independiente
de la trayectoria en D y el campo F es conservativo sobre D.

La palabra conservativo proviene de la fisica, donde se usa para hacer referencia a los campos
donde se cumple el principio de conservacion de la energia. Cuando una integral de linea es
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independiente de la trayectoria C desde el punto 4 hasta el punto B, representamos la integral
. . B . , . . ,
de linea por el simbolo fA en vez de utilizar el simbolo habitual de la integral de linea f c- Esta
sustitucion nos ayuda a recordar la propiedad de independencia de la trayectoria.
En condiciones de derivabilidad, que por lo regular se cumplen en la practica, un campo F
es conservativo si y solo si es el campo gradiente de una funcion escalar f, es decir, si y solo
si F = Vf para alguna f. La funciéon f toma entonces un nombre especial.

DEFINICION  Si F es un campo vectorial definido en Dy F = Vf para alguna fun-
cion escalar f'en D, entonces f recibe el nombre de funcién potencial de F.

Un potencial gravitacional es una funcion escalar cuyo campo gradiente es un campo gravita-
cional, un potencial eléctrico es una funcion escalar cuyo campo gradiente es un campo eléc-
trico, y asi sucesivamente. Como veremos, una vez que hayamos encontrado la funcion poten-
cial f para el campo F, podemos evaluar todas las integrales de linea en el dominio de F para
cualquier trayectoria entre 4 y B mediante

B B
/ F-dr :/ Vf-dr = f(B) — f(A). (1)
4 4

Si se considera una funcion Vf para funciones de varias variables como algo parecido a la
derivada de f’ para funciones de una sola variable, entonces se observa que la ecuacion (1) es
la version vectorial analoga de la formula del teorema fundamental de calculo

b
/ f'(x) dx = f(b) — f(a).

Los campos conservativos tienen otras propiedades notables. Por ejemplo, decir que F es
conservativo en D equivale a decir que la integral de F en cada trayectoria cerrada en D es igual
a cero. Es 16gico que deban cumplirse ciertas condiciones por parte de las curvas, los campos y
el dominio para que la ecuacion (1) sea valida. A continuacion estudiaremos esas condiciones.

Supuestos sobre curvas, campos vectoriales y dominios

Para que los calculos y resultados que vamos a deducir sean validos, debemos suponer ciertas
propiedades de las curvas, superficies, dominios y campos vectoriales con los que estemos
tratando. Presentamos estos supuestos en los enunciados de teoremas y se aplican también en
los ejemplos y ejercicios a menos que se especifique lo contrario.

Supongamos que todas las curvas son suaves por partes; es decir, estan formadas por un
nimero finito de partes suaves unidas por los extremos, como explicamos en la seccion 13.1.
Suponemos también que los campos vectoriales F de los componentes tienen sus primeras de-
rivadas parciales continuas.

Consideramos que los dominios de D son regiones abiertas en el espacio. Esto significa
que cada punto en D es el centro de una bola abierta contenida por completo en D (véase la sec-
cion 13.1). Suponemos también que D es conexa, lo que significa, en una region abierta, que
todo punto en D se une a otro por medio de una curva suave que se encuentra en la region. Por
ultimo, suponemos que D es simplemente conexa, lo que significa que todo lazo en D se con-
trae hasta formar un punto sin salir de D. El plano que se obtiene al remover un disco es una
region bidimensional que no es simplemente conexa; un lazo en el plano que rodea el disco no
se contrae sin que salga por el “hoyo” que se forma al remover el disco (véase la figura 16.22c).
De manera similar, si removemos un segmento de recta del espacio, la region resultante D no
es simplemente conexa. No hay forma de contraer un lazo alrededor de un segmento de recta
hasta un punto, sin salir de D.
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y
Simplemente conexa
(@)
z
Simplemente conexa
X
(b)
y

No simplemente conexa

()

B =
e N
/ N
/ \
\ 7 /
\ v/
N e 4
~— ¥y
G
No simplemente conexa
x

(d

FIGURA 16.22 Cuatro regiones conexas.
En (a) y (b), las regiones son simplemente
conexas. En (¢) y (d) las regiones no son

simplemente conexas porque las curvas C;
y C; no se contraen hasta formar un punto
sin salir de las regiones que las contienen.

La conexidad y la conexidad simple no son lo mismo, y una no implica a la otra. Consi-
deramos a las regiones conexas como de “una sola pieza” y a las regiones simplemente conexas
como regiones “sin agujero alguno que atrape lazos”. Todo el espacio es conexo y simplemente
conexo. La figura 16.22 ilustra algunas de estas propiedades.

Advertencia  Algunos resultados de este capitulo pueden fallar si los aplicamos en situa-
ciones que no cumplan estas condiciones. Por ejemplo, el criterio de los componentes para
campos conservativos, que veremos después en esta seccion, no es valido en dominios que no
sean simplemente conexos (véase el ejemplo 5).

Integrales de linea en campos conservativos

Los campos gradiente F se obtienen al derivar una funcion escalar f. Un teorema similar al teo-
rema fundamental del calculo ofrece una manera de evaluar las integrales de linea de los cam-
pos gradiente.

TEOREMA 1: El teorema fundamental de las integrales de linea Sea C una
curva suave que une el punto 4 con el punto B en el plano o en el espacio,
parametrizada por r(¢). Sea f una funcion diferenciable con un vector gradiente
continuo F = Vf en el dominio D que contiene a C. Asi,

/CF-dr = f(B) — f(A).

Como el teorema fundamental, el teorema 1 nos ofrece una manera de evaluar las inte-
grales de linea sin tener que aplicar los limites de las sumas de Riemann o calcular la integral
de linea por el procedimiento usado en la seccion 16.2. Antes de probar el teorema 1, damos un
ejemplo.

EJEMPLO 1 Suponga que el campo de fuerza F = Vf es el gradiente de la funcion

I U
foord) = e 2

Determine el trabajo realizado por F al mover un objeto a lo largo de una curva suave C que
une (1, 0, 0) con (0, 0, 2) sin pasar por el origen.

Solucion  Una aplicacion del teorema 1 indica que el trabajo realizado por F a lo largo de
cualquier curva C que une dos puntos sin pasar por el origen es

/F.dr=f(o,o,2>—f<1,0,0>=—i—(—l): 3 .
C

La fuerza gravitacional de un planeta y la fuerza eléctrica asociada con una particula
cargada pueden modelarse mediante el campo F dado en el ejemplo 1 hasta una constante que
depende de las unidades de medicion.

Demostracion del teorema 1 Suponga que 4 y B son dos puntos en la region D, y que
C:r(t) = g(t)i + h(t)j + k(t)k, a = t = b, es una curva suave en D que une 4 y B. Usamos



FIGURA 16.23 La funcién f(x, y, z) en el
criterio del teorema 2 se calcula mediante

la integral de linea f o ¥ dr = f(By) desde
A hasta By, mas la integral de linea f , Fdr
a lo largo del segmento de recta L paralelo al
eje x que une By a B localizado en (x, y, z). El
valor de f'en 4 es f(4) = 0.
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la forma abreviada r(t) = xi + yj + z)k para la parametrizacion de la curva. A lo largo
de la curva, f es una funcion diferenciable de ¢, entonces

ﬂ . g dx af dy ﬁ@ Regla de la cadena de la

= seccion 14.4 con x = g(1),
dt  oxdt dydt 9z dt V= ht). z = k(r)

dz \ _ o, dr _ o dr -
= Vf- ( +E +k>—Vf d F- di Porque F = Vf

Por lo tanto,

f=
/F-dr = / F- fdt / fdt r(a) = A, r(b) = B
C t=a

=ﬂﬂ&M&Mm}=ﬂm—fM) m

Vemos entonces por el teorema 1 que el calculo de la integral de linea del campo gradiente
F = Vf es facil de calcular una vez que conocemos la funcion f. Muchos campos vectoriales
importantes de las aplicaciones son campos gradiente. El siguiente resultado, que proviene del
teorema 1, muestra también que cualquier campo conservativo es de este tipo.

TEOREMA 2: Los campos conservativos son campos gradiente  Sea F = Mi +
Nj + Pk un campo vectorial cuyos componentes son continuos en una region conexa
abierta D en el espacio. Entonces, F es un campo conservativo si y sélo si F es un
campo gradiente V£ para una funcion derivable f.

El teorema 2 dice que F = Vf siy solo si para dos puntos 4 y B en la region D, el valor de
la integral de linea f ¢ F - dr es independiente de la trayectoria C que une 4y B en D.

Demostracion del teorema 2 Si F es un campo gradiente, entonces F = Vf para una fun-
cion derivable [y se cumple el teorema 1 que dice que fc F-dr = f(B) — f(A). El valor de
la integral de linea no depende de C, sino sélo de sus extremos 4 y B. De esta manera, la inte-
gral de linea es independiente de la trayectoria y F satisface la definicion de un campo con-
servativo.

Por otro lado, suponga que F es un campo vectorial conservativo y queremos encontrar
una funcién f en D que satisfaga Vf = F. Primero, seleccionamos un punto en D y hacemos

f(4) = 0. Para cualquier otro punto B en D definimos a f(B) como fCF +dr, donde C es

cualquier trayectoria suave en D desde A4 hasta B. El valor de f(B) no depende de la seleccion
de C, puesto que F es conservativo. Para demostrar que Vf = F, necesitamos demostrar que
daffox = M,df/dy = Nyaf/oz = P

Suponga que B tiene las coordenadas (x, y, z). Por definicion, el valor de la funcién f en
un punto proximo By localizado en (xo, y, z) es fCo F - dr, donde Cj es cualquier trayectoria
desde 4 hasta By. Seleccionamos una trayectoria C = Cy U L desde A4 hasta B formada por el
primer recorrido a lo largo de Cy para llegar a By y luego recorre el segmento de recta L desde
By hasta B (figura 16.23). Cuando B esta cerca de B, el segmento L esta en D y, puesto que el
valor f(B) es independiente de la trayectoria desde A hasta B,

f(x,y,z)=/F-dr+/F-dr.

Co L

9 -9 . .
axf(x,y,z) e </C0F dr+/LF dr).

Al derivar, tenemos
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B \ B
-C
c, / 2
- 7
C, G
A A

FIGURA 16.24 Sitenemos dos trayectorias
desde A4 hasta B, podemos invertir una de
ellas y formar un lazo.

Sélo el Gltimo término de la derecha depende de x, por 1o que

9 -9 .
axf(xay9z) - BXZF dr.

Ahora parametrizamos L como r(z) = ti + yj + zKk, xo = t = x. Asi, dv/dt =i, F - dr/dt = M,
y f L Fedr = fx ); M(t, y, z) dt. La sustitucion nos da

X
9 -9 _
axf(xay>z) - 6x/x° M(f,y,Z)dt M(X,y,z)

por el teorema fundamental del calculo. Las derivadas parciales 9f/dy = Ny df/dz = P se ob-
tienen de manera similar, al mostrar que F = V. [ |

EJEMPLO 2 Calcule el trabajo realizado por el campo conservativo

F = yzi + xzj + xyk = Vf, donde f(x,y,z) = xyz,

a lo largo de cualquier curva suave C que una el punto A(—1, 3, 9) con el punto B(1, 6, —4).
Solucion  Con f{(x, y, z) = xyz tenemos

B
/ F-dr = / Vf dr F = Vf sin importar la trayectoria
C A

f(B) - f(A) Teorema 1

vzl (6 -4 — %z[-139
(1)(6)(—4) — (=1)(3)(9)
—24 + 27 = 3. -

Una propiedad muy util de las integrales de linea de los campos conservativos entra en juego
cuando la trayectoria de integracion es una curva cerrada o lazo. Usamos la notacion f en la
c

integracion alrededor de una trayectoria cerrada (que estudiaremos con mas detalle en la si-
guiente seccion).

TEOREMA 3: Propiedad de los lazos en campos conservativos  Las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

1. f F - dr = 0 alrededor de todo lazo (esto es, una curva cerrada C) en D.
c

2. El campo F es conservativo sobre D.

Demostracion de que el inciso 1 = inciso 2 Queremos demostrar que para dos puntos cua-
lesquiera 4 y B en D, la integral F - dr tiene el mismo valor sobre dos trayectorias cualesquiera
C1y C,, desde 4 hasta B. Invertimos la direccion de C, para obtener una trayectoria —C, desde
B hasta 4 (figura 16.24). Juntas, C; y —C, forman un lazo cerrado C, y por suposicion,

/F-dr—/F-dr—/F-dr-i—/ F-dr:/F-erO.
C G C, - C

Asi, las integrales sobre C; y C; dan el mismo valor. Observe que la definicion de F - dr indica
que al cambiar la direccion a lo largo de la curva se invierte el signo de la integral de linea.
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FIGURA 16.25 SiAy B estan en un lazo,
invertimos parte del lazo para formar dos
trayectorias desde 4 hasta B.
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Demostracion de que el inciso 2 = inciso 1 Queremos demostrar que la integral de linea
de F - dr es cero sobre cualquier lazo cerrado C. Elegimos dos puntos, 4 y B sobre C'y los
usamos para dividir C en dos partes: C; desde A4 hasta B, seguido por C, desde B hasta 4 (fi-
gura 16.25). Asi,

B B
fF-drz/F-dr-i—/F-dr:/ F-dr—/ F-dr =0. [ ]
p e} G 4 4

El siguiente diagrama resume los resultados de los teoremas 2 y 3.

Teorema 2 Teorema 3

F=VfenD = F conservativo = F-dr=0

C .
en D sobre cualquier lazo en D

Ahora surgen dos preguntas:

1. ;Como sabemos si un campo vectorial F es conservativo?

2. SiF es un campo conservativo, ;como encontramos la funcion potencial /' (de manera que
F = Vf)?

Basqueda de potenciales en campos conservativos

El criterio para que un campo vectorial sea conservativo implica la equivalencia de ciertas de-
rivadas parciales de los componentes del campo.

Criterio de componentes para campos conservativos

Sea F = M(x, y, 2)i + N(x, y, z)j + P(x, y, z)k un campo en un dominio conexo y sim-
plemente conexo, cuyas funciones componentes tienen sus primeras derivadas par-
ciales continuas. De esta forma, F es conservativo, si y solo si,

oP_ON oM _oP aN _ oM
dy 9z’ dz  ox’ Y ax  dy

(2)

Demostracion de que las ecuaciones (2) se cumplen si F es conservativo Hay una fun-
cion potencial f'tal que

of . of . of
F=Mi+Nj+Pk=—-i+—-j+—k
1N 6x1 6yJ 0z

Por lo tanto,

P _ 9 <6f> o’f

Jy B @ oz ) dy 0z
_ azf Teorema de las derivadas mixtas,
9z ay seccion 14.3
_ 9 (9 _oN
0z \dy dz
Las otras igualdades en las ecuaciones (2) se demuestran de forma similar. [ |

La segunda parte de la demostracion, referente a que la ecuacion (2) implica que F es con-
servativo, es una consecuencia del teorema de Stokes, que revisaremos en la seccion 16.7, y re-
quiere que el dominio de F sea simplemente conexo.
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Una vez que sabemos que F es conservativo, con frecuencia deseamos encontrar una fun-
cion potencial para F. Para esto hay que resolver la ecuacion Vf = F o

af . of . of
—i+—j+—k=Mi+ Nj+ Pk
6xl 6y‘l 0z P+ N

para f. Logramos esto integrando las tres ecuaciones

of L o

P
ax ’ dy ’ 0z ’

como se ilustra en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3 Demostremos que F = (e* cos y + yz)i + (xz — e¥sen y)j + (xy + z)k es con-
servativo en su dominio natural y determinemos una funcion potencial para €l.

Solucion  El dominio natural de F es todo el espacio, el cual es conexo y simplemente conexo.
Aplicamos el criterio de las ecuaciones (2) para

M = e‘cosy + yz, N = xz — ¢"seny, P=xy+z

y calculamos

OP_ N  aM_ _oP  ON_ . __oM
ay 0z ez YT e ax Y -

Las derivadas parciales son continuas, de manera que estas igualdades nos dicen que F es con-
servativo, por lo que existe una funcion f con Vf = F (teorema 2).
Encontramos f integrando las ecuaciones

d )
£=e‘cosy+yz, 5:xz—e‘seny, g=xy+z. (3)

Integramos la primera ecuacion con respecto a x, dejando a y y z fijas, para obtener
fx,y,z) = e“cosy + xyz + gy, z).
Escribimos la constante de integracién como funcion de y y z, pues su valor depende de y y z

aunque no de x. Después, calculamos df/dy a partir de esta ecuacion y la igualamos con la ex-
presion 9f/dy en las ecuaciones (3). Esto nos da

0
—e‘seny+xz+£=xz— e seny,

de manera que dg/dy = 0. Por lo tanto, g es funcion s6lo de z, y
fx,y,2z) = €' cosy + xyz + h(z).

Ahora calculamos df/dz a partir de esta ecuacion e igualamos con la formula para 9f/dz de las
ecuaciones (3). Esto nos da

xy+%=xy+z, o %=z,

por lo que

h(z) :§+ C.
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Por lo tanto,
2
fx,y,2z) = €' cosy + xyz + % + C.

Tenemos un numero infinito de funciones potenciales de F, una por cada valor de C. [ |

EJEMPLO 4  Demuestre que F = (2x — 3)i — zj + (cos z)k no es conservativo.

Solucion  Aplicamos el criterio de los componentes en las ecuaciones (2) y vemos de inme-
diato que

P J ON _ 9
o _ 9 = IV~ 9 ()= —1.
dy  dy (cosz) =0, dz 0z (=2)
Como son diferentes, F no es conservativo. No requerimos mas verificaciones. [ |
EJEMPLO 5  Demuestre que el campo vectorial
F=———i+5>—j+0k

xz-l-y2 x2+y

satisface las ecuaciones del criterio de los componentes, pero no es conservativo sobre su do-
minio natural. Explique cdmo es esto posible.

Solucion  Tenemos que M = —y/(x* + 3?), N = x/(x* + y?) y P = 0. Si aplicamos el criterio
de los componentes, tenemos que

P _g N 0P _ g _ oM oM _ V=X N
ay dz’ ax dz’ N e
Asi, parece que el campo F pasa el criterio de los componentes. Sin embargo, el criterio su-
pone que el dominio de F es simplemente conexo, pero éste no es €l caso. Como x? + ? no
puede ser cero, el dominio natural es el complemento del eje z que contiene lazos que no se
contraen en un punto. Un lazo como éste es el circulo unitario C en el plano xy. El circulo
es parametrizado por r(¢#) = (cos #)i + (sen #)j, 0 = ¢t = 2. Este lazo se enreda alrededor
del eje z y no se puede contraer en un punto mientras esté dentro del complemento del eje z.
Para demostrar que F no es conservativo, calculamos la integral de linea f F-dr alrede-
¢

dor del lazo C. En primer lugar, escribimos el campo en términos del parametro #:

- = —sent 4 cos! j = (—sen?)i + (cosft)j.

F = i
X+ y2 X+ )/2 sen’t + cos’t sen’t + cos’t

A continuacion, calculamos dr/dt = (—sen )i + (cos ?)j, y luego calculamos la integral de

linea como
dl' 27
%F-dr=}{F-fdt=/ (sen2t+coszt)dt=27'r.
dt 0
C C

Como la integral de linea de F alrededor del 1azo C no es cero, el campo F no es conservativo,
en virtud del teorema 3. [ |

El ejemplo 5 indica que el criterio de los componentes no se aplica cuando el dominio del
campo no es simplemente conexo. Sin embargo, si modificamos el dominio de forma que esté
restringido a la bola de radio 1 con centro en el punto (2, 2, 2) o a cualquier region en forma de
bola, que no contenga una parte del eje z, entonces este nuevo dominio C es simplemente co-
nexo. Ahora, la derivada parcial de las ecuaciones (2) y los supuestos del criterio de los compo-
nentes quedan satisfechos. En esta nueva situacion, el campo F del ejemplo 5 es conservativo
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en D. Asi como debemos ser cuidadosos cuando estemos validando si una funcion satisface una
propiedad a través de su dominio (como la continuidad o la propiedad del valor intermedio),
también debemos ser cuidadosos en la identificacion de las propiedades que un campo vectorial

debe o no debe tener en su dominio.

Formas diferenciables exactas

A menudo es conveniente expresar las integrales de trabajo y circulaciéon en la forma

diferencial

/de+Ndy+sz
c

analizada en la seccion 16.2. Estas integrales son relativamente faciles de evaluar si
M dx + N dy + P dz es la diferencial total de una funcién /'y C es cualquier trayectoria que

une los dos puntos desde 4 hasta B. A partir de esto

/de+Ndy+sz—/d +—d +—fd

= / Vf-dr Vf es conservativo.
A

= f(B) — f(4). Teorema 1

Por lo tanto,
B
A df = f(B) — f(4),

justo como sucede con las funciones diferenciables de una sola variable.

DEFINICIONES  Cualquier expresion M(x, y, z) dx + N(x, y,z) dy + P(x, y, z) dz
es una forma diferencial. Una forma diferencial es exacta en un dominio D en el
espacio si

M+ Ny + Pdr = L+ Ly + Lo = 4
o Y = Tyt = df

para alguna funcion escalar f a través de D.

Observe que si M dx + Ndy + Pdz = df'en D, entonces F = Mi + Nj + Pk es el campo
gradiente de f en D, y de manera reciproca, si F = Vf, entonces la forma M dx + Ndy + P dz
es exacta. Por lo tanto, el criterio para determinar si la forma es exacta es el mismo criterio que

se usa para determinar si F es conservativo.

Criterio de los componentes para determinar si M dx + N dy + P dz es exacta
La forma diferencial M dx + N dy + P dz es exacta en un dominio conexo y simple-
mente conexo si y solo si,

oP_oN oM _oP aN _ oM
ay 9z’ dz  ox’ y ax  ay’

Esto equivale a decir que el campo F = Mi + Nj + Pk es conservativo.
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EJEMPLO 6  Demuestre que y dx + x dy + 4 dz es exacta y evalte la integral
(23,-1)
/ ydx + xdy + 4dz
(L,1,1)
sobre cualquier trayectoria desde (1, 1, 1) hasta (2, 3, —1).

Solucion Sean M =y, N = x, P = 4, y aplicamos el criterio para ver si la forma es exacta:

WP _ g _ON M _ o _ 9P 0N _ | _ oM

ay 9z 0z Coox’ ox ay
Estas igualdades nos dicen que y dx + x dy + 4 dz es exacta, de manera que
ydx + xdy + 4dz = df

para cierta funcion f, y el valor de la integral es f(2, 3, —1) — f(1, 1, 1).
Determinamos f salvo por una constante, integrando las ecuaciones

%=y, %=x, %=4. (4)
De la primera ecuacion obtenemos
fy,2) = xy + g(y, 2).
La segunda ecuacion nos dice que
of g g
5 =X 5 =, 5 = 0.

Por lo tanto, g es una funcion sélo de z y
[y, 2) = xy + h(z).
La tercera de las ecuaciones (4) nos dice que

d

e & 4, 0 h(z) =4z + C.

Por lo tanto,
fx,y,z) =xy + 4z + C.

El valor de la integral de linea es independiente de la trayectoria tomada desde (1, 1, 1) hasta
(2,3, —1),yesigual a

f2,3,-1) - f(1, L) =2+ C—(5+C) = -3 -

Ejercicios 16.3

Criterios para campos conservativos 8 F=(+z2i+tx+2j+x+yk
(Cuales de los campos de los ejercicios 1 a 6 son conservativos y cuales no? 9. F = &5 (i + xj + 2xk)

1. F =yzi + xzj + 0k
10. F = (ysenz)i + (xsenz)j + (xycosz)k

2. F = (ysenz)i + (xsenz)j + (xycosz)k 2
3.F=yi+ (x+2)j -k e E et
4. F = —yi + xj (secz(x+y)+ - 2)j+ 7
_ . . + z V-t z
5. F=(z+yi+zj+(y+rk g
6. F = (¢'cosy)i — (e'seny)j + zk 2. F=—2 i ( x + = )j +
1 + x2y? 1+ x%)? W

Determinacion de las funciones potenciales
En los ejercicios 7 a 12, encuentre una funcion potencial f para el campo F. < y n l)k
z

7. F = 2xi + 3yj + 4zk V1 -2
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Formas diferenciales exactas
En los ejercicios 13 a 17, demuestre que las formas diferenciales en las in-
tegrales son exactas. Después evalte las integrales.

23,-6)
13. / 2xdx + 2ydy + 2zdz
(0,0,0)

(3,5.0)
14. / yzdx + xzdy + xydz
(1,1,2)

(1,23)
15. / 2ydx + (x* — 22 dy — 2yzdz
0,0,0)

(33.1) E 4
16. / 2xdx — y“dy — dz
(0,0,0) Y 1+ 2

0,1,1)
17. / senycosxdx + cosysenxdy + dz
(1,0,0)

Determinacion de funciones potenciales para evaluar integrales de linea
Aunque no estan definidos en todo el espacio R3, los campos asociados
con los ejercicios 18 a 22 son simplemente conexos y, mediante el crite-
rio de los componentes, se comprueba si son conservativos. Encuentre
una funcioén potencial para cada campo y evalte las integrales como en
el ejemplo 6.

(1,7/2,2) | |
18. A).Zl) 2cosydx + ()7 - 2xseny) dy + S dz

(1,2.3) 2
19. / 3xdy + Sdy + 2zInydz
(1,1,1) Y

@10 2
20. / (2xIny — yz) dx + (L - xz) dy — xydz
(121 Y

(2,2,2)
1 1 X Yy
21. / —dx + (*—*)dy—*dz
Ly ¥ 2y Z

” /(2,2,2) 2xdx + 2ydy + 2z dz
’ (-1,-1,-1)

X+ y2 + 22
Aplicaciones y ejemplos
23. Revision del ejemplo 6 Evalte la integral

(23,-1)
/ ydx + xdy + 4dz
(1,1,1)

del ejemplo 6 determinando ecuaciones paramétricas para el seg-
mento de recta desde (1, 1, 1) hasta (2, 3, —1) y evaluando la integral
de linea de F = yi + xj + 4k a lo largo del segmento. Como F es con-
servativo, la integral es independiente de la trayectoria.

24. Evalue
/xzdx + yzdy + (*/2) dz
c

a lo largo del segmento de recta C que une a (0, 0, 0) con (0, 3, 4).

Independencia de la trayectoria Demuestre que los valores de las inte-
grales de los ejercicios 25 a 26 no dependen de la trayectoria desde 4 hasta B.

B
25. / Zdx + 2ydy + 2xzdz
4

Bxdx +ydy + zdz
4 x4y + 2

En los ejercicios 27 y 28, encuentre una funcion potencial para F.

26.

_ 2
27. F :2y—xi + (1 yzx )j, {(x,y):y > 0}

28. F = (e*Iny)i + (67 + senz)j + (ycosz)k

29.

30.

Trabajo a lo largo de diferentes trayectorias Determine el trabajo

realizado por F = (x2 + »)i + ()® + x)j + ze’k para las siguientes

trayectorias desde (1, 0, 0) hasta (1, 0, 1).

a. Elsegmentoderectax=1,y=0,0=z=1

b. La hélice r(7) = (cos 0)i + (sen 0)j + (¢/2m)k, 0 =t = 27

c. Elejexdesde (1,0, 0) hasta (0, 0, 0) seguido de la parabola
z=1x2,y = 0 desde (0, 0, 0) hasta (1, 0, 1).

Trabajo a lo largo de trayectorias diferentes Determine el trabajo
realizado por F = e)fi + (xze” + z cos y)j + (xye’” + sen y)k sobre
las siguientes trayectorias, desde (1, 0, 1) hasta (1, 77/2, 0).

a. Elsegmentoderectax =1,y =mt/2,z=1—-1,0=¢=1

b. El segmento de recta desde (1, 0, 1) hasta el origen, seguido del
segmento de recta desde el origen hasta el punto (1, 7/2, 0)

s
(29

c. El segmento de recta desde (1, 0, 1) hasta (1, 0, 0), seguido por el
eje x de (1, 0, 0) al origen, seguido por la parabola y = mx?/2,
z = 0 desde alli hasta (1, 77/2, 0)




31.

32.

33.

Dos maneras de evaluar una integral de trabajo Sea F = V(x3?)
y sea C la trayectoria en el plano xy, que va desde (—1, 1) hasta
(1, 1), y que consiste en el segmento de recta desde (—1, 1) hasta (0, 0),
seguido del segmento de recta desde (0, 0) hasta (1, 1). Evalte
fCF * dr de dos maneras.

a. Encuentre parametrizaciones para los segmentos que forman a C
y evalue la integral.

b. Use f(x,y) = x3y? como una funcién potencial para F.

Integracion a lo largo de distintas trayectorias Evalte la integral

de linea fCZx cosydx — x> sen y dy a lo largo de las siguientes

trayectorias C, en el plano xy.

a. Laparabolay = (x — 1)? desde (1, 0) hasta (0, 1)

b. El segmento de recta desde (—1, 7) hasta (1, 0)

c. Elejex, desde (—1, 0) hasta (1, 0)

d. La astroide r(r) = (cos? £)i + (sen’ 1)j, 0 < ¢ =< 277, recorrida en
el sentido contrario al de las manecillas del reloj, desde (1, 0)
hasta regresar a (1, 0)

a. Forma diferencial exacta ;Cual debe ser la relacion entre las
constantes a, b y ¢ para que la siguiente forma diferencial sea
exacta?

(@y® + 2czx) dx + y(bx + cz) dy + (ap* + x?) dz
b. Campo gradiente ;Para cuales valores de b y ¢ ocurre que
F = (37 + 2czx)i + y(bx + c2)j + (% + exDk

es un campo gradiente?

34.

35.

36.

37.

38.

16.4 Teorema de Green en el plano 931

Gradiente de una integral de linea Suponga que F = Vf es un
campo vectorial conservativo y

(y2)
glx,y,2) = / F-dr.
(0,0,0)

Demuestre que Vg = F.

Trayectoria de menor trabajo Se le ha pedido encontrar la trayec-
toria a lo largo de la cual un campo de fuerza F desarrollara el menor
trabajo al mover una particula entre dos posiciones. Un rapido calculo
indica que F es conservativo. ;Qué debe responderse? Justifique su
respuesta.

Un experimento revelador Mediante un experimento, usted ha ob-
servado que un campo de fuerza F desarrolla s6lo la mitad de trabajo
al mover un objeto a lo largo de una trayectoria C; desde A4 hasta B,
que el trabajo realizado al mover el objeto a lo largo de la trayectoria
(), la cual también va desde 4 hasta B. ;Qué puede concluir acerca
de F? Justifique su respuesta.

Trabajo realizado por una fuerza constante Demuestre que el
trabajo realizado por un campo de fuerza constante F = ai + bj + ck
al mover una particula a lo largo de cualquier trayectoria desde A
hasta Bes W = F- AB.

Campo gravitacional

a. Encuentre una funcion potencial para el campo gravitacional

xi +yj +zk

F=-GmM——————
"R 2P

(G, my M son constantes).

b. Sean P, y P, puntos que se encuentran a distancias sy y s, desde
el origen. Demuestre que el trabajo realizado por el campo
gravitacional del inciso (a), para mover una particula desde

P hasta P,, es
1 1
GmM (5 - E).

16.4 I Teorema de Green en el plano

Si F es un campo conservativo, entonces sabemos que F = Vf para una funcion derivable f, y
calculamos la integral de linea de F sobre cualquier trayectoria C que une el punto 4 al punto B
como f cFrdr = f(B) — f(4). En esta seccion deduciremos un método para calcular la inte-
gral de flujo o de trabajo sobre una curva cerrada C en el plano cuando el campo F no es con-
servativo. Este método, conocido como el teorema de Green, nos permite convertir la integral
de linea en una integral doble sobre la region encerrada por C.

Haremos el analisis en términos de campos de velocidad o de flujo de fluidos (un fluido es
un liquido o un gas) porque son faciles de imaginar. Sin embargo, el teorema de Green se aplica
a cualquier campo vectorial, sin importar cualquier interpretacion del campo, siempre que sa-
tisfaga ciertas condiciones. Presentaremos dos ideas nuevas del teorema de Green: divergencia
y densidad de circulacion alrededor de un eje perpendicular al plano.

Divergencia

Suponga que F(x, y) = M(x, y)i + N(x, y)j es el campo de velocidad del flujo de un fluido en
el plano y que las primeras derivadas parciales de M y N son continuas en cada punto de una
region R. Sea (x, y) un punto en R, y A un pequeiio rectangulo con una esquina en (x, y) que,
junto con su interior, estd contenido por completo en R. Los lados del rectangulo son paralelos
a los ejes coordenados y tienen longitudes Ax y Ay. Suponga que los componentes M y N no
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(x,y + Ay) 4 (x+ Ax,y + Ay)
F-j>0 T
<« |F-(-) <0
A A
F-i>0|=p
F(x, y)
F-(-j)<0
(.9 Il (x + Ax, )
! Ax !

FIGURA 16.26 Latasa a la que el fluido sale del rectangulo 4 a través de la orilla
inferior en la direccion de la normal hacia fuera —j es aproximadamente F((x, y) - (—j)Ax,
la cual es negativa para el campo vectorial F mostrado aqui. Para aproximar la tasa del
flujo en el punto (x, y), calculamos las tasas (aproximadas) del flujo a través de cada

lado en la direccion de las flechas sombreadas, sumamos esas tasas y luego dividimos la
suma entre el area de A. Tomando el limite como Ax — 0 y Ay — 0 obtenemos la tasa
del flujo por unidad de area.

cambian de signo a través de la pequeia region contenida en el rectangulo A. La tasa a la que
el fluido sale del rectangulo por la orilla inferior es aproximadamente (figura 16.26)

F(x’y) : (_j) Ax = _N(an’)Ax~

Este es el componente escalar de la velocidad en (x, ) en la direccién normal hacia fuera mul-
tiplicada por la longitud del segmento. Si la velocidad se expresa en metros por segundo, por
ejemplo, la tasa del flujo se determinara en metros por segundo por metro o metros cuadrados
por segundo. Las tasas a las cuales el fluido cruza los otros tres lados en las direcciones de sus
normales hacia fuera se calculan de manera similar. Las tasas del flujo serian positivas o nega-
tivas, dependiendo de los signos de los componentes de F. Aproximamos la tasa del flujo neto
a través de la frontera rectangular de 4 sumando las tasas de flujo a través de los cuatro lados,
como se muestra en los siguientes productos punto.

Tasas de flujo de salida  Arriba: F(x,y + Ay)+j Ax = N(x,y + Ay)Ax
Abajo: F(x,y)(—j) Ax = —N(x, y)Ax
Derecha:  F(x + Ax,y)- i Ay = M(x + Ax, y)Ay
Izquierda: F(x,y)-(—i) Ay = —M(x, y)Ay.

Al sumar los lados opuestos tenemos
. . IN
Arriba y abajo: (N(x,y + Ay) — N(x,y))Ax = (5 Ay)Ax
. oM
Izquierda y derecha: (M(x + Ax,y) — M(x,y))Ay =~ <5 Ax)Ay.

Al sumar las dos tltimas ecuaciones obtenemos el efecto neto de las tasas del flujo, o el

Flujo a través de la frontera del rectangulo ~ (M + N

™ ay)AxAy.

Ahora dividimos entre AxAy para estimar el flujo total por unidad de area o densidad de flujo
para el rectangulo:

Flujo a través del rectangulo frontera (a M 9 N)

Area del rectangulo ox - dy



Fuente: div F (x,, yp) > 0

Un gas en expansion
en el punto (xq, y)-

N
/1N

Sumidero: div F (x,, yy) <0

Un gas en compresion
en el punto (xg, yp)-

N/

—_—

ZNN

FIGURA 16.27 Siun gas se expande en el
punto (xo, yo), las lineas de flujo tienen diver-
gencia positiva; si el gas se comprime, la
divergencia es negativa.
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Por ultimo, hacemos que Ax y Ay tiendan a cero para definir lo que llamaremos la densidad
de flujo de F en el punto (x, y). En matematicas, la densidad del flujo se conoce como la diver-
gencia de F. La notacion para esto es div F, que se lee “divergencia de F” o “div F”.

DEFINICION La divergencia (densidad de flujo) de un campo vectorial F = Mi +
Nj en el punto (x, y) es

. oM | ON
F=5" 42 1
div ax oy (1)

A diferencia de un liquido, un gas es compresible, y la divergencia de su campo de velo-
cidad mide cuanto se expande o se comprime en cada punto. De forma intuitiva, si un gas se
expande en el punto(x, 1), las lineas de flujo divergen en ese punto (de ahi su nombre), y
como el gas esta saliendo de un rectangulo pequeio alrededor de (xo, yo), la divergencia de F
en (xo, o) es positiva. Si el gas se comprime en vez de expandirse, la divergencia es negativa
(figura 16.27).

EJEMPLO 1 Los siguientes campos vectoriales representan la velocidad de un gas que fluye en
el plano xy. Determine la divergencia de cada campo vectorial e interprete su significado fisico.
La figura 16.28 representa los campos vectoriales.

S;N I MZ ?/?ii:ti\\?
—_— (10l iy

1
\

!
\
\
NS

T
5% N NN
Z01 S

(@) (b)

AN
N

() (d)
FIGURA 16.28 Campos de velocidad de un gas que fluye en el plano (ejemplo 1).

(a) Expansion o compresion uniforme: F(x, y) = cxi + cyj
(b) Rotacion uniforme: F(x,y) = —cyi + cxj
(¢) Flujo cortante: F(x,y) = yi

NEANP R i
ERCLR

(d) Efecto remolino: F(x,y) =
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Solucion

(a) divF = E;ix (cx) + % (cy) = 2¢: si ¢ > 0, el gas esta sujeto a una expansion uniforme;

si ¢ < 0, experimenta una compresion uniforme.

(b) divF = (;ix (—cy) + % (cx) = 0: el gas ni se expande ni se comprime.

(¢) divF = (;ix (») = 0: el gas ni se expande ni se comprime.

- 2x 2x
(d) divF=i<27yz)+i<2x 2): 5 y“_ 5 y22=0:otravez,ladi-
ox \x* + y W \x* + y x= + y9) x* + )
vergencia es cero en todos los puntos del dominio del campo de velocidad.

Los casos (b), (c) y (d) de la figura 16.28 son modelos posibles para los flujos bidimen-
sionales de liquidos. En la dinamica de fluidos, cuando el campo de velocidad de un liquido
que fluye siempre tiene una divergencia igual a cero, como en estos casos, se dice que el liqui-
do es incompresible.

Giro alrededor de un eje: EL componente £ del rotacional

La segunda idea que necesitamos para el teorema de Green tiene que ver con la forma de medir,
en un punto, el giro de una rueda con paletas, con el eje perpendicular al plano, en un fluido
que se mueve en una region plana. Esto nos da una idea de la forma en que circula un fluido
con respecto a los ejes, localizados en diferentes puntos, perpendiculares a la region. En oca-
siones, los fisicos se refieren a esto como la densidad de circulacion de un campo vectorial F
en un punto. Para obtenerlo, regresemos al campo de velocidades

F(x,y) = M(x, y)i + N(x, p)j
y al rectangulo A4 de la figura 16.29 (donde suponemos que los componentes de F son

positivos).

(x,y + Ay) (x + Ax,y + Ay)

F-(-i)<0

Ay

F-j>o0l

(x, y) (x + Ax,y)
! Ax - !

FIGURA 16.29 Latasa a la que el fluido fluye a través del rectangulo 4 por la orilla in-
ferior en la direccion i es aproximadamente F(x, y) « i Ax, la cual es positiva para el campo
vectorial F mostrado aqui. Para aproximar la tasa de circulacion en el punto (x, y), calcu-
lamos las tasas (aproximadas) del flujo a través de cada orilla en la direccion de las flechas
sombreadas, sumamos esas tasas, y luego dividimos la suma entre el area de 4. Al tomar
el limite como Ax — 0 y Ay — 0 obtenemos la tasa de circulacion por unidad de area.

La tasa de circulacion de F a lo largo de la frontera 4 es la suma de las tasas de flujo a
lo largo de los lados en direccion tangencial. Para la orilla inferior, la tasa de flujo es aproxi-
madamente

F(x,y) i Ax = M(x, y)Ax.



Eje vertical

ot s

Rotacional F (x, yo) + k >0
Circulacién en contra de las
manecillas del reloj

Eje vertical

D

Rotacional F (xg, yg) - k <0
Circulacion en el sentido de las
manecillas del reloj

FIGURA 16.30 En el flujo de un fluido
incompresible sobre una region plana, el
componente k del rotacional mide la tasa de
giro del fluido en un punto. El componente k
del rotacional es positivo en los puntos donde
la rotacion va en sentido contrario al de las
manecillas del reloj y negativo donde la
rotacion es en el sentido de las manecillas.
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Esto es el componente escalar de la velocidad F(x, y) en la direccion del vector tangente i mul-
tiplicado por la longitud del segmento. Las tasas de flujo son positivas o negativas dependien-
do de los componentes de F. Aproximamos la tasa de circulacion neta alrededor de la frontera
rectangular de 4 sumando las tasas de flujo a lo largo de los cuatro lados, como lo indican los
siguientes productos punto.

Arriba: F(x,y + Ay)-(—i) Ax = —M(x,y + Ay)Ax
Abajo: F(x,y) i Ax = M(x, y)Ax

Derecha: F(x + Ax,y)-jAy = N(x + Ax, y)Ay
Izquierda: F(x,y) (—j) Ay = —N(x, y)Ay.

Sumamos las expresiones correspondientes a los lados opuestos para obtener

Arriba y abajo: —(M(x,y + Ay) — M(x,y))Ax =~ — (% Ay)Ax

Derecha e izquierda:  (N(x + Ax,y) — N(x,y))Ay = (% Ax)Ay.

Al sumar estas dos ultimas ecuaciones tenemos la circulacion neta con orientacion en el sen-
tido contrario al de las manecillas del reloj y, dividiendo entre AxAy, tenemos una estimacién
de la densidad de circulacion para el rectangulo:

Circulacion alrededor del rectangulo g g\

area del rectangulo ox gy’

Sea que Ax y Ay tiendan a cero para definir lo que llamamos densidad de circulacion de F en
el punto (x, ).

La orientacion positiva de la densidad de circulacion para el plano es la rotacion en sentido
contrario al de las manecillas del reloj con respecto al eje vertical, viendo al plano xy hacia
abajo desde la punta del vector unitario k (figura 16.30). El valor de la densidad de circulacion
es el componente k de un vector de circulacion mas general que definiremos en la seccion 16.7,
llamado el rotacional del campo vectorial F. Para el teorema de Green s6lo necesitamos el
componente k.

DEFINICION  La densidad de circulacién de un campo vectorial F = Mi + Nj en
el punto (x, y) es la expresion escalar

N oM

oy (2)

Esta expresion también se llama el componente & del rotacional, representado por
(rot F) - k.

Si el agua se mueve sobre una region del plano xy en una capa delgada, entonces el com-
ponente k del rotacional en el punto (xg, ) nos brinda una forma de medir la rapidez y di-
reccion de giro de una pequefia rueda con paletas colocada en el agua en (xy, yo) con su eje
perpendicular al plano, paralelo a k (figura 16.30).

EJEMPLO 2 Encuentre la densidad de circulacion e interprete lo que significa para todos los
vectores del ejemplo 1.

Solucion

(a) Expansion uniforme: (rot F)-k = %(cy) - aiy(cx) = 0. El gas no circula a escalas

muy pequeiias.
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FIGURA 16.31 Un flujo cortante empuja el
fluido en el sentido de las manecillas del reloj
alrededor de cada punto (ejemplo 2c¢).

(b) Rotacion: (rotF)-k = % (ex) — % (—cy) = 2¢. La densidad de circulacion constante

indica rotacion en todos los puntos. Si ¢ > 0, la rotacion es en el sentido contrario al de
las manecillas del reloj; si ¢ < 0, la rotacion es en el sentido de las manecillas del reloj.

(¢) Corte: (rotF)-k = _aiy (y) = —1. Ladensidad de circulacion es constante y negativa, de

manera que un disco que flota en el agua experimenta algo como un flujo que lo corta
en giros en el sentido de las manecillas del reloj. La tasa de rotacion es la misma en cada
punto. El efecto promedio del flujo del fluido es empujar el fluido en el sentido de las
manecillas del reloj alrededor de cada uno de los pequeios circulos mostrados en la fi-
gura 16.31.

(d) Remolino:

2 2 2 2
- —x —x
(rOtF)'k:i<2x 2)_i(zy2):y2 22_y2 e = 0
ox \ x* + y W \x+y (x* + %) (x* + %)
La densidad de circulacion es 0 en todos los puntos lejanos al origen (donde el campo

vectorial es indefinido y tiene lugar el efecto remolino), y el gas no esta circulando en los
puntos donde el campo vectorial esta definido. [ |

Dos formas del teorema de Green

De alguna forma, el teorema de Green dice que en condiciones adecuadas, el flujo hacia fuera
de un campo vectorial a través de una curva cerrada simple en el plano es igual a la doble in-
tegral de la divergencia del campo sobre la region encerrada por la curva. Recordemos las
formulas para el flujo de las ecuaciones (3) y (4) de la seccion 16.2 y que una curva simple no
se cruza a si misma.

TEOREMA 4: Teorema de Green (divergencia de flujo o forma normal) Sea C
una curva suave por partes, cerrada simple y que encierra una region R en el plano.
Sea F = Mi + Nj un campo vectorial donde M y N tienen primeras derivadas
parciales en una region abierta que contiene a R. Entonces, el flujo hacia fuera de F
a través de C es igual a la doble integral de div F sobre la region R encerrada por C.

_ _ _ M | N
?{F nds = %Mdy N dx f/(c’)x + 8y>dxa’y (3)
C R

C

Flujo hacia fuera Integral de divergencia

En la seccion 16.3 introdujimos la notacion fc para la integracion alrededor de una curva
cerrada. Aqui daremos una explicacion adicional acerca de la notacion. La circulacion en una
curva cerrada simple C se da en dos direcciones. La curva es atravesada en el sentido contrario
al de las manecillas del reloj y se dice que esta positivamente orientada, si la region que en-
cierra se encuentra siempre a la izquierda de un objeto cuando éste se desplaza a lo largo de
la trayectoria. De lo contrario, la curva es recorrida en el sentido de las manecillas del reloj y
esta negativamente orientada. La integral de linea de un campo vectorial F a lo largo de C in-
vierte su signo si cambiamos la orientacion. Nosotros usamos la notacion

% F(x, y) - dr

C

para la integral de linea cuando la curva cerrada simple C es atravesada en contra del movi-
miento de las manecillas del reloj, con su orientacion positiva.

La segunda forma del teorema de Green dice que la circulacion en sentido contrario al de
las manecillas del reloj de un campo vectorial alrededor de una curva cerrada simple es la do-
ble integral del componente k del rotacional del campo sobre la region encerrada por la curva.
Recordemos la ecuacion (2) que define la circulacion en la seccion 16.2.
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TEOREMA 5: Teorema de Green (circulacion rotacional o forma tangencial)

Sea C una curva suave por partes, cerrada simple que encierra una region R en el
plano. Sea F = Mi + Nj un campo vectorial donde M y N tienen primeras derivadas
parciales continuas en una region abierta que contiene a R. Entonces la circulacion
en contra de las manecillas del reloj de F alrededor de C es la doble integral de
(rot F) - k sobre la region R.

_ _ N _ oM
?{F Tds%de-l—Ndy//(ax ay)a’xa’y (4)
C C R

Circulacion en sentido contrario Integral del rotacional
al de las manecillas del reloj

Las dos formas del teorema de Green son equivalentes. Al aplicar la ecuacion (3) al campo
G| = Ni — Mj se obtiene la ecuacion (4), y al aplicar la ecuacion (4) a G, = —Ni + Mj se
obtiene la ecuacion (3).

Ambas formas del teorema de Green se consideran como dos generalizaciones bidimen-
sionales del teorema del cambio neto de la seccion 5.4. El flujo hacia fuera de F a través de C,
definido por la integral de linea del lado izquierdo de la ecuacion (3), es la integral de su
tasa de cambio (densidad de flujo) sobre la region R encerrada por C, la cual es la doble inte-
gral del lado derecho de la ecuacion (3). Asimismo, la circulacion de F en contra de las ma-
necillas del reloj alrededor de C, definida por la integral de linea del lado izquierdo de la ecua-
cion (4), es la integral de linea de su tasa de cambio (densidad de circulacion) sobre la region R
encerrada por C, la cual es la doble integral del lado derecho de la ecuacion (4).

EJEMPLO 3 Verifique las dos formas del teorema de Green para el campo vectorial

F(x,y) = (x — )i + xj

y la region R acotada por el circulo unitario

C: r(t) = (cost)i + (sent)j, 0=1t=2m

Solucion  La evaluacion de F(r(¢)) y la diferenciacion de sus componentes nos dan

M = cost — sent, dx = d(cost) = —sentdt,
N = cos t, dy = d(sent) = costdt,

aM _ . aM_ . aN_, N _,
dx ’ dy ’ ax ’ ay ’

Los dos lados de la ecuacién (3) son

=0

2
=/ cos*tdt =
0
oM | ON
=4 = +
//(8x ay)dxafy //(l 0) dx dy
R R

= // dx dy = area dentro del circulo unitario = 7r.
R

=27
fMdy — Ndx = / (cost — sent)(costdt) — (cost)(—sentdt)
t
c
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FIGURA 16.32 EI campo vectorial del
ejemplo 3 tiene una circulacion en el sentido
contrario al de las manecillas del reloj de 27
alrededor del circulo unitario.
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Los dos lados de la ecuacion (4) son

t=2m

7{ Mdx + Ndy = / (cost — sent)(—sentdr) + (cost)(cos t dr)
=0

¢

2
= (—sentcost + 1)dt = 2w
0

//(‘?g—"g) dx dy =//(1 —(=1)) drdy = 2//dxdy = 2m.
R R R

La figura 16.32 muestra el campo vectorial y la circulacion alrededor de C. [ |

Uso del teorema de Green para evaluar integrales de linea

Si construimos una curva cerrada C uniendo varias curvas por sus extremos, el proceso de eva-
luacion de la integral de linea sobre C es laborioso, ya que habria que evaluar varias integrales
de linea. Sin embargo, si C acota una region R para la que se aplica el teorema de Green, usa-
mos este teorema para cambiar la integral de linea sobre C por una doble integral sobre R.

EJEMPLO 4  Evalte la integral de linea

fw@-f@

C

donde C es el cuadrado delimitado en el primer cuadrante por las rectasx = 1y y = 1.

Solucion  Usamos cualquier forma del teorema de Green para cambiar la integral de linea
por una doble integral sobre el cuadrado.

1. Con la forma normal, ecuacion (3): si M = xy, N = y2,y C'y R son la frontera y el interior
del cuadrado, entonces

11
%xydy—yzdx=//(y+2y)dxdy=// 3ydxdy
F f 0 Jo
1 x=1 1 1
35 3
= 3 d =/ 3ydy = = } ==,
[) |:xy:|x0 g 0 re 2y 0 2

2. Con la forma tangencial ecuacion (4): si M = —y? y N = xy, tenemos el mismo re-
sultado:
2 _ 3
=y dx + xydy = (y = (=) dxdy = bR =
C R

EJEMPLO 5  Calcule el flujo hacia fuera del campo vectorial F(x, y) = xi + y?j a través del
cuadrado acotado por lasrectasx = *1yy = £1.
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Solucion  El célculo del flujo con una integral de linea requiere de cuatro integraciones, una
por cada lado del cuadrado. Con el teorema de Green cambiamos la integral de linea por
una integral doble. Si M = x, N = y2, Ces el cuadrado y R su interior, tenemos que

Flujo = ?{F-nds = fMdy — Ndx
[/ <— + 7) dx dy Teorema de Green
1,1 1 =1
= // (1 +2y)dxdy = / [x + 2xy} dy
-1J-1 -1 v=-1

1 1
:/ 2+ 4y)dy = {2y+2y2} = 4. ]
-1 -1

Demostracion del teorema de Green para regiones especiales
Py(x, f5(x))

G ¥ =hH® Sea C una curva suave cerrada simple en el plano xy, con la propiedad de que unas rectas
paralelas a los ejes corten a la curva en no mas de dos puntos. Sea R la region encerrada por C
y supongamos que M, N y sus primeras derivadas parciales son continuas en todo punto de
alguna region abierta que contiene tanto a C como a R. Queremos demostrar la forma de la
circulacion rotacional del teorema de Green,

| T [

FIGURA 16.33 La curva frontera C estd La figura 16.33 indica que C esta formada por dos partes dirigidas:
formada por Cj, la graficade y = f1(x) y
Cy, la grafica de y = fo(x).

|
|
|
|
P

Cpy :fl(x) 106, f1()

I

I

I

I

I

I

I

| |

| ;

| I
| I |
| I |
! L !
a X b

0

Ci: y=filx), a=sx=b, Cyp y=fHkx), b=x=a

Para cualquier x entre a y b, integramos aM/dy con respecto a y desde y = fi(x) hasta
y = f(x), para obtener

fa(x) aM y=/(x)
/ 3 “—dy = Ml(x, y)] = M(x, f2(x)) — M(x, fi(x)).
h) oY y=f1(x)

Luego integramos con respecto a x desde a hasta b:

£ o 0r b
//f() Ty YE / [M(x, f2(x)) = M(x, f1(x))] dx

a b
- l MCs, f2(6)) dx — / M, £1(x)) d

y
S Crr=eao =—[ Mdx— | Max
.- 05(8:). )
0181, y) = —Q Mdx.
R Por lo tant
cp---3 Chi x = g300) or lo tanto,
0 x %de—//( )dxdy (6)

FIGURA 16.34 La curva frontera C esta
formada por Ci, la grafica de x = g1() La ecuacion (6) es la mitad del resultado que necesitamos para la ecuacion (5). Deducimos la
y (5, la grafica de x = g,(). otra mitad integrando aN/dx primero con respecto a x y luego con respecto a y, como lo sugiere
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la figura 16.34. Esta figura muestra a la curva C de la figura 16.33, descompuesta en dos partes
dirigidas Ci:x = g1(y),d =y = cy Ch:x = g(y),¢c = y = d. El resultado de esta doble

integracion es
_ [N
%Ndy—//ax dx dy. (7)
C R

Al sumar las ecuaciones (6) y (7) obtenemos la ecuacion (5) y esto concluye la demos-
tracion. [ |

El teorema de Green también se aplica a otras regiones mas generales, como las que se ilus-
tran en las figuras 16.35 y 16.36, pero aqui no se hara la demostracion. Observe que la region
de la figura 16.36 no es simplemente conexa. Las curvas C; y Cj, estan orientadas en su fron-
tera, de manera que la region R esta siempre del lado izquierdo cuando las curvas son recorri-
das en las direcciones que se indican. Con esta convencion, el teorema de Green es valido para
regiones que no son simplemente conexas.

Asi como definimos el teorema de Green para el plano xy, también se aplica para cual-
quier region R contenida en el plano limitado en el espacio por una curva C. Mostraremos como
se expresa la doble integral sobre R para esta forma mas generalizada del teorema de Green en

la seccion 16.7.

(b)
FIGURA 16.35 Otras regiones a las que
se aplica el teorema de Green.

L
N

FIGURA 16.36 El teorema de Green se aplica a una region anular R

sumando las integrales de linea a lo largo de las fronteras C; y C; en

la direccién mostrada.

Ejercicios 16.4

Verificacion del teorema de Green
En los ejercicios 1 a 4, verifique la conclusion del teorema de Green, eva-
luando los dos lados de las ecuaciones (3) y (4) para el campo F =
Mi + Nj. En cada caso, considere como dominio de integracion al dis-
co R dado por x2 + y> = a? y a su circunferencia frontera C dada por
r = (acost)i+ (asent)j, 0 =t=21.

1. F = —yi +xj 2. F =yi

3. F = 2xi — 3)j 4. F = —x¥i + 0%

Circulacién y flujo

En los ejercicios 5 a 14, use el teorema de Green para calcular la circu-
lacion en sentido contrario al de las manecillas del reloj y el flujo hacia
fuera para el campo F y la curva C.

5. F=(x—ypi+ (—x)j

C: el cuadrado acotado porx =0,x =1,y =0,y =1
6. F =2+ 4)i+ (x +)7)j

C: el cuadrado acotado porx = 0,x =1,y =0,y =1
7. F = (" —Di + (@ + )7

C: el triangulo acotado pory = 0,x = 3,y = x
8. F=(x+yi— (x?+)7)j

C: el tridangulo acotadopory = 0,x = 1,y = x

9. F=(xy +)))i+ (x —»)j

0,0

11. F = X}%i + %x“yj

0,0)

10. F = (x + 3p)i + 2x — »)j
y

c 1| +unr=2

12.F=—7%
1

4 y2 i+ (tanfl y)j

x2+y2=1




13. F = (x + €'seny)i + (x + €“cosy)j

C: el lazo a la derecha de la lemniscata 72 = cos 20

14. F = (tanflii)i + In (x> +)2)j

C: la frontera de la region definida por las desigualdades en coorde-
nadaspolares | =r =2, =60 ==
15. Calcule la circulacion en contra de las manecillas del reloj y el flujo
hacia fuera del campo F = xyi + y?j alrededor y sobre la frontera
de la region encerrada por las curvas y = x>y y = x en el primer
cuadrante.
16. Calcule la circulacion en contra de las manecillas del reloj y el flujo
hacia fuera del campo F = (—sen y)i + (x cos y)j alrededor y sobre
el cuadrado delimitado en el primer cuadrante por las lineas x = /2
yy=m/2.
17. Calcule el flujo hacia fuera del campo

F = (3xy - )i + (& + tan"'y)j

x
1+ y2
a través de la cardioide » = a(1 + cos ), a > 0.

18. Calcule la circulacion en sentido contrario al de las manecillas del
reloj de F = (y + e In p)i + (e¥/y)j alrededor de la frontera de la
region que esta acotada arriba por la curva y = 3 — x? y abajo por
lacurvay = x* + 1.

Trabajo

En los ejercicios 19 y 20, determine el trabajo realizado por F al mover
una vez una particula en contra de las manecillas del reloj, alrededor de
la curva dada.

19. F = 20%i + 4x37j
C: la frontera de la region “triangular” en el primer cuadrante en-
cerrada por el eje x, larectax = 1 y la curva y = x3.

20. F = (4x — 2p)i + (2x — 4y)j

C: la circunferencia (x — 2)2 + (y — 2)* =4

Uso del teorema de Green
Aplique el teorema de Green para evaluar las integrales de los ejercicios
21 a24.

21. 7{ (P dx + x* dy)

o

C: el triangulo acotadoporx =0,x + y =1,y =0
22. 74 (3y dx + 2x dy)

C

C: lafronterade0 =x=m,0=y =<senx

23. }{(6); + x)dx + (y + 2x) dy
¢
C: la circunferencia (x — 2)> + (y — 3)2 =4

24, ?{ (2x + y) dx + (2xy + 3y) dy
¢

C: cualquier curva cerrada simple en el plano, para el cual se cumple
el teorema de Green.

Calculo de areas con el teorema de Green Si una curva cerrada sim-
ple C en el plano y la region R que encierra satisfacen las hipotesis del
teorema de Green, el area R esta dada por

16.4 Teorema de Green en el plano 941

Formula del area con el teorema de Green

Area de R =%7{xdy — ydx
o

La razén es que por la ecuacion (3), utilizada hacia atras,

AreadeR=//dydx=//(%+%)dydx
R R

N O U §
—y{zxdy 2ya’x.
C

Use la formula del area del teorema de Green, presentada arriba, para de-
terminar el area de las regiones encerradas por las curvas de los ejerci-
cios 25 a 28.

25. La circunferencia r(f) = (a cos )i + (a sen £)j, 0 = t = 277.
26. Laelipse r(f) = (a cos )i + (b sen £)j, 0 =t =< 2r.
27. La astroide r(7) = (cos® H)i + (sen’ 1)j, 0 < ¢ < 21r.
28. Unarco delacicloidex =¢—sent,y =1 — cos t.

29. Sea C la frontera de una region sobre la cual se cumple el teorema de
Green. Use el teorema de Green para calcular

a. ff(x) dx + g(y)dy
¢

b. % ky dx + hx dy (ky hson constantes).
¢

30. Integral que solo depende del area Demuestre que el valor de

%xyz dx + (X% + 2x) dy

o)
alrededor de cualquier cuadrado sélo depende del area del cuadrado
y no de su localizacion en el plano.

31. ;Qué tiene de especial la siguiente integral

% 43y dx + x* dy?
C
Justifique su respuesta.

32. ;Qué tiene de especial la siguiente integral

74 =y dy + X dx?
c
Justifique su respuesta.

33. Area como una integral de linea Demuestre que si R es una region
en el plano, acotada por una curva C simple, cerrada y suave por par-
tes, entonces,

Areade R = %xdy = —?{ydx.
c C

34. Integral definida como una integral de linea Suponga que una
funcién no negativa y = f(x) tiene una primera derivada continua en
[a, b]. Sea C la frontera de la region en el plano xy acotada por debajo
por el eje x, por arriba por la grafica de la funcion /'y a los lados por
las rectas x = a y x = b. Demuestre que

/bf(x)dx = *%ydx.

C
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35.

36.

37.

38.

39.

Capitulo 16: Integracion en campos vectoriales

Area y centroide Sea 4 el area y ¥ la coordenada x del centroide
de la region R acotada por una pieza de una curva C simple cerrada
suave por partes en el plano xy. Demuestre que

%% Zdy = —?{xydx:%%xzdy—xydx:Ai.
C C C

Momento de inercia Sea /, el momento de inercia con respecto al
eje y de la region del ejercicio 35. Demuestre que

%%fdy = —f.xzydx :iffdy - xXydx = L.
c c c

Teorema de Green y ecuacion de Laplace Suponiendo que todas
las derivadas necesarias existen y son continuas, demuestre que si
f(x, y) satisface la ecuacion de Laplace

entonces

of of
%@dx - ady =0

C

para todas las curvas cerradas C, a las cuales se aplica el teorema de
Green. (Lo contrario es verdadero: si la integral de linea siempre se
anula, entonces f satisface la ecuacion de Laplace).

Maximizacion del trabajo Entre todas las curvas simples cerradas
suaves en el plano, orientadas en sentido contrario a las manecillas
del reloj, encuentre aquella para la cual el trabajo dado por

_ (L LA PO
F—<4x2y+3y)1+x1

es mayor. (Sugerencia: ;Dénde es positivo el (rot F) + k)?

Region con muchos agujeros El teorema de Green se cumple para
una region R con un numero finito de agujeros, siempre que las curvas
de la frontera sean simples cerradas y suaves, y que integremos sobre
cada componente de la frontera en la direccion en que R se mantiene
a la izquierda mientras avanzamos (véase la siguiente figura).

40.

41.

42.

a. Sean f(x, y) = In (x? + »?) y C la circunferencia x> + y? = a%.
Evalte la integral de flujo

Y{Vf-nds.

C

b. Sea K una curva arbitraria suave simple cerrada en el plano, que
no pase por el punto (0, 0). Utilice el teorema de Green para

demostrar que
7{ Vf-nds

K

tiene dos posibles valores, dependiendo de que (0, 0) esté adentro
o afuera de K.

El criterio de Bendixson Las /ineas de flujo de un flujo plano son
las curvas suaves trazadas por las particulas individuales del fluido.
Los vectores F = M(x, y)i + N(x, y)j del campo de velocidad del
flujo son los vectores tangentes a las lineas de flujo. Demuestre que
si el flujo ocurre en una region R simplemente conexa (sin agujeros
ni puntos faltantes) y si M, + N, # 0 en todo R, entonces ninguna de
las lineas de flujo en R es cerrada. En otras palabras, ninguna par-
ticula del fluido tiene una trayectoria cerrada en R. El criterio M, +
N, # 0 es el criterio de Bendixson para la inexistencia de trayectorias
cerradas.

Demuestre la ecuacion (7) para concluir la demostracion del caso
especial del teorema de Green.

Componente del rotacional para campos conservativos ;Se pue-
de decir algo acerca del componente del rotacional para un campo
vectorial conservativo de dos dimensiones? Justifique su respuesta.

EXPLORACIONES CON COMPUTADORA

En los ejercicios 43 a 46, utilice un SAC y el teorema de Green para calcu-
lar la circulacion del campo F en el sentido contrario al de las manecillas
del reloj, alrededor de una curva cerrada simple C. Realice los siguientes
pasos:

43.

44.

45.

46.

a. Grafique C en el plano xy.

b. Determine el integrando (9N/dx) — (dM/dy) para la forma rota-
cional del teorema de Green.

c¢. Determine los limites de integracion (de la integral doble) a partir
de la grafica del inciso (a), y evalue la integral rotacional para la
circulacion.

F=Q2x—y)i+ (x+3y)j, C:laclipsex?+ 4?=4

) 2
C:la elipsexf + % =1

F =27 = )i+ +, 7
F=x"'¢i+ (¢Inx + 2x)j,

C: la frontera de la region definida por y = 1 + x* (abajo) y y = 2
(arriba)

F = xe’i + (4x* In y)j,

C: el triangulo con vértices en (0, 0), (2, 0) y (0, 4)
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Hemos definido de tres maneras las curvas en el plano:

y = fx)

Fx,y) =0

r(t) = f(Oi + g(2)j,

Forma explicita:
Forma implicita:

Forma vectorial paramétrica: a=t=b

Tenemos definiciones analogas para superficies en el espacio:

Forma explicita:

z = fx,y)

16 5 Superficies y areas
°
v u = Constante
v = Constante
(u, v)
R
u
0
Parametrizacion

Curva v = constante

@~
Curva u = constante

r(u, v) = flu, v)i + g(u, v)j + h(u, v)k,
Vector posicion del punto en la superficie

y

FIGURA 16.37 Una superficie parametri-
zada S expresada como una funcion vectorial
de dos variables definidas en la region R.

X
Q ]
©(r, 0) = (rcos )i -/

|
|
Frsenf)j + k NJ | o=

FIGURA 16.38 El cono del ejemplo 1 se
parametriza usando coordenadas cilindricas.

Forma implicita: F(x,y,z) = 0.

Existe también una forma paramétrica para superficies que dan la posicion de un punto sobre
una superficie como una funcion vectorial de dos variables. En esta seccion estudiaremos esta
nueva forma y la usaremos para obtener el drea de una superficie mediante una integral doble.
Las formulas de integrales dobles para areas de superficies dadas de manera implicita o ex-
plicita se obtienen como casos especiales de la formula paramétrica mas general.

Parametrizaciones de superficies

Sea

r(u, v) = f(u,v)i + g(u, v)j + h(u, v)k (1)
una funcion vectorial continua definida en una region R en el plano v y uno a uno en el inte-
rior de R (figura 16.37). El rango de r es la superficie S definida o trazada por r. La ecuacion
(1) junto con el dominio de R constituyen una parametrizacion de la superficie. Las variables
u 'y v son los parametros, y R es ¢l dominio de los parametros. Para simplificar nuestro
analisis, tomemos a R como el rectangulo definido por desigualdades de la formaa = u = b,
¢ = v = d. El hecho de que r sea uno a uno en el interior de R, garantiza que S no se cruce
a si misma. Observe que la ecuacion (1) es el equivalente vectorial de las tres ecuaciones
paramétricas:

x = f(u,v), y = g(u, v), z = h(u, v).
EJEMPLO 1 Determine una parametrizacion del cono
z=\/x2+y2, 0=z=1.
Solucion En este caso, las coordenadas cilindricas dan una parametrizacion. Un

punto cualquiera (x, y, z) en el cono (figura 16.38) tiene a x = r cos 6, y = rsen 0 y

z=Vx*+y* =rcon0=r=1y0=0=27 Alhaceru = ryv = 6 en la ecuacién (1)
se obtiene la parametrizacion

r(r,0) = (rcos0)i + (rsen6)j + rk,

La parametrizacion es uno a uno en el interior del dominio de R, no asi en la frontera de la
punta del cono, donde » = 0. [ |

EJEMPLO 2 Determine una parametrizacion para la esfera x> + 32 + z2 = a2.

Solucion  Las coordenadas esféricas nos brindan lo que necesitamos. Un punto cualquiera
(x, y, z) sobre la esfera (figura 16.39) tieneax = asen¢ cos 6,y = asen ¢ senfyz = a cos ¢,
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(x,y,2) = (asen ¢ cos 6, a sen ¢psen 0, a cos ¢)

FIGURA 16.39 La esfera del ejemplo 2 se
parametriza usando coordenadas esféricas.

Cilindro: x*> + (y — 3)> =9
(6]
r==06sen6

N
\ r(60,2) /
S /

Z

)‘\’;; x,,2)

N : _(3 sen 20, 6 sen®0, z)
\ 1
N
M

—
r76sen0

FIGURA 16.40 El cilindro del ejemplo 3 se
parametriza usando coordenadas cilindricas.
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0=¢p=m0=0=2m Alhacerau = ¢ y v = 0 en la ecuacion (1), se obtiene la para-
metrizacion

r(¢, 0) = (asen ¢ cosh)i + (asen @ senh)j + (acos Pk,
=¢=m 0=6=27m

Otra vez, la parametrizacion es uno a uno en el interior del dominio de R, aun cuando no lo es
en la frontera de los “polos” donde ¢ = 0 0 ¢ = 7. [

EJEMPLO 3 Determine una parametrizacion para el cilindro

0=z=5.

Xt (y-30=9,

Solucion  En coordenadas cilindricas, un punto (x, y, z) tiene a x = r cos 0,y = rsen 0 y

z = z. Para los puntos del cilindro x2 + (y — 3)? = 9 (figura 16.40), la ecuacion es la misma
que la ecuacion polar de la base del cilindro en el plano xy:

(OGP -6y +9) =9

? — 6rsen = 0

2 2 2
x°+y =17,
y =rsenf

r = 6senb, 0=6=m.

Por lo tanto, un punto tipico del cilindro cumple con

=rcosf = 6senfcosf = 3sen 26

rsenf = 6sen’ 0

z = Z.

Tomando au = 0y v = z en la ecuacion (1) se obtiene la parametrizacién uno a uno

r(0,z) = (3sen26)i + (6sen’0)j + zk,

Area de una superficie

Nuestro objetivo es encontrar una integral doble para calcular el area de una superficie curva S,
con base en la parametrizacion

r(u, v) = f(u,v)i + g(u, v)j + h(u, V)K, =d.

a=u=b c=v

Necesitamos que S sea suave para la construccion que realizaremos. La definicion de suavidad
implica las derivadas parciales de r con respecto a 'y v:

Lo _O0f. 0g. oh
Y ou  Ou oud " ou

_or _9f. 9&. on
rv_av_8v1+avj+8vk

DEFINICION ~ Una superficie parametrizada r(u, v) = f(u, v)i + g(u, v)j +
h(u, v)Kk es suave, si r, y r, son continuas y r, X r, nunca se anula en el interior
del dominio de los parametros.

En la definicion de suavidad, la condicion de que r, X r, nunca se anule significa que
ambos vectores r, y r, son diferentes de cero y que nunca estan en la misma recta, de manera
que siempre determinan un plano tangente a la superficie. En la frontera del dominio esta con-
dicion se vuelve mas flexible, pero no afecta al calculo del area.



Ci:v =1y
x y

FIGURA 16.42 Una vista ampliada de un
elemento de area de superficie Ao,

Z

Auru‘ 4
I
€
/ ! Noms

X y

FIGURA 16.43 El area de un paralelogramo
determinado por los vectores Aur, y Avr,

se define como el area del elemento de

area de superficie Ao,
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Ahora considere un rectingulo pequefio A4,, en R, con lados sobre las rectas u = uy,
u=uy+ Au,v=1vy,yv=1v+ Av (figura 16.41). Cada lado de A4,, se transforma en una
curva sobre la superficie S'y las cuatro curvas juntas acotan un “elemento de area curva” Ao .
En la notacion de la figura, el lado v = v, se transforma en la curva Cy, el lado u = ug en C,
y su vértice comun (uy, vo) se transforma en el punto Py.

Parametrizacion

< |
_d
JL \<_ .
v=1v,+ Av
vy + Avp - ———= /
AAM'U
Yy - ——

y

FIGURA 16.41 Un elemento de area rectangular A4,, en el plano uv se convierte en un
elemento de area curvado Ao, sobre S.

La figura 16.42 presenta una vista ampliada de Ao . El vector derivada parcial r,(u, vo)
es tangente a C; en Py. Asimismo, r,(uo, vg) es tangente a C, en Py. El producto cruz r, X r, es
normal a la superficie en Py. (Aqui comenzamos a utilizar la hipotesis de que S es suave. Quere-
mos garantizar que r, X r, 7= 0).

Ahora aproximamos el elemento de superficie Ao, al paralelogramo en el plano tangen-
te, cuyos lados estan determinados por los vectores Aur, y Avr, (figura 16.43). El area de este
paralelogramo es

|Aur, X Avr,| = |r, X r,| Au Av. (2)

Una particion de la region R en el plano uv por regiones rectangulares A4, genera una par-
ticion de la superficie S en elementos de area de superficie Ao, Definimos el area de cada
elemento de superficie Ao, como el area del paralelogramo de la ecuacion (2) y sumamos
todas estas areas para calcular una aproximacion del area de la superficie S:

D vy X 1| Au Av. (3)

Cuando Au y Av tienden a cero de manera independiente, el nimero de elementos de area
n tiende a %y la continuidad de r, y r, garantiza que la suma de la ecuacion (3) se aproxime a

la integral doble fcd fa b |r, X r,| du dv. Esta integral doble sobre la region R define el area
de la superficie S.

DEFINICION  El 4rea de la superficie suave

r(u, v) = f(u,v)i + g(u, v)j + h(u, v)K, a=u=>b c=v=d

d b
A://|ru><rv|dA=// |r, X ry| dudv. (4)
R c a

€s
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Abreviamos la integral de la ecuacion (4) si escribimos do en lugar de |r, X r| du dv.
El area diferencial de superficie do es analoga a la diferencial de la longitud de arco ds de la
seccion 13.3.

Diferencial del drea de una superficie para una superficie parametrizada

do = |r, X r,| dudv //dO' (5)
S

Diferencial del Formula diferencial para
area de superficie el area de la superficie

EJEMPLO 4  Determine el area de la superficie del cono del ejemplo 1 (figura 16.38).

Solucion  En el ejemplo 1 obtuvimos la parametrizacion
r(r,0) = (rcosf)i + (rsen6)j + rk, 0=r=1 0=<60=<2m.
Para aplicar la ecuacion (4), primero determinamos r, X ry:
i i k
r. Xrg= 1| cosé senf 1
—rsenf rcosf 0

= —(rcosf)i — (rsenf)j + (rcos’>6 + rsen’f)k.

I

Asi, 1, X rg| = ViZcos20 + 2sen?0 + 2 = V22 = \/2r. El drea del cono es
2
4= / / |r, X rg| drdb Ecuacién (4) conu =r,v =60
0 0

27 1 27
= / \2r drd = id@ = \/ 2m) = 7\/2 unidades cuadradas. m
o Jo

EJEMPLO 5  Determine el area de la superficie de una esfera de radio a.

Solucion  Utilizamos la parametrizacion del ejemplo 2:

r(¢, 0) = (asencosh)i + (asen @ senf)j + (acos Pk,
O0=¢d=m, 0=0=27.

Para rg X ry, obtenemos

i i K
ry X rg = | acos¢pcosf acospsenf —asend
—asen¢senf asen ¢ cosb 0
= (a*sen’ ¢ cos )i + (a*sen® ¢ sen @)j + (a* sen ¢ cos p)k.
Asi,
[ry X 1g| = Va* sen* ¢ cos’ 0 + a*sen* psen’ O + a* sen® P cos® ¢

= Va*sen? ¢ + a*sen’ P cos’ p = Va* sen? ¢ (sen’p + cos’ )
= a*Vsen’> ¢ = a*sen ¢,
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x=cosz,y=0

r=coszes
el radio de

un circulo a
1 la altura z
/

“\. (.X, Vs Z)

FIGURA 16.44 La superficie de un “balon
de futbol americano” del ejemplo 6 obtenida
por la rotacion de la curva x = cos z
alrededor del eje z.
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puesto que sen ¢ = 0 cuando 0 = ¢ = 7. Por lo tanto, el area de la esfera es

2 T
A=/ / a’ sen ¢ dop df
0o Jo

2m T 27
= / [—az cos d)} do = / 2a* df = 4mwa® unidades cuadradas.
0 0 0

Esto concuerda con la férmula conocida para el area de la superficie de una esfera. [ |

EJEMPLO 6  Sea S la superficie de un “balon de futbol americano” formada por la rotacion
delacurvax = cosz,y =0, —7/2 = z = 7/2 alrededor del eje z (figura 16.44). Determine
una parametrizacion para S'y calcule su area de su superficie.

Solucion  El ejemplo 2 sugiere la obtencion de una parametrizacion de S con base en su ro-
tacion alrededor del eje z. Si hacemos girar un punto (x, 0, z) de la curvax = cosz, y = 0
alrededor del eje z, obtenemos una circunferencia a la altura z por encima del plano xy que
tiene su centro en el eje z y tiene un radio » = cos z (figura 16.44). El punto barre la circun-
ferencia a través de un angulo de rotacion 0, 0 < 0 < 2. Dejamos que (x, y, z) sea un punto
arbitrario sobre la circunferencia y definimos los parametros u = z y v = 6. Asi, tenemos que
X=rcosf =cosucosv,y=rsenf = cosusenv,yz = u,loque nos da una parame-
trizacion para S como

r(u,v) = cosucosvi+ cosusenvj + uk, -—

NI

T
SMSE, 0=v=_2m.

A continuacion usamos la ecuacion (5) para obtener el area de la superficie S. La de-
rivacion de la parametrizacion nos da

r, = —senucosvi—senusenvj + k

r, = —cosusenvi+ cosucosvj
Al calcular el producto cruz tenemos
i j k
r, Xr, = |—senucosv —senusenv I
—cosusenv cosucosv 0

= —cosucosvi— cosusenvj — (senu cosu cos’ v + cos u sen u sen’ v)k.

Al considerar la magnitud del producto cruz tenemos

|ru X r,,| = \/cos2 u (cos2 v + sen’ v) + sen” u cos” u

= Vecos?u (1 + sen®u)
=cosu V1 + sen” u. cosu = 0 para 7% =u=

De acuerdo con la ecuacion (4), el area de la superficie esta dada por la integral

SIE

2o @2
A=/ / cosu V1 + sen® u du dv.
0 —7/2
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Superficie F(x, y, z) = ¢

N

La proyeccién vertical
o “sombra” de S sobre
un plano coordenado

FIGURA 16.45 Como pronto veremos,
el area de una superficie S en el espacio se
calcula evaluando una integral doble sobre
la proyeccion vertical o “sombra” de S
sobre un plano coordinado. El vector
unitario p es normal al plano.

Para evaluar la integral, sustituimos w = sen u 'y dw = cos u du, —1 = w = 1. Como la su-
perficie S es simétrica en el plano xy, s6lo necesitamos integrar con respecto a wde O a 1,y
multiplicar el resultado por 2. En resumen, tenemos

2T 1
A=2/ /\/1+w2dwdu
0 0

1

2
= 2/ |:1/2V 1+ w?+ %ln (W + 1+ W2>:| dv Tabla de integrales, formula 35
0 0

- /272{5\5 + 21+ \fz)]du.
= 277[\6 + ln(l + \/2” ]

Superficies implicitas

A menudo las superficies se presentan como conjuntos de niveles de una funcion, descritas por
la ecuacion

F(x,y,2) = c,

para una constante c. Esta superficie de nivel no tiene una parametrizacion explicita y se
conoce como una superficie definida implicitamente. Las superficies implicitas se presentan,
por ejemplo, como superficies equipotenciales en los campos eléctricos o gravitacionales. La
figura 16.45 muestra la porcion de una superficie. Seria dificil encontrar féormulas explicitas
para las funciones f, g y /& que describen la superficie en la forma r(u, v) = f(u, v)i + g(u, v)j
+ h(u, v)k. Por lo que ahora mostraremos céomo calcular el area diferencial do para superfi-
cies implicitas.

La figura 16.45 muestra parte de una superficie implicita S que se encuentra arriba
de su “sombra” R en el plano debajo de ella. La superficie estd definida por la ecuacion
F(x,y,z) = ¢, y p es un vector unitario normal a la regién plana R. Suponemos que la super-
ficie es suave (F es derivable y VF es no nula y continua en S) y que VF - p # 0, de manera
que la superficie nunca regresa sobre si misma.

Suponga que el vector normal p es el vector unitario Kk, por lo que la region R de la fi-
gura 16.45 esta en el plano xy. Por deduccion, tenemos que VF - p = VF -k = F,#0en S.
Un teorema de calculo avanzado, llamado el teorema de la funcion implicita, dice que S es
entonces la grafica de una funcion derivable z = A(x, y), aun cuando la funcion A(x, y) no
sea conocida explicitamente. Definimos los pardmetros u y v como u = x y v = y. De esta
forma, z = h(u, v), y

r(u, v) = ui + vj + h(u, v)k (6)

nos da una parametrizacion de la superficie S. Usamos la ecuacion (4) para encontrar el area
de S.
Al calcular las derivadas parciales de r tenemos

., 0h ., 0h
=i+ =j+—k
r, =1 auk y r, = j avk

Si se aplica la regla de la cadena para la derivacion implicita [véase la ecuacion (2) de la
seccion 14.4] para F(x, y, z) = ¢, donde x = u, y = vy z = h(u, v), obtenemos las derivadas
parciales

oh _ F on By

Ju F z y v F. z.
La sustitucion de estas derivadas en las derivadas de r nos da

. Fx . Fy
r”:liik y rv=‘|f?zk.
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A partir de un calculo rutinario de productos cruz tenemos

F, F,
= 1+*]+k F.#0

r, X r, = F.

1 . .

= E(Fxl + F,j + F.k)
VF  VF

F. VF-k

VF
~ VF:p’

Por lo tanto, el area diferencial de la superficie esta dada por

| VF|

do = |r, Xr,| dudv=-——"
fruxnd VF-p)

dx dy. U=xyv=y

Obtenemos calculos similares si en lugar de que el vector p = j sea normal al plano xy
cuando F, # 0 sobre S, el vector p = i es normal al plano yz cuando F, # 0 en S. La com-
binacion de estos resultados con la ecuacion (4) nos da la siguiente formula general.

Foéormula para el area de una superficie con una superficie implicita
El area de la superficie F(x, y, z) = ¢ sobre una region cerrada y acotada en una re-

gié]l plana Res
rea ¢ la superficie = 7

dondep =1i,jokesnormalaRy VF - p#0.

Asi, el area es la integral doble sobre R de la magnitud de VF, dividida entre la magnitud
del componente escalar de VF normal a R.

Bajo la hipdtesis de que VF - p # 0 en R y de que VF es continua, obtuvimos la ecua-
cion (7). Sin embargo, mientras exista la integral, definimos su valor como el area de la porcion
de la superficie F(x, y, z) = ¢ que esta sobre R. (Recuerde que supusimos que la proyeccion es

uno a uno).
EJEMPLO 7  Determine el area de la superficie de la parte inferior del paraboloide
4

Solucion  Trazamos la superficie Sy la region R debajo en el plano xy (figura 16.46). La su-
perficie S es parte de la superficie de nivel F(x, y, z) = x2 + > — z = 0 y R es el disco
x2 + 32 = 4 en el plano xy. Para encontrar un vector unitario normal al plano de R, consi-
z=x2+y? deramos p = k.
En cualquier punto (x, y, z) sobre la superficie, tenemos

\

Z
}\ x2 4+ 32 — z = 0 cortada por el plano z = 4.
;
|
|
|
|
|
|
|
|
|

(\ Flx,y,z) =x*+y* — z
VF = 2xi + 2yj — k

2+y2=4 | y

IVF| = V(2x) + (29)* + (—1)

— 2 2
FIGURA 16.46 El area de esta superficie = Var + 47+ 1

|VE-k| = [-1] =

parabolica se calcula en el ejemplo 7. | VF-p |
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En la region R, dA = dx dy. Por lo tanto,

, | VF|
Area de la superficie = ——dA Ecuacion (7)
] IVE-p

/ Vax? + 4y* + 1dxdy

x2+yzs4

27 (2
/ / 42 + 1 rdrde Coordenadas polares
0 0

2T 1 3/2 2
=A [§(4rz+ 1) Ld@

27
=/ %(173/2— Do =7 (17V17 —1). ]
0

El ejemplo 7 muestra como se encuentra el 4rea de la superficie para una funcién
z = f(x, y) sobre una region R en el plano xy. En realidad, el area diferencial de superficie
se calcula de dos maneras, las cuales se muestran en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 8  Deduzca el area diferencial de superficie do- de la superficie z = f{(x, y) sobre

una region R en el plano xy (a) paramétricamente, usando la ecuacion (5), y (b) implicitamente,
como en la ecuacion (7).

Solucion

(a) Parametrizamos la superficie tomando x = u, y = vy z = f(x, y) sobre R. Esto nos da
la parametrizacion

r(u,v) = ui + vj + f(u, v)k

Al calcular las derivadas parciales tenemos r, +1i + f,k, r, =j + f,ky

i j k
rztxrv:_fui_fvj+k- 10 fu
0 1 fu

De esta forma, |r, X r,|dudv = \/fu2 + fv2 + 1 du dv. Al sustituir u y v tenemos el
area diferencial de superficie

do = V{2 +fy2 + 1dxdy.

(b) Definimos la funcién implicita F(x, y, z) = f(x, y) — z. Como (x, y) pertenece a la region
R, la normal unitaria al plano de R es p = k. Entonces VI = f;i + f,j — k de manera que
|VE-p|=|-1|=1,|VF|= Vf*+ f,> + 1, y |VF|/|VF-p| = | VF|. El 4rea dife-
rencial de superficie esta dada otra vez por

do = \/fxz—i—fyz-l-ldxdy. [

El area diferencial de superficie deducida en el ejemplo (8) nos da la siguiente formula para
calcular el area de la superficie de la grafica de una funcion definida explicitamente como

z=fx, ).

Formula para el area de la superficie de una grafica z = f(x,y)
Para una grafica z = f{(x, y) sobre una region R en el plano xy, la formula del area
de la superficie es

A=//\/fx2+fy2+ldxdy. (8)
R
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Determinacion de parametrizaciones
En los ejercicios 1 a 16, determine una parametrizacion para la superficie.
(Hay muchas formas correctas para hacerlo, asi que sus respuestas pueden
no coincidir con las que se indican en la tltima parte del libro).
1. El paraboloide z = x? + )2, z = 4.
2. El paraboloidez = 9 — x2 — 32,z = 0.
3. Cono truncado La porciéon en el primer octante del cono z =
Vx* + 3%/2 entre los planos z = 0y z = 3.
4. Cono truncado La porcién del cono z = 2Vx% + 12 entre los
planosz =2yz = 4.
5. Region esférica La region de la esfera x?> + »? + z2 = 9 cortada por
elconoz = Vx> +?
6. Region esférica La region de la esfera x2 + )2 + z2 = 4 en el
primer octante, entre el plano xy y el conoz = Vx> + )?
7. Banda esférica La porcion de la esfera x> + y? + z2 = 3 entre los
planos z = \/5/2 yz= —\/5/2
8. Region esférica La porcion superior de la esfera x2 + 2 + 22 = 8
cortada por el plano z = —2.
9. Cilindro parabélico entre planos La superficie del cilindro para-
bolico z = 4 — y? cortada por los planosx = 0,x =2y z = 0.
10. Cilindro parabélico entre planos La superficie del cilindro para-
bolico y = x2 cortada por los planosz = 0,z =3 yy = 2.
11. Banda cilindrica circular La porcion del cilindro y? + z2 = 9 en-
tre los planos x = 0 y x = 3.
12. Banda cilindrica circular La porcion del cilindro x> + z2 = 4 por
encima del plano xy, entre los planosy = =2y y = 2.
13. Plano inclinado dentro de un cilindro La porcion del plano
x+y+tz=1
a. Dentro del cilindro x> + 2 = 9
b. Dentro del cilindro y? + z2 = 9.
14. Plano inclinado dentro de un cilindro La porcion del plano
x—y+t2z=2
a. Dentro del cilindro x> + 22 = 3
b. Dentro del cilindro y? + 22 = 2.
15. Banda cilindrica circular La porcion del cilindro (x — 2)? + 22 = 4
entre los planosy = 0y y = 3.

16. Banda cilindrica circular La porcion del cilindro )2 + (z — 5)2 = 25
entre los planos x = 0 y x = 10.

Areas de superficies parametrizadas

En los ejercicios 17 a 26, utilice una parametrizacion para expresar el area
de la superficie como una integral doble. Después evalue la integral. (Hay
muchas formas correctas para establecer las integrales, asi que éstas tal
vez no sean iguales a las que aparecen en la ultima parte del libro. Sin em-
bargo, deben tener el mismo valor).

17. Plano inclinado dentro de un cilindro La porcion del plano
y + 2z = 2 dentro del cilindro x> + 22 = 1.

18. Plano dentro de un cilindro La porcion del plano z = —x dentro
del cilindro x% + z2 = 4.

19. Cono truncado La porcién del cono z = 2Vx% + 12 entre los
planosz =2yz = 6.

20. Cono truncado La porcion del cono z = Vx* + )?/3 entre
los planosz = 1 yz = 4/3.

21. Banda cilindrica circular La porcién del cilindro x2 + y> = | en-
tre los planosz = 1 y z = 4.

22. Banda cilindrica circular La porcion del cilindro x> + z2 = 10
entre los planosy = —1lyy = 1.

23. Region parabolica La porcidn del paraboloide z = 2 — x2 — )?
cortada por el conoz = Vx? + ?

24. Banda parabolica La porcion del paraboloide z = x> + )2 entre
los planosz = 1yz = 4.

25. Esfera rebanada La porcion inferior de la esfera x? + )2 + z2 = 2
cortada por el cono z = Vi* + »?

26. Banda esférica La porcion de la esfera x> + y? + z2 = 4 entre
losplanosz = —1yz = V3.

Planos tangentes a superficies parametrizadas

El plano tangente en el punto Py( (1o, vo), g(uo, vo), h(ug, vo)) a una super-

ficie parametrizada r(u, v) = f(u, v)i + g(u, v)j + h(u, v)k es el plano

que pasa por Py normal al vector r,(ug, vo) X r,(uo, vp), €l producto cruz

de los vectores tangentes r,(uo, vo) y T.(uo, Vo) en Py. En los ejercicios 27

a 30, encuentre una ecuacion para el plano tangente a la superficie en Py.

Después, encuentre una ecuacion cartesiana para la superficie y dibuje

juntos a la superficie y al plano tangente.

27. Cono r(r,0) = (rcos )i+ (rsen@)j + rk,r =0,0 =0 <27
en el punto Po( V2, V2, 2) correspondiente a (7, 0) = (2, w/4).

28. Hemisferio La superficie hemisférica r(¢, 6) = (4 sen ¢ cos 6)i +
(4 sen ¢ sen 0)j + (4 cos Pk, 0 = = 7/2,0 =6 < 2m, enel
punto PO( 2, V2, 2) correspondiente a (¢, 6) = (7/6, 7/4).

29. Cilindro circular El cilindro circular r(6, z) = (3 sen 260)i +
(6 sen? 9)j + zk, 0 = 0 =, en el punto Po(3V/3/2,9/2,0) corres-
pondiente a (0, z) = (m/3, 0). (Véase el ejemplo 3).

30. Cilindro parabélico La superficie del cilindro parabdlico r(x, y) =
xi +yj — x2k, —0 = x = w0, —o <y =< «, en el punto Py(1, 2, —1)
correspondiente a (x, y) = (1, 2).

Mas ejemplos de parametrizaciones para superficies

31. a. Un toro de revolucion (en forma de rosquilla) se obtiene al hacer

girar un circulo C en el plano xz alrededor del eje z en el espacio.

(Véase la figura mas adelante). Si C tiene un radio » > 0 y su cen-
tro es (R, 0, 0), demuestre que una parametrizacion del toro es

r(u,v) = (R + rcosu)cosv)i

+ ((R + rcosu)senv)j + (rsenu)k,

donde 0 = u =27y 0 < v = 27 son los angulos en la
figura.
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b. Demuestre que el area de la superficie del toro es 4 = 472Rr.

32. Parametrizacion de una superficie de revolucion Suponga que
la curva parametrizada C: ( f(u), g(u)) gira alrededor del eje x, donde
g(u)>0paraa =u < b.

a. Demuestre que
r(u, v) = f(u)i + (g(u)cosv)j + (g(u)sen v)k

es una parametrizacion de la superficie de revolucion resultante,
donde 0 = v = 27 es el angulo del plano xy al punto r(u, v)
sobre la superficie. (Véase la figura). Observe que f(u) mide la
distancia a lo largo del eje de revolucion y g(u) mide la distancia
al eje de revolucion.

(fw), g(u), 0)

b. Encuentre una parametrizacion para la superficie obtenida al
hacer girar la curva x = )2,y = 0, alrededor del eje x.

33. a. Parametrizacion de un elipsoide Recuerde la parametri-
zacion x = acos 6,y = bsen 6,0 = 6 = 27 de la elipse
(x2/a?) + (¥*/b?) = 1 (seccién 3.9, ejemplo 5). Con base en
los angulos 6 y ¢ en coordenadas esféricas, demuestre que

r(0,¢) = (acosBcos )i + (bsenbcosd)j + (csen )k
es una parametrizacion del elipsoide
x2/a%) + (*/b?) + (2/c?) = 1.
b. Escriba una integral para el area de la superficie del elipsoide,
pero no evalue la integral.

34. Hiperboloide de una hoja

a. Encuentre una parametrizacion para el hiperboloide de una
hoja x? + 2 — z2 = 1 en términos del 4ngulo 6 asociado con
el circulo x2 4+ 32 = 12 y el parametro hiperbélico u asociado
con la funcién hiperbolica 2 — z2 = 1. (Sugerencia: Considere
que cosh?z — senh?u = 1).
b. Generalice el resultado del inciso a) al hiperboloide
(?/a*) + (*/b%) = (2/c?) = L.
35. (Continuacion del ejercicio 34). Encuentre una ecuacion cartesiana
para el plano tangente al hiperboloide x> + »? — z> = 25 en el punto
(X(), Yo, 0), donde )C02 + y()z = 25.

36. Hiperboloide de dos hojas Encuentre una parametrizacion del hi-
perboloide de dos hojas (z2/c?) — (x%/a?) — (y*/b?) = 1.

Area de una superficie para formas explicitas e implicitas
37. Calcule el area de la superficie de la porcion del paraboloide
x2 4+ 32 — z = 0 cortada por el plano z = 2.

38. Calcule el area de la banda del paraboloide x? + »? — z = 0 cortada
por los planos z = 2y z = 6.

39. Calcule el area de la region del plano x + 2y + 2z = 5 cortada por
el cilindro cuyas paredes sonx = )2y x = 2 — )2,

40. Obtenga el drea de la porcion de la superficie x> — 2z = 0 que esta
sobre el tridangulo acotado por las rectas x = \/5, y=0yy=uxenel
plano xy.

41. Calcule el area de la superficie x> — 2y — 2z = 0 que esta sobre el
tridngulo acotado por las rectas x = 2,y = 0y y = 3x en el plano xy.

42. Calcule la superficie de la regién recortada de la esfera x2 + )2 +
22=2porelconoz = Vi + )%

43. Calcule el area de la elipse cortada del plano z = ¢x (¢ es una cons-
tante) por el cilindro x2 + )2 = 1.

44. Encuentre el 4rea de la porcién superior del cilindro x2 + z2 = 1
que esta entre los planos x = =1/2yy = *1/2.

45. Calcule el 4rea de la porcion del paraboloide x = 4 — 32 — z2 que estd
arriba del anillo 1 < y? + z2 < 4 en el plano yz.

46. Calcule el area de la superficie cortada del paraboloide x2 + y +
z2 = 2 por el plano y = 0.

47. Calcule el area de la superficie x> — 2Inx + V15y — z = 0 arriba
del cuadradoR: 1 =x =2,0 =y =1, enel plano xy.

48. Calcule el area de la superficie 2x3/2 + 2)3/2 — 3z = 0 arriba del
cuadrado R: 0 =x = 1,0 =y = 1, en el plano xy.

Calcule el area de las superficies en los ejercicios 49 a 54.

49. La superficie cortada de la parte inferior del paraboloide z = x? + )2
por el plano z = 3.

50. La superficie cortada de la “nariz” del paraboloide x = 1 — )2 — 22
por el plano yz.

51. Laporcién del cono z = Vx> + 12 que estd en la region entre el
circulo x? + 32 = 1 y laelipse 9x> + 4y? = 36 en el plano xy.
(Sugerencia: Utilice formulas geométricas para calcular el area
de la region).

52. El tridngulo cortado del plano 2x + 6y + 3z = 6 por los planos fron-
tera del primer octante. Calcule el area de tres formas, aplicando for-
mas explicitas diferentes.

53. La superficie en el primer octante cortada del cilindro y = (2/3)z3/2
por los planos x = 1 yy = 16/3.
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54. La porcion del plano y + z = 4 que esta arriba de la region cortada z

del primer cuadrante del plano xz por la parabolax = 4 — 22

55. Use la parametrizacion

r(x,z) = xi + f(x,2)j + zk

y la ecuacion (5) para deducir la formula de do asociada con la forma

explicita y = f{(x, z).

56. Sea S la superficie obtenida por la rotacion de la curva suave
y = f(x), a = x = b, alrededor del eje x, donde f(x) = 0.

a. Demuestre que la funcion vectorial

r(x,0) = xi + f(x)cos@j + f(x)sen6k

2

(X, ¥, 2)

b. Utilice la ecuacion (4) para mostrar el area de la superficie de re-
volucion dada por

es una parametrizacion de S, donde 6 es el angulo de rotacion

b
alrededor del eje x (vea la figura siguiente). 4= / 27f) V1 + [f' ()] dx.

16.6 I Integrales de superficie

| T (% Ve )
‘ Aoy = Aoy,

X y

FIGURA 16.47 El area de la superficie
Ao es el area del paralelogramo tangente
determinado por los vectores Aur, y Avr,.
El punto (x, vi, zx) esta sobre la superficie,
debajo del paralelogramo ilustrado aqui.

Para calcular la cantidad del flujo de liquido que pasa a través de una membrana curva o la
fuerza hacia arriba sobre un paracaidas que cae, necesitamos integrar una funcion sobre una
superficie curva en el espacio. El concepto de integral de superficie es una ampliacion del con-
cepto de integral de linea de la integracion sobre una curva.

Integrales de superficie

Consideremos una carga eléctrica distribuida sobre una superficie S, y que la funcion G(x, y, z)
nos indica la densidad de carga (carga por unidad de area) en cada punto de S. Calculamos, como
una integral, la carga total en S de la siguiente manera.

Suponga, como en la seccion 16.5, que la superficie S esta definida paramétricamente en
una region R en el plano uv,

r(u,v) = f(u, v)i + g(u, v)j + h(u, v)K, (u, v) eR.

En la figura 16.47, vemos una de las porciones de R (por sencillez, considerada como un
rectangulo) en las que se divide la superficie S dentro de los elementos de area curvos de la
superficie

Aoy = |1y, X 1| dudv.

Como hicimos en el caso de las subdivisiones de la definicion de las integrales dobles
de la seccion 15.2, numeramos los elementos de superficie en algun orden como Aoy,
Aoy, ..., Ao, Para formar una suma de Riemann sobre S, elegimos un punto (x;, yx, zx) en
la k-ésima porcion, multiplicando el valor de la funcion G en ese punto por el area Aoy, y
sumamos todos los productos:

n

> GOk yis zk) Ao

=
Dependiendo de la eleccion de (xg, yi, zx) en la k-€sima porcion, obtenemos diferentes valores
para la suma de Riemann. De esta forma, cuando el niimero de porciones de area se incremen-
ta, sus areas tienden a cero y tanto Au — 0 como Av — 0. Este limite, siempre que exista de
manera independiente a las opciones elegidas, define la integral de superficie de G sobre la
superficie de .S como

//G(x,y, 2)do = lim >, Gl vk, z) Aoy (1)
n—)OOk:1
3
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Observe la analogia con la definicion de integral doble (seccion 15.2) y con la integral de linea
(seccion 16.1). Si S es una superficie suave por partes, y G es continua en S, entonces se de-
muestra que la integral de superficie definida por la ecuacion (1) existe.

La formula para evaluar la integral de superficie depende de la manera como sea descrita S,
de forma paramétrica, implicita o explicita, como se estudi6 en la seccion 16.5.

Formulas de una integral de superficie

1. Para una superficie suave S definida paramétricamente como r(u, v) = f(u, v)i
+ g(u, v)j + h(u, v)K, (4, v) € R, y una funcion continua G(x, y, z) definida en S,
la integral de superficie de G en S esta dada por la doble integral en R

// G(x,y,z)do = // G(f(u, v), g(u, v), h(u, v)) |r, X r,| dudv. (2)
S R

2. Para una superficie S definida implicitamente por F(x, y, z) = ¢, donde F es una
funcion derivable continua, con S colocada arriba de su sombra cerrada y acotada
en la region R en el plano coordenado debajo de ella, la integral de superficie de
la funcion continua G en S esta dada por la doble integral en R,

// G(x. . 2)d // O T AL 3)
X, y,z)do = X, Z)———dA,
) V7Y

donde p es el vector unitario normala Ry VF-p # 0.

3. Para una superficie S definida explicitamente como la de la grafica z = f(x, y),
donde f es una funcidén derivable continua sobre una region R del plano xy, la
integral de superficie de la funcién continua G sobre S estd dada por la integral
doble en R,

//G(x, v, z)do = //G(x, v e, y) VI + fy2 + 1dxdy. (4)
S R

La integral de superficie de la ecuacion (1) tiene diferentes significados dependiendo
de las aplicaciones. Si G tiene un valor constante de 1, la integral nos da el area de S. Si G es
la densidad de masa de una capa delgada de material modelada por S, la integral nos da la
masa de la capa. Si G es la densidad de carga de una capa delgada, la integral nos da la carga
total.

EJEMPLO 1 Integre G(x, y,z) = x*sobre el conoz = Vx> + %, 0 =z = 1.

Solucion  De acuerdo con la ecuacion (2) y los calculos del ejemplo 4 de la seccion 16.5,
tenemos que [r, X ry| = \/27}/

//x2 do = /277/1 (rzcoszﬂ)(\/ir) dr do x =rcosf
o Jo
Ky

27 1
=\/§/ / > cos? 6 dr do
o Jo
2w 2w
2
=\46/ 00520d0=\6{0+lsen20} =i. [ ]
0

4 274 o 4
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FIGURA 16.48 El cubo del ejemplo 2.

16.6 Integrales de superficie 955

Las integrales de superficie se comportan como las integrales dobles, la integral de la suma
de dos funciones es la suma de sus integrales, etcétera. La propiedad de aditividad del dominio

toma la forma
//Gd0'=//Gda'+//Gd0' +- 4+ //Gda'.
S S

S Sn

Cuando S esta dividida por curvas suaves en un numero finito de porciones suaves sin que se
traslapen (por ejemplo, si S esta formada por partes suaves), entonces la integral de S es la
suma de las integrales de las porciones. Asi, la integral de una funcion en la superficie de un
cubo es la suma de las integrales sobre las caras del cubo. Integramos sobre el caparazon de
una tortuga integrando cada una de las placas que lo forman y sumando los resultados.

EJEMPLO 2 Integre G(x, y, z) = xyz sobre la superficie del cubo cortado del primer octante
por los planosx = 1,y = 1 yz = 1 (figura 16.48).

Solucion  Integramos xyz sobre cada una de las seis caras y sumamos los resultados. Como
xyz = 0 en las caras sobre los planos coordenados, entonces, la integral sobre la superficie
del cubo se reduce a

// xyzdo = // xyzdo + // xyzdo + // xyz do.
Cara C

Superficie Cara A Cara B
del cubo

La cara A4 es la superficie f(x, y, z) = z = 1 sobre la region del cuadrado R,,: 0 = x = 1,
0 =y = 1, en el plano xy. Para esta superficie y region,

p=k Vif=k [Vf[=1  [Vf-p]=|k-kl=1
|V/]

do = ———

|Vf-p

xyz = xy(1) = xy

1,1 1
// xyzdo-=//xydxdy=// xydxdy:/ %dy:%_
0 Jo 0

Cara 4 o

Mz%w@zw@

La simetria nos indica que las integrales de xyz de las caras By C también son iguales a 1/4.

Por lo tanto,
1, 1. 1_3
// wzdo =+ o+, =5 n

Superficie
del cubo

EJEMPLO 3 Integre G (x, y,z) = V1 — x* — y? sobre la superficie de la “pelota de fitbol”
S formada por la rotacion de la curva x = cosz,y = 0, —7/2 = z = /2, alrededor del eje z.

Solucion  La superficie se ilustra en la figura 16.44, y en el ejemplo 6 de la seccion 16.5 ob-
tuvimos la parametrizacion

T
X =COosucosv, y=cosusenv, z = u, —ESMS

NI

y 0=v=2m,

donde v representa el angulo de rotacion del plano xy alrededor del eje z. Al sustituir esta para-
metrizacion en la expresion para G tenemos

V1-2 - V= V1 - (cos? u)(cos® v + sen’ v) = V1 - costu = |sen u].
La diferencial del area de la superficie para la parametrizacion es (ejemplo 6, seccion 16.5).

do = cosu V1 + sen® u du dv.
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n A Direccion
positiva

FIGURA 16.49 Las superficies suaves
cerradas en el espacio son orientables.
El vector unitario normal exterior define
la direccion positiva de cada punto.

Inicio
/' . -
e X
(@8 Fin @T

FIGURA 16.50 Para construir una banda
de Mébius, tome una banda rectangular de
papel abcd, dé un giro sencillo al extremo
de bc, y pegue los extremos de la banda de
forma que coincidan los extremos a con ¢
y b con d. La banda de Mobius es una
superficie de un solo lado, o no orientable.

Capitulo 16: Integracion en campos vectoriales

Estos calculos nos dan la integral de superficie

2 /2

//\/l—xZ—yzda:/ / |sen u|cos u V1 + sen® u du dv
0 —7/2

s

2@ f@)2
:2/ / senucosu V1 + sen® u du dv
0 0

w =1+ sen® u,
2w 2 ; ) J
_ \/‘; dw dv dw sen u cos u du
0 1 Cuandou = 0,w = 1.
Cuandou = 7/2,w = 2.
2

4
=5 (2v2-1). n

— o232
2 3w ]]

Orientacion

Una superficie suave S es orientable o de dos lados si es posible definir un campo n de vec-
tores unitarios normales a S que varie continuamente con la posicion. Cualquier porcion de
una superficie orientable también es orientable. Las esferas y otras superficies cerradas sua-
ves en el espacio (superficies suaves que encierran solidos) son orientables. Por convencion,
sobre una superficie cerrada elegimos a n apuntando hacia fuera.

Una vez elegido n, decimos que hemos orientado la superficie, y llamamos a la superficie
junto con su campo normal una superficie orientada. El vector n en cualquier punto se llama
direccion positiva en ese punto (figura 16.49).

La banda de Mobius de la figura 16.50 no es orientable. No importa donde se comience
a construir un campo unitario normal continuo (representado en la figura como el eje de una
tachuela), al mover al vector de manera continua alrededor de la superficie en la forma mos-
trada, éste regresara al punto de inicio con una direccion opuesta a la que tenia cuando comenzo
a moverse. El vector en ese punto no puede apuntar a ambos lados, aunque deberia hacerlo en
virtud de la continuidad. Concluimos que no existe tal campo.

Integral de superficie para el flujo

Suponga que F es un campo vectorial continuo definido sobre una superficie orientada S, y
que n es el campo unitario normal elegido en la superficie. Llamamos a la integral de F - n so-
bre S el flujo de F a través de S en la direccion positiva. De esta forma, el flujo es la integral
sobre S del componente escalar de F en la direccion de n.

DEFINICION  El flujo de un campo vectorial tridimensional F a través de una su-
perficie orientada S en la direccion de n es

Flujo = //F-ndo. (5)
N

La definicion es analoga a la del flujo de un campo bidimensional F a través de una curva
plana C. En el plano (seccioén 16.2), el flujo es

/ F-nds,
c

la integral del componente escalar de F normal a la curva.

Si F es el campo de velocidades del flujo de un fluido en tres dimensiones, el flujo de F
a través de S es la tasa neta con la que el fluido atraviesa S en la direccion positiva elegida.
En la seccion 16.7 analizaremos con mayor detalle estos flujos.
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z EJEMPLO 4  Determine el flujo de F = yzj + xj + z2k a través del cilindro parabodlico
y=x2,0=x=1,0=z=4,enladireccion de n indicada en la figura 16.51.

4
Solucién  Sobre la superficie tenemos que x = x, y = x2, y z = z, de manera que automatica-

(1,0,4) SR T, — ;2 mente tenemos la parametrizacion r(x, z) = xi + x4 + zk, 0 = x = 1, 0 =< z = 4. El producto
cruz de los vectores tangentes es

i j Kk
n< reXr.= |1 2x 0| =2xi—j.
|
i 0 0 1
- 1
- i Y Los vectores unitarios normales que apuntan hacia fuera desde la superficie como se indican en
‘/1/_& la figura 16.51 son
x r, Xr, 2xi — j
n = = .
FIGURA 16.51 Calculo del flujo a través |ry X 1y Va2 + 1
de la superficie de un cilindro parabdlico . 2 .
. Sobre la superficie, y = x?, entonces el campo vectorial es
(ejemplo 4).

F = yzi + xj — 22k = x’zi + xj — 2’k

Por lo tanto,

Fen= ((P2)(2x) + ()(=1) + (=2°)(0))

1
Viax? + 1
XXz —x

BRV/™

El flujo de F hacia fuera a través de la superficie es

4
2%z — x
F'-ndo = r, X r.| dxdz
/S/ l/ ;7| |

4

2xz—x

= \Vax? + 1dx dz
A/ Viax: + 1

4 1 1 x=1
= (2x3z —x)dxdz = *x4z x2 dz
0 Jo 0 L2 2

4 1 4
:A E(Z_ 1)dz = Z(z — 1)2}0

_1 Loy
—2(9)—2(1)—2. u

Si S es parte de una superficie de nivel g(x, y, z) = ¢, entonces n se toma como uno de
dos campos

n=+—-, (6)

dependiendo de cual nos dé la direccion preferida. El flujo correspondiente es

Flujoz//F-ndO'

S

ng) | Vgl
= Fo—")——4dA Ecuaciones (6) y (3)

//( |Vgl/ [Vg-pl
ng

// . )
|Vg- pl
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z
Pi2=1 T
|
\
\
|
|
|

(1,-1,0) Y

(1,1,0)
X
FIGURA 16.52 Calculo del flujo de un
campo vectorial hacia fuera a través de la
superficie S. El area de la region sombreada
R, es 2 (ejemplo 5).

EJEMPLO 5  Determine el flujo de F = yzj + z%k hacia fuera, a través de la superficie S
cortada del cilindro y? + z2 = 1,z = 0, por los planosx = 0y x = 1.

Solucion  El campo vectorial normal exterior en S (figura 16.52) se calcula a partir del gra-
diente de g(x, y, z) = y* + z% como

Ve | 2yj 25k 2+ 22k
n= o= =N = yj + 2k

Vel Var+a2  2V1

Con p = k tenemos

| Vgl 2
= —dd =

do = a1 =Laa,

Vg K|

Eliminamos las barras de valor absoluto, ya que z = 0 en S.
El valor de F - n sobre la superficie es
F-n = (yzj + 2°k) - (yj + zk)
=32z + 22 =z2(° + %)

=z Y +z2=1enS

La superficie proyecta la sombra rectangular sobre la region Ry, en el plano xy que se muestra
en la figura 16.52. Por lo tanto, el flujo de F hacia fuera a través de S es

//F-nd(r = //(z)(idA) = //dA = area(Ry,) = 2. [
s Ry,

S

Momentos y masas de capas delgadas

Las capas delgadas de material, como vasijas, tambores metalicos y domos, se modelan con su-
perficies. Sus momentos y sus masas se calculan con las férmulas de la tabla 16.3. Las deduc-
ciones son similares a las de la seccion 6.6. Las formulas son como las integrales de linea de la
tabla 16.1, seccion 16.1.

TABLA 16.3 Formulas de masa y momento para capas muy delgadas

Masa: M = // 6 do & = 8(x, y,z) = densidad en (x, y, z) como masa por unidad de area
S

Primeros momentos con respecto a los planos coordenados:

Myz=//x6da, sz=//y8da', M, = /z8d0'
s S

K
Coordenadas del centro de masa:
X = Myz/M, y = MXZ/M, z = Mxy/M

Momentos de inercia con respecto a los ejes coordenados:

Ix=//(y2+zz)8da, Iy=//(x2+zz)8d0', IZZ//(x2+y2)8do,
S S S

_ 2
I = // r86do r(x, y, z) = distancia desde el punto (x, y, z) a la recta L
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EJEMPLO 6  Determine el centro de masa de una capa hemisférica delgada de radio a y den-

l iyt d=d sidad constante §.
0 0,5 2 /
Solucion  Modelamos la capa con el hemisferio
\‘.'_'ir._ 8¢, I]I ‘-.
rHMH%“““ L f,y,2) =x2+y P+ 2 =d% z=0
~
L /'"- -
7 ey
)* = = /\y (figura 16.53). La simetria de la superficie con respecto al eje z nos dice que x = y = 0. Sélo
/ , falta determinar z con la formulaz = M,, /M.
=a La masa de la capa es
FIGURA 16.53 El centro de masa de ) )
una capa hemisférica delgada de densidad M = ddo =0 do = (5)(31'63 de S) = 2ma“é. 6 = constante
constante esta en el eje de simetria, a la S

mitad entre la base y la parte superior
(ejemplo 6). Para evaluar la integral de M,,, hacemos a p = k y calculamos

[VF| = |2xi + 2yj + 2zk| = 2V*? + )2 + 22 = 2a
|Vi-p| = [Vf-k| = |2z] = 2z
Vf
do = I Laa.
|Vf-pl
Asi,
//zada = 5//z§dA = 5a//dA = Sa(wd?) = émwd®
N R
7 = = ma’s =4
M 2ma*s 27
El centro de masa de la capa es el punto (0, 0, a/2). [
z EJEMPLO 7  Calcule el centro de masa de una capa delgada de densidad 6 = 1/z2 cortada
del conoz = Vx? + y? por los planos z = 1y z = 2 (figura 16.54).
2 . i . . _
= VE 2 Solucion  La simetria de la superficie alrededor del eje z nos dice que x =y = 0. Calcu-
: lamos z = M,, /M. Trabajando como en el ejemplo 4 de la seccion 16.5, tenemos
JIN
|
r(r,0) = (rcos0)i + (rsenf)j + rk, l=r=2 0=0<=<2m,
y
* g [r, X rg| = \Vor.
FIGURA 16.54 El cono truncado formado
cuando el cono z = Vx? + 3? es cortado Por lo tanto,

por los planos z = 1 y z = 2 (ejemplo 7).

2 2
M=//6do=/ /lezrdrde
4 0 1 r2

27 2w
=\/§/ [hn]fde:\fz/ In 2 do
0 0

= 277\61n2,
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=
I

27 21
//82d0'=/ /r\/irdrde
o Ji

N

27 2
\fz/ / dr df
0 1

27
= \fz/ do = 27\/2,
0

,:Mxy: 277'\/5 _ 1
M 2p\/2m2 W2’

El centro de masa de la capa es el punto (0, 0, 1/1n 2). [ |

Ejercicios 16.6

Integrales de superficie

En

los ejercicios 1 a 8, integre la funcion dada sobre la superficie corres-

pondiente.

1.

Cilindro parabédlico G(x, y, z) = x, sobre el cilindro paraboélico
y=x,0=x=2,0=z=3.

. Cilindro circular G(x, y, z) = z, sobre la superficie cilindrica

Y+2=4z=20,1=x=4.

3. Esfera G(x,y,z) = x2, sobre la esfera unitaria x2 + 2 + z2 = 1.

4. Hemisferio G(x, y, z) = z?, sobre el hemisferio x> + y? + 22 = a2,

10.

11.

12.

13.

14.

15.

z=0.

. Porcion del plano F(x, y, z) = z, sobre la porcion del plano x +

y + z = 4 que esta sobre el cuadrado 0 = x = 1,0 =y = 1, en
el plano xy.

. Cono F(x,y,z) =z —x,sobreelconoz = Vx* +2,0=z=1.
. Domo parabélico H(x,y,z) = x>/5 — 4z, sobre el domo para-

bolicoz=1—x%—3%z=0.

. Region esférica H(x, y, z) = yz, sobre la parte de la esfera x> +
V2 + y2

2 + 22 = 4 que esta sobre el cono z =

. Integre G(x, y, z) = x + y + z sobre la superficie del cubo cortado

del primer octante por los planos x = a,y = a,z = a.

Integre G(x, v, z) = y + z sobre la superficie de la cufia en el pri-
mer octante, acotada por los planos coordenados y los planos x = 2
yy+z=1.

Integre G(x, y, z) = xyz sobre la superficie del sélido rectangular
cortado en el primer octante por los planosx = a,y = byz = c.
Integre G(x, y, z) = xyz sobre la superficie del solido rectangular aco-
tado por los planos x = *a,y = *h,yz = *c.

Integre G(x, y, z) = x + y + z sobre la porcion del plano 2x + 2y +
z = 2 que esta en el primer octante.

Integre G(x,y,z) = xV y2 + 4 sobre la superficie cortada del cilin-
dro parabdlico y2 + 4z = 16 porel planox = 0,x = 1 yz = 0.
Integre G(x, y, z) = z — x sobre la porcion de la grafica de z = x + )?
arriba del triangulo en el plano xy con vértices en (0, 0, 0), (1, 1, 0)
y (0, 1, 0). (Véase la siguiente figura).

0,0, 0)/

(1, 1,0)
16. Integre G(x, y, z) = x sobre la superficie dada por
z=x*+y para 0=x=1, —-1=y=1.

17. Integre G(x, y, z) = xyz sobre la superficie triangular con vértices en
(1,0,0),(0,2,0) y (0, 1, 1).

Z

x< (1,0,0)

18. Integre G(x, y,z) = x — y + z sobre la porcion del planox + y = 1 en
el primer octante entre z = 0y z = 1 (véase la siguiente figura).



Calculo del flujo a través de superficies
En los ejercicios 19 a 28, utilice una parametrizacién para determinar el
flujo [f ¢F+ndo através de la superficie en la direccion dada.

19. Cilindro parabélico F = z2i + xj — 3zk hacia fuera (normal ale-
jandose del eje x) a través de la superficie del cilindro parabolico
z = 4 — y? cortada por los planos x = 0, x = 1 yz = 0.

20. Cilindro parabélico F = x2j — xzKk hacia fuera (normal alejandose
del plano yz) a través de la superficie cortada del cilindro parabolico
y=x%—1=x=1porlosplanosz = 0yz = 2.

21. Esfera F = zk a través de la porcion de la esfera x? + y? + 22 = a2
en el primer octante en la direccion que se aleja del origen.

22. Esfera F = xi + yj + zk a través de la esfera x2 + y? + 22 = a?
en la direccion que se aleja del origen.

23. Plano F = 2xyi + 2yzj + 2xzk hacia arriba, a través de la porcion
del plano x + y + z = 2a que esta sobre el cuadrado 0 = x < a,
0 =<y =aq,enel plano xy.

24. Cilindro F = xi + yj + zKk hacia fuera a través de la porcion del ci-
lindro x2 + y2 = 1 cortada por los planosz = 0y z = a.

25. Cono F = xyi — zk hacia fuera (normal alejandose del eje z) a
través del conoz = V¥ + 12,0 =z =1

26. Cono F = )% + xzj — k hacia fuera (normal alejandose del eje z)
atravésdel conoz = 2Vx> + 2,0 =z=2

27. Cono truncado F = —xi — yj + 22k hacia fuera (normal alejan-
dose del eje z) a través de la porcién del cono z = Vx? + 2 entre
losplanosz =1yz = 2.

28. Paraboloide F = 4xi + 4yj + 2k hacia fuera (normal alejandose

del eje z) a través de la superficie cortada de la parte inferior del
paraboloide z = x> + y? por el plano z = 1.

En los ejercicios 29 y 30, calcule el flujo del campo F a través de la por-
cion de la superficie dada en la direccion especificada.

29. F(x,y,z) = —i +2j + 3k
S: superficie rectangularz = 0,0 =x=2,0 =y =3,
en direccion de k.
30. F(x,y,z) = % — 2j + xzk

S: superficie rectangulary = 0, -1 =x=2,2=z=<7,
en direccion de —j

En los ejercicios 31 a 36, calcule el flujo del campo F a través de la por-
cion de la esfera x2 + 32 + z2 = 42 en el primer octante en la direccion
mas lejana del origen.

31. F(x,y,z) = zk
32. F(x,y,2z) = —yi + xj
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33. F(x,y,z) = yi —xj + k
34. F(x,y,z) = zxi + zyj + 2k
35. F(x,y,z) = xi + yj + zk
xi+ yj +zk
37. Calcule el flujo del campo F(x, y, z) = z%i + xj — 3zk hacia fuera

a través de la superficie cortada del cilindro parabdlico z = 4 — )2
por los planos x = 0, x = 1yz = 0.

36. F(x,y,z) =

38. Calcule el flujo del campo F(x, y, z) = 4xi + 4yj + 2k hacia fuera
(alejandose del eje z) a través de la superficie cortada de la parte in-
ferior del paraboloide z = x2 + 2 por el plano z = 1.

39. Sea S la porcion del cilindro y = e* en el primer octante que se pro-
yecta de manera paralela al eje x sobre el rectangulo R,,: 1 =y =2,
0 =z = 1 en el plano yz (véase la figura). Sea n el vector unitario
normal a S que apunta alejandose del plano yz. Encuentre el flujo del
campo F(x, y,z) = —2i + 2yj + zk a través de S en la direccion de n.

40. Sea S la porcion del cilindro y = In x en el primer octante, cuya
proyeccion paralela al eje y sobre el plano xz es el rectangulo
R, 1 =y =e 0=z=1.Sean el vector unitario normal a S que
apunta alejandose del plano xz. Encuentre el flujo del campo
F(x,y,z) = 2yj + zk a través de S en la direccion de n.

41. Calcule el flujo hacia fuera del campo F = 2xyi + 2yzj + 2xzk a
través de la superficie del cubo cortado del primer octante por los
planosx = a,y = a,z = a.

42. Calcule el flujo hacia fuera del campo F = xzi + yzj + k a través
de la superficie de la regién superior cortada de la esfera solida
x2 + 32 + z2 = 25 por el plano z = 3.

Momentos y masas

43. Centroide Determine el centroide de la porcion de la esfera
x2 + 3% + z2 = 4% que estd en el primer octante.

44. Centroide Determine el centroide de la superficie cortada del ci-
lindro y2 + z2 = 9,z = 0, por los planos x = 0 y x = 3 (parecida a la
superficie del ejemplo 5).

45. Capa delgada de densidad constante Determine el centro de masa
y el momento de inercia con respecto al eje z de una capa delgada de
densidad constante & cortada en el cono x2 + y* — z2 = 0 por los
planosz = 1yz = 2.

46. Superficie cénica con densidad constante Determine el momen-
to de inercia con respecto al eje z de una capa delgada de densidad
constante & cortada del cono 4x% 4+ 4)2 — 22 = 0, z = 0, por el cilin-
dro circular x> + y? = 2x (véase la figura mas adelante).
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47. Capas esféricas

a. Determine el momento de inercia con respecto al diametro de una
capa delgada esférica de radio a y densidad constante . (Trabaje
con una capa esférica y luego duplique el resultado).

b. Con base en el teorema del eje paralelo (ejercicio 15.6) y el resul-
tado del inciso (a), determine el momento de inercia con respecto
a una recta tangente a la capa.

48. Superficie conica Determine el centroide de la superficie lateral
de un cono sélido con base de radio a y altura / (superficie del cono
menos la base).

16.7 I Teorema de Stokes

Rot F

(x, y,2)

FIGURA 16.55 El vector circulacion en

el punto (x, y, z) de un plano en un flujo
tridimensional. Observe la relacion de mano
derecha con respecto a la recta de circulacion
de las particulas en fluido.

Como vimos en la seccion 16.4, la densidad de circulacion o componente rotacional de un cam-
po de dos dimensiones F = Mi + Nj en el punto (x, y) queda descrita por la cantidad escalar
(0N/ox — aM/dy). En tres dimensiones, la circulacion alrededor de un punto P en el plano
queda descrita por un vector.

Suponga que F es el campo de velocidades de un fluido que fluye en el espacio. Las par-
ticulas proximas al punto (x, y, z) en el fluido tienden a girar alrededor de un eje que pasa por
(x, ¥, z) y que es paralelo a cierto vector que estamos a punto de definir. Este vector apunta en
la direccion en la cual la rotacion va en sentido contrario a las manecillas del reloj cuando se
mira el plano de circulacion hacia abajo desde la punta de la flecha que representa al vector.
Esta es la direccion en que apunta el pulgar de la mano derecha cuando los dedos rodean el eje
de rotacion en el mismo sentido de rotacion de las particulas en el fluido (figura 16.55). La lon-
gitud del vector mide la tasa de rotacion. El vector se conoce como vector rotacional y para
el campo vectorial F = Mi + Nj + Pk se define como

P AN\, IM 9P . ON oM

rotk = (ay oz )' - <az 8x>J * <8x ay >k' (1)
Esta informacién es una consecuencia del teorema de Stokes, que es la generalizacion para el
espacio de la forma de circulacion rotacional del teorema de Green y la materia de esta seccion.
Observe que (rot F) - k = (3N/ox — aM/dy) es congruente con nuestra definicion de la
seccion 16.4, de F = M(x, y)i + N(x, y)j. Con frecuencia, la formula para el rotacional de F

en la ecuacion (1) se escribe utilizando el operador simbolico

d 9

;0 .0 9
V_18x+Jay+kaz' (2)

(El simbolo V se lee como “nabla”). El rotacional de F es V X F:

i j k

|9 9 9
VXF_ax Jdy 0z
M N P

_(op N\, (oM _aP\. . (N _ oM
_(ay az>l+<82 8x>J+<8x 6y>k

rot F.
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FIGURA 16.56 La orientacion de la curva
limite C da una relacion de mano derecha
al campo normal n. Si el pulgar de la mano
derecha apunta a lo largo de n, los dedos

se enrollan en la direccion de C.
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rotF =V XF (3)

EJEMPLO 1 Determine el rotacional de F = (x2 — y)i + xe®j + xyk.

Solucion  Usamos la ecuacion (3) y la forma de determinantes, de manera que

rotF = VXF
i j k
- | 9o 9 9
0x ay 0z

¥ —z x& xy

((,fy () - a"’z(xeﬂ)i - ((;’x (9) - L0 - z))j

+ (aax () = 402 z))k

(r —xe)i = (y + Dj + (&~ 0)k

x(1 — )i — (v + Dj + €k .

Como veremos, el operador V tiene varias aplicaciones. Por ejemplo, cuando se aplica a
una funcion escalar f{(x, y, z), nos da el gradiente de f:

_ o
Vf—ax1+ayj+azk.

Este se lee ahora como “nabla £ o “gradiente de /.

Teorema de Stokes

El teorema de Stokes generaliza el teorema de Green para tres dimensiones. La forma rota-
cional de la circulacion del teorema de Green relaciona la circulacion, en el sentido contrario al
de las manecillas de un reloj, de un campo vectorial alrededor de una curva cerrada simple C
en el plano xy con una integral doble sobre la region plana R encerrada por C. El teorema de
Stokes relaciona la circulacion de un campo vectorial alrededor de la frontera C de una super-
ficie orientada S en el espacio (figura 15.56) con una integral de superficie sobre la superficie
S. Es necesario que la superficie sea suave por partes, lo cual significa que se trata de una
unidn finita de superficies suaves unidas a lo largo de curvas suaves.

TEOREMA 6: Teorema de Stokes  Sea S una superficie orientada suave por partes
que tiene como frontera una curva suave por partes C. Sea F = Mi + Nj + Pk un
campo vectorial cuyos componentes tienen primeras derivadas parciales continuas
sobre una region abierta que contiene a S. Asi, la circulacion de F alrededor de C en
la direccion contraria a las manecillas del reloj con respecto al vector unitario n nor-
mal a la superficie es igual a la integral de V. X F - nen S.

Y{F-dr://VXF-nda' (4)
s

C

Circulacién en sentido  Integral del rotacional
contrario al de las
manecillas del reloj
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5

Rotacional

Circulacién

Stokes:

50
Ciro “\30\ 2

FIGURA 16.57 Comparacion del teorema
de Green y el teorema de Stokes.

z
x2+y2+12=9]
n

B y
C:x>+y2=9

Py

FIGURA 16.58 Un hemisferio y un disco,

cada uno con frontera en C (ejemplos 2 y 3).

Observe en la ecuacion (4) que si dos superficies orientadas diferentes, S; y S,, tienen la
misma frontera C, las integrales de los rotacionales son iguales:

ﬂVXF°n1d02ﬂVXF°n2dU.

S1 SZ

Ambas integrales rotacionales son iguales a la integral de circulacion en sentido contrario al de
las manecillas del reloj, en el lado izquierdo de la ecuacion (4), siempre que los vectores uni-
tarios normales n; y n; orienten correctamente las superficies.

Si C es una curva en el plano xy, orientada en el sentido contrario al de las manecillas del
reloj, y R es la region en el plano xy acotada por C, entonces do- = dx dy 'y

(VX F)n=(VXF)-k= (‘?g—aajf)

En estas condiciones, la ecuacion de Stokes se convierte en

_ ([ (N _am
fro (2 )ao
C R

que es la forma de circulacion rotacional de la ecuacion en el teorema de Green. De manera
reciproca, al invertir estos pasos replanteamos la forma de circulacion rotacional del teorema
de Green para campos de dos dimensiones con la notacion como

}{F-drz//VXF-de. (5)
R

C
Véase la figura 16.57.

EJEMPLO 2 Evalte la ecuacién (4) para el hemisferio S: x2 4+ y2 + z2 = 9, z = 0, su circun-
ferencia frontera C: x2 + y2 =9,z = 0, y el campo F = yi — xj.

Solucion  El hemisferio se parece mucho a la superficie de la figura 16.56 con el circulo
frontera C sobre el plano xy (figura 16.58). Calculamos la circulacion en sentido contrario al
de las manecillas del reloj alrededor de C (visto desde arriba), utilizando la parametrizacion
7(0) = (3 cosA)i + (3senh)j, 0 =6 =2
dr = (—3senf db)i + (3 cos b db)j
F =yi — xj = (3sen6)i — (3 cosh)j
F:dr = —9sen’0df — 9cos’0dd = —9 do

2

jléF~dr = / —-9df = —18m.

Z 0
Para la integral del rotacional de F, tenemos

_ (P _oN\. , (oM _oP\. , (oN _ oM
VXE= (ay 82>l - (az ax)J * <8x 8y>k

(0—-0)i+ (0 —-0)j+(-1—-1k=-2k
xi +yj+zk xi+yj+zk

n = 3 Normal unitario exterior
V2 + y2 + 22
3 Seccién 16.6, ejemplo 6,
do-_?dA cona =3
2z 3
VX F-ndo = —?EdA = —2dA



C:x>+y?=4,z=2

S:r(r) = (rcos 0)i + (rsen 0)j + rk
x y

FIGURA 16.59 Lacurva Cy el cono S del
ejemplo 4.
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//VXF'ndO': // —2dA4A = —18.
S

X*+y?=9

La circulacion alrededor del circulo es igual a la integral del rotacional sobre el hemisferio,
como debe ser. [ |

La integral de superficie en el teorema de Stokes se calcula usando cualquier superficie
que tenga una curva C como frontera, siempre que la superficie esté orientada adecuadamente
y permanezca dentro del dominio del campo F. En el siguiente ejemplo se ilustra este hecho
para la circulacion alrededor de la curva C del ejemplo 2.

EJEMPLO 3 Determine la circulacion alrededor de la circunferencia frontera C del ejemplo 2
usando un disco de radio 3 con centro en el origen en el plano xy como la superficie S (en lugar
del hemisferio). Observe la figura 16.58.

Solucion  Como en el ejemplo 2, V X F = —2Kk. Para la superficie que ahora es el disco des-
crito en el plano xy, tenemos al vector normal n = k, de manera que

VX F-ndo = —2k-kd4d = —2dA

y
//VXF'nd0'= // —2dA = —18m,
N X+y?=9
un calculo mas sencillo que el anterior. [ |

EJEMPLO 4  Determine la circulacion del campo F = (x2 — )i + 4zj + x%k alrededor de

la curva C en la cual el plano z = 2 corta al cono z = Vx> + 17, en sentido contrario a las
manecillas del reloj, vista desde arriba (figura 16.59).

Solucion  El teorema de Stokes nos permite encontrar la circulacion integrando sobre la su-
perficie del cono. El hecho de recorrer C en el sentido contrario al de las manecillas del reloj,
visto desde arriba, corresponde a tomar la normal interior n del cono, es decir, la normal con
el componente k positivo.

Parametrizamos el cono como

r(r,0) = (rcosf)i + (rsenf)j + rk, 0=r=2 0=60<=<2m7.

De esta forma, tenemos que

r, X ry —(rcos )i — (rsenf)j + rk
n= = Seccioén 16.5, Ejemplo 4
r, X 1o V2
= L\f(—(cos 0)i — (sen0)j + k)
2
do = r\/i dr df Seccion 16.5, Ejemplo 4
VXF=—4i—2xj +k Ejemplo 1

= —4i — 2rcos0j + k. x = rcosf

Por lo tanto,

VXF-n= 4c0s0+2rcos6sen0+l)

— g‘_
[V}
7 N

= <4cose+rsen26+1>

V2
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FIGURA 16.60 Interpretacion del
rotacional de F mediante una rueda con
paletas.

y la circulacion es

% F-dr = // VX F-ndo Teorema de Stokes, ecuacion (4)

C K
27 2 1 ( ) \/7
= ——|4cosO + rsen20 + 1 |(rNV2drdb) = 4. [ ]

EJEMPLO 5  EI cono usado en el ejemplo 4 no es la superficie mas facil para calcular la
circulacion alrededor del circulo frontera C que se encuentra en el plano z = 3. Si en su lu-
gar usamos el disco plano de radio 3 con centro sobre el eje z y que estd en el plano z = 3,
entonces el vector normal a la superficie S es n = k. Exactamente como en el calculo del ejem-
plo 4, tenemos que V X F = —4i —2xj + k. Sin embargo, ahora obtenemosaV X F -n = 1,
de manera que

// VXF-ndo = ﬂ 1dA = 4. La sombra es el disco de radio 2 en el plano xy.
x2+y254

Este resultado esta de acuerdo con el valor de circulacion del ejemplo 4. [ |

Interpretacion de V X F mediante la rueda con paletas

Suponga que F es el campo de velocidades de un fluido que se mueve en una region R del es-
pacio que contiene la curva cerrada C. Entonces

%F-dr

C

es la circulacion del fluido alrededor de C. Por el teorema de Stokes, la circulacion es igual al
flujo de V X F a través de una superficie S orientada adecuadamente con frontera en C:

%F-dr=//V><F-ndo-.
S

C

Suponga que fijamos un punto en la regiéon R y con una direccion u en Q. Sea C un circulo de
radio p, con centro en O, cuyo plano es normal a u. Si V X F es continuo en Q, el valor pro-
medio del componente u de V X F sobre el disco circular S acotado por C se aproxima al com-
ponente ude V X F en Q cuando p — 0:

(VX F-u)p = lim 12//V X Feudo.
S

p—0Tp

Si aplicamos el teorema de Stokes y remplazamos la integral de superficie por una integral de
recta en C, obtenemos

(VxF-u)Qzlimlzj{F-dr. 6)
pHOﬂ'pC

El lado izquierdo de la ecuacion (6) tiene su valor maximo cuando u esta en la direccion de
V X F. Cuando p es pequefio, el limite del lado derecho de la ecuacion (6) es aproximadamente

% F-dr,
T
p C
que es la circulacion alrededor de C dividida entre el area del disco (densidad de circulacion).
Suponga que una rueda pequeiia de radio p con paletas se introduce en el fluido en Q, con su

eje dirigido a lo largo de u (figura 16.60). La circulacion del fluido alrededor de C afectara la



FIGURA 16.61 Un flujo rotacional
estable paralelo al plano xy, con velocidad
angular constante w en la direccion positiva
(sentido contrario a las manecillas del reloj)
(ejemplo 6).

2x+y+z=2

0,2,0)

FIGURA 16.62 La superficie plana del
ejemplo 7.
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tasa de giro de la rueda con paletas. La rueda girard mas rapido cuando la integral de circu-
lacion se maximice, y por lo tanto, girara mas rapido cuando el eje de la rueda con paletas
apunte en la direccion de V X F.

EJEMPLO 6  Un fluido de densidad constante gira alrededor del eje z con una velocidad
F = w(—yi + xj), donde w es una constante positiva llamada velocidad angular de rotacion
(figura 16.61). Determine V X F y relacione esto con la densidad de circulacion.

Solucion  ConF = —wyi + wxj, obtenemos la rotacional

_(op _oN\. . (oM _ P\, . (N _ oM
VXEF= <6y 62)1 * <82 8x>J * <6x ay>k

(0—=0)i+ (0—-0)+ (0 — (—w)k = 2wKk.

Por el teorema de Stokes, la circulacion de F alrededor del circulo C de radio p que acota a un
disco S en un plano normal a V X F, digamos el plano xy, es

%F-dr=//v X Fendo =//2wk-kdxdy= (Qw)(7p?).
N S

c

Por lo tanto, al resolver esta tlltima ecuacion para 2w, tenemos

2
P
C

(VxF)-k=2w:17§F-dr,

en concordancia con la ecuacion (6) cuando u = k. [ |

EJEMPLO 7  Utilice el teorema de Stokes para evaluar fc F-dr,si F = xzi + xyj + 3xzk
y C es la frontera de la porcion del plano 2x + y + z = 2 en el primer octante, recorrida en
sentido contrario al de las manecillas del reloj vista desde arriba (figura 16.62).

Solucion  El plano es la superficie de nivel f(x, y, z) = 2 de la funcién f(x,y,z) =2x + y + z.
El vector unitario normal

WG (o)
= =5 =—~=|2+]
VT iR Ve

es congruente con el movimiento en el sentido contrario al de las manecillas del reloj alrededor
de C. Al aplicar el teorema de Stokes, obtenemos

n

i k
— |9 9 9| __ay
rotF =V XF = ox oz (x — 32)j + yk.

xz xy 3xz

En el plano, z = 2 — 2x — y, por lo que

VXF=(x-32-2x—y)j+yk=(7x + 3y — 6)j +yk

1 1
V><F'n=(7x+3y—6+y>=(7x+4y—6>.
V6 Ve

El elemento de area de la superficie es
Vo

do = MdA = —dxd
|V/ K| e
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FIGURA 16.63 La porcion del paraboloide
eliptico del ejemplo 8, mostrando la curva
de interseccion C con el planoz = 1y su
orientacion interior normal dada por n.

(b)

FIGURA 16.64 (a) Parte de una superficie
poliédrica. (b) Otras superficies poliédricas.
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La circulacion es

% F-dr = // V X F+ndo Teorema de Stokes, ecuacion (4)
C S
1 r2—2x 1 ( \/7
= — | 7x + 4y — 6) 6 dy dx
I (s y

1 r2—2x
=// (7x + 4y — 6)dydx = —1. ]
0Jo

EJEMPLO 8  Sea la superficie S el paraboloide eliptico z = x*> + 4)? que estd debajo del
plano z = 1 (figura 16.63). Definimos la orientacion de S tomando el vector normal interior n
de la superficie, el cual es la normal con el componente positivo k. Encuentre el flujo del ro-
tacional V X F a través de S en la direccion n para el campo vectorial F = yi + xzj + xz%k.

Solucion  Usamos el teorema de Stokes para calcular la integral rotacional para determinar
el equivalente de la circulacion de F en sentido contrario al de las manecillas del reloj alrede-
dor de la curva de interseccion C del paraboloide z = x2 4+ 4y = 1 y el plano z = 1, como se
indica en la figura 16.63. Observe que la orientacion de S es consistente con la direccion del
recorrido de C en el sentido contrario al de las manecillas del reloj alrededor del eje z. La curva
C es la elipse x> + 4)? = 1 en el plano z = 1. Podemos parametrizar la elipse por x = cos ¢,
y= % sent,z = 1, para 0 = ¢t = 27, de manera que C esta dada por

r(f) = (cos Hi + %(sen nj + k, 0=1t=2m.

Para calcular la integral de circulacion f F - dr, evaluamos F a lo largo de C y obtenemos el

¢
vector velocidad dr/dt:
F(r(?)) = %(sen i — (cos 1)j + (cos Hk
y
dr _ 1 .
7 (sen )i + > (cos 1)j.
Entonces,

2 dr
F-dr = F(r(r) = dt
f £ x4
¢
2 1 5 1 5
—A (—zsen t— 5 cos t) dt
2
-1 - _
= 2A dt T.

Por lo tanto, el flujo del rotacional a través de S en la direccion n para el campo F es
//VXF-nd0'=—7T. [
N

Demostracion del teorema de Stokes para superficies poliédricas

Sea S una superficie poliédrica que consta de un numero finito de regiones planas o caras. (Se
presentan ejemplos en la figura 16.64). Aplicamos por separado el teorema de Green a cada
cara de S. Hay dos tipos de caras:

1. Aquéllas rodeadas en todos sus lados por otras caras.

2. Aquéllas que tienen una o mas aristas no adyacentes a otras caras.



S

FIGURA 16.65 El teorema de Stokes
también se cumple para superficies
orientadas agujeradas.
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La frontera A de S consta de aquellas aristas de las caras del tipo 2 que no son adyacentes a
otras caras. En la figura 16.64a, los triangulos E4AB, BCE y CDE representan una parte de S,
con ABCD como parte de la frontera A. Aplicamos la forma tangencial generalizada del teo-
rema de Green a cada uno de los tres triangulos de la figura 16.64a y luego sumamos los re-
sultados para obtener

?g+jg +7§ Fodr = // n // +// VX Fende. (1)

EAB BCE BCE

En la forma generalizada, la integral de linea de F alrededor de la curva que encierra la region
plana R normal a n es igual a la integral doble de (rot F) - n sobre R.

Las tres integrales de linea de la izquierda en la ecuacion (7) se combinan en una sola inte-
gral de linea alrededor del perimetro ABCDE, ya que las integrales a lo largo de los segmentos
interiores se cancelan por pares. Por ejemplo, la integral a lo largo del segmento BE del trian-
gulo ABE tiene signo opuesto a la integral a lo largo del mismo segmento del tridngulo EBC.
Lo mismo se cumple para el segmento CE. De aqui que la ecuacion (7) se reduce a

F-dr = // V X F-ndo.
ABCDE ABCDE
Cuando aplicamos la forma generalizada del teorema de Green a todas las caras y sumamos los

resultados, obtenemos
Y{F-dr = //V X F-ndo.
A S

Este es el teorema de Stokes para la superficie poliédrica S de la figura 16.64a. En la fi-
gura 16.64b se muestran superficies poliédricas mas generales y se puede extender la demos-
tracion a estas superficies. Se obtienen superficies suaves generales como limites de superfi-
cies poliédricas.

El teorema de Stokes para superficies con agujeros

El teorema de Stokes se cumple para una superficie orientada S que tiene uno o mas agujeros
(figura 16.65). La integral de superficie en S del componente normal de V X F es igual a la
suma de las integrales de linea alrededor de todas las curvas frontera del componente tangen-
cial de F, donde las curvas se trazan en la direccion inducida por la orientacion de S. Para ta-
les superficies, el teorema es el mismo, pero se considera a C como una unién de curvas sim-
ples cerradas.

Una identidad importante

La siguiente identidad se presenta con frecuencia tanto en matemadticas como en las ciencias
fisicas.

rotgrad f = 0 0 VX V=0 (8)

Esta identidad se cumple para cualquier funcion f(x, y, z), cuyas segundas derivadas par-
ciales son continuas. La demostracion es como sigue:

i j Kk
VXV = o | = e S U SiF  fak
of - ofof

ox ay 0z

Si las segundas derivadas parciales son continuas, las segundas derivadas cruzadas que se mues-
tran entre paréntesis son iguales (teorema 2, seccion 14.3) y el vector es igual a cero.
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(b)

FIGURA 16.66 (a) En una region abierta
simplemente conexa en el espacio, una

curva simple cerrada C es la frontera de

una superficie suave S. (b) Las curvas suaves
que se cruzan a si mismas se dividen en lazos
donde se aplica el teorema de Stokes.

Ejercicios 16.7

Capitulo 16: Integracion en campos vectoriales

Campos conservativos y teorema de Stokes

En la seccion 16.3 nos encontramos con el hecho de que un campo F que es conservativo en
una region abierta D en el espacio es equivalente a que la integral de F alrededor de cada lazo
cerrado en C se anule. Esto, a la vez, en regiones abiertas simplemente conexas equivale a decir
que V X F = 0 (lo cual demuestra que F es conservativo en estas regiones).

TEOREMA 7: Relacion de rot F = 0 con la propiedad del lazo cerrado
SiV X F = 0 en cualquier punto de una region abierta simplemente conexa D en el
espacio, entonces para cualquier trayectoria cerrada y suave por partes C en D,

%F-dr = 0.

C

Bosquejo de una demostracion El teorema 7 se demuestra en dos pasos. El primer paso
es para curvas cerradas simples (lazos que no se cruzan), como el de la figura 16.66a. Un teo-
rema de topologia, una rama de las matematicas avanzadas, establece que toda curva cerra-
da suave simple C en una region abierta simplemente conexa D es la frontera de una superficie
suave con dos lados S, que también esta en D. Asi, por el teorema de Stokes,

%F-drz//VXF-ndcr:O.
S

C

El segundo paso se refiere a las curvas que se cruzan, como la de la figura 16.66b. La idea
es descomponerlas en lazos simples generados por superficies orientables, aplicar el teorema
de Stokes a un lazo a la vez y sumar los resultados. [ |

El siguiente diagrama resume los resultados para campos conservativos definidos en re-
giones abiertas conexas y simplemente conexas.

Teorema 2,
seccion 16.3

F conservativoenD <—> F =VfenD

Teorema 3, Identidad vectorial
seccién 16.3 (ecuacion 8); (segundas
derivadas parciales continuas)

$ Frar=0 <=  VXF=0emD
c . . .
sobre cualquier 1 eorema I
trayectoria a conexidad simple

del dominio y el

cerradaen D teorema de Stokes

Uso del teorema de Stokes para calcular las integrales de linea 2.
En los ejercicios 1 a 6, utilice la integral de superficie del teorema de
Stokes para calcular la circulacion del campo F alrededor de la curva C

en la direccion indicada.

1. F=x4i+ 2xj + 2k

C: la elipse 4x% + 2 = 4 en el plano xy, en el sentido contrario al de
las manecillas del reloj, vista desde arriba.

F = 2yi + 3xj — 2’k

C: la circunferencia x2 + 32 = 9 en el plano xy, en el sentido contrario
al de las manecillas del reloj, vista desde arriba.

3. F =yi + xzj + x’k

C: la frontera del triangulo cortado del planox + y + z = 1 por el
primer octante, en el sentido contrario al de las manecillas del reloj,
visto desde arriba.



4.

F=0+2i++Dj+ &+ )k

C: la frontera del triangulo cortado del plano x + y + z = 1 por el
primer octante, en el sentido contrario al de las manecillas del reloj,
visto desde arriba.

LF= (2 42D+ (P +)D)j+ (P )Nk

C: el cuadrado acotado por las rectas x = *1y y = *1 en el pla-
no xy, en contra de las manecillas del reloj, visto desde arriba.

. F =%+ j + zk

C: la interseccion del cilindro x2 + 2 = 4 y el hemisferio x> + 32 +
z2 = 16,z = 0, en el sentido contrario al de las manecillas del reloj,
visto desde arriba.

Flujo del rotacional

7.

8.

9.

10.

11.

12.

Sea n el vector unitario normal exterior de la capa eliptica
S 4 + 9y2 + 362% = 36, z =0,
y sea

F =i+ x5 + (2 + ") sen Mk

//V X F+ndo.
N

(Sugerencia: Considere que una parametrizacion de la elipse en la
base de lacapaesx =3 cost,y =2sent,0 =t =2m).

Calcule el valor de

Sea n el vector unitario normal exterior (normal alejandose del ori-
gen) de la capa parabolica

S 4 +y+ 22 =4, y =0,
y sea
F=(—zt_ 1t i+ (tan'y)j + (x + L)
2 +x 4+z)"

Calcule el valor de

//VXF-nda'.
S

Sea C el cilindro x2 + 2 = @%, 0 < z < h, junto con su tapa superior,
x2+ 32 =a% z=h. SeaF = —yi + xj + x2k. Utilice el teorema de
Stokes para encontrar el flujo de V X F hacia fuera a través de S.

//V X (yi)*ndo,
S

donde S es el hemisferio x> + )2 +z2 = 1,z = 0.

Flujo del rotacional de F  Demuestre que

//VXF-ndU
S

tiene el mismo valor para todas las superficies orientadas S que ge-
nera C, y que inducen la misma direccién positiva en C.

Evalue

Sea F un campo vectorial derivable definido en una region que con-
tiene una superficie orientada cerrada suave Sy su interior. Sea n el
campo vectorial unitario normal sobre S. Suponga que S es la union
de dos superficies, S} y S, unidas a lo largo de una curva cerrada
simple suave C. ;Se puede decir algo acerca de

//VXF-ndO'?

N

Justifique su respuesta.
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El teorema de Stokes para superficies parametrizadas

En los ejercicios 13 a 18, utilice la integral de superficie del teorema de
Stokes para calcular el flujo del rotacional del campo F a través de la su-
perficie S, en la direccion del vector unitario normal exterior n.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

F = 2zi + 3xj + 5k

S: r(r,0) = (rcos@)i + (rsen®)j + (4 — )k,
0=r=2 0=60=27w
F=@—-2)i+(E—x)j+x+2k

S r(r,0) = (rcosf)i + (rsen@)j + (9 — 1)k,
0=r=3 0=6=27

F = x%i + 2%z + 3zk

S r(r,0) = (rcos)i + (rsenf)j + rk,

0=r=1, 0=0=2n7
F=Kx—-yi+((y—2)j+ -1k

S: r(r,0) = (rcos0)i + (rsen)j + (5 — rk,
O0=r=5 0=60=2nw

F=3yi+(5—2x)j+ (22— 2k

S: r(g,0) = (\/gsenqbcose)i + (\/gsemﬁsen 0>j +
(V3cosp)k, 0=d=m/2, 0=6=2r

F =% + 2% + xk

S 1(h,0) = (2sendcosh)i + (2senpsen)j + (2 cos )k,
0=¢=m/2, 0=0=2m

Teoria y ejemplos

19.

20.

21.

22.

Circulacion nula Ultilice la identidad V X Vf = 0 [ecuacion (8) del

texto] y el teorema de Stokes para demostrar que las circulaciones de

los siguientes campos alrededor de la frontera de cualquier superficie

orientable suave en el espacio son cero.

a. F=2xi+ 2yj + 2zk b. F = V(x*2)

c. F=V X (xi+yj+zk) d. F = Vf

Circulacién nula Sea f(x, y, z) = (x2 + )2 + z)~1/2. Demuestre

que la circulacion en el sentido de las manecillas del reloj del campo

F = V¥, alrededor de la circunferencia x2 + 3> = a2 en el plano xy es

igual a cero,

a. considerando ar = (a cos )i + (a sen 1)j, 0 =< t < 27, ¢ inte-
grando F - dr sobre la circunferencia.

b. aplicando el teorema de Stokes.

Sea C una curva suave cerrada simple en el plano 2x + 2y + z = 2,

orientada como se indica aqui. Demuestre que

%Zydx +3zdy — xdz

2x+2y+z=2

depende solo del area de la region encerrada por C'y no de la posicion
o de la forma de C.

Demuestre que si F = xi + yj + zK, entonces V. X F = 0.
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23. Encuentre un campo vectorial con componentes dos veces derivables, 26. Rotacional nulo y un campo no conservativo Demuestre que el
cuyo rotacional sea xi + yj + zKk, o bien, demuestre que no hay tales rotacional de

campos.

24. ;Dice algo el teorema de Stokes acerca de la circulacion en un campo F =
con rotacional nulo? Justifique su respuesta.

-y X
ik
2+ 7 x2+y2J

25. Sea R una region del plano xy acotada por una curva cerrada simple es igual a cero, pero que

de R con respecto a los ejes x y y son /; e /,. Evalue la integral

suave por partes C y suponga que sabe que los momentos de inercia 7{
F-dr

C

es diferente de cero si C es la circunferencia x> + y2 = 1 en el plano xy.
(El teorema 7 no se aplica aqui porque el dominio de F no es simple-
mente conexo. El campo F no esta definido a lo largo del eje z, asi que

donde » = Vx? + 17, en términos de I e I,. no hay forma de contraer a C a un punto sin salir del dominio de F).

16 8 | El teorema de la divergencia y una teoria unificada
O |

La forma de divergencia del teorema de Green en el plano establece que el flujo neto hacia
fuera de un campo vectorial a través de una curva cerrada simple se calcula al integrar la diver-
gencia del campo sobre la region encerrada por la curva. El teorema correspondiente en tres di-
mensiones se llama teorema de la divergencia y establece que el flujo neto hacia fuera de un
campo vectorial a través de una superficie cerrada en el espacio se calcula al integrar la diver-
gencia del campo sobre la region encerrada por la superficie. En esta seccion demostraremos el
teorema de la divergencia y mostraremos como simplifica el calculo de los flujos. También de-
duciremos la ley de Gauss para el flujo en un campo eléctrico y la ecuacion de continuidad
en hidrodinamica. Por tltimo, unificaremos los teoremas de integrales vectoriales del capitulo en
un solo teorema fundamental.

Divergencia en tres dimensiones

La divergencia de un campo vectorial F = M(x, y, z)i + N(x, y, z)j + P(x, y, z)k es la funcion
escalar

F Ve~ M N 0P
divF = V-F = G0+ 00+ o0 (1)

El simbolo “div F” se lee “divergencia de F” o “div F”. La notacion V - F se lee “nabla
punto F”.

Div F tiene la misma interpretacion fisica en tres y dos dimensiones. Si F es el campo
de velocidad de un gas que fluye, el valor de div F en el punto (x, y, z) es la tasa a la que el
gas se comprime o se expande en (x, y, z). La divergencia es el flujo por unidad de volumen o
la densidad del flujo en el punto.

EJEMPLO 1 Los siguientes campos vectoriales representan la velocidad de un gas que fluye
en el espacio. Calcule la divergencia de cada campo vectorial e interprete su significado fisico.
La figura 16.67 presenta los campos vectoriales.

(a) Expansion: F(x, y, z) = xi + yj + zk
(b) Compresion: F(x, y,z) = —xi — yj — zk
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(¢) Rotacion alrededor del eje z: F(x, v, z) = —yi + xj
(d) Cizallamiento a lo largo de planos horizontales: F(x, y, z) = zj

Z

Lz

it/

\\ \\‘ //v/

P AN
1 N

s R
\l P
T~ | —
_— =

/4.__.——

— \\
i \

\ ~ o — y
7«-——{

x/ \\\
\! /
\\___’ —
/

© (d)
FIGURA 16.67 Campos de velocidad de un gas que fluye en el espacio
(ejemplo 1).

Solucion

(a) divF = a%(x) + %(y) + a%(z) = 3: el gas experimenta una expansion uniforme en to-

dos los puntos.

(b) divF = %(—x) + %(—y) + ;;(—z) = —3: el gas experimenta una compresion uni-

forme en todos los puntos.
(¢) divF = %(—y) + %(x) = 0: el gas no se expande ni se comprime en ningln punto.

(d) divF = %(2) = 0: de nuevo, la divergencia es nula en todos los puntos del dominio
del campo de velocidad, de manera que el gas no se expande ni se comprime en ningin

punto. |

Teorema de la divergencia

El teorema de la divergencia dice que en ciertas condiciones, el flujo hacia fuera de un campo
vectorial a través de una superficie cerrada es igual a la integral triple de la divergencia del
campo sobre la region encerrada por la superficie.
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— .
/‘ lf:f/ % /i g :“i:‘-:“c.‘ y
//7/!’ " \\\

X / jl ' ' \\

FIGURA 16.68 Un campo vectorial que
se expande uniformemente y una esfera
(ejemplo 2).

TEOREMA 8: Teorema de la divergencia  Sea F un campo vectorial cuyos com-
ponentes tienen primeras derivadas parciales, y sea S una superficie cerrada, orienta-
da, suave por partes. El flujo de F a través de S en la direccion del campo unitario
normal exterior n es igual a la integral de V X F sobre la region D encerrada por la

superficie:
//F-ndaz///V-FdV. (2)
N D

Flujo Integral de
hacia fuera divergencia

EJEMPLO 2 Evaltie ambos lados de la ecuacion (2) para el campo vectorial en expansion
F = xi + yj + zKk sobre la esfera x*> + y? + z> = a? (figura 16.68).

Solucion El vector unitario exterior normal a S, calculado a partir del gradiente de
S, y,z) =32+ )2+ 22— a%es

5

¥+ +2=d*enS

2(xi +yj +2zk)  xi +yj +zk

Vax? + y* + 2%) “

Por lo que,

P+ + 2 a?
Fndo =—F3——do =—5do =ado.

//F'nda = //ada' = a//dcr = a(4wd®) = 47d’.
S N S

La divergencia de F es

Por lo tanto,

El area de S
es 4ma?.

_ 0 9 9y _
\Y F—ax(x) +6y(y) +az(Z) 3,

asi que
///V-FdV=///3dV=3(‘3‘m3>=47m3. 0
D D

EJEMPLO 3 Determine el flujo de F = xyi + yzj + xzk hacia fuera a través de la superficie

del cubo cortado del primer octante por los planosx = 1,y = 1yz = 1.

Solucion  En vez de calcular el flujo como una suma de seis integrales separadas, una por
cada cara del cubo, calculamos el flujo integrando la divergencia

_9d 9 9 -
VF—ax(xy)-l—ay(yz)-f—aZ(xz) y+z+x

sobre el interior del cubo:

Flujo = // F:'ndo = /// V-FdV Teorema de la divergencia
Superficie Interior
del cubo del cubo

1 1 1
/ / / (x + y + z) dx dydz = % Integracion rutinaria |
0 0 0
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FIGURA 16.69 Demostraremos el teorema
de la divergencia para el tipo de regiones
tridimensionales que se ilustra aqui.

k (ny, ny, n3)
4

X

FIGURA 16.70 Los componentes de n son
los cosenos de los angulos «, By 7y que
forma coni, j y k.

Hlxy)

o
N
Il

==

x R

dA = dxdy
FIGURA 16.71 La region tridimensional D
encerrada por la superficie S} y S, se
proyecta en forma vertical en R,, en
el plano xy.
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Demostracion del teorema de divergencia para regiones especiales

Para demostrar el teorema de la divergencia, supongamos que los componentes de F tienen pri-
meras derivadas parciales continuas. También supongamos que D es una region convexa sin
agujeros o burbujas, como una esfera so6lida, un cubo o un elipsoide, y que S es una superficie
suave por partes. Ademas, suponemos que cualquier recta perpendicular al plano xy en un
punto interior de la region R,, que es la proyeccion de D en el plano xy, interseca a la superficie
S en exactamente dos puntos, formando las superficies

SI: Z:fl(st’),
Syt z = folx,p),

(x,y) en Ry,
(x,y) en Ry,

con f1 = f,. Hacemos suposiciones similares acerca de la proyeccion de D sobre los otros pla-
nos coordenados. Observe la figura 16.69.

Los componentes del vector unitario normal n = nji + n,j + n3k son los cosenos de los
angulos a, By y que n forma con i, j y k (figura 16.70). Esto es cierto ya que todos los vec-
tores en cuestion son unitarios. Tenemos

n-i = |n||i| cosa = cosa

n
m=n-j = [n||jlcos p = cos B
ny =n-k = |n||k|cosy = cosv.

Por lo tanto,

n = (cosa)i + (cos B)j + (cosy)k

F'n= Mcosa + Ncos B + Pcosvy.

En la forma de componentes, el teorema de la divergencia establece que

_f(am , on  op
//(Mcosa+NcosB +Pcosy)da—///<ax + iy + aZ>dxa’ydz.
b

S

F-n div F

Demostramos el teorema al probar las tres siguientes igualdades:

//Mcosada - //‘?jdxdydz (3)

S D

//NcosBdo- - // %’dxdydz (4)
S D
//Pcosydo- =// O dx dy d (5)
S D

Demostracion de la ecuacion (5) Demostraremos la ecuacion (5) al convertir la integral de
superficie de la izquierda en una integral doble sobre la proyeccion R,, de D en el plano xy
(figura 16.71). La superficie S consta de una parte superior S, cuya ecuacion es z = f>(x, y) y
una parte inferior S| cuya ecuacion es z = f1(x, y). En S,, el vector normal exterior n tiene un
componente K positivo y

_d4 _ dxdy
- |cos y| T ocosy

cosydo = dxdy porque do
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Aqui vy es agudo, de manera
que do = dx dylcos vy.

k
Y 4n
k
Aqui vy es obtuso, de manera
que do = —dx dyl/cos vy.
n
d
dy o

FIGURA 16.72 Una ampliacion de las
regiones de la figura 16.71. Las relaciones
do = *dx dy/cos vy se deducen de la

ecuacion (7) en la seccion 16.5.

X

FIGURA 16.73 La mitad inferior de la
region solida entre dos esferas
concéntricas.

FIGURA 16.74 La mitad superior de la
region solida entre dos esferas
concéntricas.

Observe la figura 16.72. En ), el vector normal exterior n tiene un componente k negativo y

cosydo = —dxdy.

Por lo tanto,

//Pcosyda' =//Pcosyda' +//Pcosyda'
S S Si
:ﬂp(xayﬂfz(xay))dXdy _ﬂp(xayﬂfl(xay))dXdy
Ry, Ry,

://[P(x»yan(xay)) _P(xa}@fl(an’))]dxdy

fz(x,y) oP
//{/ dz]dxdy=// ——dz dx dy.
fiey) 97 oz
D

Esto demuestra la ecuacion (5). Las demostraciones de las ecuaciones (3) y (4) siguen el
mismo patrén; o bien, basta permutar x, y, z; M, N, P, «, B3, y, en orden, y obtener esos resul-
tados a partir de la ecuacion (5). Esto demuestra el teorema de la divergencia para estas re-
giones especiales. [ |

Teorema de la divergencia para otras regiones

El teorema de la divergencia se extiende a regiones que es posible dividir en un niimero finito
de regiones simples del tipo recién analizado y a regiones que se definen como limites de re-
giones mas simples en ciertas formas. Por ejemplo, suponga que D es la region entre dos es-
feras concéntricas y que F tiene componentes continuamente derivables en D y en las superfi-
cies frontera. Divida a D en dos partes mediante un plano ecuatorial y aplique el teorema de
la divergencia a cada mitad por separado. La mitad inferior, D;, aparece en la figura 16.73.
La superficie S} que acota a D; consta de un hemisferio exterior, una base plana en forma de
corona y un hemisferio interior. El teorema de la divergencia dice que

[[man= [[fv-ean .

S Dy

El vector unitario normal n;, que apunta hacia fuera desde D, y se aleja del origen a lo largo de
la superficie exterior, es igual a k a lo largo de la base plana y apunta hacia el origen a lo largo
de la superficie interior. A continuacion aplicamos el teorema de la divergencia a D,, y a su

superficie S, (figura 16.74):
//F‘Ilzd()'z:///V'Fde. (7)

S5 D,

Si seguimos a n; sobre S,, que apunta hacia fuera de D,, vemos que n; es igual a —k a lo largo
de la base en forma de corona en el plano xy, apunta alejandose del origen en la esfera exterior
y apunta hacia el origen en la esfera interior. Al sumar las ecuaciones (6) y (7), las integrales
sobre la superficie plana se cancelan, ya que los signos de n; y n; son opuestos. Asi, llegamos

al resultado

N D

donde D es la region entre las esferas, S es la frontera de D que consta de dos esferas y n es el
vector unitario normal a § dirigido hacia fuera de D.



FIGURA 16.75 Dos esferas concéntricas en
un campo vectorial en expansion.
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EJEMPLO 4  Determine el flujo neto hacia fuera del campo
xi +yj + zk
F=7y'l3 s p=\/)c2+)/2+z2
p

a través de la frontera de la region D: 0 < a® = x2 + )2 + z2 < b2 (figura 16.75).

Solucion  El flujo se calcula al integrar V - F sobre D. Tenemos
aﬁ — l(xz + yz + 22)_1/2(2x) _ X
ox 2 P
y
oM Jd —3 —3 —4 ap _ 1 3x2
o = pT) =p7 = 3xp oo = o =
0x 0x X p3 pS
De manera similar,
N _ 13 P _ 1 _ 37
ay p3 p5 0z p3 p5
Por lo tanto,
. 303 .5, 2, a3 3
leFZT—fs(x +y 'f‘Z)Zf3 7520
p p

///V-FdeO. V-F=divF
D
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De esta forma, la integral de V - F sobre D es igual a cero y el flujo neto hacia fuera a tra-
vés de la frontera de D también es igual a cero. Pero hay mas que aprender de este ejemplo. El
flujo que sale de D a través de la esfera interior S, es el negativo del flujo que sale de D a través
de la esfera exterior S, (pues la suma de estos flujos es cero). Asi, el flujo de F a través de S,
alejandose del origen es igual al flujo de F a través de S; alejandose del origen. Entonces, el
flujo de F a través de una esfera con centro en el origen es independiente del radio de la esfera.

(Cual es el valor de este flujo?

Para determinarlo, calculamos la integral del flujo de manera directa. El vector unitario

normal hacia fuera sobre la esfera de radio a es

xi+yj+zk xi+yj+zk

a
\/xz+y2—f—z2

De aqui que, sobre la esfera,

xi+yj+zk xi+yj+zk XX+ 4+ g2 1
n= . = =

a’ a a* a7
y
1 _ 1 2y _
F-ndo = = [[ do = = (4ma’) = 4m.
S, “ S, “

El flujo de F hacia fuera a través de cualquier esfera con centro en el origen es 4.
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FIGURA 16.76 Una esfera S, que rodea
otra superficie S. Se han removido las partes
superiores de las superficies para efectos

de visualizacion.

n v At T

h=(VAf)en

Ao

S

FIGURA 16.77 El fluido que fluye a través
de la region Ao en un periodo corto de
tiempo At llena un “cilindro” cuyo volumen
es aproximadamente base X altura =
v-nAo At

Ley de Gauss: Una de las cuatro grandes leyes de la teoria
electromagnética

Todavia hay mas que aprender del ejemplo 4. En la teoria electromagnética, el campo eléctrico
debido a la carga ¢ de un punto localizado en el origen es

E(x Z):LLL _ 4 r _ ¢ xi +yj + zk
> 4meg |r|? \|r| 4mey |r|>  4meo P’ ’

donde €) es una constante fisica, r es el vector posicion del punto (x, y, z) y

p = |r| = Vx* + * + Z%. En la notacién del ejemplo 4,

_ 4
41r€

Los calculos del ejemplo 4 indican que el flujo de E hacia fuera a través de cualquier es-
fera con centro en el origen es g/ e, pero este resultado no solo es valido para esferas. El flujo
de E hacia fuera a través de cualquier superficie cerrada S que encierra al origen (y donde
se aplica el teorema de la divergencia) también es g/€(. Para ver por qué, basta imaginar
una esfera grande S, con centro en el origen y que encierre a la superficie S (figura 16.76).
Puesto que

q q

V.E:V‘47760 :47760

V-F=0

donde p > 0, la integral de V - E sobre la region D entre S'y S, es cero. Por el teorema de la

divergencia,
ﬂ E-ndo =0,

Frontera
de D
y el flujo de E a través de S alejandose del origen debe ser igual al flujo de E a través de S,
alejandose del origen, que es g/¢(. Esta afirmacion, llamada ley de Gauss, también se aplica
a distribuciones de carga mas generales que la presentada aqui, como el lector observara casi

en cualquier texto de fisica.
q
Ley de Gauss: E-ndo = P
s

Ecuacion de continuidad de la hidrodinamica

Sea D una region en el espacio, acotada por una superficie orientada cerrada S. Si v(x, y, z)
es el campo de velocidad de un fluido que pasa suavemente a través de D, § = 8(t, x, y, z) es
la densidad del fluido en (x, y, z) en el instante z, y F = 8v, entonces la ecuacion de conti-
nuidad de la hidrodinamica establece que

90
V-F+— =0.
ot
Si las funciones en cuestion tienen primeras derivadas parciales continuas, la ecuacion surge de

manera natural del teorema de la divergencia, como veremos ahora.

En primer lugar, la integral
// F-ndo

S

es la tasa con la que la masa sale de D a través de S (se aleja, ya que n es el vector normal ex-
terior). Para ver por qué, considere un elemento de area Ao en la superficie (figura 16.77). En
un intervalo corto de tiempo Az, el volumen AV del fluido que pasa por la region es aproxi-
madamente igual al volumen de un cilindro con area de la base igual a Ao y altura (v Af) - n,
donde v es un vector de velocidad anclado en un punto de la region:

AV = v-n Ao At.
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La masa de este volumen de fluido es aproximadamente
Am = év-n Ao At,

de manera que la tasa a la que la masa sale de D a través del elemento de area superficial es
aproximadamente

Am

At ~ év-n Ac.

Esto lleva a la aproximacion

> Am
At

como una estimacion de la tasa promedio con que la masa sale de S. Por ultimo, al hacer
que Ao — 0 y Ar — 0 obtenemos la tasa instantanea con la que la masa sale de D a través

de S como
dm _ .
7 —//Bv n do,
S

que para flujo particular en el caso que analizamos es

dm _ .
7 —//F ndo.
S

Ahora, sea B una esfera sélida con centro en el punto Q del flujo. El valor promedio de

V - F sobre B es
__1 V-Fdv.
volumen de B ’
B

Como consecuencia de la continuidad de la divergencia, V - F asume este valor en algiin punto

Pen B. Asi,
//F~nd0

1 _ S
(V-F)r volumen deB///V Fdr= volumen de B
B

Q

>évenAc

Tasa a la que la masa sale de B a través de una superficie S
volumen de B '

(8)
El altimo término de la ecuacion describe la disminucion de la masa por unidad de volumen.

Ahora dejamos que el radio de B tienda a cero mientras el centro Q esta fijo. El lado
izquierdo de la ecuacion (8) converge en (V - F)p, y el lado derecho en (—38/df)o. La igualdad
de estos dos limites es la ecuacion de continuidad

__9
V-F = o
La ecuacion de continuidad “explica” V - F: la divergencia de F en un punto es la tasa a
la que la densidad del flujo disminuye ahi. El teorema de la divergencia

/S/F.nda :/'//v.w

indica ahora que la disminucion neta en la densidad del fluido en la regién D se explica por
la masa transportada a través de la superficie S. Por ello, el teorema es una afirmacion acerca
de la conservacion de la masa (ejercicio 31).
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FIGURA 16.78 Los vectores normales
unitarios exteriores en la frontera de [a, b]
en un espacio unidimensional.

Unificacion de los teoremas integrales

Si consideramos un campo bidimensional F = M(x, y)i + N(x, y)j como un campo de tres di-
mensiones cuyo componente k es cero, entonces V + F = (aM/ax) + (0N/dy), por lo que la
forma normal del teorema de Green se escribe como

_ oM, IN - .
%F nds—//(ax + ay)a’xdy //V F dA.
¢ R R

De manera similar, V X F « k = (aN/ax) — (dM/dy), por lo que la forma tangencial del teorema
de Green se escribe como

From (- )ai f]oxra

Con las ecuaciones del teorema de Green escritas en notacion nabla, podemos ver su rela-
cion con las ecuaciones del teorema de Stokes y del teorema de la divergencia.

Teorema de Green y su generalizacion a tres dimensiones

F’ndS://V'FdA
R
F-nda'=///V'FdV
D

Forma tangencial del teorema de Green: %F dr = // V X F-kdA
C

Teorema de Stokes: ?{ F-dr = // V X F-ndo
C

Observe que el teorema de Stokes generaliza la forma tangencial (rotacional) del teorema
de Green, desde una superficie en el plano hasta una superficie en el espacio tridimensional.
En cada caso, la integral del componente normal del rotacional de F sobre el interior de la su-
perficie es igual a la circulacion de F alrededor de la frontera.

De manera similar, el teorema de la divergencia generaliza la forma normal del teorema
de Green, de una region bidimensional en el plano a una region tridimensional en el espacio.
En cada caso, la integral de V - F sobre el interior de la region es igual al flujo total del campo
a través de la frontera.

Todavia hay mas que aprender. Todos estos resultados se ven como formas de un teorema
unico fundamental. Piense otra vez en el teorema fundamental del calculo de la seccion 5.4.
Este nos dice que si f(x) es diferenciable en (a, b) y es continua en [a, b], entonces

/ 2 &= f(b) = fla).

Forma normal del teorema de Green:

Teorema de la divergencia:

i e

Si F = f(x)i a través de [a, b], entonces (df/dx) = V - F. Si establecemos que el campo vec-
torial unitario n normal a la frontera de [a, b] esien by —ien a (figura 16.78), entonces

f(b) = fla) = f(b)i-(i) + fla)i- (i)
=F(b)'n + F(a)*n
= flujo total hacia fuera de F a través de la frontera de [a, b].
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El teorema fundamental nos dice ahora que

F(b)'n + F(a)*n = / V-F dx.
[a,b]

El teorema fundamental del calculo, la forma normal del teorema de Green y el teorema de
la divergencia nos dicen que la integral del operador diferencial V- que opera en un campo F
sobre una region es igual a la suma de los componentes del campo normal sobre la frontera de
la region. (Aqui interpretamos la integral de linea del teorema de Green y la integral de super-
ficie del teorema de la divergencia como “sumas” sobre la frontera).

El teorema de Stokes y la forma tangencial del teorema de Green dicen que, cuando las
cosas estan orientadas de forma adecuada, la integral del componente normal del operador
rotacional de un campo es igual a la suma de los componentes del campo tangencial en la fron-
tera de la superficie.

La belleza de estas interpretaciones obedece a un solo principio de unificacion que esta-
blece lo siguiente.

El teorema fundamental unificador

La integral de un operador diferencial que actua en un campo sobre una region es
igual a la suma de los componentes del campo adecuados al operador sobre la fron-
tera de la region.

Calculo de la divergencia

En los ejercicios 1 a 4, determine la divergencia del campo.
1.
2.
3.

4.

Uso del teorema de la divergencia para calcular el flujo hacia fuera

El campo giratorio de la figura 16.12.
El campo radial de la figura 16.11.

9. Porcion de la esfera F = x% — 2xyj + 3xzk
D: laregion del primer octante cortada por la esfera x? + 32 + z2 = 4
10. Latacilindrica F = (6x* + 2xp)i + (2y + x%2)j + 4%’k

D: laregion del primer octante cortada por el cilindro x2 + 2 =

El campo gravitacional de la figura 16.8 y el ejercicio 38a de la y el plano z = 3

seccion 16.3.

El campo velocidad de la figura 16.13.

11. Cuia F = 2xzi — xyj — 2’k
D: la cufia del primer octante cortada por el planoy + z =4y el
cilindro eliptico 4x% + 2 = 16

En los ejercicios 5 a 16, utilice el teorema de la divergencia para encontrar 12. Esfera F = 3% + )% + 2’k

el flujo de F hacia fuera y a través de la frontera de la region D.

D: la esfera solida x? + )2 + 22 = a2

5. Cubo F=(y—x)i+(z—y)j+(—xk
D: el cubo acotado por los planos x = *1,y = =lyz = *+1 13. Cortezaesférica F =V + )" + 2 (xi + yj + zk)

6. F =x% + )% + 2k
a. Cubo D: el cubo del primer octante cortado por los planos 14. Corteza esférica F = (xi + yj + zk)/Vx* + ) + 22

7. Cilindro y paraboloide F = yi + xyj — zk

x=1ly=1lyz=1

D: laregion 1 = x> +)? +22=2

D: laregion 1 = x2 412 +22<4

b. Cubo D: el cubo acotado por los planosx = *1,y = *1

yz==*1

c. Lata cilindrica D: laregion del cilindro solido x? + y? < 4

15. Corteza esférica F = (5x° + 120%)i + () + ¢'senz)j +
(52 + e’ cosz2)k

cortada por los planosz = 0y z = 1 D: laregion solida entre las esferasx?> +)? + 22 =1y

X2+y2+z2=2

X X

D: la region dentro del cilindro sdlido x> + y? < 4 entre el plano 16. Corteza cilindrica F = In (x> + )i — (2 tan! X)j +

z = 0y el paraboloide z = x? + ).

8. Esfera F = x%i + xzj + 3zk

D: laesferasolidax? +)? + 22 =4

zVx? +y2k

D: elcilindro grueso 1 = x> +)? =2, -1 =z=2.
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Propiedades del rotacional y la divergencia

17.

18.

19.

20.

div (rotacional G) es cero

a. Demuestre que si las derivadas parciales necesarias de los
componentes del campo G = Mi + Nj + Pk son continuas,
entonces V-V X G = 0.

b. (Qué puede concluir acerca del flujo de campo V X G a través
de una superficie cerrada? Justifique su respuesta.

Sean F; y F, campos vectoriales derivables, y a y b constantes reales
arbitrarias. Verifique las siguientes identidades.

a. V-(aF, + bF,) = aV-F; + bV F,

b. V X (aF, + bF,) = aV X F| + bV X F,

c. V-(FI XF) =F,-VXF —F+VXF,

Sean F un campo vectorial derivable y g(x, y, z) una funcién escalar
derivable. Verifique las siguientes identidades.

a. V-(gF) = gV-F + Vg F

b. VX (gF) =gV XF + Vg XF

Si F = Mi + Nj + Pk es un campo vectorial derivable, definimos la

notacion F - V como

Mi + N,i + Pi.
ox ay 0z

Para campos vectoriales derivables F; y F,, verifique las siguientes
identidades.
a. VX (F; X F,) = (F: V)F; — (F1 - V)F, + (V-F)F;, —
(V-F1)F,
b. V(F;-Fy) = (F;-V)F, + (F2- V)F; + F; X (V X F,) +
F, X (VX Fy)

Teoria y ejemplos

21.

22.

Sea F un campo cuyos componentes tienen primeras derivadas
parciales continuas en un subconjunto del espacio que contiene una
regién D acotada por una superficie cerrada suave S. Si |[F| = 1,
;se puede acotar el tamafio de

[ffvear

D

Justifique su respuesta.

La base de la superficie ctibica cerrada representada aqui es el cua-
drado unitario en el plano xy. Los cuatro lados estan en los planos
x=0,x=1,y=0yy = 1. La parte superior es una superficie suave
arbitraria cuya identidad se desconoce. Sea F = xi — 2yj + (z + 3)k
y suponga que el flujo de F hacia fuera a través del lado4 es 1,y a
través del lado B es —3. ;Podria concluir algo acerca del flujo hacia
fuera a través de la parte superior? Justifique su respuesta.

Z

. Parte superior
o,
.. /\\
""-\-\.\_\__\_ I

=
/

/ |
.

1 4

L]
. Lado A (1.1,0)

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

a. Demuestre que el flujo del campo vectorial de posicion F =
xi + yj + zk hacia fuera a través de una superficie cerrada suave S
es el triple del volumen de la region encerrada por la superficie.

b. Sea n el campo vectorial unitario normal exterior en S. Demuestre
que F no puede ser ortogonal a n en cada punto de S.

Flujo maximo Entre todos los solidos rectangulares definidos por
las desigualdades 0 = x =4, 0 =y = b, 0 = z = 1, encuentre
aquél para el que el flujo total de F = (—x% — 4xy)i — 6yzj + 12zk
hacia fuera a través de los seis lados sea maximo. ;Cual es el flujo
maximo?

Volumen de una regién solida Sea F = xi + yj + zK y suponga
que la superficie Sy la region D satisfacen las hipdtesis del teore-
ma de divergencia. Demuestre que el volumen de D esta dado por la

formula
Volumen de D = %/]F ‘ndo.
S

Flujo de un campo constante hacia fuera Demuestre que el flujo
hacia fuera de un campo vectorial constante F = C a través de cual-
quier superficie cerrada a la que se aplique el teorema de divergencia
es igual a cero.

Funciones arménicas Una funcion f(x, y, z) es armonica en una
region D en el espacio si satisface la ecuacion de Laplace

a*f P P
Vi=V:Vf=—=S+-—"S5+-5=0
/ / r 9t o

enD.

a. Suponga que f es armonica en una region acotada D encerrada
por una superficie suave Sy que n es el vector unitario normal
a S elegido. Demuestre que la integral sobre S de V/ - n, la
derivada de f en la direccion de n, es igual a cero.

b. Demuestre que si f es armonica en D, entonces

//fo-ndo-=/ |Vf|2av.

S D
Flujo de un campo gradiente hacia fuera Sean S la superficie de

la parte de la esfera sélida x> + y? + z> = a? que se encuentra en el
primer octante y £(x, y, z) = InVx? + % + 2% Calcule

/S/Vf-nda.

(Vf-nesladerivada de f en la direccion de n).

Primera formula de Green Suponga que f y g son funciones
escalares con derivadas parciales de primero y segundo o6rdenes, con-
tinuas en una region D acotada por una superficie cerrada suave por
partes S. Demuestre que

//ng-ndo:// (f Vg + V- Vg) dV. ©
S D

La ecuacion (9) es la primera férmula de Green. (Sugerencia: Apli-
que el teorema de divergencia al campo F = f Vg).

Segunda formula de Green (continuacion del ejercicio 29). Inter-
cambie /'y g en la ecuacion (9) para encontrar una formula similar.
Luego, reste esta formula de la ecuacion (9) para demostrar que

// (/ Vg — ¢V/) ndo = / (/ Vg - gV dr.  (10)
S D

Esta ecuacion es la segunda formula de Green.



31.

Conservacion de la masa Sea v(z, x, y, z) un campo vectorial con-
tinuamente derivable en la region D en el espacio, y sea p(t, x, y, z)
una funcion escalar continuamente derivable. La variable ¢ representa
el dominio tiempo. La ley de conservacion de la masa asegura que

%[//p(l,x,y,z)dV: —//pV'ndO',
D N

donde S es la superficie que encierra a D.

a. Dé una interpretacion fisica de la ley de la conservacion de la
masa si v es un campo de velocidades de un fluido y p representa
la densidad del fluido en el punto (x, y, z) en el instante .

b. Utilice el teorema de la divergencia y la regla de Leibniz,

d _ ([P
dl///p(t,x,y,Z)dV—// o av,
D D

para demostrar que la ley de la conservacion de la masa es equiva-
lente a la ecuacion de continuidad
ap

. + — = 0.
V-pv o 0

32.
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[En el primer término, V - pv, la variable ¢ se mantiene fija, y en el

segundo dp/ot, se supone que el punto (x, y, z) en D se mantiene

fijo].
La ecuacion de difusion de calor Sea 7(1, x, y, z) una funcion con
segundas derivadas continuas que da la temperatura en el instante ¢
en el punto (x, y, z) de un solido que ocupa una region D en el espa-
cio. Si la capacidad de calor del s6lido y la densidad de masa se deno-
tan por las constantes ¢ y p, respectivamente, la cantidad de cpT es la
energia de calor por unidad de volumen del sélido.

a. Explique por qué —VT apunta en la direccion del flujo de calor.

b. Sea —kVT el vector de flujo de energia. (La constante k se
llama conductividad). Suponiendo la ley de conservacion de
masa con —kVT = vy cpT = p del ejercicio 31, deduzca la
formula de difusion (del calor)

ar _ KV°T,
at

donde K = k/(cp) > 0 es la constante de difusividad.

[Observe que si 7(t, x) representa la temperatura en el instante ¢
en la posicion x de una barra de conduccion uniforme con sus
lados aislados perfectamente, entonces V27 = ¢*T/ax? y la
ecuacion de difusion se reduce a la ecuacion unidimensional
del calor de los ejercicios adicionales del capitulo 14].

Capitulo

Peguntas de repaso

;Qué son las integrales de linea? ;Como se evalian? Dé ejemplos.

(Cémo se utilizan las integrales de linea para encontrar los centros
de masa de los resortes? Explique.

3. ;/Qué es un campo vectorial? ;Un campo gradiente? Dé ejemplos.

(Coémo calcula el trabajo realizado por una fuerza al mover una
particula a lo largo de una curva? Dé un ejemplo.

5. (Qué son la circulacion y el flujo?

6. ;/Qué tienen de especial los campos que son independientes de la

trayectoria?

7. ¢Cuando se puede decir que un campo es conservativo?

8. /Qué es una funcion potencial? Dé un ejemplo de como encontrar

10.
11.
12.

una funcion potencial para un campo conservativo.

(Qué es una forma diferencial? ;Qué significa que esta forma sea
exacta? ;Como puede probar la exactitud? Dé ejemplos.

;Qué es la divergencia de un campo vectorial? ;Como se interpreta?
:Qué es el rotacional de un campo vectorial? ;Coémo se interpreta?

;Qué es el teorema de Green? ;Como se interpreta?

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

(Como se calcula el area de una superficie parametrizada en el espa-
cio? ;De una superficie F(x, y, z) = 0 definida implicitamente? ;De
una superficie cuya grafica es z = f{(x, y)? Dé ejemplos.

(Coémo se integra una funcion sobre una superficie parametrizada en
el espacio? ;Sobre superficies que estan definidas de manera impli-
cita o explicita? ;Qué se puede calcular con las integrales de super-
ficie? Dé ejemplos.

;Qué es una superficie orientada? ;Como se calcula el flujo de un
campo vectorial tridimensional a través de una superficie orientada?
D¢ un ejemplo.

(Qué es el teorema de Stokes? ;Como se interpreta?

Elabore un resumen de los resultados del capitulo acerca de campos
conservativos.

(Qué es el teorema de la divergencia? ;Como se interpreta?

(De qué manera se generaliza el teorema de la divergencia al teorema
de Green?

(De qué manera se generaliza el teorema de Stokes al teorema de
Green?

(Coémo se visualizan los teoremas de Green, Stokes y divergencia
como formas particulares de un teorema fundamental tnico?

Capitulo

Ejercicios de practica

Evaluacion de integrales de linea

1.

La siguiente figura muestra dos trayectorias poligonales en el espacio
que unen el origen con el punto (1, 1, 1). Integre f(x, y, z) = 2x —
3)? — 2z + 3 sobre cada trayectoria.

0,0,0)| _.o(1,1,1)

\

x (1,1,0)

Trayectoria 2

y

Trayectoria 1
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2. La siguiente figura muestra tres trayectorias poligonales en el es-
pacio que unen el origen con el punto (1, 1, 1). Integre f(x, y, z) =
x2 4+ y — z sobre cada trayectoria.

0,0,0) 0,0,0)

(1,1, 1)

C3\> y C4 y

(1, 1,0 x (1,1,0)

(1,1, 1)

0,0, 1)
©,1,1)

0,0,0
( ) (1,1, 1)

3. Integre f(x,y,z) = Vx* + 2% sobre el circulo

r(z) = (acost)j + (aseni)k, 0=1t=2m.

4. Integre f(x,y,z) = Vx* + 3? sobre la curva involuta

0=r=\3.

r(z) = (cost + tsent)i + (sent — tcos?)j,

Evalte las integrales de los ejercicios 5y 6.
s / @30 gy + dy + dz

CLL) S Vx +y+z

(10,3,3)
y
6. dx — \/gd - \/:dz
/(1,1,1) Y z

7. Integre F = —(y senz)i + (x senz)j + (xy cos z) alrededor del circulo
cortado en la esfera x> + 32 + z2 = 5 por el plano z = —1, en el sen-
tido de las manecillas del reloj, visto desde arriba.

8. Integre F = 3x%i + (x> + 1)j + 922k alrededor de la circunferencia
cortada de la esfera x2 + 32 + z2 = 9 por el plano x = 2.

Evalte las integrales de los ejercicios 9 y 10.

9. /stenydx*Sycosxdy
c

C es el cuadrado cortado en el primer cuadrante por las rectas
x=m/2yy=m/2.

10. /yzdx+x2dy
c

Cesel circulo x2 4 y? = 4.

Evaluacién de integrales de superficie
11. Area de una region eliptica Determine el 4rea de una regién elip-
tica del plano x + y + z = 1 cortada por el cilindro x> + y? = 1.

12. Area de una region parabélica Determine el area de la parte del
paraboloide y? + z? = 3x cortada por el plano x = 1.

13. Area de un casquete esférico Determine el area del casquete de
la parte superior de la esfera x> + 32 + z2 = 1 cortada por el plano

z= \/2/2

14. a. Hemisferio cortado por un cilindro Determine el area de la
superficie del hemisferio x2 + y% + z2 = 4, z = 0, cortada por el
cilindro x2 + y? = 2x.

b. Determine el area de la porcion del cilindro que se encuentra
dentro del hemisferio. (Sugerencia: Proyecte sobre el plano xz.
O evalute la integral f h ds, donde £ es la altura del cilindro y
ds es el elemento de longitud de arco en la circunferencia
x2 + 32 = 2x en el plano xy).

Z Hemisferio
z=V4 -7

Cilindro r = 2 cos 6 y

15. Area de un triangulo Determine el drea del triangulo en el que
el plano (x/a) + (y/b) + (z/¢) = 1, (a, b, ¢ > 0) corta al primer
octante. Verifique su respuesta con un calculo vectorial adecuado.

16. Cilindro parabélico cortado por planes Integre
(3.2) = —=
a. glxv,y,z) = —F/——
Vayr + 1
z

b gl y,2) = ===
Viay' + 1

sobre la superficie del cilindro parabolico y*> — z = 1 cortada por los
planosx =0, x =3yz=0.

17. Cilindro circular cortado por planos Integre g(x, y, z) =
x*(y* + z2) sobre la parte del cilindro y? + z2 = 25 que se encuentra
en el primer octante, entre los planos x = 0 y x = 1 y sobre el plano
z=3.

18. Area de Wyoming El estado de Wyoming esta acotado por los
meridianos 111°3" y 104°3" longitud oeste y por los paralelos 41°
y 45° latitud norte. Suponga que la Tierra es una esfera de radio
R = 3959 millas y determine el area de Wyoming.

Superficies parametrizadas

Determine las parametrizaciones de las superficies de los ejercicios 19
a 24. (Hay muchas formas de hacerlo, por lo que quiza sus respuestas
difieran de las que aparecen al final del libro).

19. Banda esférica La porcion de la esfera x2 + )2 + z2 = 36 entre
losplanosz = =3 yz=3.

20. Capa parabélica La porcion del paraboloide z = —(x* + 1?)/2
encima del plano z = —2.

21. Cono Elconoz =1+ Vx*+)%z=<3

22. Plano encima de un cuadrado La porcion del plano 4x + 2y +

4z = 12 que se encuentra encima del cuadrado 0 =x =2, 0=y =2
en el primer cuadrante.



23. Porcion de un paraboloide La porcion del paraboloide y =
2(x* + %), y = 2, que se encuentra encima del plano xy.

24. Porcién de un hemisferio La porcion del hemisferio x2 + y? +
z2 =10,y = 0, en el primer octante.

25. Area de una superficie Determine el area de la superficie
r(u,v) = (u + v)i + (u — v)j + vk,
O=u=1,0=v=1.
26. Integral de superficie Integre f(x, y, z) = xy — z2 sobre la super-
ficie del ejercicio 25.

27. Area de un helicoide Determine el 4rea de la superficie del heli-
coide

r(r,0) = (rcos0)i + (rsen@)j + 0k, 0 =0 <27, 0=r =1,

de la siguiente figura.

28. Integral de superficie Evalte la integral [[; Va? + 3% + 1do,
donde S es el helicoide del ejercicio 27.

Campos conservativos
(Cuales de los campos de los ejercicios 29 a 32 son conservativos y
cuales no?

29. F =xi +yj + zk

30. F = (xi +yj + zk)/(x* + ) + 22)¥?
31. F = xe'i + yéefj + ze'k

32. F=(i+z+yk)/(x + yz)

Determine funciones potenciales para los campos de los ejercicios 33
y 34.

3BF=2i+ 2y +z2)j+((+ 1k
34. F = (zcosxz)i + ¢j + (xcosxz)k

Trabajo y circulacion
En los ejercicios 35 y 36, determine el trabajo realizado por cada campo
a lo largo de las trayectorias de (0, 0, 0) a (1, 1, 1) del ejercicio 1.

35. F = 2xi + j + ¥’k 36. F=2xyi + X} + k
37. Calculo del trabajo de dos maneras Determine el trabajo rea-
lizado por
B xi +yj
- (2 + )22
sobre la curva plana r(7) = (e cos #)i + (e’ sen #)j del punto (1, 0) al
punto (€27, 0), de dos maneras distintas:

a. Utilizando la parametrizacion de la curva para evaluar la integral
de trabajo.

b. Evaluando una funcién potencial para F.

Capitulo 16 Ejercicios de practica 985

38. Flujo a lo largo de diferentes trayectorias Determine el flujo del
campo F = V(x%ze?)

a. Una vez alrededor de la elipse Cenla que el planox +y +z =1
corta al cilindro x2 + z2 = 25, en el sentido de las manecillas del
reloj, visto desde el eje y positivo.

b. A lo largo de la frontera curva del helicoide del ejercicio 27 desde
(1,0,0)a (1,0, 2m).

En los ejercicios 39 y 40, utilice la integral de superficie del teorema de
Stokes para encontrar la circulacion del campo F alrededor de la curva C
en la direccion indicada.

39. Circulacién alrededor de una elipse F = )% — yj + 3%k

C: la elipse en la que el plano 2x + 6y — 3z = 6 corta al cilindro
x2 + 32 = 1, en el sentido contrario al de las manecillas del reloj,
visto desde arriba.

40. Circulacién alrededor de un circulo F = (x2 + y)i + (x + »)j +
(4 — ok
C: el circulo en el que el plano z = —y corta a la esfera x2 + 2 +
z2 = 4, en el sentido contrario al de las manecillas del reloj, visto
desde arriba.

Masa y momentos

41. Alambre con diferentes densidades Determine la masa de un
alambre delgado que estd a lo largo de la curva
r(r) = Vot + \/2j + (4 — Ak, 0=1¢=1,sila densidad en ¢
es(@)d=3ty(b)o=1.

42. Alambre con densidad variable Determine el centro de masa de
un alambre delgado que se encuentra a lo largo de la curva r(f) = #i +
2tj + (2/3)A/?k, 0 = t = 2, si ladensidaden tes § = 3V5 + t.

43. Alambre con densidad variable Determine el centro de masa, asi
como los momentos de inercia alrededor de los ejes coordenados de
un alambre delgado que se encuentra a lo largo de la curva

2V2 A

:'+7/2'+f
r(f) = d 3 £ Sk

siladensidadenzesd = 1/(¢ + 1).

44. Centro de masa de un arco Un arco delgado de metal se encuentra
a lo largo del semicirculo y = Va* — x* en el plano xy. La densidad
en el punto (x, y) del arco es 8(x, y) = 2a — y. Determine el centro de

masa.

0=1r=2,

45. Alambre con densidad constante Un alambre con densidad cons-
tante &6 = 1 se encuentra a lo largo de la curva r(f) = (e’ cos #)i +
(e’ sen £)j + €'k, 0 = ¢ = In 2. Encuentre z, /..

46. Alambre helicoidal (en forma de hélice) con densidad constante
Encuentre la masa y el centro de masa de un alambre de densidad
constante & que se encuentra a lo largo de la hélice r(f) = (2 sen 7)i +
(2cost)j + 31k, 0 =1t =2m.

47. Inerciay centro de masa de una capa Determine /. y el centro de
masa de una capa delgada de densidad 6(x, y, z) = z de la parte supe-
rior de la esfera x2 + y2 + z2 = 25 cortada por el plano z = 3.

48. Momento de inercia de un cubo Determine el momento de inercia
con respecto al eje z de la superficie del cubo cortado en el primer oc-
tante por los planosx = 1,y = 1 yz = 1 sila densidad es 6 = 1.

Flujo a través de una curva plana o una superficie
Utilice el teorema de Green para determinar la circulacion en el sentido
contrario al de las manecillas del reloj y el flujo hacia fuera de los campos
y las curvas de los ejercicios 49 y 50.
49. Cuadrado F = (2xy + x)i + (xy — »)j

C: el cuadrado acotado porx = 0,x =1,y =0,y =1
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50. Triangulo F = (y — 6x7)i + (x + )?)j
C: el triangulo formado por lasrectas y = 0,y = xyx = 1

51. Integral de linea nula Demuestre que

cosy
Inxsenydy — ——dx =0
C

para cualquier curva cerrada C a la que pueda aplicarse el teorema

de Green.

52. a. Flujo hacia fueray area Demuestre que el flujo hacia fuera del
campo vectorial de posicion F = xi + yj a través de cualquier cur-
va cerrada a la que pueda aplicarse el teorema de Green es el doble

del area de la region encerrada por la curva.

b. Sea n el vector unitario normal exterior de una curva cerrada a
la que puede aplicarse el teorema de Green. Demuestre que no

es posible que F = xi + yj sea ortogonal a n en todos los puntos

de C.

En los ejercicios 53 a 56, encuentre el flujo hacia fuera de F a través de

la frontera de D.
53. Cubo F = 2xyi + 2yzj + 2xzk

D: el cubo cortado en el primer octante por los planos x = 1,y = 1

yz=1
54. Capaesférica F = xzi + yzj + k

D: toda la superficie de la capa superior de la esfera solida

x2 + 32 + z2 < 25 cortada por el planoz = 3

55.

56.

57.

58.

59.

60.

Tapa esférica F = —2xi — 3yj + zk

D: laregion superior de la esfera solida x2 + y* + z2 < 2 cortada por
el paraboloide z = x2 + )?

Cono y cilindro F = (6x + p)i — (x + z)j + 4zk

D: laregion en el primer octante acotada por el conoz = Vx? + 2,
el cilindro x2 + 2 = 1 y los planos coordenados.

Hemisferio, cilindro y plano Sea S la superficie acotada del lado
izquierdo por el hemisferio x2 + 3% + z2 = 42, y < 0, en la mitad por
el cilindro x2 + 22 = @2, 0 = y = a y del lado derecho por el plano
y = a. Determine el flujo hacia fuera de F = yi + zj + xk a través
de S.

Cilindro y planos Determine el flujo hacia fuera del campo F =
3xz%i + yj — 2’k a través de la superficie del solido del primer oc-
tante acotado por el cilindro x2 + 4)2 = 16 y los planos y = 2z,x = 0
yz=0.

Lata cilindrica Ultilice el teorema de la divergencia para determi-
nar el flujo hacia fuera de F = x32i + x%yj + yk a través de la super-
ficie de la region encerrada por el cilindro x* + 2 = 1 y los planos
z=1lyz=—1

Hemisferio Encuentre el flujo hacia arriba de F = 3z + 1)k a
través del hemisferio x> + y? + 22 = @2, z = 0 (a) con el teorema de
la divergencia y (b) por la evaluacion de la integral del flujo de ma-
nera directa.

Capitulo

Calculo de areas con el teorema de Green

Utilice la formula del area del teorema de Green de los ejercicios de la
seccion 16.4 para calcular las areas de las regiones encerradas por las

curvas de los ejercicios 1 a 4.

1. Ellimagonx =2cost —cos2f,y =2sent — sen2t,0 =t =2m.

dhN

2. Ladeltoidex = 2 cost+ cos2t,y=2sent — sen2t, 0 =t =27.

Y

AN

AN

3.

4.

Ejercicios adicionales y avanzados

La curva en forma de ocho x = (1/2) sen2t,y = sent,0 =t =
(un lazo).

-1

Lalagrimax = 2acost —asen2t,y = bsent,0 =t =21r.
y




Teoria y aplicaciones

S.

10.

11.

12.

a. Dé un ejemplo de un campo vectorial F(x, y, z) con valor 0 en un
solo punto tal que el rotacional de F sea distinto de cero en todas
partes. Asegurese de identificar el punto y calcular el rotacional.

b. Dé un ejemplo de un campo vectorial F(x, y, z) con valor 0 en
exactamente una recta y tal que el rotacional de F sea distinto
de cero en todas partes. Asegurese de identificar la recta y
calcular el rotacional.

c¢. Dé un ejemplo de un campo vectorial F(x, y, z) con valor 0 en
una superficie y tal que el rotacional de F sea distinto de cero en
todas partes. Asegurese de identificar la superficie y calcular el
rotacional.

. Encuentre todos los puntos (a, b, ¢) de la esfera x2 + 32 + z2 = R?

donde el campo vectorial F = yz%i + xz2j + 2xyzk sea normal a la
superficie y F(a, b, c) # 0.

. Calcule la masa de una capa esférica de radio R tal que en cada punto

(x, », z) de la superficie, la densidad de masa 8(x, y, z) sea su distancia
a algan punto fijo (a, b, ¢) de la superficie.

. Determine la masa de un helicoide

r(r,0) = (rcos0)i + (rsen0)j + 6k,
0=r=1,0=0 = 2m, sila funcion de densidad es é(x, y, z) =
2Vx? + y?. Vea la figura del ejercicio de practica 27.

. Entre todas las regiones rectangulares 0 = x < a, 0 < y < b, deter-

mine aquélla para la cual el flujo total de F = (x2 + 4xy)i — 6yj hacia
fuera a través de sus cuatro lados sea la menor. ;Cual es el flujo
menor?

Determine una ecuacion para el plano que pasa por el origen tal que
la circulacion del flujo del campo F = zi + xj + yk alrededor de la
circunferencia de interseccion del plano con la esfera x> + )2 + 22 = 4
sea maxima.

Una cuerda se encuentra a lo largo de la circunferencia x + 3> = 4

desde (2, 0) a (0, 2) en el primer cuadrante. La densidad de la cuerda

es p(x, y) = xy.

a. Divida la cuerda en un niimero finito de subarcos para demostrar
que el trabajo realizado por la gravedad para hacer coincidir la
cuerda con el eje x esta dado por

n
Trabajo = lim E g Xyt Asy =/g)cy2 ds,
n—00 f=1 c

donde g es la constante gravitacional.

b. Determine el trabajo total realizado, evaluando la integral de
linea del inciso (a).

c. Demuestre que el trabajo total realizado es igual al trabajo
requerido para mover al centro de masa de la cuerda (x, y)
directamente hacia abajo del eje x.

Una hoja delgada se encuentra a lo largo de la porcion del plano x +
v + z = 1enel primer octante; la densidad de la hoja es d(x, y) = xy.
a. Divida la hoja en un niimero finito de partes para demostrar que
el trabajo realizado por la gravedad para enderezar la lamina y
llevarla al plano xy esta dado por
Trabajo = lim i gxykzk Aoy = //gxyz do,
n—00 (=] 4
donde g es la constante gravitacional.
b. Determine el trabajo total realizado evaluando la integral de
superficie del inciso (a).
c¢. Demuestre que el trabajo total realizado es igual al trabajo

requerido para mover al centro de masa de la hoja (x, y, z)
hacia abajo hasta el plano xy.

13.

14.

15.

16.
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Capitulo 16 Ejercicios adicionales y avanzados

Principio de Arquimedes Si un objeto como una pelota se coloca
en un liquido, se puede sumergir hacia el fondo, flotar o sumergirse
a cierta profundidad y permanecer suspendido en el liquido. Suponga
que un fluido tiene una densidad de peso constante w y que la super-
ficie del fluido coincide con el plano z = 4. Una pelota esférica
permanece suspendida en el fluido y ocupa la region x2 + )2 +
z—22=1.

a. Demuestre que la integral de superficie que da la magnitud de la

fuerza total sobre la pelota, debida a la presion del fluido, es

Fuerza = lim E w4 — z;) Aoy = //w(4 — z) do.
n—00 =1
S

b. Como la pelota no se mueve, esta suspendida por la fuerza de
flotacion del liquido. Demuestre que la magnitud de la fuerza
de flotacion sobre la esfera es

Fuerza de flotacion = // w(z — 4)k-ndo,
s

donde n es el vector unitario normal exterior en (x, y, z). Esto
ilustra el principio de Arquimedes: la magnitud de la fuerza de
flotacion en un soélido sumergido es igual al peso del fluido
desplazado.

c. Utilice el teorema de la divergencia para determinar la magnitud
de la fuerza de flotacion del inciso (b).

Fuerza del fluido en una superficie curva Un cono con la for-
ma de la superficie z = Vx> + »%, 0 = z < 2, se llena con un li-
quido de densidad de peso constante w. Suponga que el plano xy es el
“nivel del piso”, y demuestre que la fuerza total sobre la porcion

del cono desde z = 1 hasta z = 2 debida a la presion del liquido esta
dada por la integral de superficie

F=//w(2—z)d0'.
S

Ley de Faraday Si E(t, x, y, z) y B(#, x, y, z) representan los cam-
pos eléctrico y magnético en el punto (x, y, z) en el instante ¢, un prin-
cipio basico de la teoria electromagnética dice que V X E = —dB/dr.
En esta expresion, V X E se calcula con ¢ fijo y dB/dt se calcula
con (x, y, z) fijo. Utilice el teorema de Stokes para deducir la ley

de Faraday
J
Y{E'dr = ff//B'nda,
at
c N

donde C representa un lazo de alambre por el que fluye corriente en el
sentido contrario al de las manecillas del reloj con respecto al vector
unitario normal n a la superficie, dando lugar al voltaje

%E-dr

C

Evalue la integral.

alrededor de C. La integral de superficie del lado derecho de la ecua-
cion se llama flujo magnético, y S es cualquier superficie orientada
con frontera C.

Sea
_ GmM

F =
r|?

el campo de fuerza gravitacional definido para r # 0. Utilice la ley de
Gauss de la seccion 16.8 para demostrar que no existe un campo vec-
torial continuamente derivable H tal que F = V X H.
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17. Si f(x, y, z) y g(x, y, z) son funciones escalares continuamente deri- de la superficie (por la ecuacion 5 de la seccion 16.5). Deduzca la
vables definidas sobre la superficie orientada S con curva frontera C, identidad
demuestre que do = (EG — F?)! 12 g dv

//(fo Vg) ndo = %ng-dr. donde
N c E=|rJ% F=r,1, y G=|r]%

18. Supongaque V- F; =V -F,yV X F; = V X F; sobre una regién D 21. Demuestre que el volumen ¥ de una regién D en el espacio encerra-
encerrada por la superficie orientada S con vector unitario normal ha- da por la superficie orientada S con normal hacia fuera n satisface
cia fuerany que F; - n = F; - nen S. Demuestre que F; = F, en D. la identidad

19. Demuestre o refute que siV+-F =0y V X F = 0, entonces F = 0. 1

20. Sea S una superficie orientada parametrizada por r(u, v). Defina la V= 3 / / r-ndo,
notacion do = r,du X rydv de manera que do sea un vector normal N
a la superficie. Ademas, la magnitud do = |do| es el elemento de area donde r es el vector posicion del punto (x, y, z) en D.

Capitulo Proyectos de aplicacion tecnologica

Médulo Matematica/Maple

Trabajo en campos de fuerza conservativos y no conservativos
Explore la integracion sobre campos vectoriales y experimente con funciones conservativas y no conservativas a lo largo de diferentes trayectorias en el
campo.

¢ Como puede visualizarse el teorema de Green?
Explore la integracion sobre campos vectoriales y utilice parametrizaciones para calcular integrales de linea. Se exploran ambas formas del teorema de
Green.

Visualizar e interpretar el teorema de la divergencia
Verifique el teorema de la divergencia formulando y evaluando ciertas divergencias e integrales de superficie.



ECUACIONES DIFERENCIALES
DE SEGUNDO ORDEN

INTRODUCCION En este capitulo ampliaremos nuestro estudio a las ecuaciones diferenciales de
segundo orden. Las ecuaciones diferenciales de segundo orden se presentan en muchas aplica-
ciones de las ciencias y la ingenieria. Por ejemplo, se aplican en el estudio de resortes y circui-
tos eléctricos. El estudiante aprendera en este capitulo como resolver estas ecuaciones utilizando
varios métodos.

17 1 | Ecuaciones lineales de segundo orden
L

Una ecuacién de la forma

PEy"(x) + Q()y'(x) + Rx)y(x) = Gx), 1)

es lineal en y y sus derivadas, y se le conoce como ecuacion diferencial lineal de segundo or-
den. Suponemos que P, Q, Ry G son continuas en algun intervalo abierto /. Si G(x) es igual a
cero en /, se dice que la ecuacion es homogénea, de lo contrario, es no homogénea. Por lo
tanto, la forma de una ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden es

Ppy" + Q0)y" + R(x)y = 0. ()

También se supone que P(x) nunca es cero para cualquier x € /.

Dos resultados fundamentales son importantes en la solucion de la ecuacion (2). El pri-
mero de éstos dice que si conocemos dos soluciones y; y y, de la ecuacion lineal homogénea,
entonces cualquier combinacién lineal y = ¢;y; + ¢y, también es una solucioén para cons-
tantes ¢ y ¢, cualesquiera.

TEOREMA 1: Principio de superposicion Si yi(x) y y2(x) son soluciones de
la ecuacion lineal homogénea (2), entonces para constantes ¢; y ¢, cualesquiera, la
funcién

y(x) = ciyi(x) + caya(x)

también es una solucion de la ecuacion (2).

989
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Demostracion Al sustituir y en la ecuacion (2), tenemos

Py” + Q)" + R(x)y

= P(x)(ciy1 + c22)" + Q@)(ciyr + c2p2)" + RxX)(ciyr + ¢2y2)
Px)(ein” + ") + 0X)(cin’ + cy2) + R(x)(ciyr + c2y2)
c(Py” + Oy” + R(x)y1) + co(P)y" + O)y2" + R(x)y2)

= 0, y; es una solucion = 0, ; es una solucion

1(0) + ¢2(0) = 0.

Por lo tanto, y = c¢1y; + ¢,y» es una solucion de la ecuacion (2). [ |

Del teorema 1 se desprenden de inmediato las siguientes consecuencias relacionadas con
la solucién de la ecuacion lineal homogénea.

1. Una suma de dos soluciones y; + y; de la ecuacion (2) también es una solucion. (Se elige
cp=c=1).

2. Un multiplo constante ky; de cualquier solucion y; de la ecuacion (2) también es una so-
lucion. (Se elige ¢; = ky ¢, = 0).

3. La solucion trivial y(x) = 0 siempre es una solucion de la ecuacion lineal homogénea.
(Se elige ¢; = ¢, = 0).

El segundo resultado fundamental relacionado con las soluciones de la ecuacion lineal
homogénea tiene que ver con su solucion general, es decir, una solucion que contiene todas
las soluciones. Esta consecuencia nos dice que hay dos soluciones y; y y, tales que cualquier
solucion es una combinacion lineal de ellas para valores adecuados de las constantes ¢; y ¢;.
Sin embargo, no cualquier par de soluciones tiene esta propiedad. Las soluciones deben ser
linealmente independientes, lo que significa que ni y; ni y, son un multiplo constante una
de la otra. Por ejemplo, las funciones f(x) = e* y g(x) = xe* son linealmente independien-
tes, mientras que f(x) = x2y g(x) = 7x2 no lo son (puesto que son linealmente dependientes).
Los resultados sobre independencia lineal y el siguiente teorema son materia de cursos mas
avanzados.

TEOREMA 2 Si P, O y R son continuas en el intervalo abierto 7, y P(x) nunca
es igual a cero en /, entonces la ecuacion diferencial lineal homogénea (2) tiene dos
soluciones en / linealmente independientes, y; y y,. Alin mas, si y; y y, son dos so-
luciones cualesquiera linealmente independientes de la ecuacion (2), entonces la solu-
cion general estd dada por

Yx) = cyix) + cayax),

donde ¢; y ¢, son constantes arbitrarias.

Ahora pondremos atencion a la obtencion de dos soluciones linealmente independientes
para un caso especial de la ecuacion (2), donde P, Q' y R son funciones constantes.

Ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes

Suponga que deseamos resolver la ecuacion diferencial homogénea de segundo orden

ay" + by +cy=0, (3)
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donde a, b y ¢ son constantes. Para resolver la ecuacion (3), buscamos una funciéon que multi-
plicada por una constante y sumada a un multiplo de su primera derivada mas un multiplo de su
segunda derivada sume exactamente cero. Una funcidon que se comporta de este modo es la fun-
cioén exponencial y = e’*, cuando r es una constante. Derivando dos veces esta funcion expo-
nencial nos da y’ = re™ y y” = r2e’*, las cuales son multiplos constantes de la exponencial
original. Si sustituimos a y = e’* en la ecuacion (3), obtenemos

ar’d™ + bre™ + ce™ = 0.
Como la funcion exponencial nunca es cero, dividimos esta ultima ecuacion entre e’*. Por lo

tanto, y = e’* es una solucion de la ecuacion (3), si y solo si 7 es una solucion de la ecuacion
algebraica

ar* + br + ¢ = 0. (4)

La ecuacion (4) se conoce como ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencial
ay" + by’ + ¢y = 0. La ecuacion caracteristica es una ecuacion cuadratica con las raices

:—b+ \Vb* — 4dac —b — Vb — dac
2a ’

2a

rp =

r

Hay tres casos a considerar, los cuales dependen del valor del discriminante 52 — 4ac.

Caso 1: b> — 4ac > 0. En este caso, la ecuacion caracteristica tiene dos soluciones reales di-
ferentes | y r,. Entonces, y; = "y y» = €?* son dos soluciones linealmente independientes
de la ecuacion (3) porque €* no es un multiplo constante de "'~ (véase el ejercicio 61). Del
teorema 2 concluimos lo siguiente.

TEOREMA 3 Siryy r, son dos raices reales y diferentes de la ecuacion caracteris-
tica ar? + br + ¢ = 0, entonces

y =€ + "

es la solucion general de ay” + by’ + cy = 0.

EJEMPLO 1 Determine la solucion general de la ecuacion diferencial

y' =y =6y =0.
Solucion La sustitucion de y = e’ en la ecuacion diferencial nos da la ecuacion caracteristica
P —r—6=0,
que se factoriza como
r—3)r+2)=0.
Las raices son r; = 3 y r, = —2. Por lo tanto, la solucion general es

y = e + e ™.
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Caso 2: b?> — 4ac = 0. En este caso, r| = r, = —b/2a. Para simplificar la notacion,
hagamos a r = —b/2a. Entonces tenemos la solucion y; = e’ con 2ar + b = 0. Como la mul-
tiplicacion de e’ por una constante no produce una segunda solucion linealmente indepen-
diente, en vez de eso tratamos de multiplicarla por una funcion. La funcion mas simple seria
u(x) = x, entonces veamos si y, = xe’ es también una solucion. Al sustituir y, en la ecuacion
diferencial tenemos

aQre™ + r’xe’™) + b(e™ + rxeé™) + cxe™
Qar + b)e™ + (ar* + br + c)xe™
= 0(™) + (0)xe™ = 0.

ayy" + by, + ¢y

El primer término es cero porque r = —b/2a; el segundo término es cero porque r resuelve
la ecuacion caracteristica. La funciones y; = e’y y, = xe’™ son linealmente independientes
(véase el ejercicio 62). Del teorema 2 concluimos el siguiente resultado.

TEOREMA 4 Si r es la Unica raiz real (repetida) de la ecuacion caracteristica
ar? + br + ¢ = 0, entonces

y = c1e™ + cyxe’™

es la solucion general de ay” + by’ + ¢y = 0.

EJEMPLO 2 Obtenga la solucion general de

y' + 4y + 4y = 0.

Solucion La ecuacion caracteristica es

P+ 4r+4 =0,
la cual se factoriza como

(r+ 27 =0.

Por lo tanto, » = —2 es una raiz doble. De esta manera, la solucion es

y = e ¥ + cyxe

Caso 3: b?2—4ac < 0. En este caso, la ecuacion caracteristica tiene dos raices complejas
r=a+ifyr,=a—iB, donde son numeros reales e i2 = — 1. (Estos nlimeros rea-
les son @ = —bh/2a y B = Vdac — b*/2a.) Estas dos raices complejas dan lugar a dos
soluciones linealmente independientes

y1 = OTPY = o*(cos Bx + isen Bx) y yy = @ BX = ¢%(cos Bx — isen Bx).

(Las expresiones con términos de seno y coseno provienen de la identidad de Euler de la sec-
cion 9.9). Sin embargo, las soluciones y; y y, son valores complejos en vez de valores reales.
No obstante, por el principio de superposicion (teorema 1), obtenemos de ellos las soluciones
con valores reales

1 1 1 1
==y + =y, = ¥ = Sy — — oy, = X :
3= oyt o =etoos By y  ya = ooy T o0y = efisen By
Las funciones y3 y y4 son linealmente independientes (véase el ejercicio 63). Del teorema 2
concluimos el siguiente resultado.
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TEOREMA 5 Siry, =a + iByr,=a— iB son dos raices complejas de la
ecuacion caracteristica ar? + br + ¢ = 0, entonces

y = e™(cqcos Bx + ¢y sen Bx)

es la solucion general de ay” + by’ + ¢y = 0.

EJEMPLO 3 Determine la solucion general de la ecuacion diferencial

y' =4y + 5y = 0.

Solucion La ecuacion caracteristica es
P —4r+5=0.

Las raices son el par de numeros complejos r = (4 + V16 —20)/2 0rf = 2 + iy
7, =2 —i.Porlo tanto, « = 2 y 8 = 1 dan la solucién general

y = ez"(cl cos x + ¢; sen x). [ ]

Problemas de valor inicial y valor frontera

Para obtener una solucion Unica de una ecuacion diferencial lineal de primer orden, fue sufi-
ciente especificar el valor de la solucion en un punto especifico. Puesto que la solucion general
de una ecuacion diferencial de segundo orden tiene dos constantes arbitrarias, es necesario es-
pecificar dos condiciones. Una manera de hacerlo es especificar el valor de la funcion solucion
y el valor de su derivada en un punto especifico: y(xo) = yo y ¥'(xo) = y1. Estas condiciones
se llaman condiciones iniciales. El siguiente resultado se demuestra en textos mas avanzados
y garantiza la existencia de una solucion unica tanto para problemas de valor inicial lineal de
segundo orden homogéneos como no homogéneos.

TEOREMA 6 Si P, O, Ry G son continuas en un intervalo abierto 7, entonces
existe una y solo una funcion y(x) que satisface tanto la ecuacion diferencial

Px)y"(x) + Ox)y'(x) + Rxp(x) = G(x)
en el intervalo 7, como las condiciones iniciales

Yx)=yo y Vo) =n

en un punto especifico xy € 1.

Es importante darse cuenta de que es posible asignar valores reales cualesquiera a yo y ;1 y el
teorema 6 se cumple. A continuacion se incluye un problema de valor inicial para una ecuacion
homogénea.
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e

4 3 2

y=e"—2xe*

FIGURA 17.1 Curva solucion particular

del ejemplo 4.

-1

0

-2

4

-6

-8

EJEMPLO 4  Encuentre la solucion particular para el problema de valor inicial
V=2 +y =0, 0 =1 y'(0)=-L
Solucion La ecuacion caracteristica es
P =2r+1=@—17>=0.
Laraiz real es » = 1 de multiplicidad 2 y nos da la solucion general
y = cie" + ¢ xe'.
De esta forma,
y' = c1e" + o(x + 1)e".

A partir de las condiciones iniciales tenemos

l=c + -0 y —1=c +c-1.
Por lo tanto, ¢; = 1 y ¢; = —2. La solucion tnica que satisface la condicidn inicial es
y = — 2xe'.
La curva solucion se muestra en la figura 17.1. [ |

Otro enfoque para determinar el valor de las dos constantes arbitrarias en la solucion ge-
neral de una ecuacion diferencial de segundo orden es especificar los valores de la funcion
solucion en dos puntos diferentes del intervalo I. Es decir, resolvemos la ecuacion diferencial
en cuestion para los valores frontera

yx) = »n y  yx2) =y,

donde x| y x, pertenecen a /. De nuevo, los valores de y; y y, pueden ser numeros reales cua-
lesquiera. La ecuacion diferencial, junto con los valores frontera, se conoce como problema
con valores de frontera. A diferencia de lo establecido en el teorema 6, los problemas con va-
lores de frontera no siempre tienen una solucion, o es posible que haya mas de una solucion
(véase el ejercicio 65). Estos problemas se estudian en textos mas avanzados, pero aqui se pre-
senta un ejemplo para el cual hay una solucion tnica.

EJEMPLO 5  Resuelva el problema con valores de frontera

n ﬂ-
y'+4y =0, y(0) =0, y(i> = 1.

Solucion  La ecuacion caracteristica es 72 + 4 = 0, la cual tiene las raices complejas » = +2i.
La solucion general de la ecuacion diferencial es

y = c1cos 2x + cpsen 2x.

Las condiciones de frontera se satisfacen si

y0)=c*1+c-0=0

)= cosz + senE =1
N\12) ~ %6 ) T 26 :

Se deduce que ¢; = 0y ¢, = 2. La solucién del problema con valores de frontera es

y = 2sen 2x. [ |
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En los ejercicios 1 a 30, obtenga la solucion general de la ecuacion dada.

l-y"_y'_lzy:o 2-3_)/"_)/’:0

3.y"+3)y —4 =0 4. y" =9 =0

5. )" =4 =0 6.y — 64y =0

7.2y//_y/_3y:0 8.9}1//_)/:0

9. 8" — 10" =3y =0 10. 3y” —20y" + 12y =0

11. " + 99 =0 12. y" + 4" + 5y =0

13. " + 25y =0 14. y" +y=0

15. y" =2y + 5y =0 16. y" + 16y = 0

17. y" + 2y + 4 =0 18. y" — 2y +3y =0

19. y" + 4"+ 99 =0 20. 4" — 4" + 13y =0

21. yu — O 22. yrr + 8y/ + 16y — 0
dy  dy dy  dy

23.@4‘4@4‘4})—0 24'E_6E+9y_0
d*y dy &y dy

25-%"‘6%"‘9}170 26.4;—1254-9)/70
dy  dy &y dy

27.4;4‘4%4‘)/—0 28.4E—4$+y—0
dy  dy dy dy

29.9?4‘6%4‘)/—0 30.9E—12a+4y—0

En los ejercicios 31 a 40, obtenga la tnica solucion del problema con valor
inicial de segundo orden.

3. y" + 6y + 5y =0, »0)=0,yy(0)=3

32. y" + 16y =0, »0) =2,y (0)=-2

33. " + 12y =0, »0) =0, y'(0) =1

34. 12" + 5" =2y =0, y0) =1, y'(0) = —1
35. " +8 =0, »0)=-1,y'(0)=2

36. y' + 4y + 4y =0, »0) =0,y (0) =1

37. y" — 4" +4 =0, y0)=1,y'(0)=0

38. 49" — 4" +y =0, »0) =4,y (0 =4

4d2y 12dy = =2 v =1
39. 2 + e +9y =0, y0)=2, e 0) =
Py dy dy
40.9-5 =120+ 4y =0, (0) =~ 1 o(0) = 1

En los ejercicios 41 a 55, obtenga la solucion general.

41

43.
45.
47.
49.
51.
53.
55.

LY =2 =3y =0 2. 60" —y —y=0
4"+ 4"+ y=0 4. 9" + 12y + 4y =0
4y" + 20y =0 46. y" +2y' +2y =0
25" + 10y +y =10 48. 6y" + 13y’ = 5y =10
4" + 4 +5=0 50. y" + 4" + 6y =0

16y" —24y" + 9y =0 52. 6" — 5y —6y=0
9" + 24y + 16y = 0 54. 49" + 16y" + 52y =0
6" —5) —4y =0

En los ejercicios 56 a 60, resuelva el problema de valor inicial.

56.
57.
58.
59.
60.
61.

62.

63.

64.

65.

66.

Y=+ 2y =0, »0) =00 =2

Yo+ +y =0, p0)=1,,(0) =1

" =4y +y =0, ¥0)=-1,(0)=2

' +y =14y =0, ¥0) =2 y(0)=-1

4" + 4y + 5y =0, ym)=1,y'(m)=0

Demuestre que las dos funciones solucion del teorema 3 son lineal-
mente independientes.

Demuestre que las dos funciones solucion del teorema 4 son lineal-
mente independientes.

Demuestre que las dos funciones solucion del teorema 5 son lineal-
mente independientes.

Demuestre que si y; y y» son soluciones linealmente independientes
de la ecuacion homogénea (2), entonces las funciones y3 = y; + »,
y ¥4 = y1 — y» también son soluciones linealmente independientes.

a. Demuestre que no hay una solucion para el problema del valor a la
frontera

y'+4y =0, »0)=0, y(m) = 1.

b. Demuestre que hay un nimero infinito de soluciones para el
problema con valores de frontera

y'+4y =0, »0) =0, ym) = 0.

Demuestre que si @, b y ¢ son constantes positivas, entonces todas las
soluciones de la ecuacion diferencial homogénea

ay" + by +cy=0

tienden a cero cuando x — Q.
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17 2 | Ecuaciones lineales no homogéneas
<

En esta seccion estudiaremos dos métodos para resolver ecuaciones diferenciales lineales no
homogéneas de segundo orden con coeficientes constantes. Estos métodos son el de coefi-
cientes indeterminados y el de variacion de parametros. Iniciaremos considerando la forma
de la solucion general.

Forma de la solucion general
Suponga que deseamos resolver la ecuacion no homogénea

ay" + by’ + ¢y = G(x), (1)

donde a, b y ¢ son constantes, y G es continua sobre algun intervalo abierto /. Sea
Ve = c1y1 t+ ¢ la solucion general de la ecuacion diferencial homogénea asociada

ay" + by + cy=0. (2)
(Aprendimos como encontrar y. en la seccion 17.1). Ahora suponga que de alguna manera
se obtiene una funcién particular y, que resuelve la ecuacion no homogénea (1). Entonces la
suma
y=yet 3)
también resuelve la ecuacion no homogénea (1) puesto que
a(ye + yp)" + b(ye + yp)' + clye + yp)
= (ay." + by + cyo) + (an,” + byy' + cpp)

0+ G(x) Ye resuelve la ecuacion (2) y y, resuelve la ecuacion (1)

G(x).

Aln mas, si y(x) es la solucion de la ecuacién no homogénea (1), debe tener la forma de la
ecuacion (3). La razon de este ultimo enunciado se deduce de la observacion de que para que
cualquier funcion y, que satisfaga la ecuacion (1), tenemos

a(y = yp)" + by =) + ey = »)
= (@y" + by + o) = (app” + by + )
= G(x) — G(x) = 0.

Por lo tanto, y. = y — y;, es la solucion general de la ecuaciéon homogénea (2). Hemos llegado
al siguiente teorema.

TEOREMA 7 La solucion general y = y(x) de la ecuacion diferencial no homo-
génea (1) tiene la forma

yZYC+J/pa

donde la solucién y, es la solucion general de la ecuacion homogénea asociada (2),
y ¥p es cualquier solucién particular de la ecuacion no homogénea (1).
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Método de los coeficientes indeterminados

Este método para obtener una solucion particular y, de la ecuacion no homogénea (1) se aplica
a casos especiales en los que G(x) es la suma de los términos de varios polinomios p(x) mul-
tiplicados por un exponencial y con posibles factores de senos o cosenos. Es decir, G(x) es la
suma de términos como los siguientes:

pix)e™,  pa(x)e*cos Bx,  p3(x)e™ sen Bx.
Por ejemplo, 1 — x, e, xe*, cos x y 5e* — sen 2x representan funciones de esta clase. (Estas
son funciones que, en esencia, resuelven ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con
coeficientes constantes, pero las ecuaciones pueden tener un orden mayor de dos). En seguida
representamos varios ejemplos que ilustran este método.
EJEMPLO 1 Resuelva la ecuacion no homogénea y” — 2y’ — 3y = 1 — x%.
Solucion  La ecuacion caracteristica de la ecuacion homogénea y” — 2y" — 3y = Oes
?=2r—3=@+1r—3)=0.
Sus raices ¥ = —1 y » = 3 dan la solucion de la homogénea
— —X 3x

Yo = cre © + e
Ahora, G(x) = 1 — x? es un polinomio de segundo grado. Seria razonable suponer que una so-
lucién particular para la ecuacion no homogénea es también un polinomio de segundo grado
porque si y es un polinomio de segundo grado, entonces y” — 2y’ — 3y también es un poli-
nomio de segundo grado. Asi que buscamos una solucion particular de la forma

yp=Ax2+Bx+C.

Necesitamos determinar los coeficientes desconocidos 4, B'y C. Cuando se sustituye el poli-
nomio yp, y sus derivadas en la ecuacion no homogénea dada, tenemos

24 — 2(24x + B) — 3Ax* + Bx + C) = 1 — x?
al agrupar los términos de acuerdo con las potencias de x,
—3A4x* + (=44 — 3B}y + (24 — 2B — 3C) = 1 — ¥

Esta tltima ecuacion se cumple para todos los valores de x si sus dos lados son polinomios
idénticos de segundo grado. Asi, igualamos los coeficientes de las potencias correspondientes
de x para obtener

—34 = —1, —44 — 3B =0 y 24 — 2B —3C=1.

Estas ecuaciones implican a la vez que 4 = 1/3, B = —4/9 y C = 5/27. Al sustituir estos
valores en la expresion cuadratica de la solucion particular, tenemos

1, 4
W = 5 - —-x +
Por el teorema 7, la solucion general de la ecuacion no homogénea es

y=yc+yp=cle_x+cze3x+%x2—ix+f. [ ]
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EJEMPLO 2 Obtenga una solucion particular para y” — ' = 2 sen x.

Solucion  Si intentamos encontrar una solucion particular de la forma
yp = Asenx

y sustituimos las derivadas de y, en la ecuacion dada, encontramos que 4 debe satisfacer la
ecuacion

—Asenx + Acosx = 2senx

para todos los valores de x. Como esto requiere que 4 sea igual a —2 y a 0 al mismo tiem-
po, concluimos que la ecuacion diferencial no homogénea no tiene una solucion de la forma
A sen x.

Esto implica la posibilidad de que la forma requerida sea la suma

Vp = Asenx + Bcosux.

El resultado de la sustitucion de las derivadas de este nuevo intento de solucion en la ecuacion
diferencial es

—Asenx — Bcosx — (Acosx — Bsenx) = 2senx
o bien,

(B—A4)senx — (A + B)cosx = 2senx.

Esta ultima ecuacion debe ser una identidad. Al igualar los coeficientes de los términos seme-
jantes en cada lado de la igualdad tenemos

B—4=2 y A+ B=0.
La solucion simultanea de estas dos ecuaciones da 4 = —1 y B = 1. La solucion particular es

Yp = COSX — senx. u

EJEMPLO 3 Obtenga una solucion particular de y” — 3y" + 2y = 5¢*.

Solucion  Si sustituimos
yp = Ae
y sus derivadas en la ecuacion diferencial, tenemos que
Ae" — 34" + 24¢* = 5¢°
o bien,
0 = 5¢.

Sin embargo, la funcién exponencial nunca debe ser cero. El problema es atribuible a que
y = e ya es una solucion de la ecuacion homogénea asociada

y' =3y +2y=0.
La ecuacion caracteristica es
P =3r+2=@F—-1)r-2) =0,

la cual tiene a » = 1 como una raiz. Entonces esperariamos que Ae* fuera cero cuando se sus-
tituye en el lado izquierdo de la ecuacion diferencial.

La manera correcta de modificar el intento de solucion en este caso es multiplicar Ae*
por x. Asi, nuestro intento de solucion es

Vp = Axe".
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El resultado de la sustitucion de las derivadas de este nuevo prospecto en la ecuacion diferen-
cial es

(Axe" + 24e) — 3(Axe" + Ae*) + 24xe* = S
o bien,
—Ae* = 5S¢
Asi, A = —5 nos da nuestra deseada solucion particular

yp = —5Sxe’. [

EJEMPLO 4  Determine una solucién particular de y" — 6y’ + 9y = &,

Solucion La ecuacidn caracteristica de la ecuacion homogénea
P—6r+9=(r—3°=0

tiene a » = 3 como raiz repetida. La eleccion adecuada de yj, en este caso no es ni Ae ni Axe>
porque la solucion de la homogénea ya contiene los dos términos. Por lo tanto, elegimos un
término que contenga como factor la siguiente potencia mas alta de x. Cuando sustituimos

yp = Ax2e
y sus derivadas en la ecuacion diferencial dada, obtenemos
(94x%€* + 124xe® + 246%) — 6(34x%€> + 24xe™) + 94x%e> = &
o bien,
24e* = &,

Entonces, 4 = 1/2, y la solucién particular es

Yo = %xzeh. [

Cuando deseamos encontrar una solucion particular de la ecuacion (1) y la funcién G(x)
es la suma de dos o mas términos, elegimos una funcion de prueba para cada término de G(x) y
las sumamos.

EJEMPLO 5  Obtenga la solucion general de y” — y" = 5¢° — sen 2x.

Solucion  Primero resolvemos la ecuacion caracteristica
P —r=0.
Sus raices son » = 1y = 0. Por lo tanto, la solucion de la ecuacion homogénea asociada es
Vo = c1€" + ¢

Buscamos ahora una solucién particular y,. Es decir, buscamos una funcién que produzca
Se* — sen 2x cuando se sustituya en el lado izquierdo de la ecuacion diferencial dada. Una
parte de y, debe producir 5e?, la otra —sen 2x.

Como cualquier funcién de la forma cje* es una solucion de la ecuacion homogénea aso-
ciada, seleccionamos que nuestra solucion de prueba y, sea la suma

Vp = Axe" + B cos 2x + Csen 2x,

incluyendo xe* donde podriamos haber incluido sélo e*. Cuando las derivadas de y, se susti-
tuyen en la ecuacion diferencial, la ecuacion resultante es

(Axe* + 24e* — 4B cos 2x — 4C sen 2x)
— (Axe* + Ae* — 2B sen 2x + 2C cos 2x) = 5¢* — sen 2x
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o bien,

Ae* — (4B + 2C) cos 2x + (2B — 4C) sen 2x = 5¢* — sen 2x.

Esta ecuacion es valida si

4 =75,

obien,4 = 5,B= —1/10y C

4B + 2C =0, 2B —4C = —1,

— _ L 1
Yp = Sxe* Tha 2x + 5 sen 2x.

La solucion general de la ecuacion diferencial es

1
10

= 1/5. Nuestra solucion particular es

Y=Yty =cie + ¢y + 5xe" — ~~cos2x + %sen2x.

Le sera de utilidad la siguiente tabla para resolver los problemas al final de esta seccion.

de la forma

ay” + by' + cy = G(x).

TABLA 17.1 Método de coeficientes indeterminados para ecuaciones seleccionadas

Si G(x) tiene un
término que es
un multiplo
constante de ...

Y si

Entonces incluya
esta expresion en la
funcién de prueba

para y,.

erx

sen kx, cos kx

px2+qx+m

7 no es una raiz de la
ecuacion caracteristica

7 es una raiz simple de la
ecuacion caracteristica

r es una raiz doble de la
ecuacion caracteristica
ki no es una raiz de la
ecuacion caracteristica

0 no es una raiz de la
ecuacion caracteristica

0 es una raiz simple de
la ecuacion caracteristica

0 es una doble raiz de la
ecuacion caracteristica

A
Axe™

Ax2e™

Bcoskx + Csenkx
Dx* + Ex + F

Dx* + Ex* + Fx

Dx* + ExX® + Fx?

Método de variacion de parametros

Este es un método general para la obtencion de una solucion particular de la ecuacion no ho-
mogénea (1) una vez que se conoce la solucion general de la ecuacion homogénea asociada.
El método consiste en sustituir las constantes ¢; y ¢; en la solucion complementaria por las fun-
ciones v; = vi(x) y v» = vy(x) garantizando (de una manera que se explicara luego) que la
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expresion resultante satisfaga la ecuacion no homogénea (1). Son dos funciones las que deben
determinarse, y el requerimiento de que se satisfaga la ecuacion (1) es s6lo una condicion.
Como segunda condicion, también requerimos que

U1’y1 + vz'yz = 0. (4)
Entonces tenemos

y = vy + vy,
Y=y + vy,
y' = Ulyl,/ + vzyz” + U]'yl' + vz/yz/.

Si sustituimos estas expresiones en el lado izquierdo de la ecuacion (1), obtenemos
vilay1” + byt + cy) + va(ayy” + byy' + cyp) + a(v'y)” + va'yy") = G).

Los primeros dos términos entre paréntesis son cero, puesto que y; y y, son soluciones de la
ecuacion homogénea asociada (2). Entonces la ecuacion no homogénea (1) se satisface si, ade-
mas de la ecuacion (4), requerimos que

a(ui'y’ + va'y') = G). (5)
Las ecuaciones (4) y (5) se resuelven simultaineamente

vi'yr + vy =0,

! ! ’ ’ G(x)
viyr twyy =

para las funciones desconocidas vy’ y v,’. El procedimiento usual para resolver este siste-
ma simple es usar el método de determinantes (también conocido como regla de Kramer), el
cual se mostrara en los ejemplos que siguen. Una vez que las funciones derivadas vy’ y v,’
son conocidas, las dos funciones v; = vi(x) y vo = vy(x) se obtienen mediante integracion.
A continuacion se presenta un resumen de ese método.

Procedimiento de variacion de parametros

Para aplicar el método de variacion de parametros para obtener una solucion particu-
lar de la ecuacion no homogénea

ay”" + by + ¢y = G(x),

trabajamos en forma directa con las ecuaciones (4) y (5). No es necesario derivarlas
otra vez. Los pasos son los siguientes:

1. Resuelva la ecuacion homogénea asociada
ay" + by +tcy=0

para encontrar las funciones y; y ys.
2. Resuelva las ecuaciones

vi'yr + vy, =0,

! ! ’ ! G(x)
vyl twyy =

en forma simultanea para las funciones derivadas v;" y v;’.
3. Integre v’ y v, para obtener las funciones vy = vi(x) y v2 = va(x).
4. Escriba la solucion particular de la ecuacion no homogénea (1) como

Yp = vy T vy
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EJEMPLO 6  Encuentre la solucion general de la ecuacion

y" + y =tanx.

Solucion La solucién de la ecuacion homogénea
V' +y=0
esta dada por
Yo = c1cosx + cysenx.

Puesto que y;(x) = cos x y y»(x) = sen x, las condiciones que deben satisfacerse en las ecua-
ciones (4) y (5) son

vy’ cosx + vy senx = 0,

—v; senx + vp’ cosx = tanx. a=1
La solucion de este sistema nos da

0 sen x

tanx  cosx —tan x sen x —sen® x

v = - - :
’ coOsSX  senx cos®x + sen’x cos x

—senx  COSX
Asimismo,

‘ coS X 0

, —senx tanx
v =5, = senx.
‘ cosx senx

—sén x COS x

Después de integrar v,’ y v,', tenemos
2
[ —sen”x
vix) = / cosx &

—/(secx — CcOos X) dx

—In|secx + tanx| + senx,

vo(x) = /senxdx = —cosx.

Observe que hemos omitido las constantes de integracion en la determinacion de v y v, por-
que serian absorbidas por las constantes arbitrarias de la solucién homogénea.
Al sustituir vy y v, en la expresion para y, en el paso 4 tenemos

¥p = [—In]|secx + tanx| + senx] cosx + (—cos x) senx

= (—cosx) In|sec x + tan x|
La solucion general es

y =crcosx + casenx — (cosx) In|secx + tanx|. [ ]
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EJEMPLO 7  Resuelva la ecuacion no homogénea
V' +y =2y = xe'.
Solucion La ecuacion caracteristica es
PAr=2=0r+2)r—-1)=0
lo que da la solucion homogénea
Ve = e + o,
Las condiciones que se deben satisfacer en las ecuaciones (4) y (5) son

v'e F + vyt =0,
—21}1/672)6 + vz’e" xe”. a=1

Al despejar v1" y v,' en el sistema de arriba obtenemos

0 &
’ xe' e _erX _ 3x
vy = Tox = 3o — 5 Xe
‘ e e e
_26—2)( &
Asimismo,
’ - 0 ‘
—2x —
vy = 2e xe" _ xe X
3¢ 3¢ 3

Integramos para obtener las funciones parametro y obtenemos

vi(x) = /—éxeh dx

__l xe3x_ 673)6
- 3(3 /3dx>

1 — 3x)e*,

1

27(
2

v(x) = /;C dx = %

[ =30 . 2 .
yp—[27 e+ 6 )¢

_L _l er
—27ex 9xe"+6xe.

Por lo tanto,

La solucion general de la ecuacion diferencial es
o x 1 1 >
y = cre +cze"—§xex+gxe",

donde el término (1/27)e* en y, se ha integrado al término c,e* en la solucion homogénea. m
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Ejercicios 17.2

Resuelva las ecuaciones de los ejercicios 1 a 16 por el método de los coe-
ficientes indeterminados.

1. y" =3y — 10y = =3 2. y" =3y =10y = 2x — 3
3. )" —y =senx 4.+ +y=x
5. y" +y = cos3x 6.y +y=¢"
7. y" —y" — 2y =20cosx 8. V' +y=2+ 3¢
9. )" —y=¢+ x 10. y" + 2y +y = 6sen2x
11. y" —y' — 6y = e * — Tcosx
12 y" + 3y +2p=e "+ e —x

2 2
13. jxy2+5%=15x2 14.%—%=—8x+3

2 2
15.%—3%:8*‘—1& 16.%+7%:42x2+5x+1

Resuelva las ecuaciones de los ejercicios 17 a 28 por variacion de
parametros.

17. y" +y' =x

n — 71 1

18. y" + y = tanx, 2<x<2
19. y" + y = senx 20. y' + 2y +y=¢"
21. " + 2y  +y=¢€"* 22. y' —y=x
23. y" —y=¢ 24. y" — y = senx
25. " + 4" + 5y =10 26. y" —y' =2F

dzy T T
27.@4‘)/—560)(, —5<x<5

& d
28.72}—61%::e"cosx, x>0

/x

En cada uno de los ejercicios 29 a 32, la ecuacion diferencial tiene su
correspondiente solucion particular y,. Determine los coeficientes de y,.
Luego resuelva la ecuacion diferencial.

29. y" — 5y = xe™, Y = Ax?e> + Bxe™

30. y" — )y =cosx + senx, y, = Acosx + Bsenx
31. " + y =2cosx + senx, y, = Axcosx + Bxsenx
32. )" +y —2y=xe, y = Ax’¢" + Bxe"

En los ejercicios 33 a 36, resuelva las ecuaciones diferenciales (a) por va-
riacion de pardmetros y (b) por el método de coeficientes indeterminados.

dy dy . dy  dy .
33.E—E—e"+e 34.E—4£+4y—26
dy  dy . dy dy
35.@*45*5y—€+4 36.&*95—96

Resuelva las ecuaciones diferenciales de los ejercicios 37 a 46. Algunas de
las ecuaciones se resuelven por el método de coeficientes indeterminados,
pero otras no.

37. y" +y=cotx, 0<x<m

38. y" +y=cscx, 0<x<m

39. 3" — 8y =¥ 40. y" + 4y = senx

41. y" —y' =5 . )" +4 +t 5y =x+2
43. )" + 2y =x* — ¢ 44. y" + 9y = 9x — cosx

45. y" + y = secxtanx, —% <x< %

46. y" — 3y + 2y =& — ¥

El método de coeficientes indeterminados se usa algunas veces para resol-
ver ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. Use este método
para resolver las ecuaciones de los ejercicios 47-50.

47. y' =3y =¢" 48. y' + 4y = x
49. ' — 3y = 57 50. y' + y = senx

Resuelva las ecuaciones diferenciales de los ejercicios 51 y 52, de acuerdo
con las condiciones iniciales indicadas.

&y )
51. — + y =secx,

dx

dZ

7)) — 2x. — ’ :2
. dx2+y_e > J’(O) an(o) 5

m | L —
o <x<5 y0)=y(0) =1

52

En los ejercicios 53 a 58, verifique que la funcion es una solucién particu-
lar de la ecuacion no homogénea especificada. Obtenga la solucion ge-
neral y evallie sus constantes arbitrarias para encontrar la solucion unica
que satisfaga la ecuacion y las condiciones iniciales dadas.

2
” ’ ‘x ’
53. " +y' =ux, yp=5—x, y(0) =10, »'(0)=0
54. y" +y=ux, yp=2senx +x, »0)=0,(0)=0

55. %y” +y' + y = 4e(cosx — senx),

Yp = 2¢e"cosx, y(0) =0, y'(0) =1
56. y' =y —2y=1—-2x, yp=x—1, »0)=0,y'(0)=1
57. )" — 2 +y=2¢ y,=x% p0)=1,'(0)=0
58. y" — 2y +y=x"'e, x>0,

yp=xe'lnx, y(1)=-e, y'(1)=0
En los ejercicios 59 y 60 se dan dos soluciones linealmente independientes
y1'y »2 a la ecuacion homogénea asociada de la ecuacion no homogénea
de coeficientes variables. Use el método de variacion de parametros para

obtener una solucion particular de la ecuacion no homogénea. Suponga
ax > 0 en cada ejercicio.

59. X" +2x) =2y =24 y=x4m=x
60. x2y// + xy! —y=x y = xfl, V2 =X
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17.3 I Aplicaciones

masa m
en equilibrio

y
FIGURA 17.2 La masa m estira un resorte
una longitud s hasta la posicion de equilibrio
eny = 0.

—
MWW

[

una posicion F O F,

después de T T
liberarse

Yo posicion o
inicial

y

FIGURA 17.3 La fuerza de propulsion
(peso) F), tira de la masa hacia abajo, pero
la fuerza restauradora del resorte Fiy la
fuerza de friccion F, tiran de la masa hacia
arriba. El movimiento iniciaeny = yyy la
masa se mueve hacia arriba y hacia abajo.

En esta seccion aplicaremos las ecuaciones diferenciales de segundo orden al estudio de re-
sortes vibratorios y circuitos eléctricos.

Vibraciones

Un resorte tiene su extremo superior sujeto a un soporte rigido, como se muestra en la figura
17.2. Un objeto de masa m esta suspendido del resorte y lo estira una longitud s hasta que el re-
sorte llega a una posicion de equilibrio. De acuerdo con la ley de Hook (seccion 6.5), la fuerza
de tension en el resorte es ks, donde & es la constante del resorte. La fuerza debida a la gravedad
que tira del resorte hacia abajo es mg, y para efectos de equilibrio se requiere que

ks = mg. (1)

Suponga que el objeto es halado hacia abajo una distancia adicional y, a partir de la posicion de
equilibrio y luego se libera. Queremos estudiar el movimiento del objeto, es decir, la posicion
vertical de su centro de masa en cualquier instante futuro.

Sea y, con la direccion positiva hacia abajo, el desplazamiento del objeto a partir de la
posicion de equilibrio y = 0 en cualquier instante ¢ después de iniciado el movimiento. Enton-
ces las fuerzas que actiian sobre el objeto son (figura 17.3).

F, = mg, la fuerza de propulsion debida a la gravedad,
Fo = k(s + y), la fuerza de restauracion de la tension del resorte,
_ @ L, .
F. = 55, la fuerza de friccion, que se supone proporcional a la
velocidad.

La fuerza de friccion tiende a retardar el movimiento del objeto. La resultante de estas fuerzas
es I' = F, — Fy — F,, y de acuerdo con la segunda ley de Newton /' = ma, tenemos entonces

&%y dy
m?—mg—ks—ky—éa.

Por la ecuacion (1), mg — ks = 0, de manera que esta ultima ecuacion se convierte en

dy = dy
m?+85+ky—0, (2)

de acuerdo con las condiciones iniciales y(0) = yo, y ¥'(0) = 0. (Aqui usamos la notacion
prima para representar la derivada con respecto al tiempo ¢).

Se puede esperar que el movimiento predicho por la ecuacion (2) sea oscilatorio alrededor
del punto de equilibrio y = 0 y al final se extinga debido a la fuerza de friccion retardadora.
De hecho, éste es el caso y mostraremos como las constantes m, 6 y k determinan la naturaleza
de la extincion. También veremos que si no hay friccion (de manera que 6 = 0), entonces el ob-
jeto sencillamente oscilara de forma indefinida.

Movimiento arménico simple

Primero suponemos que hay una fuerza de friccion retardadora. Entonces 6 = 0 y el movi-
miento no se amortigua. Si sustituimos w = \Vk/m para simplificar nuestros calculos, en-
tonces la ecuacion de segundo grado (2) se convierte en

y' +wy=0, con y0)=y y (0)=0.
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La ecuacion caracteristica es
P+ w =0,

la cual tiene las raices imaginarias » = *wi. La solucion general de la ecuacion diferencial
en la ecuacion (2) es

Y = cj cos wt + ¢; sen wt. (3)
Para adaptarla a las condiciones iniciales, calculamos
y' = —ciwsen ot + cw cos wt
y luego sustituimos las condiciones. Esto nos da ¢; = yyy ¢; = 0. La solucion particular
¥y = Y cos wt (4)
describe el movimiento del objeto. La ecuacion (4) representa al movimiento armoénico sim-
ple de amplitud y, y periodo 7 = 27/ w.
La solucion general dada por la ecuacion (3) se puede reducir a un solo término utilizando
la identidad trigonométrica
sen(wt + ¢) = cos wt sen ¢ + sen wt cos ¢.

Para aplicar la identidad usamos (véase la figura 17.4)

¢y = Csen ¢ y ¢, = Ccos ¢,

donde

FIGURA 17.4 ¢;=Csend¢y

_ 2 2 _ a1 61
¢y = Ccos ¢. C=Vel?+ o y ¢ =tan .

Entonces la solucion general de la ecuacion (3) se escribe de la forma alternativa
y = Csen (ot + ¢). (5)

Aqui, C y ¢ se toman como dos nuevas constantes arbitrarias, que sustituyen a las constantes
c1 'y ¢;. La ecuacion (5) representa un movimiento armonico simple de amplitud C y periodo
T = 27 /w. El 4ngulo wt + ¢ se conoce como angulo de fase y ¢ se interpreta como su valor
inicial. En la figura 17.5 se presenta la grafica de un movimiento armonico simple represen-
tado por la ecuacion (5).

y
Periodo
| 2 |
I T= Tﬂ- 1
| |
C | |
Csen ¢ : :
| |
| |
t
0 \/ \/
7
-C

y=Csen(wt + ¢)

FIGURA 17.5 Movimiento armonico simple de
amplitud C'y periodo 7 con un angulo de fase inicial ¢
(ecuacion 5).
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Movimiento amortiguado

Ahora suponga que existe friccion en el sistema del resorte, entonces 6 # 0. Si sustituimos
o = Vk/my2b = §/m, entonces la ecuacion diferencial (2) es

Y+ 20y + 0y = 0. (6)
La ecuacion caracteristica es

P+ 2br + 0 =0,

con las raices r = —b + Vb* — w?. En seguida se presentan tres casos diferentes, depen-
diendo de los tamaiios relativos de b y w.

Caso 1: b = w. La doble raiz de la ecuacion caracteristica es real e igual » = w. La solu-
cion general de la ecuacion (6) es

wt

y = (c1 + cat)e”

Este tipo de movimiento se llama amortiguamiento critico y no es oscilatorio. La figura 17.6a
ilustra un ejemplo de esta clase de movimiento amortiguado.

Caso 2: b > w. Las raices de la ecuacion caracteristica son reales y diferentes, y estan dadas

porr; = —b + Vb* — 0*yr, = —b — Vb* — > La solucién general de la ecuacion (6)
esta dada por

e R

y = ce

De nuevo, el movimiento no es oscilatorio y tanto ; como 7, son negativos. De esta manera,
y tiende a cero cuando el tiempo transcurre. Este movimiento se conoce como sobreamor-
tiguado (figura 17.6b).

Caso 3: b < w. Las raices de la ecuacion caracteristica son complejas y estan dadas por
r=—b+ iVw* — b* Lasolucién general de la ecuacion (6) esta dada por

y = e_b’(cl cosVw? — b*t + ¢, senVw? — b? t).

Este movimiento, llamado subamortiguado, representa el movimiento oscilatorio amorti-
guado. Es analogo al movimiento arménico simple de periodo 7 = 27/ V w* — b? excepto
que la amplitud no es constante, sino amortiguada por el factor e ~?. Por lo tanto, el
movimiento tiende a cero cuando ¢ aumenta, de manera que las vibraciones tienden a extin-
guirse cuando el tiempo transcurre. Observe que el periodo 7 = 27/ w? — b? es mayor que
el periodo Ty — 27r/w en un sistema libre de friccion. Aun maés, cuanto mayor es el valor de
b = 8/2m en el factor exponencial de amortiguamiento, mas rapido dejan de notarse las vibra-
ciones. La figura 17.6c muestra una curva que representa el movimiento subamortiguado.

y y y
t t t
0 0 0 ~
y=(+1ne y=2e2— ¢t v = e 'sen(5t + 7/4)
(a) Amortiguamiento critico (b) Sobreamortiguamiento (c) Subamortiguamiento

FIGURA 17.6 Tres ejemplos de movimiento vibratorio amortiguado para un
sistema de resorte con friccion, & # 0.
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También puede agregarse al sistema de resorte una fuerza externa F(z) modelada por la
ecuacion (2). La funcion de fuerza provocaria un disturbio externo en el sistema. Por ejemplo,
si la ecuacion modela un sistema de suspension de un automovil, la funcion de fuerza puede
representar una sacudida o un bache en el camino de forma periodica en el desempefio del sis-
tema de suspension o podria representar los efectos del viento cuando modela el movimiento
vertical de un puente suspendido. La inclusion de una funcion de fuerza resulta en la ecuacion
no homogénea de segundo orden

dy  _dy
m-— + 65

2 + ky = F(0). (7)

Dejamos el estudio de estos sistemas de resortes para cursos mas avanzados.

Circuitos eléctricos

La unidad basica de electricidad es la carga ¢ (andloga a la idea de masa). En un campo eléc-
trico usamos el flujo de carga, o corriente / = dg/dt, como podriamos usar la velocidad en
un campo gravitacional. Hay muchas similitudes entre el movimiento en un campo gravitacio-
nal y el flujo de electrones (transportadores de carga) en un campo eléctrico.

Considere el circuito eléctrico mostrado en la figura 17.7. Consta de cuatro componentes:
fuente de voltaje, resistor, inductor y capacitor. Visualice el campo eléctrico como el flujo de
un fluido, donde la fuente de voltaje es la bomba, y el resistor, inductor y capacitor tienden a
bloquear el flujo. Un ejemplo de fuente es una bateria o un generador, el cual produce un
voltaje que causa que la corriente fluya a través del circuito cuando el interruptor esta encen-
dido. Un foco o un electrodoméstico darian la resistencia. La induccion se debe a un campo
magnético que se opone a cualquier cambio en la corriente cuando fluye a través de una bo-
bina. La capacitancia es creada por dos placas de metal que alternan las cargas y, de este modo,
invierten el flujo de corriente. Los siguientes simbolos representan las cantidades relevantes
en el circuito:

q: carga en la seccion transversal de un conductor medida en coulombs (se abrevia c);

I corriente o tasa de cambio de la carga dq/dt (flujo de electrones) en la seccion transver-
sal de un conductor medida en amperes (A);

E: fuente de electricidad (potencial) medida en volts (V);

V. diferencia de potencial entre dos puntos a lo largo del conductor medida en volts (V).

R, Resistor
AV
Fuente
de voltaje L, Inductor
||
I
C, Capacitor

FIGURA 17.7 Un circuito eléctrico.

Ohm observo que cuando la corriente / fluye a través de un resistor, a causa de una di-
ferencia de potencial a través de él, es (aproximadamente) proporcional a la diferencia de
potencial (caida de voltaje). La constante de proporcionalidad se define como 1/R y se llama
resistencia (R). De esta forma, la ley de Ohm es

1 V.

-1
R
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De forma analoga, en fisica se sabe que las caidas de voltaje a través de un inductor y un
capacitor son

dl q
La v ¢

donde L es la inductancia y C es la capacitancia (con la carga ¢ en el capacitor).

El fisico aleman Gustav R. Kirchhoff (1824-1887) formuld la ley que establece que la
suma de las caidas de voltaje en un circuito cerrado es igual al voltaje alimentado E(#). De ma-
nera simbdlica, esto se expresa como

R[+Lﬂ+

q
a T c- = E(?).

Puesto que I = dg/dt, 1a ley de Kirchhoff se convierte en

d’q dg 1
L;'i‘R*—FEq—E(I). (8)

La ecuacion diferencial de segundo orden (8), la cual modela un circuito eléctrico, tiene exacta-
mente la misma forma de la ecuacion (7) que modela el movimiento vibratorio. Ambos mo-
delos se resuelven usando los métodos desarrollados en la seccion 17.2.

Resumen

La siguiente tabla resume las analogias de la fisica del movimiento de un objeto en un sistema
de resorte contra el flujo de particulas cargadas en un circuito eléctrico.

Modelos lineales de coeficientes constantes de segundo orden
Sistema mecanico Sistema eléctrico
1

my” + 8y" + ky = F(t) Lg" + Rq' + 59 = EQ)

¥ desplazamiento q: carga

v velocidad q': corriente

y":  aceleracion q" cambio en la corriente

m: masa L: inductancia

o: constante de amortiguamiento R: resistencia

k: constante del resorte 1/C:  donde C es la capacitancia

F(f):  funcion de fuerza E(f):  fuente de voltaje

Ejercicios 17.3
1. Un peso de 16 libras es atado a la parte inferior de un resorte suspen- 2. Un peso de 8 libras estira un resorte 4 ft. El sistema masa-resorte esta

dido del techo y tiene una constante de 1 libra/ft. La resistencia en el en un medio que ofrece una resistencia al movimiento que es numé-
sistema resorte-masa es numéricamente igual a la velocidad instan- ricamente igual a 1.5 veces la velocidad instantanea. Si el peso se li-
tanea. En el instante # = 0 el peso se pone en movimiento desde una bera en una posicion de 2 ft por encima de su posicion de equilibrio
posicion 2 ft por debajo de su posicion de equilibrio imprimiéndole con una velocidad hacia abajo de 3 ft/seg, escriba un problema de va-
una velocidad hacia abajo de 2 ft/seg. Escriba un problema de valor lor inicial que modele esta situacion

inicial que modele la situacion explicada
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. Un peso de 20 Ib cuelga de un resorte de 18 in y lo estira 6 in. El peso
es halado hacia abajo 5 in y se agregan 5 Ib a su peso. Si el peso se
libera ahora con una velocidad hacia abajo de vy in/seg, escriba un
problema de valor inicial que modele el desplazamiento vertical.

. Un peso de 10 Ib es suspendido por un resorte que se estira 2 in de-
bido al peso. Suponga que la magnitud de la resistencia es igual a
20/V/g libras multiplicada por la velocidad instantinea v en ft por
segundo. Si el peso es halado hacia abajo 3 in por debajo de su posi-
cion de equilibrio y luego se le libera, formule un problema de valor
inicial que modele el comportamiento del sistema masa-resorte.

. Un circuito eléctrico (abierto) consta de un inductor, un resistor y un
capacitor. Existe una carga de 2 coulombs en el capacitor. En el ins-
tante en que el circuito se cierra, se presenta una corriente de 3 am-
peres y se aplica un voltaje £(f) = 20 cos ¢. En este circuito, la caida
del voltaje a través del resistor es 4 veces el cambio instantaneo de la
carga, la caida del voltaje a través del capacitor es 10 veces la carga,
y la caida de voltaje a través del inductor es dos veces el cambio
instantaneo en la corriente. Escriba un problema de valor inicial que
modele este circuito.

. Un inductor de dos henrys se conecta en serie con un resistor de
12 ohms, un capacitor de 1/16 farads y una bateria de 300 volts.
De inicio, la carga en el capacitor es cero y la corriente también es
cero. Formule un problema de valor inicial que modele este circuito.

Las unidades mecanicas en los sistemas inglés y métrico son utiles
en la solucion de los siguientes problemas.

Unidad Sistema inglés Sistema MKS
Distancia Pie (ft) Metros (m)
Masa Slugs Kilogramos (kg)
Tiempo Segundos (seg) Segundos (seg)
Fuerza Libras (Ib) Newtons (N)
g(de la Tierra) 32 ft/seg? 9.81 m/seg?

. Un peso de 16 Ib es atado a la parte inferior de un resorte suspendido
del techo que tiene una constante de 1 ft/pie. La resistencia en el sis-
tema resorte-masa es numéricamente igual a la velocidad instantanea.
En el instante # = 0, el peso se pone en movimiento desde una posi-
cion 2 ft por debajo de su posicion de equilibrio imprimiéndole una
velocidad hacia abajo de 2 ft/seg. Al cabo de 7 seg, determine si la
masa esta arriba o abajo de la posicion de equilibrio y a qué distancia.

. Un peso de 8 libras estira un resorte 4 ft. El sistema masa-resorte esta
en un medio que ofrece una resistencia al movimiento igual a 1.5 ve-
ces la velocidad instantanea. Si el peso se libera en una posicion de
2 ft por encima de su posicion de equilibrio con una velocidad hacia
abajo de 3 ft/seg, determine su posicion en relacion con la posicion
de equilibrio 2 segundos mas tarde.

. Un peso de 20 Ib cuelga de un resorte de 18 in y lo estira 6 in. El peso
es halado hacia abajo 5 in y se agregan 5 1b a su peso. Si el peso se
libera ahora con una velocidad hacia abajo de vy in/s, determine la
posicion de la masa en relacion con el equilibrio en términos de v y
valido para cualquier instante # = 0.

10.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Una masa de 1 slug se ata a un resorte cuya constante es 25/4 Ib/ft.
Inicialmente, la masa se libera 1 ft por encima de la posicion de equi-
librio con una velocidad hacia abajo de 3 ft/seg, y el movimiento pos-
terior tiene lugar en un medio que ofrece una fuerza de amortiguacion
numéricamente igual a tres veces la velocidad instantanea. Una
fuerza externa f{(f) esta siendo aplicada al sistema, pero suponga que
al principio, f(#) = 0. Formule y resuelva un problema de valor ini-
cial que modele el sistema descrito. Interprete sus resultados.

. Un peso de 10 libras es suspendido por un resorte que se estira 2 in

debido al peso. Suponga la magnitud de la resistencia igual a 40/ Vg
Ib multiplicada por la velocidad instantanea en ft por segundo. Si el
peso es halado hacia abajo tres in por debajo de su posicion de equi-
librio y luego se libera, determine el tiempo requerido para alcanzar
la posicion de equilibrio por primera vez.

Un peso estira un resorte 6 in. Se pone en movimiento en un punto
que esta 2 in por debajo de su posicion de equilibrio con una veloci-
dad hacia abajo de 2 in/seg.

a. ;Cuando regresa la pesa a su posicion inicial?
b. (Cuando alcanza la pesa el punto mas alto?
¢. Demuestre que la velocidad méaxima es 2V2g + 1 in/seg.

Un peso de 10 1b alarga un resorte 10 in. El peso es arrastrado 2 in
debajo de su posicion de equilibrio y adquiere una velocidad de
4 in/seg. Un resorte idéntico tiene atado un peso diferente. Este se-
gundo peso es arrastrado debajo de su posicion de equilibrio una dis-
tancia igual a la amplitud del primer movimiento a una velocidad
inicial de 2 ft/seg. Si la amplitud del segundo movimiento es 2 veces
la del primero, ;cual es el peso atado al segundo resorte?

Un peso alarga un resorte 3 in y un segundo peso alarga otro resorte
9 in. Si ambos pesos se halan de forma simultanea hacia abajo 1 in
debajo de sus respectivas posiciones de equilibrio y luego se liberan,
determine el primer tiempo después del instante # = 0 en que sus ve-
locidades son iguales.

Un peso de 16 1b estira un resorte 4 ft. El peso es halado 5 ft por de-
bajo de su posicion de equilibrio y luego se libera. ;Qué velocidad
inicial vy tendria el efecto de duplicar la amplitud de la vibracion?

Un peso de 8 1b estira un resorte 3 in. El sistema masa-resorte esta en
un medio con una constante de amortiguacion de 2 Ib-seg/ft. Si la
masa se libera de su posicion de equilibrio con una velocidad ha-
cia abajo de 4 in/seg, determine el tiempo requerido para que la masa
regrese a su posicion de equilibrio por primera vez.

Un peso suspendido de un resorte realiza vibraciones amortiguadas
con un periodo de 2 segundos. Si el factor de amortiguacion dismi-
nuye 90% en 10 segundos, determine la aceleracion del peso cuando
estd a 3 in debajo de su posicion de equilibrio y se mueve hacia arriba
con una velocidad de 2 ft/seg.

Un peso de 10 Ib estira un resorte 2 ft. Si el peso es halado 6 in por
debajo de su posicion de equilibrio y luego se libera, determine el
punto mas alto que alcanza el peso. Suponga que el sistema resorte-
masa esta en un medio que ofrece una resistencia de 10/Vg Ib mul-
tiplicada por la velocidad instantanea en ft por segundo.



19.

20.

21.

22.

23.

Un circuito LRC tiene una inductancia de 1/5 henry, una resistencia
de 1 ohm y una capacitancia de 5/6 farads. Suponiendo que la car-
ga inicial es de 2 coulombs y la corriente inicial de 4 amperes, deter-
mine la funcion solucion que describe la carga del capacitor en
cualquier instante. ;Cual es la carga en el capacitor después de un
largo periodo?

Un circuito eléctrico (abierto) consta de un inductor, un resistor y
un capacitor. Existe una carga inicial de 2 coulombs en el capacitor.
En el instante en que el circuito se cierra, se presenta una corriente
de 3 amperes sin que se aplique un voltaje externo. En este circuito el
voltaje cae en tres puntos que numéricamente estan relacionados
como sigue: a través del capacitor, 10 veces la carga; a través del
resistor, 4 veces el cambio instantaneo de la carga, y a través del in-
ductor, 2 veces el cambio instantaneo de la corriente. Determine la
carga en el capacitor como una funcion del tiempo.

Un peso de 16 Ib estira un resorte 4 ft. El sistema masa-resorte esta
en un medio con una constante de amortiguacion de 4.5 lb-seg/ft y
se aplica una fuerza externa en Ib dada por f(¢) = 4 + e~2. ;Cudl es
la funcion solucion que describe la posicion de la masa en cualquier
instante si la masa se libera a 2 ft por debajo de la posicion de equili-
brio con una velocidad inicial hacia abajo de 4 ft/seg?

Una masa de 10 kg es atada a un resorte que tiene una constante de
140 N/m. La masa inicia un movimiento a partir de la posicion
de equilibrio con una velocidad inicial hacia arriba de 1 m/s y con
una fuerza externa aplicada dada por f(f) = 5 sen ¢ (en newtons).
La masa esta en un medio viscoso con un coeficiente de resistencia
igual a 90 N-seg/m. Formule un problema de valor inicial que mo-
dele el sistema dado; resuelva el modelo e interprete los resultados.

Una masa de 2 kg se ata al extremo inferior de un resorte suspendi-
do del techo. La masa alcanza su posicion de equilibrio alargando de

24.

25.

26.
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ese modo el resorte 1.96 m. La masa esta en un medio viscoso que
ofrece una resistencia en newtons numéricamente igual a cuatro veces
la velocidad instantanea medida en metros por segundo. La masa
es entonces halada hacia abajo dos metros por debajo de su punto
de equilibrio y se libera con una velocidad hacia abajo de 3 m/seg.
En este mismo instante se aplica al sistema una fuerza externa, dada
por f(t) = 20 cos ¢ (en newtons). Determine si la masa al final de
7 seg esta arriba o debajo de su punto de equilibrio y a qué distancia.

Un peso de 8 b estira un resorte 4 ft. El sistema masa-resorte esta en
un medio que opone una resistencia al movimiento igual a 1.5 veces
la velocidad instantanea y se aplica una fuerza externa (en lb) dada
por f(f) = 6 + e~ . Si el peso se libera en una posicion de 2 ft
arriba de su posicion de equilibrio con una velocidad hacia abajo
de 3 ft/seg, obtenga su posicion en relacion con el punto de equili-
brio cuando han transcurrido 2 segundos.

Suponga que L = 10 henrys, R = 10 ohms, C = 1/500 farads,
E =100 volts, ¢(0) = 10 coulombs y ¢'(0) = i(0) = 0. Formule y
resuelva un problema de valor inicial que modele el circuito LRC
descrito. Interprete sus resultados.

Un circuito en serie que consta de un inductor, un resistor y un capa-
citor esta abierto. En el capacitor existe una carga inicial de 2 cou-
lombs y hay una corriente de 3 amperes en el circuito en el instante en
que el circuito se cierra. Se aplica un voltaje dado por £(#) = 20 cos 7.
En este circuito las caidas de voltaje son numéricamente iguales a:
cuatro veces el cambio instantaneo de carga a través del resistor,
10 veces la carga a través del capacitor, y dos veces el cambio ins-
tantaneo de la corriente en el inductor. Determine la carga en el ca-
pacitor como una funcién del tiempo. Calcule la carga en el capacitor
y la corriente en el instante # = 10.

17.4 I Ecuaciones de Euler

En la seccion 17.1 presentamos la ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden

PEy"(x) + Q()y'(x) + Rx)y(x) = 0

y mostramos como resolver esta ecuacion cuando P, Q y R son constantes. Si los coeficien-
tes no son constantes, por lo regular no podemos resolver esta ecuacion diferencial en términos
de las funciones elementales que hemos estudiado en calculo. En esta seccién aprendera como
resolver la ecuacion cuando los coeficientes tienen la forma especial

P(x) = ax?,

o) =bx, 'y Rx=c,

donde a, by ¢ son constantes. Esta clase de ecuaciones especiales se conocen como ecuaciones

de Euler, en honor a Leonhard Euler, quien las estudio y, ademas, demostré como resolverlas.
Tales ecuaciones se presentan en el estudio de las vibraciones mecanicas.

Solucion general de las ecuaciones de Euler

Considere la ecuacion de Euler

axy" + bxy' + ¢y =0, x>0. (1)
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Para resolver la ecuacion (1), primero hacemos el cambio de variables
z=1Inx y y(x) = Y2).

A continuacion, usamos la regla de la cadena para obtener las derivadas y'(x) y y"(x):

Y =Ly = Lyt - vy

n d ! d ! 1 1 ! 1 n d 1 ! 1 n
y'x) = e (x) = e @ = —;Y (@ + %Y (Z)djzc = —;Y (2 + ;Y (2.

Al sustituir estas dos derivadas en el lado izquierdo de la ecuacion (1), tenemos

ax®>y" + bxy' + ¢y = ax* (—12 Y'(z) + 12Y”(z)> + bx(iY'(z)) + cY(z)
X X
=aY"(z) + (b — a)Y'(z) + cY(2).

Por lo tanto, las sustituciones nos dan la ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coe-
ficientes constantes

aY' (@) + (b — a)Y'(z) + c¥(z) = 0. (2)

Resolvemos la ecuacion (2) usando el método de la seccion 17.1. Es decir, obtenemos las raices
de la ecuacion caracteristica asociada

a? +(b—ayr+c=0 (3)

para encontrar la solucion general de ¥(z). Después de obtener Y(z), determinamos y(x) a partir
de la sustitucion de z = In x.

EJEMPLO 1  Determine la solucién general de la ecuacion x2y” + 2xy’ — 2y = 0.

Solucion  Esta es una ecuacién de Euler cona = 1, b = 2y ¢ = —2. La ecuacién caracteris-
tica (3) para Y(z) es

PH+Q@—-1lr—-2=@F—-1r+2) =0,
con raices » = —2y r = 1. La solucion para Y(z) esta dada por
Y(z) = cie ¥ + .
Al sustituir z = In x tenemos la solucidon general para y(x):

y(x) = c1e 2" + e = ¢ x? + oy x. ]

EJEMPLO 2 Resuelva la ecuacion de Euler x>y" — 5xy’ + 9y = 0.

Solucion Puestoquea = 1,b = —5yc =9, la ecuacion caracteristica (3) para ¥(z) es
P4 (=5-Dr+9=—-37>=0.
La ecuacion caracteristica tiene la doble raiz » = 3 dando
Yz) = 1€ + ¢y ze®.
La sustitucion de z = In x en esta expresion nos da la solucion general

3lnx

y(x) = ™ + e lnxe =c¢x + X nx. [
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EJEMPLO 3  Determine la solucién particular de x2y” — 3xy’ + 68y = 0 que satisface las
condiciones iniciales y(1) = 0y y'(1) = 1.

Solucion Eneste casoa = 1, b = —3 y ¢ = 68 se sustituyen en la ecuacion caracteristica (3)
y tenemos

= 4r+ 68 =0.
Las raices son» = 2 + 8iy r = 2 — 8i, lo que da la solucién
Y(z) = e¥(c; cos 8z + ¢, sen 8z2).
Al sustituir z = In x en esta expresion, tenemos
y(x) = ezmx(cl cos (8 Inx) + ¢y sen (8 In x)).
Por la condicion inicial y(1) = 0, vemos que ¢; = 0y
¥(x) = cx* sen (8 In x).

Para adecuar la segunda condicion inicial, necesitamos derivar

) y'(x) = cz(8x cos (8 Inx) + 2x sen (8 In x)).
10
Puesto que y’(1) = 1, obtenemos de inmediato ¢; = 1/8. Por lo tanto, la solucion particular
que satisface ambas condiciones iniciales es
sk

1
LA A ! Loy y(x)=§xzsen(81nx).

of 2 N/ 6 \s8 10

sk oy= %:Sen(glnx) Dado que —1 = sen (8 In x) = 1, la solucion satisface
2 2
X X
10k —— = x) = <.
10 g =W =7g
FIGURA 17.8 Grafica de la solucién del
ejemplo 3. La grafica de la solucion se presenta en la figura 17.8. [ |

Ejercicios 17.4

En los ejercicios 1 a 24, determine la solucion general para la ecuacion 21. 9%y + 15xy" +y =0
de Euler dada. Suponga que x > 0. 2. 162" — 8% + 9y = 0

1 xiy + 2 —2y =0 2. xzy + xy: —4 =0 23. 16x%" + 56xy’ + 25y =0

3. xy"—6y=0 4. xy"+xt—y=0 24, 4x%y" — 16xy" + 25y = 0

5. x%" — 50 + 8 =0 6. 2x3y" +Ixy' + 2y =0

7. 3x%" + 4xy' =0 8. X" + 6xy +4y =0 En los ejercicios 25 a 30, resuelva el problema de valor inicial solicitado.
9. X" —xy' +y=0 10. X" —xy' + 2y =0 25. x5 + 3" =3y =0, y)=1,y'(1)=—1

1. x5 —xy' + 5y =0 12. X" + Ty’ + 13y =0 26. 6x%" + Txy' — 2y =0, (1) =0, y'(1) =1

13. x%" +3xy + 10y =0  14. x3" — 5" + 10y = 0 27. X" —xy' +y=0, p()=1,y(1)=1

15. 4x3" 4+ 8xy' + 5y =0 16. 4x7y" —4xy' + 5y =0 28. X" + Ty + 9 =0, p(I)=1,y(1)=0

17. x5 + 30 +y =0 18. x3y" — 3xy" + 9y =0 29. X" — ' +2y =0, y1)=-1,y (1) =1

19. x5 +xy' =0 20. 43" +y =0 30 X" +3xy + 5y =0, y)=1,y'(1)=0
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17 5 | Soluciones en series de potencias
|

En esta seccion ampliaremos el estudio de las ecuaciones homogéneas lineales de segundo or-
den con coeficientes variables. En las ecuaciones de Euler de la seccion 17.4 la potencia de la
variable x de coeficiente variable tenia que coincidir con el orden de la derivada con la cual se
asociaba: x; con »”, x; con y”, y xo (= 1) con y. Aqui ignoramos ese requerimiento, de manera
que podamos resolver ecuaciones mas generales.

Método de solucion

El método de las series de potencias para resolver ecuaciones diferenciales homogéneas de
segundo orden consiste en la obtencion de los coeficientes de la serie de potencias

(oe]
y(x) = E X = co + ceix + oopx - (1)
n=0

lo cual resuelve la ecuacion. En la aplicacion del método sustituimos la serie y sus derivadas
en la ecuacion diferencial para determinar los coeficientes ¢y, ci, ¢», ... La técnica para la ob-
tencion de los coeficientes es parecida a la usada en el método de los coeficientes indetermi-
nados presentada en la seccion 17.2.

En el primer ejemplo comprobaremos el método con el establecimiento de una ecuacion
simple cuya solucion general ya conocemos. Esto hace mas accesibles las soluciones expresa-
das en forma de series.

EJEMPLO 1 Resuelva la ecuacion y” + y = 0 por el método de las series de potencias.

Solucion  Suponemos que la solucién de la serie toma la forma de

o0
y = 2 cp X"
n=0
y calculamos las derivadas
o0 o0
y = E ne,x ! y y'= 2 n(n — De,x" 2
n=1 n=2

La sustitucion de estas formas en la ecuacion de segundo orden nos da

[o¢] o0

E n(n — 1)c,,x”72 + 2 ¢, x" = 0.

n=2 n=0

En seguida, igualamos los coeficientes de cada potencia de x con cero, como se resume en la
siguiente tabla.

Potencia de x Coeficiente de la ecuacion
X0 2(1)cy; +¢co =0 0 c = —% co
1
x! 32)c; + ¢ =0 o = 3.2 c1
1
X 43)cy + ¢ =0 0 €G= T30
X 5(4)cs + ¢33 =0 0 cs = —5% &)
x* 6(5)ce + ¢4 =0 0 ce = —& cs
X2 nn — e, + ¢y =0 0 Cp = 1
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En la tabla observamos que los coeficientes con indices pares (n = 2k, k = 1, 2, 3, ...) se rela-
cionan unos con otros y los coeficientes con indices impares (n = 2k + 1) también estan re-
lacionados. Intentamos con cada grupo en su momento.

Indices pares: Aqui n = 2k, de manera que la potencia es x2¥=2. A partir de la ultima linea
de la tabla, tenemos

2k(2k - I)CZk + Cof—2 — 0

o bien,

N S
€% = Tork — 1) A

De esta relacion recurrente, tenemos

_ 1 1 1] 1
"’2"‘{ 22k — 1)“ (%—2)(%—3)]'[ 4(3)“ 2}0"

G
~ (2!

Co.

Indices impares: Aqui n = 2k + 1, de manera que la potencia es x2¥~1. Al sustituir esto
en la ultima linea de la tabla se produce

2k + D@2K)copr1 + cye-1 = 0

o bien,

I S
Co+1 = (2k + 1)(2k) Cok—1-

Por lo tanto,

B 1 1 1 1
Copr1 = [ ok + 1)(21()“ 2k — )2k — 2)]"[ 5(4)” ?5(2)}’1

_
T Qk+ 1yt

Al escribir la serie de potencias agrupando las potencias pares e impares y sustituir los
coeficientes resulta

cpx”

<
[
M

3
I
o

o0
2k 2k+1
e+ D coprx
0 k=0

B 0 (_ )k
= cO,;) @

1
k)' x2k + C1

I
Mg

>
I

00 k
=D (21
= 2k + 1)

De la tabla 9.1 en la seccion 9.10, vemos que la primera serie del lado derecho de la ultima
ecuacion representa la funcidon coseno y la segunda serie representa el seno. Asi, la solucion
generalde y” + y = 0Oes

y = cpcosx + cpsenx. |
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EJEMPLO 2 Encuentre la solucién general de y” + xy’ + y = 0.

Solucion  Suponemos que la solucidn es la serie de la forma

o0
y = E '
n=0
y calculamos las derivadas
o 0] o0
y' = E ne,x"! y y'= En(n — De,x" 2.
n=1 n=2

La sustitucion de estas series en la ecuacion de segundo orden nos da

[e¢] o0

o0
2 n(n — De,x" 2 + E ne,x" + E X" =0.
=1 n=0

n=2 n

Igualamos los coeficientes de cada potencia de x con cero como se resume en la siguiente
tabla.

Potencia de x Ecuacion del coeficiente

X0 2(1)cs +co=0 0 c = —% co

x! 323+ ¢+ =0 0 = —%cl

x? 4B3)cy + 2¢o + ¢, =0 0 cy = —% (653

X 5(@)cs + 3¢ +c3=0 0 c5 = —% 3

x* 6(5)ce + 4c4 + c4 =0 0 ce = —% cy

x" (n+2)n+ )y + (n+ 1)e, =0 0 Cp2 = T _}_ 5 Cn

En la tabla se observa que los coeficientes con indice par estan relacionados y los coeficientes
con indice impar también lo estan.

Indices pares: Aqui n = 2k — 2, de manera que la potencia es x22. A partir de la Gltima
linea de la tabla tenemos

1
Cok = THp C2k-2-
De esta relacion recurrente obtenemos
c = —L — 1 .. _l _l _l c
2k 2k 2k — 2 6 4 2)%°
(-1
= ——————— (.
Q)@)(6) -~ (20 ™

Indices impares: Aqui n = 2k — 1, entonces la potencia es x2~!. De la tltima linea de la
tabla tenemos

Cok+l = Top 4 1 %1

A partir de esta relacion recurrente obtenemos

= () (o) () ()

B (—1)f
TR k+ D
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Al escribir la serie de potencias para agrupar sus potencias pares e impares y sustituir los
coeficientes tenemos

o0 o0
y = E e + E Copr 1 X2
k=0 k=0
00 _1\k 00 _1\k
=D (=D 21

=2 G @t A BE) 2kt D"

EJEMPLO 3 Obtenga la solucion general de
(1 —x*)y" — 6xy' — 4y =0, x| < 1.

Solucion  Observe que el coeficiente de la mayor derivada es cero cuando x = *1. De esta
manera, suponemos que el intervalo solucion es I: —1 < x << 1. Al sustituir en la serie de la
forma

oo
y = 2 cpx”
n=0

y sus derivadas nos da

1 - xz)z n(n — De,x" 2 — 62 ne, x" — 42 cpx" =0,
n=2 n=1 n=0
Z:Zn(n — Deyx" 2 — Z:zn(n — Deyx" — 62:1 ne, x" — 42‘6 cpx" = 0.

Luego, igualamos los coeficientes de cada potencia de x con cero, como se resume en la si-
guiente tabla.

Potencia de x Ecuacion del coeficiente

x 2(1)ez —4e=0 o =3
x! 3(2)cs —6(l)c; —4c;=0 o =3¢
X2 4B3)cs — 2(1)c; — 6(2)c; — 4¢c, =0 0 cy = %cz
X’ 0 cs = %03

5(4)cs — 3(2)cs — 6(3)c3 — des = 0

).c" (n+ 2)(n + Deyyr — [n(n — 1) + 60 + 4]c, = 0

+ 20+ Dewss —(n+ 8+ ey =0 0 cpan =274

n+2

Cn

Observe otra vez que los coeficientes con indices pares estan interrelacionados, asi como los
coeficientes con indices impares.

Indices pares: Aqui n = 2k — 2, de manera que la potencia es x2*. A partir de la columna
de la derecha y de la ultima linea de la tabla tenemos

2k + 2
Cok = T op Cu2

- (52) (2 (3 =3) - 56

(k + 1)co.
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Indices impares: Aqui n = 2k — 1. De esta manera, la potencia es x2¥*1. A partir de la
columna de la derecha y la ultima linea de la tabla tenemos

_2k+3
Cok+1 = Hp 4 G2kl

_ (2k+3)(2k+ 1) (2k=1)  7(5),

T \2k+1)\2k—1)\2k -3 5\3 !

2k + 3
3

C1.

La solucién general es

o0
_ 2k 2k+1
= D e+ D coprx
k=0 k=0

COE (k + 1)x2k + CIEszkJrl- -
k=0 k=0 3

EJEMPLO 4  Encuentre la solucion general de y” — 2xy" + y = 0.

Solucion  Suponiendo que

00

— n

y= 2
n=0

Al sustituir en la ecuacion diferencial tenemos
oo (o¢] o0
E n(n — Depx"2 — 22 ne,x" + E c,x" = 0.
=1 n=0

n=2 n

Enseguida determinamos los coeficientes, listandolos en la siguiente tabla.

Potencia de x Ecuacion del coeficiente

X0 2(1)c, +co=0 0 = —%co

x! 32)c3 —2¢c1 t 1 =0 o c = 3%01

X 4(3)cy —4cr + =0 o cy = %cz

X 5(4)cs — 6c3 +¢c3 =0 o cs = %Q

x* 6(5)ce — 8¢y + ¢4 =0 0 ce = %6‘4

x" (n+2)(n+ Deysr — 2n— 1)e, =0 0 Cpi2 = 2n — 1

n+2)n+ 1)<
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De la relacion recurrente

B _ 2n — 1 B
2T+ 2)m+ 1)

escribimos los primeros términos de cada serie para la solucion general:

1019

1 3 21
y= co<1 - Exz - Ix“ - axé - >
+c1(x+31,x3+55'x5+‘;?x7+--->. "
Ejercicios 17.5
En los ejercicios 1 a 18, use las series de potencia para obtener la solucion 9. > — 1" +2xp' =2y =0

general de la ecuacion diferencial.

1
2
3
4
5.
6
7
8

Y+ 2 =0
Y2+ y=0
LY+ 4y =0

LY =3y +2y=0

Xy =2y +2y=0

Y =x'+y=0

(1 +xp" —y=0

L (1 — X" — 4y’ + 6y =0

10. y" +y — X%y =0

1. > — 1)y" — 6y =0

12. xp" —(x +2)y" + 2y =0
13. (2 — 1)y +4x +2y=0
14. y" —2x' + 4y =0

15. " = 2x' + 3y =0

16. (1 — X2y —xy' +4y =0
17. y" —xy' +3y =0

18. X" — 4xy’ + 6y = 0






APENDICES

3_ 1 | Los nameros reales y las rectas reales
el

Reglas para desigualdades

Si a, b y ¢ son numeros reales, entonces:
l.a<b=>a+tc<b+ec
2.a<b=>a—-c<b-c
3.a<byc>0= ac < bc
4. a<bac<0= bc <ac

Caso especial: a < b = —b < —a

5.a>0= é >0
6. Siay b son ambos positivos 0 ambos

negativos, entonces
1 1
a< b= Z < a

Esta seccion revisa los nimeros reales, las desigualdades, los intervalos y los valores absolutos.

Nidmeros reales

La mayor parte del calculo se basa en las propiedades del sistema de los nimeros reales. Los
numeros reales son nimeros que pueden expresarse como decimales, tales como

3_ _

3 = —0.75000...

|

3= 033333...
V2 =14142...

Los puntos suspensivos ... en cada caso indican que la sucesion de digitos decimales continua
indefinidamente. Toda expansion decimal concebible representa un nimero real, aunque al-
gunos numeros tienen dos representaciones. Por ejemplo, los decimales infinitos .999... y
1.000... representan el mismo nimero real 1. Un enunciado similar se cumple para cualquier
nimero con una sucesion infinita de nueves.

Los numeros reales pueden representarse de manera geométrica como puntos en una recta
numérica denominada recta real.

I [ I
-2 -1 3 0

1

L L
1 V2 2 3 4

wi—

El simbolo R denota el sistema de los numeros reales o, de manera equivalente, la recta real.

Las propiedades del sistema de los niimeros reales caen en tres categorias: propiedades
algebraicas, propiedades de orden y completez. Las propiedades algebraicas indican que
los numeros reales pueden sumarse, restarse, multiplicarse y dividirse (excepto entre 0) para
producir mas numeros reales bajo las reglas usuales de la aritmética. Nunca se puede dividir
entre 0.

Las propiedades de orden de los numeros reales se presentan en el apéndice 6. Las reglas
utiles de la izquierda pueden deducirse a partir de ellas; el simbolo = significa “implica”.

Observe las reglas para la multiplicacion de una desigualdad por un niimero. Al mul-
tiplicar por un niimero positivo se conserva la desigualdad; al multiplicar por un niimero ne-
gativo la desigualdad se invierte. Ademas, para nimeros con el mismo signo, los reciprocos
invierten el sentido de la desigualdad. Por ejemplo, 2 < 5, pero —2 > —5y 1/2 > 1/5.

La propiedad de completez del sistema de los niimeros reales es mas profunda y dificil de
definir de manera precisa. Sin embargo, la propiedad es esencial para la idea de limite (capi-
tulo 2). De manera informal, eso dice que existen suficientes niimeros reales para “completar”
la recta real, en el sentido de que no existen “agujeros” o “huecos” en ella. Muchos teoremas
del célculo no se cumplirian si el sistema de los numeros reales no fuera completo. El tema se
resuelve mejor en un curso mas avanzado, pero el apéndice 6 sugiere lo que esta incluido y
como se construyen los numeros reales.

AP-1
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Apéndices

Distinguimos tres subconjuntos especiales de niimeros reales.

1. Los nimeros naturales, a saber, 1, 2, 3,4, ...
2. Los enteros, a saber, 0, +£1, £2, +3,...

Los nimeros racionales, aquellos numeros que pueden expresarse en la forma de una
fraccion m/n, donde m y n son enteros y n # 0. Algunos ejemplos son

4_-4_ 4 200 57
9 9 ’

1
3’ -9’ 13

Los numeros racionales son precisamente los numeros reales con desarrollo decimal
que

(a) terminan (es decir, finalizan con una cadena infinita de ceros); por ejemplo,

= 0.75000... = 0.75 o bien

ENQIVS}

(b) se repiten (terminan con un bloque de digitos que se repiten una y otra vez); por ejemplo,

23 5090909... = 2.09

11 digitos que se repiten.

La barra indica el bloque de

Un desarrollo decimal que termina es un tipo especial de un decimal que se repite, ya que ter-
mina con ceros que se repiten.

El conjunto de los nimeros racionales tienen todas las propiedades algebraicas y de orden,
pero carecen de la propiedad de completez. Por ejemplo, no existe nimero racional cuyo
cuadrado sea 2; existe un “agujero” en la recta racional donde deberia estar V2.

Los nuimeros reales que no son racionales se denominan nimeros irracionales. Se ca-
racterizan por desarrollos decimales que no terminan y no se repiten. Algunos ejemplos son
T, \[2, /s y logjo 3. Como cada desarrollo decimal representa un numero real, es evidente
que existe una cantidad infinita de nimeros irracionales. Tanto los nimeros racionales como
los irracionales se encuentran arbitrariamente cerca de algiin punto en la recta real.

La notacion de conjuntos es muy util para especificar un subconjunto particular de nu-
meros reales. Un conjunto es una coleccion de objetos, y éstos son los elementos del conjunto.
Si S es un conjunto, la notacion a e S significa que @ es un elemento de S, mientras que a ¢ S
significa que a no es un elemento de S. Si S'y 7 son conjuntos, entonces S U 7 es su unién, la
cual consiste en todos los elementos que pertenecen a So a 7 (o a los dos, Sy T). La intersec-
cién S N T consiste en todos los elementos que pertenecen tanto a S como a 7. El conjunto
vacio O es el conjunto que no contiene elementos. Por ejemplo, la interseccion de los numeros
racionales y los nimeros irracionales es el conjunto vacio.

Algunos conjuntos pueden describirse /istando a s elementos entre llaves “{}”. Por ejem-
plo, el conjunto 4, que consiste de los numeros naturales (o enteros positivos) menores que 0,
puede expresarse como

A=1{1,2,3,4,5}.
El conjunto de todos los enteros se escribe como
{0, £1, £2, £3,... }.

Otra forma de describir un conjunto es escribir entre 1laves una regla que genere a todos
los elementos del conjunto. Por ejemplo, el conjunto

A = {x|xesunenteroy 0 < x < 6}

es el conjunto de enteros positivos menores que 6.
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Intervalos

Un subconjunto de la recta real se denomina un intervalo si contiene al menos dos numeros y
a todos los numeros reales que estan entre cualesquiera dos de estos elementos. Por ejemplo,
el conjunto de todos los niimeros reales x tales que x > 6 es un intervalo, al igual que el con-
junto de todas las x, tales que —2 = x = 5. El conjunto de todos los numeros reales diferentes
de cero no es un intervalo; ya que 0 no esta alli, el conjunto no contiene a todo niimero real
entre —1y 1 (por ejemplo).

De manera geométrica, los intervalos corresponden a rayos y segmentos de recta de la
recta real, junto con la recta real misma. Los intervalos de numeros corresponden a segmentos
de recta que son intervalos finitos; los intervalos que corresponden a rayos y la recta real son
intervalos infinitos.

Se dice que un intervalo finito es cerrado si contiene a los dos puntos extremos, semia-
bierto si contiene un punto extremo, pero no el otro, y abierto si no contiene a los puntos ex-
tremos. Los puntos extremos también se denominan puntos frontera; éstos constituyen la
frontera del intervalo. Los puntos restantes del intervalo son puntos interiores y juntos cons-
tituyen el interior del intervalo. Los intervalos infinitos son cerrados si contienen un extremo
finito; de otra forma, se denominan abiertos. La recta real R es un intervalo infinito que es
tanto abierto como cerrado. La tabla A.1 resume los diferentes tipos de intervalos.

TABLA A.1 Tipos de intervalos

Notacion Descripcion del conjunto Tipo Dibujo

(a, b) {x|a < x < b} Abierto 0 0 >

[a, b] {x|]a = x = b} Cerrado . . >

[a, b) {x|a = x < b} Semiabierto . i >

(a, b] {x|a < x = b} Semiabierto ° ; >

(a, o0) {x|x > a} Abierto o ->

[a, o0) {x|x = a} Cerrado . >

(—o0, b) {x]x < b} Abierto b

(—00, b] {x]x = b} Cerrado = A

(—00, 00) R (el conjunto de todos Abierto y cerrado - >
los nameros reales) ala vez.

Resolucion de desigualdades

El proceso de determinar el intervalo o los intervalos de nimeros que satisfacen una desigual-
dad en x se denomina resolucion de la desigualdad.

EJEMPLO 1 Resuelva las siguientes desigualdades y muestre sus conjuntos solucion en la
recta real.

(@ 2x—1<x+3 (b)—§<2x+1 (c)%ZS



AP-4  Apéndices
« Ll X
0 1 4
(@)
| | x
S0 i
7
(b)
L X
0 1 11

5
©
FIGURA A.1 Conjuntos solucion para las
desigualdades del ejemplo 1.

— |5 =5——<—3|—
|
-5 0 3
—4-1=1-4=3—
|
1 4

FIGURA A.2 Los valores absolutos dan las
distancias entre puntos en la recta numérica.

Solucién
(a) 2x— 1 <x+3
2x < x + 4  Sumar | aambos lados
x <4 Restar x de ambos lados.

El conjunto solucion es el intervalo abierto (—090, 4) (figura A.1a).

(b) —% <2+ 1
—x < 6x +3 Multiplicar ambos lados por 3.
0<7x +3 Sumar x a ambos lados.
-3 < 7x Restar 3 de ambos lados.
3 L
—? <x Dividir entre 7.

El conjunto solucion es el intervalo abierto (—3/7, 00) (figura A.1b).

(¢) La desigualdad 6/(x — 1) = 5 se cumple sdlo si x > 1, ya que de otra forma 6/(x — 1)
seria negativo o estaria indefinido. Por lo tanto, (x — 1) es positivo y la desigualdad se
preservara si multiplicamos ambos lados por (x — 1); de esta forma, tenemos

6 =5
x— 1
6=5%—-15 Multiplicar ambos lados por (x — 1).
11 = 5x Sumar 5 a ambos lados.
%Ex. Obien.\'él?.
El conjunto solucion es el intervalo semiabierto (1, 11/5] (figura A.1c). [ |

Valor absoluto

El valor absoluto de un niimero x, denotado por |x|, se define mediante la formula

X, x=0
x| =9 _
X, x < 0.
EJEMPLO 2 13]=3, [0]=0, |[-5]=—(=5)=5 |—]|a|l = |a u

De forma geométrica, el valor absoluto de x es la distancia de x a 0 en la recta de los
ntimeros reales. Puesto que las distancias siempre son positivas o cero, vemos que |x| = 0 para
todo niimero real x, y |x| = 0 si y solo si x = 0. Ademas,

|x — y| = distancia entre x y y

en la recta real (figura A.2).

Como el simbolo \Va siempre denota a la raiz cuadrada no negativa de a, una definicion
alternativa de | x| es

x| = V2.

Es importante recordar que V= |a|. No escriba V@ = a amenos que sepaquea = 0.
El valor absoluto tiene las siguientes propiedades. (En los ejercicios se le pedira que de-
muestre tales propiedades).



——a

|
\
— 05 I

0 a

*
—-a X
e—l—l

FIGURA A.3  |x| < a significa que x esta
entre —ay a.

Valores absolutos e intervalos

Si a es cualquier nimero positivo,

entonces

5.]x|=a & x=za

6. |x|<a & -a<x<a
T.|x|>a & x>aox< —a
8.|x|=a & -—-a=x=ua
9. |x]=a & x=aox=-a

Apéndice 1 Los nimeros reales y las rectas reales AP-5

Propiedades del valor absoluto

1. |—a| = |a| Un nimero y su inverso aditivo o negativo tienen el
mismo valor absoluto.

2. |ab| = |a||b| El valor absoluto de un producto es el producto de los
valores absolutos.

3 |4| = M El valor absoluto de un cociente es el cociente de

b |b] los valores absolutos.

4. |a + b| = |a| + |b| La desigualdad del triangulo. El valor absoluto
de la suma de dos niimeros es menor o igual a la
suma de sus valores absolutos.

Observe que |—a| # —|a|. Por ejemplo, |—3| = 3, mientras que —|3] = —3. Siayb

difieren en el signo, entonces |a + b| es menor que |a| + |b|. En los demés casos, |a + b| es
igual a |a| + |b|. Las barras de valor absoluto en expresiones como |—3 + 5| funcionan como
paréntesis. Hacemos la aritmética dentro anfes de tomar el valor absoluto.

EJEMPLO 3

-3 +5|=[2]=2<|-3|+|5|=8
3+ 5=1[8]=13[+]5]
|=3 = 5|=1[-8]=8=[=3[+]-5] u

La desigualdad |x| < a dice que la distancia de x a 0 es menor que el niimero positivo a.
Esto significa que x debe estar entre —a y a, como se observa en la figura A.3.

Todas las proposiciones en la tabla son consecuencia de la definicion del valor absoluto
y con frecuencia son utiles cuando se resuelven ecuaciones o desigualdades que incluyen va-
lores absolutos.

Los matematicos comtinmente utilizan el simbolo <> para denotar la relacion légica “siy
so6lo si”. También significa “implica y es implicado por”.

EJEMPLO 4  Resuelva la ecuacion [2x — 3| = 7.

Solucion  Por la propiedad 5, 2x — 3 = %7, por lo que hay dos posibilidades:

2x —3 =7 2x — 3= -7 Ecuaciones equivalentes sin valor absoluto
2x = 10 2x = —4 Resolver de la forma usual.
x=15 x= -2
Las soluciones de |2x — 3| = 7sonx = 5yx = —2. [
EJEMPLO 5  Resuelva la desigualdad ‘5 - % < 1.
Solucion  Tenemos
s5-2l<le-1<5-2< iedad
X = X Propiedad 6.
2
S -6< -y <4 Restar 5.
3> l > 2 ipli _—
= X Multiplicar por — 7
1 1 ;
S <x < . Tomar reciprocos.

3 2
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Observe como se utilizaron aqui las diferentes reglas para las desigualdades. Al multiplicar
por un numero negativo, se invierte el sentido de la desigualdad. Asi también ocurre al to-
mar reciprocos de una desigualdad en la que ambos lados son positivos. La desigualdad ori-
ginal se cumple si y sélo si (1/3) < x < (1/2). El conjunto solucion es el intervalo abierto

(1/3,1/2).

Ejercicios A.1

1. Exprese 1/9 como un decimal que se repite; para ello, utilice una
barra para indicar los digitos que se repiten. /Cuales son las repre-
sentaciones decimales de 2/9, 3/9, 8/9, 9/9?

2. Si2 <x <6, cual o cuales de las siguientes proposiciones son nece-
sariamente verdaderas? ;Cuales no necesariamente son verdaderas?

a. 0<x<4 b. 0 <x—-2<4
X 1 1 1
<3 o< o<z
€. 1<5<3 d o <3<;
6
e. 1 < <3 f.|x—4] <2
g —6<—x<2 h. -6 < —~x< -2

En los ejercicios 3 a 6, resuelva las desigualdades y muestre los conjuntos
solucién en la recta real.

3. 2x>4 4. 5x —3=7—3x

1 7 4 1
L2 — o= < C o= 2) < o (x -
5. 2x 2 7x+6 6 5(x 2) 3(x 6)

Resuelva las ecuaciones en los ejercicios 7 a 9.

9
9. |8 — 35| =2
8 =35 =5
En los ejercicios 10 a 17, resuelva las desigualdades expresando los con-
juntos solucion como intervalos o uniones de intervalos. Ademas, muestre

cada conjunto en la recta real.

7. y|=3 8. |2t +5|=4

En los ejercicios 18 a 21, resuelva las desigualdades. Exprese los con-
juntos solucién como intervalos o uniones de intervalos y muéstrelos en

la recta real. Utilice el resultado Va? = |a| cuando sea apropiado.

18. x* <2 19. 4 <x*<9

20. (x — 1)’ < 4 21. ¥ —x <0

22. No caiga en el error de pensar que |—a| = a. (Para qué nameros

reales a es verdadera esta ecuacion? ;Para cuales niimeros reales es
falsa?

23. Resuelva la ecuacion [x — 1] = 1 — x.

24. Una demostracion de la desigualdad del tridngulo D¢ la razon
que justifique cada uno de los pasos numerados en la siguiente de-
mostracion de la desigualdad del triangulo.

la + b|> = (a + b)? (1)
= a* + 2ab + b?
=d* + 2|a||b| + b? (2)
= lal* + 2]al|b| + || ®3)
= (la| +|p])?
la +b|=|a| +[b] (4)
25. Demuestre que |ab| = |a||b|para cualquier niimero a y b.

26. Si|x|=3yx > —1/2, ;qué puede decir acerca de x?
27. Grafique la desigualdad |x| + |[y| = 1.

10. |x| <2 1. [t —1]=3 12. |3y — 7| < 4 28. Demuestre que para cualquier namero a, se cumple | —a| = |a|.
z _ 1 1 _ 29. Sea a cualquier nimero positivo. Demuestre que |x| > a si y solo si
13. g—l =1 14. |3 -+ <5 15. |2s| = 4 Y > d0x < —a.
1 30. a. Sib es un numero real distinto de cero, demuestre que |1/b| = 1/|b).
16. |1 — x| >1 17. T’E] |a|
b. Demuestre que % = m para cualesquiera nimeros reales
ayb#0.
3 2 | Induccién matematica
< |
Es posible demostrar que muchas formulas como
n(n + 1)
I +2+ - +n=#,

se cumplen para todo entero positivo z aplicando un axioma denominado principio de induc-
cion matemdtica. Una demostracion que utilice tal axioma se denomina demostracion mediante
induccion matemdtica o demostracion por induccion.

Los pasos para demostrar una férmula por induccion son los siguientes:

Verifique que la formula se cumple para n = 1.

Demuestre que si la formula se cumple para cualquier entero positivo n = k, entonces tam-
bién se cumple para el entero que sigue, n = k + 1.
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El axioma de induccion dice que una vez que los pasos se han completado, la formula se
cumple para todos los enteros positivos 7. Por el paso 1 se cumple para n = 1. Por el paso 2
se cumple para n = 2; por lo tanto, por el paso 2 también para n = 3 y nuevamente, por el
paso 2, para n = 4y asi sucesivamente. Si la primera ficha de dominé cae y la k-ésima ficha
golpea a la (k + 1)-ésima para que caiga, entonces todas las fichas de domin6 caeran.

Desde otro punto de vista, suponga que tiene una sucesion de proposiciones Sj, Sy, ...,
Sy, ..., una para cada entero positivo. Piense en que es posible demostrar que al suponer que
es verdadera cualquiera de las proposiciones se implica que la siguiente proposicion en la li-
nea es verdadera. Suponga que también podemos demostrar que S; es verdadera. Entonces
concluiriamos que las proposiciones son verdaderas a partir de 5.

EJEMPLO 1 Utilice induccion matematica para probar que para todo entero positivo n,

n(n + 1)

+ 4+ o4 =
1 +2 n 2

Solucion  Realizamos la demostracion llevando a cabo los dos pasos anteriores.

1. La férmula se cumple paran = 1, ya que
- (1 +1)
= TR

2. Sila formula se cumple para n = k, jtambién se cumple para n = k + 1? La respuesta
es si, como demostramos ahora. Si

k(k + 1)
1 +2+ -+ hk=——",
2
entonces
kk+ 1

1+2+~--+k+(k+1):7( 5 )+(k+l):w
ek DE+2) (k+ D(k+ 1) +1)
B 2 - 2 :

La tltima expresion en esta cadena de igualdades es la expresion n(n + 1)/2 para
n=(k+1).

Ahora, el principio de inducciéon matematica garantiza la formula original para todos los
enteros positivos 7. [ |

En el ejemplo 4 de la seccion 5.2 dimos otra demostracion para la formula que da la suma
de los primeros n enteros. Sin embargo, la prueba mediante induccion matematica es mas ge-
neral. Puede utilizarse para determinar las sumas de los cuadrados y los cubos de los primeros
n enteros (ejercicios 9y 10). A continuacion se presenta otro ejemplo.

EJEMPLO 2 Demuestre mediante induccion matematica que para todos los enteros positi-
VoS 1,

Solucion Hacemos la demostracion llevando a cabo los dos pasos de la induccion
matematica.

1. La férmula se cumple paran = 1, ya que
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2. Si
1 1
— =+t =1——,
22 2k 2k
entonces
11 1 1 1 1 1.2 1
§+§+'”+?+2k+1_1_§+2k+1_ _2k_2+2k+1
_ 2 | |
- k1 + okt Nk

Por lo tanto, la formula original se cumple para n = (k + 1) siempre que se satisfaga

paran = k.
Ahora, con estos pasos verificados, el principio de induccion matematica garantiza la
foérmula para todo entero positivo . [ |

Otros enteros iniciales

En vez de iniciar en n = 1, algunos argumentos de induccion empiezan en otro entero. Los
pasos para ello son los siguientes.

1. Verifique que la formula se cumpla para n = n; (el primer entero apropiado).

2. Demuestre que si la formula se cumple para cualquier entero n = k = nj, también se
cumple paran = (k + 1).

Una vez que se completan dichos pasos, el principio de induccidbn matematica garantiza la
férmula para toda n = n;.

EJEMPLO 3 Demuestre que n! > 3 si n es suficientemente grande.

Solucion  ;Qué tan grande es suficientemente grande? Experimentamos:

12 3 4 5 6 7
n! | 1 2 6 24 120 720 5040
39 27 81 243 729 2187

Parece como si n! > 3n para n = 7. Para asegurarnos, aplicamos induccion matematica.
Tomamos n; = 7 en el paso 1 y completamos el paso 2.
Suponga que k! > 3k para algiin k = 7. Entonces
(k+ D! = (k+ D(k!) > (k + 1)3% > 7.3k > 301,
Entonces, para k = 7,

k! > 3% implica (k + 1)! > 3%*1

El principio de induccion matematica ahora garantiza que n! = 3" para toda n = 7. [ |

Demostracion de la regla de la derivada de una suma para sumas
de un ndmero finito de funciones

Demostramos la proposicion

di(u1+u2+ et uy) = e+
X X
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mediante inducciéon matematica. La proposicion es verdadera para n = 2, como demostramos
en la seccion 3.3. Este es el paso 1 de la demostracion por induccion.

El paso 2 consiste en demostrar que si la proposicion es verdadera para cualquier entero
positivo n = k, donde k = ny = 2, entonces también es verdadera para n = k + 1. Asi que

suponga que

d du1 duz duk
(g +oup + tuy)=—+—— +—.
e m = T dx (1)
Entonces
i(1/11 + uy + - +uk+uk+1)
dx -

Llame u a la funcion Llame v a

definida por esta suma. esta funcion.

duyr d
= i(ul +uy + o Fuy) F—— Regla de la suma para — (v + v)
dx dx dx
du1 du2 duk dukﬂ
= — + — e+ — — Ecuacion (1
dx dx dx dx )

Con estos pasos verificados, ahora el principio de induccién matematica garantiza la regla
de la suma para todo entero n = 2.

Ejercicios A.2

. Suponiendo que la desigualdad del triangulo |a + b| =< |a| + |b] se
cumple para cualesquiera dos numeros a y b, demuestre que

|x1 + X +“‘+X,,|S|X1|+|XZ|+"‘+|X,,|

o 0 9 &

para cualesquiera n numeros.

. Demuestre que si » # 1, entonces

ot
L4 rtPd o tp=t=r
1 -7
para todo entero positivo n. 10.
. d dv du
. () = u> + vt
Utilice la regla del producto, i (uv) = u o T Vac? el hecho de 1.

i = i ny — -1
que - (x) = 1, para demostrar que i (x") = nx""" para todo entero

positivo n.

. Suponga que una funcién f(x) tiene la propiedad que f(x1x;)=
f(x1) + f(x2) para cualesquiera dos numeros positivos x| y x;.
Demuestre que

faxae-xy) = fa) + fO) + -0+ f(x)
para el producto de cualesquiera » nimeros positivos xi, xa, . . . , X;,.
. Demuestre que

2 2 2 1
?+§+...+§= 3

12.

para todos los enteros positivos n.

. Suma de cuadrados

. Demuestre que n! > n si n es suficientemente grande.
. Demuestre que 2" > 5 si n es suficientemente grande.

. Demuestre que 2" = 1/8 paran = —3.

Demuestre que la suma de los cuadrados de
los primeros n enteros positivos es

n(n + %)(n +1)
T S—

Suma de cubos Demuestre que la suma de los cuadrados de los
primeros » enteros positivos es (n(n + 1)/2).

Reglas para sumas finitas Demuestre que las siguientes reglas para
sumas finitas se cumplen para todos los enteros positivos. (Véase la
seccion 5.2).

a E(ak+bk): a, + Zbk
k=1 k=1 k=1

b. E(ak - bk) = ap — E bk
k=1 k=1 k=1

(cualquier niimero c¢)

n
d D a=n-c (si ay tiene el valor constante c)
k=

Demuestre que |x"| = |x|" para todo entero positivo # y todo nimero

real x.
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A 3 | Rectas, circunferencias y parabolas
|

Eje y positivo 3L

2_

Eje x negativo
I I I

Origen

-3 2 -1 0

Eje y negativo oL

3

1_
A .0

i\z

Eje x positivo

FIGURA A.4 Las coordenadas cartesianas
en el plano tienen como base dos ejes

perpendiculares que se cortan en el origen.

BIOGRAFIA HISTORICA

René Descartes
(1596-1650)

y
(1,3)
30 e
Segundo Primer
cuadrante 26 cuadrante
(= +) (+.+)
° 1¢- °
21 0 @1
(1,0
¢ L ¢ - X
-2 -1 0 1 2
(=2,-1)
° Tercer T Cuarto
cuadrante cuadrante
(=) (+.-)
2¢ °
(1,-2)

FIGURA A.5 Puntos etiquetados en el
plano de coordenadas xy o plano cartesiano.

Todos los puntos en los ejes tienen un par de

coordenadas, pero por lo regular se marcan

con un solo nimero real [por ejemplo, (1,0)

en el eje x se marca con 1]. Observe los

patrones de signos de las coordenadas de

los cuadrantes.

Esta seccion revisa coordenadas, rectas, distancia, circunferencias y parabolas en el plano.
También se analiza la nocién de incremento.

Coordenadas cartesianas en el plano

En el apéndice 1 identificamos puntos en la recta con numeros reales, a los que asignamos coor-
denadas. Los puntos en el plano pueden identificarse con parejas ordenadas de niimeros reales.
Para iniciar, dibujamos dos rectas coordenadas perpendiculares que se intersecan en el punto 0
de cada una de ellas. Tales rectas se denominan ejes coordenados en el plano. En el eje x hori-
zontal, los numeros se denotan con x y aumentan hacia la derecha. En el eje y vertical, los
nimeros se denotan con y y aumentan hacia arriba (figura A.4). Por lo tanto, “hacia arriba” y
“hacia la derecha” son direcciones positivas, mientras que “hacia abajo” y “hacia la izquierda”
se consideran direcciones negativas. El origen O, también marcado con 0, del sistema de coor-
denadas es el punto en el plano donde x y y son ambos cero.

Si P es cualquier punto en el plano, puede localizarse en forma exacta por un par ordenado
de nimeros reales de la siguiente manera. Dibuje rectas que pasen por Py que sean perpen-
diculares a los dos ejes de coordenadas. Estas rectas intersecan a los ejes en los puntos con
coordenadas a y b (figura A.4). El par ordenado (a, b) se asigna al punto P y se denomina su
pareja ordenada (o par ordenado). El primer nimero a es la coordenada x (o abscisa) de P;
el segundo numero b es la coordenada y (u ordenada) de P. La abscisa x de cada punto en el
eje y es 0. La coordenada y de cada punto en el eje x es 0. El origen es el punto (0, 0).

Iniciando con un par ordenado (a, b), es posible revertir el proceso y llegar al punto P
correspondiente en el plano. Con frecuencia identificamos a P con la pareja ordenada y escri-
bimos P(a, b). En ocasiones también nos referimos al “punto (a, b)” y sera claro a partir del
contexto cuando (a, b) se refiera al punto en el plano, no al intervalo abierto en la recta real.
En la figura A.5 se muestran varios puntos indicados mediante sus coordenadas.

El sistema de coordenadas se denomina sistema de coordenadas rectangulares o siste-
ma de coordenadas cartesianas (en honor del matematico del siglo xvit René Descartes). Los
ejes de coordenadas de este plano coordenado o plano cartesiano lo dividen en cuatro regiones
denominadas cuadrantes, numerados en contra de las manecillas del reloj, como se indica en
la figura A.5.

La grafica de una ecuacion o desigualdad en las variables x y y es el conjunto de todos los
puntos P(x, y) en el plano, cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion o desigualdad. Cuando
trazamos datos en el plano de coordenadas o graficamos formulas cuyas variables tienen dife-
rentes unidades de medicidn, no necesitamos utilizar la misma escala en los dos ejes. Por ejem-
plo, si graficamos tiempo contra empuje para el motor de un cohete, no hay razon para colocar
la marca que muestra 1 seg en el eje del tiempo a la misma distancia del origen que la marca
que muestra 1 Ib en el eje del empuje.

Por lo comun, cuando graficamos funciones cuyas variables no representan medidas fisi-
cas y cuando dibujamos figuras en el plano coordenado para estudiar su geometria y su
trigonometria, tratamos de hacer idénticas las escalas en los ejes. Entonces una unidad de dis-
tancia vertical se ve igual que una unidad horizontal. Como en el mapa de un agrimensor o en
una escala de dibujo, los segmentos de recta que se supone tienen la misma longitud se ven
como si fueran iguales, lo que también sucede con los angulos que se suponen congruentes.

Las pantallas de las computadoras y de las calculadoras son otra cosa. Por lo regular, la es-
cala horizontal y la vertical difieren en las graficas generadas por una maquina; por lo tanto,
hay una distorsion en las distancias, las pendientes y los angulos. Las circunferencias parecen
elipses, los rectangulos podrian verse como cuadrados, los angulos rectos tal vez parezcan agu-
dos u obtusos, etcétera. Analizamos dichas pantallas y sus distorsiones con mayor profundidad
en la seccion 1.4.

Incrementos y rectas

Cuando una particula se mueve desde un punto en el plano a otro, el cambio neto en sus coor-
denadas se denomina incremento. Este se calcula restando las coordenadas del punto inicial de
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FIGURA A.6 Los incrementos en las

coordenadas pueden ser positivos, negativos

o cero (ejemplo 1).
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FIGURA A.7 Los triangulos P QP> y
P'Q'P,' son semejantes, por lo que la
razon de sus lados tiene el mismo valor para
cualesquiera dos puntos en la recta. Este
valor comtn es la pendiente de la recta.
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las coordenadas del punto final. Six cambia de x| a x;, el incremento en x es
Ax = x, — x;.

EJEMPLO 1 Al ir del punto 4 (4, —3) al punto B(2, 5), los incrementos en las coordena-
das xy y son

Ax =2 —4= -2, Ay =5 —(-3) = 8.
De C(5, 6) a D(5, 1), los incrementos en las coordenadas son
Ax=5-5=0, Ay=1-6= 5.

Véase la figura A.6. [ |

Dados dos puntos Pi(x1, y1) ¥ Pa(x2, ¥2) en el plano, llamamos a los incrementos Ax =
Xy — x1 ¥y Ay = y, — 1, el desplazamiento y la elevacion, respectivamente, entre Py y Ps.
Dos de tales puntos siempre determinan una unica linea recta (generalmente, denominada
solo recta) que pasa por ambos puntos. Decimos la recta P P;.

Cualquier recta no vertical en el plano tiene la propiedad de que la razén

_ _ elevacién  _ Ay _n=n
desplazamiento  Ax Y2 T M

tiene el mismo valor para toda eleccion de los dos puntos Pi(x;, y1) y Pa(xz, 2) en la recta
(figura A.7). Esto es porque las razones de lados correspondientes de tridngulos semejantes
son iguales.

DEFINICION La razén constante

_ _ elevacion _ _ Ay _nn
desplazamiento ~ Ax Y2 T M1

es la pendiente de la recta no vertical P P;.

La pendiente nos indica la direccion (hacia arriba o hacia abajo) y la inclinacién de una
recta. Una recta con pendiente positiva asciende hacia la derecha, una con pendiente negativa
desciende cuando nos movemos hacia la derecha (figura A.8). Cuanto mayor sea el valor abso-
luto de la pendiente, mas rapido asciende o desciende. La pendiente de una recta vertical no
esta definida. Como el desplazamiento Ax es cero para una recta vertical, no podemos formar
la razén de la pendiente m.

La direccion y la inclinaciéon de una recta también pueden medirse con un angulo. El
angulo de inclinacion de una recta que cruza el eje x es el menor angulo medido en contra
de las manecillas del reloj, a partir del eje x a la recta (figura A.9). La inclinacion horizon-
tal es 0°. La inclinacion de una recta vertical es 90°. Si ¢ (letra griega fi) es la inclinacion
de una recta, entonces 0 = ¢ < 180°.

La relacion entre la pendiente m de una recta no vertical y su angulo de inclinacion ¢ se
muestra en la figura A.10:

m = tan ¢.

Las rectas tienen ecuaciones relativamente sencillas. Todos los puntos en la recta vertical
que pasan por el punto a en el eje x tienen coordenadas x iguales a a. Por lo tanto, x = a es una
ecuacion para la recta vertical. De forma analoga, y = b es una ecuacion para la recta horizon-
tal que corta al eje y en b. (Véase la figura A.11).

Es posible escribir una ecuacion para una recta vertical L si conocemos su pendiente y
las coordenadas de un punto P;(xy, 1) en ella. Si P(x, y) es cualquier otro punto en L, entonces
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FIGURA A.8 La pendiente de L; es
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FIGURA A.11 Las ecuaciones estandar para

las rectas vertical y horizontal que pasan por
el punto (2, 3),sonx =2yy = 3.

podemos utilizar los dos puntos P; y P para calcular la pendiente,

Yy =N
m=x—x

de manera que

y =y =mx — xy), o  y=y +mx—x).

La ecuacion
y =y + mx — x)

es la ecuacion punto pendiente de la recta que pasa por el punto (x, y;) y tiene pen-
diente m.

'\asi K—\asi
T x X
/ /

/ . 4 .
~ _7no asi “ no asi

~ -

FIGURA A.10 La pendiente de una recta no
vertical es la tangente de su angulo de

FIGURA A.9 Los angulos de inclinacion
se miden en contra de las manecillas del
reloj, a partir del eje x. inclinacion.

EJEMPLO 2 Escriba una ecuacion para la recta que pasa por el punto (2, 3) con pendiente
-3/2.

Solucion  Sustituimos x; = 2,y; = 3 ym = —3/2 en la ecuacion punto pendiente y obtenemos
a3 __3
y=3 2(x 2), 0 y 2x+6.
Cuando x = 0, y = 6, por lo que la recta interseca al eje y en y = 6. [ |

EJEMPLO 3 Escriba una ecuacion para la recta que pasa por (—2, —1)y (3, 4).

Solucion  La pendiente de la recta es
_—l=-4_=5_
-2-3 =5
Es posible utilizar tal pendiente con cualquiera de los dos puntos dados en la ecuacion punto

pendiente:

m 1.

Con (x1,y1) = (=2, -1) Con (x1,y1) = (3, 4)
y=-1+1-(x—(-2) y=4+1-(x—3)
y=-1+x+2 y=4+x-3

y=x+1 —_ /y =x+1
Mismo resultado

De cualquier manera, y = x + 1 es una ecuacion para la recta (figura A.12). [ |
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FIGURA A.12 Larecta del ejemplo 3.

FIGURA A.13 Larecta L tiene interseccion
con el eje x en a e interseccion con el eje y
en b.

L

/
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I P

L,

{h b)

# b -
0 /A D a B

FIGURA A.14 ADC es semejante al ACDB.
Por lo que ¢; también es el angulo superior
en el ACDB. Con base en los lados del
ACDB, leemos tan ¢; = a/h.
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La coordenada y del punto donde una recta no vertical interseca al eje y se denomina in-
terseccion con el eje (u ordenada al origen) de la recta. De forma analoga, la interseccion con
el eje x (o abscisa al origen) de una recta no horizontal es la coordenada x del punto donde la
recta corta al eje x (figura A.13). Una recta con pendiente m e interseccion con el eje y igual
a b pasa por el punto (0, b), por lo que tiene ecuacion

y=b+ mkx — 0), 0, de manera mas sencilla, y =mx + b.

La ecuacion
y=mx +b

se denomina ecuacion pendiente ordenada al origen (o pendiente interseccion) de
la recta con pendiente m e interseccion con el eje y en b.

Las rectas con ecuaciones de la forma y = mx tienen interseccion con el eje y igual a 0, por lo
que pasan por el origen. Las ecuaciones de las rectas se denominan ecuaciones lineales.
La ecuacion

Ax + By = C (A y B no son iguales a cero)

se denomina ecuacion lineal general en x y y, ya que su grafica siempre representa una linea
recta, y toda recta tiene una ecuacion de esta forma (incluyendo rectas con pendiente no
definida).

Rectas paralelas y rectas perpendiculares

Las rectas que son paralelas tienen angulos de inclinacion iguales, asi que cuentan con la
misma pendiente (si no son verticales). De manera reciproca, rectas con pendientes iguales
tienen angulos de inclinacion iguales y, por lo tanto, son paralelas.

Si dos rectas no verticales L; y L, son perpendiculares, sus pendientes m; y m;, satisfacen

mymy = —1, por lo que cada pendiente es el reciproco negativo de la otra:
__ L -_ 1L
my = mz) mp = m .

Para ver esto, observe mediante una inspeccion de triangulos semejantes de la figura A.14 que
my = a/hy my = —h/a. Por consiguiente, mym, = (a/h)(—h/a) = —1.

Distancia y circunferencias en el plano

La distancia entre los puntos en el plano se calcula con una férmula que proviene del teorema
de Pitagoras (figura A.15).

x Esta distancia es

d=N\/ | =x + [y, -3

Yl 2 2 O(xy y
_\/(xz_xl) + (=) 1 (2 22)
V2 =i
P(x.y))
i+ vt C(xz,yl)
"‘”2*‘1‘
| I x
0 X Xy

FIGURA A.15 Para calcular la distancia entre
P(x1, y1) y O(x2, ¥2), aplicamos el teorema de
Pitagoras al triangulo PCQ.
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P(x, y)

=+ (- kP =d

X

0

FIGURA A.16 Una circunferencia de radio a
en el plano xy, con centro en (4, k).

Formula de distancia para puntos en el plano
La distancia entre P(xy, y1) y Q(x2, y2) €s

d="\V(Ax) + (A = V(n — x>+ (n — )

EJEMPLO 4
(a) Ladistancia entre P(—1,2)y O(3,4) es

VB - ()2 + 4 -22=V@?+27>=V20=V4-5=2V5.

(b) La distancia del origen a P(x, y) es

\/(x*0)2+(y70)2=\/x2+yz. [

Por definicion, una circunferencia de radio a es el conjunto de todos los puntos P(x, y)
cuya distancia al centro C(%, k) es igual a a (figura A.16). Con base en la formula de la distan-
cia, P esté en la circunferencia si y solo si

Vix—h)?+ (y — kP =a,

por lo que

x—h?+ (y — b =d (1)

La ecuacion (1) es la ecuacion estandar de una circunferencia con centro (4, k) y radio a.
La circunferencia de radio ¢ = 1, con centro en el origen, es la circunferencia unitaria con
ecuacion

2+ y2 =1.
EJEMPLO 5

(a) La ecuacion estandar para la circunferencia de radio 2 con centro en (3, 4) es
(x =3P+ (y—4)?=2"=4.
(b) La circunferencia
(x =12+ (y+5)?%=
tiene h = 1, k= —S5Sya= V3. El centro es el punto (&, k) = (1, —5) y el radio es

a="\3. n

Siuna ecuacién para una circunferencia no estd en la forma estandar, podemos determinar
el centro y el radio de la circunferencia transformando la ecuacién a la forma estandar. La téc-
nica algebraica para hacerlo es la de completar cuadrados.

EJEMPLO 6  Determine el centro y el radio de la circunferencia

¥4y +4x— 6y —3=0.
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Exterior: (x — ) + (y — k)> > a?

En: (x — b2 + (&9 — b2 =

Interior: (x — h)% + (y — k)* < a?
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h

FIGURA A.17 Elinterior y el exterior de la

circunferencia (x — h)* + (y — k)? = a°.
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FIGURA A.18 La pardbolay = x?
(ejemplo 7).
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Solucion  Transformamos la ecuacion a la forma estandar completando los cuadrados en x y y:

2+ y2 +4x —6y—3=0 Iniciar con la ecuacion dada.

Agrupar términos. Pasar la constant
5 o _ grupar té os. Pasar la constante
(" + 4x) + (v 6y) =3 al lado derecho.

4 2 -6 2 Sumar el cuadrado de la mitad del
(x2 + 4x + (E) > + (y2 — 6y + (7) ) = coeficiente de x a cada lado de la
ecuacion. Hacer lo mismo para y.
4 2 -6 2 Ahora, las expresiones entre parén-
3+ <§) + (7) tesis en el lado izquierdo son
cuadrados perfectos.
(P +ax+4H)+ (P —6p+9)=3+4+9
Escribir cada cuadratica como una
expresion lineal al cuadrado.

(x+2?2+(y—-372=16

El centro es (—2, 3) y el radio es a = 4. [

Los puntos (x, y) que satisfacen la desigualdad
x—h?+(—-kr<d

constituyen la region interior de la circunferencia con centro (4, k) y radio a (figura A.17).
El exterior de la circunferencia consiste en los puntos (x, y) que satisfacen

(x — h)?+ (y — k)? > .

Parabolas

La definicién geométrica y las propiedades de parabolas generales se revisaron en la seccion
11.6. Aqui ponemos nuestra atencion en parabolas que surgen como graficas de ecuaciones de
laformay = ax* + bx + c.

EJEMPLO 7  Considere la ecuacién y = x2. Algunos puntos cuyas coordenadas satisfa-

cen dicha ecuacion son (0,0), (1, 1), (%,%), (=1,1),(2,4), y (-2, 4). Estos puntos (to-

dos los demas que satisfacen la ecuacion) configuran una curva suave denominada pardbola

(figura A.18). [ |

La grafica de una ecuacion de la forma
y = ax’

es una parabola cuyo eje (de simetria) es el eje y. El vértice de la parabola (punto donde la
parabola cruza a su eje) esta en el origen. La parabola abre hacia arriba si @ > 0 y hacia abajo
si @ < 0. Cuanto mayor sea el valor de |a|, mas angosta serd la parabola (figura A.19).

Por lo general, la grafica de y = ax? + bx + c es una version desplazada y cambiada de
tamafio de la parabola y = x2. Analizamos los desplazamientos y el cambio de tamafio de gra-
ficas con mayor profundidad en la seccion 1.2.

La graficadey = ax? + bx + c,a # 0
La grafica de la ecuacion y = ax> + bx + ¢, a # 0, es una parabola. La parabola
abre hacia arriba si @ > 0 y hacia abajo si a < 0. El eje es la recta

x=-2. ()

El vértice de la parabola es el punto donde el eje y la parabola se intersecan. Su coor-
denada x es x = —b/2a; su coordenada y se determina sustituyendo x = —b/2a en
la ecuacion de la parabola.
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FIGURA A.19 Ademas de determinar la
direccién en la que abre la parabola y = ax?,

el nimero a es un factor de escala. La para-

bola es mas ancha cuando « tiende a cero y

mas angosta cuando |a/| se hace grande.

El vértice es (—1, g

la interseccion
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|
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FIGURA A.20 La parabola del ejemplo 8.

Ejercicios A.3

Observe que si a = 0, entonces tenemos y = bx + ¢, que es una ecuacion para una recta.
El eje dado por la ecuacion (2) puede determinarse completando el cuadrado.

EJEMPLO 8  Grafique la ecuacién y = —%xz —x + 4.
Solucion Al comparar la ecuacién con y = ax?> + bx + ¢ vemos que
a=-3. b=-1 =4

Como a < 0, la parabola abre hacia abajo. Con base en la ecuacion (2), el eje es la recta
vertical

__b__ =D
* 2(-1/2)

2a
Cuando x = —1, tenemos

y=—g (1P = (=) +4 =3,

El vértice es (—1, 9/2).
Las intersecciones con el eje x son donde y = 0:

—%xz—x+4=0
X+2x—8=0
x—=2)(x+4)=0

x =2, x = —4

Graficamos algunos puntos, hacemos un bosquejo del eje y utilizamos la direccion de apertura
para completar la grafica en la figura A.20. [ |

Distancia, pendientes y rectas

En los ejercicios 1 y 2, una particula se mueve en el plano coordenado
de 4 a B. Determine los incrementos Ax y Ay en las coordenadas de la
particula. Ademas determine la distancia de 4 a B.

2. A(—3.2, -2),

1. A(-3,2),

Describa las graficas de las ecuaciones en los ejercicios 3 y 4.
4. > +y* =3

.2+ =1

B(—1,-2)

Trace los puntos en los ejercicios 5 y 6, y determine la pendiente (si ésta
existe) de la recta que éstos determinan. También determine la pendiente
comun (si existe) de las rectas perpendiculares a AB.

5. 4(—1,2), B(-2,-1) 6. 4(2,3), B(—1,3)
B(—8.1,-2)
En los ejercicios 7 y 8, determine una ecuacion para (a) la recta vertical y
(b) la recta horizontal que pasa por el punto dado.

7. (—1,4/3) 8. (0,—V2)



En los ejercicios 9 a 15, escriba una ecuacion para cada recta que se
describe.

9. Pasa por (—1, 1) con pendiente —1.
10. Pasapor (3,4)y (—2,5).
11. Tiene pendiente —5/4 e intercepcion con el eje y igual a 6.
12. Pasa por (—12, —9) y tiene pendiente 0.
13. Tiene interseccion con el eje yen4 y conel eje x en —1.
14. Pasa por (5, —1) y es paralela a la recta 2x + S5y = 15.
15. Pasa por (4, 10) y es perpendicular a la recta 6x — 3y = 5

En los ejercicios 16 y 17, determine las intersecciones con el eje x y el
eje y de la recta y utilice esta informacion para graficar la recta.

16. 3x + 4y = 12 17. V2x — V3y = Ve

18. (Existe alguna relacion especial entre las rectas Ax + By = C| y
Bx — Ay = Gy (4 # 0, B # 0)? Justifique su respuesta.

19. Una particula inicia en 4(—2, 3) y sus coordenadas cambian en in-
crementos Ax = 5, Ay = —6. Determine su nueva posicion.

20. Las coordenadas de una particula cambian en Ax = 5y Ay = 6,
cuando se mueve de A(x, y) hacia B(3, —3). Determine x y y.

Circunferencias

En los ejercicios 21 a 23, determine una ecuacion para la circunferen-
cia con centro C(h, k) y radio a dados. Luego elabore un bosquejo en el
plano xy. En su bosquejo, incluya el centro de la circunferencia. Ademas,
si existen, indique las intersecciones con los ejes x y y, con sus pares de
coordenadas.

21. C(0,2), a=2

23. ¢(-V3,-2), a=2

22. C(-1,5), a= V10

Grafique las circunferencias cuyas ecuaciones se dan en los ejercicios 24
a 26. Indique, con sus pares de coordenadas, el centro de la circunferencia
y, si las hay, las intersecciones con los ejes.

24, X+ +4x -4 +4=0
25. 2 4+12 =3y —4=0 26 ¥ + )2 —dx+ 4y =0

Parabolas
En los ejercicios 27 a 30, grafique las parabolas. En cada caso, marque el
vértice, el eje y las intersecciones.

27. y=x>—2x—-3 28. y = —x? + 4x

29. y=—x"—6x—5 30.y:%x2+x+4

Desigualdades

En los ejercicios 31 a 34, describa las regiones definidas por las desigual-

dades y las parejas de desigualdades.

3. X2+ 2> 7 32. x— 1) +)y°=4

B2+ >1, ¥+yP<4

4. 2+ +6y <0, y>-3

35. Escriba una desigualdad que describa los puntos que estan dentro de
la circunferencia con centro en (—2, 1) y radio V6.

36. Escriba un par de desigualdades que describan los puntos que estan

dentro o en la circunferencia con centro en (0, 0) y radio \6, yenla
recta vertical que pasa por (1, 0) o a la derecha de ésta.

AP-17

Apéndice 3 Rectas, circunferencias y parabolas

Teoria y ejemplos

En los ejercicios 37 a 40, grafique las dos ecuaciones y determine los pun-

tos en los que se intersecan las graficas.

3. y=2x, X +)y*=1

39.y:—x2, y:2x2—1

40. ¥ +y* =1, (x—12+)? =1

41. Aislante Por medio de la medicion de las pendientes en la siguiente
figura, estime el cambio de temperatura en grados por pulgada para

(a) la pared de yeso; (b) el aislante de fibra de vidrio, (¢) la cubierta
de madera.

38.y—-x=1, y=x*

80°

Cubierta
70° _\</Pared de yeso

60 Fibra de vidrio Parte lateral

entre paredes

50° Aire
dentro
dela

40° habitacion
en72°F

%

0°

Aire exterior
en0°F

Temperatura (°F)
(98]
<

(33
(=
°

0 1 2 3 4 5 6 7
Distancia entre las paredes (en pulgadas)

La temperatura cambia en la pared en los ejercicios 41 y 42.

42. Aislante De acuerdo con la figura del ejercicio 41, cual de los ma-
teriales es el mejor aislante? Explique.

43. Presion bajo el agua La presion p que experimenta un buzo bajo
el agua esta relacionada con la profundidad d del buzo mediante una
ecuacion de la forma p = kd + 1 (k es una constante). En la superfi-
cie, la presion es de 1 atmoésfera. La presion en 100 metros es de al-
rededor de 10.94 atmosferas. Determine la presion en 50 metros.

44. Luz que se refleja Un haz de luz llega a lo largo de la recta
x + y = 1, desde el segundo cuadrante y se refleja en el eje x (véase
la figura). El angulo de incidencia es igual al angulo de reflexion.
Escriba una ecuacion para la recta a lo largo de la cual sale el haz
de luz.

x+y=1

s

- | .
Angulo de! Angulo de
incidencia | reflexién

0 1

Trayectoria del haz de luz en el ejercicio 44. Los angulos de incidencia y
reflexion se miden con respecto a la perpendicular.
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45.

46.

Fahrenheit versus Celsius
la grafica de la ecuacion

En el plano FC, elabore un bosquejo de

_Sm_
C=3(F =32

la cual relaciona las temperaturas medidas en grados Fahrenheit y en
grados Celsius. En la misma grafica trace un bosquejo de la recta
C = F. jExiste una temperatura en la que un termometro en grados
Celsius dé la misma lectura numérica que un termometro en gra-
dos Fahrenheit? Si es asi, determinela.

Via férrea en el Monte Washington Los ingenieros civiles calcu-
lan la pendiente de una via de tren como la razon entre la distancia
que se eleva o desciende y la distancia que recorre horizontalmente.
Esta razon se conoce como nivel de la via, y por lo regular es menor
al 2 por ciento. En las montafas, puede aumentar hasta al 4 por
ciento. Comtinmente los niveles en las autopistas son menores del
S por ciento.

La parte mas inclinada de la via férrea en el Monte Washington
en Nueva Hampshire, tiene un nivel excepcional del 37.1 por ciento.
A lo largo de este tramo, los asientos en el frente del vagon estan 14 ft
por arriba de los asientos de atras. jAproximadamente qué tan ale-
jados estan entre si las filas de adelante y de atras?

47.

48.

49.

50.

51.

52.

Por medio del célculo de sus lados, demuestre que el triangulo con
vértices en los puntos A(1, 2), B(5, 5) y C(4, —2) es isosceles pero
no equilatero.

Demuestre que el triangulo con vértices A(0, 0), B(l, \/g) ,y C(2,0)
es equilatero.

Demuestre que los puntos A(2, —1), B(1, 3) y C(—3, 2) son vértices
de un cuadrado y determine el cuarto vértice.

Tres paralelogramos diferentes tienen vértices en (—1, 1), (2, 0) y
(2, 3). Elabore un bosquejo y determine las coordenadas del cuarto
vértice de cada uno de ellos.

¢;Para cuales valores de £, la recta 2x + ky = 3 es perpendicular a la
recta 4x + y = 1? ;Para cuales valores de £ las rectas son paralelas?

Punto medio de un segmento de recta Demuestre que el punto

con coordenadas
X t+tx ntn
2 2

es el punto medio del segmento de recta que une a P(xy,y;) con

O(x2,y2).

A 4 | Demostraciones de los teoremas de limites

Este apéndice demuestra el teorema 1, partes 2 a 5, y el teorema 4 de la seccion 2.2.

1. Regla de la suma:

4. Regla del producto:

5. Regla del cociente:

7. Regla de la raiz:

TEOREMA 1: Leyes de limites

lim f(x) =L y limg(x) = M, entonces
xX—>c X—>c

2. Regla de la diferencia:

3. Regla del multiplo constante: lim (k- f(x)) = k- L
xX—>c

6. Regla de la potencia:

(Si n es par, suponemos que lim f(x) = L > 0.)
X—c

Si L, M, ¢ y k son numeros reales y

lim (f(x) + g(x) = L + M

lim (f(x) —g(x) =L - M

lim (f(x)-g(x)) = L-M

I L
x—cg(x) M’

lim [f(x)]" = L", n es un entero positivo
xX—c

M#0

lim Vf(x) = /L = L' n es un entero positivo
X—c

Demostramos la regla de la suma en la seccion 2.3, mientras que las reglas de la potencia
y de la raiz se demuestran en cursos mas avanzados. Obtenemos la regla de la diferencia
remplazando g(x) por —g(x) y M por —M en la regla de la suma. La regla del multiplo cons-
tante es el caso especial g(x) = k de la regla del producto. Lo anterior deja solo las reglas del

producto y de la diferencia.

Demostracion de la regla del limite de un producto Demostramos que para cualquier
€ > () existe un 6 > 0, tal que para toda x en la interseccion D, del dominio de /'y del de g,

0<|x—¢c|<é =

| fx)g(x) — LM| < €.
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Entonces suponga que e es un nimero positivo, luego escribimos f(x) y g(x) como
fx) =L+ (fx) = L), glx) =M+ (gx) — M).
Al multiplicar estas expresiones y restar LM:

f)glx) = LM = (L + (f(x) = L)(M + (g(x) = M)) — LM
= LM + L(g(x) — M) + M(f(x) — L)
+ (f(x) = L)(glx) = M) — LM
= L(g(x) = M) + M(f(x) = L) + (f(x) = L)(glx) = M). (1)

Como [y g tienen limites L y M cuando x — ¢, hay niimeros positivos &1, 6,, 3 y 04 tales que
para toda x en D

f(x) = L] < Ve/3
lgb0) — M| < Ve/3
f(x) = L| < €/(3(1 +|M]))
|g(x) — M| < €/(3(1 +|L|)).

0<|x—c|<§
0<|x—¢c|< &
0<|x—c|<8&;s
0<|x—c|<é4

(2)

=
=
=
=

Si tomamos 6 como el menor de los numeros &, a 84, las desigualdades del lado derecho de las
implicaciones (2) se cumplen de forma simultanea para 0 < |x — ¢| < §. Por lo tanto, para toda
xenD, 0 < |x — ¢| < & implica

|f(x) . g(x) - LM| La desigualdad del triangulo aplicada a la ecuacion (1).
= |L||g(x) = M|+ [M|[f(x) = L] + [f(x) — L]|g(x) = M|
= (1 +|LD|gkx) = M|+ (1 +[M]|f(x) = L]+ [f(x) = L[g(x) — M|

< % + % + \/%\/% = €. Valores de (2)

Lo anterior completa la demostracion de la regla del limite de un producto. [ |

Demostracion de la regla del limite de un cociente Demostraremos que
lim,—.(1/g(x)) = 1/M. Entonces es posible concluir que

,1@:,< .;J:, im =
»}I—IPC g(x) J}I—IPC 1) g(x) )}Eng(x) )P—Izlc g(x)

L

Sy

A
M

por la regla del limite de un producto.
Sea € > 0 dado. Para mostrar que lim,—.(1/g(x)) = 1/M, necesitamos demostrar que
hay una 6 > 0 tal que para toda x

1 1
0<|x—cl<é = ‘———<e.
| | glx) M

Como | M| > 0, existe un ntimero positivo 8; tal que para toda x

0<|x—c|<d = |g(x)—M|<A2—4.

(3)

Para cualesquiera numeros 4 y B, puede demostrarse que [4| — |B| = |4 — B| y |B| — |[4]|=
|4 — B, de lo que se deduce que | |4|— |B|| = |4 — B|. Con 4 = g(x) y B = M, esto
se transforma en

[lg()| — M| | = |g(x) — M|,
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lo que se puede combinar con la desigualdad de la derecha de la implicacion (3) para obtener,
alavez,

| M|
e | = [M|| < —~
M et - <
2 I8 2
| M| 3| M|
5 <le@l<—
|M| < 2|g(x)| < 3|M]|
1 2 3
<= : (4)
g [M] |g(x)]
Por lo tanto, 0 < |x — ¢| < §; implica que
1 1 M — glx) 11
BT R
g(x) Mg(x) M| [g(x)]
1 2
—— M — g(x)|. Desigualdad (4) (5)
|M| M|
Como (1/2)|M|*€ > 0, existe un nimero 8, > 0 tal que para toda x
0<lx—cl<d& = [M-gk)|<J|MP. (6)

Si tomamos 6 como el menor de 8, y 5, la conclusion en (5) y (6) se cumple para toda x, tal
que 0 < |x — ¢| < 8. Al combinar estas conclusiones, se obtiene

1 1
0<|x—¢c|<é = ‘7_7 < €.
glx) M
Asi termina la demostracion de la regla del limite de un cociente. [ |

TEOREMA 4: El teorema de la compresion (o del sandwich) Suponga que

2(x) = f(x) = h(x) para toda x en algun intervalo abierto / que contiene a ¢, excepto
posiblemente en x = ¢ mismo. También suponga que lim,—. g(x) = lim,—.A(x) = L.
Entonces lim,—. f(x) = L.

Demostracion para limites por la derecha Suponga que lim,—,~ g(x) = lim,—+A(x) = L.
Asi, para cualquier € > 0 existe un & > 0 tal que para toda x el intervalo ¢ < x < ¢ + § esta
contenido en /'y la desigualdad implica

L—-—€e<glx)<L+e y L—-—e<hkx)<L+e
Tales desigualdades, combinadas con la desigualdad g(x) = f(x) = h(x) dan

L—e<gkx) =flx)=hkx) <L+ e,
L—e<f(x)<L+e,
—e<fx) —L<e.

Por lo tanto, para toda x, la desigualdad ¢ < x < ¢ + & implica|f(x) — L| < €.
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Demostracion para limites por la izquierda
Suponga que lim,—.. g(x) = lim,— . 4(x) = L. Asi, para cualquier € > 0 existe un § > 0 tal
que para toda x el intervalo ¢ — § < x < ¢ esta contenido en /'y la desigualdad implica

L—e<glx)<L+e y L—e<hkx)<L+e

Demostracion para limites por la izquierda x, ¢ — 8 < x < ¢ implica|f(x) — L| < e.

Demostracion para el limite por los dos lados Si lim,—..g(x) = lim,—.A(x) = L, en-
tonces g(x) y h(x) se aproximan a L cuando x — ¢* y cuando x — ¢~ ; asi que lim,—+ f(x) = L
y lim,—. f(x) = L. Por lo tanto, lim,—.. f(x) existe y es igual a L. [ |

Ejercicios A.4

. Suponga que las funciones f(x), f2(x), y f3(x) tienen limites Ly, L5,
y L3, respectivamente, cuando x — ¢. Demuestre que su suma tiene
limite L, + L, + Ls. Utilice induccion matematica (apéndice 2) para
generalizar este resultado a la suma de cualquier numero finito de
funciones.

. Utilice inducciéon matematica y la regla del limite de un producto,
en el teorema 1, para demostrar que si las funciones
f1(x), f2(x), ..., fu(x) tienen limites Ly, Ly, ..., L, cuando x —c,
entonces

lim f1(0) 200« -+ < fux) = Ly Lav -+ - Ly,

. Utilice el hecho de que lim,—.x = ¢ y el resultado del ejercicio 2
para demostrar que lim,—. x" = ¢" para cualquier enteron > 1.

. Limites de polinomios Utilice el hecho de que lim,—..(k) = k para
cualquier nimero %, junto con los resultados de los ejercicios 1 y 3,
para demostrar que lim,—.. f(x) = f(c) para cualquier funcion poli-
nomial.

5. Limites de funciones racionales Utilice el teorema 1 y el resultado

del ejercicio 4 para demostrar que si f(x) y g(x) son funciones poli-
nomiales y g(c¢) # 0, entonces

f&)  flo)

gl glo)

. Composicion de funciones continuas La figura A.21 presenta un

diagrama para una demostracion de que la composicion de dos fun-
ciones continuas es continua. Con base en el diagrama, reconstruya la
demostracion. La proposicion que debe demostrarse es ésta: si f es
continua en x = ¢y g es continua en f{c), entonces g ° f es continua
enc.

Suponga que ¢ es un punto interior del dominio de /'y que f(c¢)
es un punto interior del dominio de g. Esto hara que los limites que
se incluyan sean por los dos lados. (Los argumentos son similares
para los casos que incluyen limites laterales).

f(x) = apx + ap X"+ o+ aix + ap.
f
—H A
2 M N 2
\ et J \
C

g
5 /\ . .
—H A
e
8(flc))

FIGURA A.21 Diagrama para una demostracion de que la composicion de dos funciones

continuas es continua.

3 5 | Limites que aparecen con frecuencia
[ ]

Este apéndice verifica los limites (4) a (6) en el teorema 5 de la seccion 10.1.

Limite 4: Si |[x| < 1, lim x” = 0 Necesitamos demostrar que para cada e > 0 existe un
n—oo

entero N tan grande que |x"| < e para todo entero n mayor que N. Como €'/"— 1, mientras

|x| < 1, existe un entero N para el cual €

UN > |x|. En otras palabras,

|V = x|V <e. (1)
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Este es el entero que buscamos, ya que si |x| < 1, entonces
|x¥"| <|x"| paratodan > N. (2)
Al combinar (1) y (2), se produce |x"| < e para toda n > N, con lo que se concluye la

demostracion. ]

n
Limite 5: Para cualquier ndimero x, lim (1 + %) = e* Sea

n—oo

a, = (1 +%) .
Ina, = ln<1 + %) = nln(l + %)—)x,

como vemos por la siguiente aplicacion de la regla de U'Hopital, en la que derivamos con
respecto a n:

In(1 + x/n)
, x\ _ o,
nlgl;@nln(l + ﬁ) N nlglgo 1/n

Entonces

- nango —1/n? - nl;ngo L +xn

Aplicamos el teorema 3, seccion 9.1, con f(x) = ¢ para concluir que
X n
1+ = a, = M — ¢ |

n

- Lo . X
Limite 6: Para cualquier niimero x, lim =~ = 0 Como
n—co n!

st

n! n ~ nl’

todo lo que necesitamos demostrar es que |x|"/n! — 0. Luego podemos aplicar el teorema de
la compresion para sucesiones (seccion 10.1, teorema 2) para concluir que x"/n! — 0.

El primer paso en la demostracion de que |x|"/n! — 0 es elegir un entero M > |x|, de
manera que (|x|/M) < 1. Por el limite 4, que se acaba de demostrar, tenemos (|x|/M)" — 0.
Luego restringimos nuestra atencion a los valores de n > M. Para tales valores de 7, es posi-
ble escribir

|x|” |x["

n! 1420 MM+ 1)-M+2)--+n

(n — M) factores
|x|" |x["M™ g (1x]\”
Ty MMt M\ M

Asi que,
n M n
n! M \ M

Abhora, la constante MM/M ! no cambia cuando » aumenta. Por lo tanto, el teorema de la com-
presion nos indica que|x|"/n! — 0 ya que (|x|/M)" — 0. ]
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| Teoria de los niimeros reales

Un desarrollo riguroso del célculo tiene como base las propiedades de los nimeros reales. Mu-
chos resultados acerca de funciones, derivadas e integrales serian falsos si los establecemos
para funciones definidas solamente en los nimeros racionales. En este apéndice examinamos,
de manera breve, algunos conceptos basicos de la teoria de los nimeros reales que sugieren lo
que se podria aprender en un estudio mas profundo y teorico del calculo.

Tres tipos de propiedades hacen de los numeros reales lo que son. Estas son las propie-
dades algebraicas, de orden y de completez. Las propiedades algebraicas incluyen la suma y
la multiplicacion, la resta y la division. Se aplican a los nimeros racionales y a los complejos,
asi como a los numeros reales.

La estructura de los niimeros se construye en torno a un conjunto con operaciones de suma
y multiplicacién. Para la suma y la multiplicacién se requieren las siguientes propiedades.

Al a+ (b +c¢)=(a+ b)+ cparatodas a, b, c.

A2 a + b = b + aparatodasa, b.

A3 Existe un nimero denominado “0”, tal que ¢ + 0 = a para toda a.
A4 Para cada niimero a, existe un b, tal que a + b = 0.

M1  a(bc) = (ab)c para todas a, b, c.

M2  ab = ba para todas a, b.

M3  Existe un numero denominado “1”, tal que a+ 1 = a para toda a.
M4  Para cada a distinta de cero existe una b, tal que ab = 1.

D a(b + ¢) = ab + bc para todas a, b, c.

Al y M1 son las leyes asociativas, A2 y M2 son leyes conmutativas, A3 y M3 son las
leyes de la identidad y D es la ley distributiva. Los conjuntos con tales propiedades algebrai-
cas son ejemplos de campos y se estudian con profundidad en el area de las matematicas tedricas
denominada algebra abstracta.

_ Las propiedades de orden nos permiten comparar el tamafio de cualesquiera dos numeros.
Estas son:

01 Para cualesquiera a y b, se cumple @« = b o b =< a o ambas.
02 Sia =byb = aentoncesa = b.
03 Sia =byb = centoncesa = c.
04 Sia = bentoncesa + ¢ = b + c.
05 Sia

I\

by 0 = centonces ac = bc.

03 es la ley de transitividad, mientras que O4 y O5 se relacionan con la suma y la multi-
plicacion.

Es posible ordenar los ntimeros reales, los enteros y los racionales, pero no los numeros
complejos. No hay una manera razonable de decidir si un nimero como i = V —1 es mayor o
menor que cero. Un campo donde se puede comparar el tamafio de cualesquiera dos elementos
se denomina campo ordenado. Tanto los nimeros racionales como los numeros reales forman
un campo ordenado, pero hay muchos otros.

Podemos pensar en los numeros reales desde un punto de vista geométrico, alineandolos
como puntos en la recta. La propiedad de completez dice que los numeros reales correspon-
den a todos los puntos en la recta, sin “agujeros” ni “espacios” entre ellos. En contraste, los
racionales omiten puntos como V2 y 7, mientras que los enteros dejan fuera fracciones como
1/2. Los reales, al tener la propiedad de completez, no omiten puntos.

(Qué queremos decir exactamente con esta idea de los “espacios”? Para responder esto
debemos dar una descripcion mas precisa de la completez. Un nimero M es un cota superior
de un conjunto de numeros si todos los numeros en el conjunto son menores o iguales a M.
M es una minima cota superior si es la cota superior mas pequeila. Por ejemplo, M = 2 es
una cota superior para los numeros negativos. También lo es M = 1, lo que demuestra que 2
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FIGURA A.22 El valor maximo de

y=x—x3en [0, 1] ocurre en el
numero irracional x = V' 1/3.

no es una minima cota superior. La minima cota superior para el conjunto de nimeros nega-
tivos es M = 0. Definimos un campo ordenado completo como aquél donde todo conjunto
no vacio, acotado por arriba, tiene una minima cota superior.

Si trabajamos so6lo con los numeros racionales, el conjunto de nimeros menores que V2
esta acotado, pero no tiene una minima cota superior racional, ya que cualquier cota superior
racional M puede remplazarse con un nimero racional ligeramente menor que siga siendo
mayor que V2. Asi, los racionales no son completos. En los numeros reales, un conjunto que
esta acotado por arriba siempre tiene una minima cota superior. Los reales son un campo or-
denado completo.

La propiedad de completez es la base de muchos resultados obtenidos en calculo. Un
ejemplo se da al buscar un valor maximo de una funcién en un intervalo cerrado [a, b], como se
hizo en la seccion 4.1. La funciény = x — x> tiene un valor méximo en [0, 1] en el punto x que
satisface 1 — 3x> = 0, 0x = m Si limitaramos nuestra atencidn a las funciones contin-
uas definidas sélo en los racionales, habriamos concluido que la funcién no tiene maximo, ya
que V1/3 es irracional (figura A.22). El teorema del valor extremo (seccién 4.1) implica que
funciones continuas en intervalos cerrados [a, b] tienen un valor maximo, no valido para fun-
ciones definidas solo en las racionales.

El teorema del valor intermedio implica que una funcién continua f en un intervalo [a, b]
con f(a) < 0y f(b) > 0 debe anularse en algin punto de [a, b]. Los valores de la funcion
no pueden pasar de negativos a positivos sin que haya alguna x en [a, b], donde f(x) = 0.
El teorema del valor intermedio también se basa en la completez de los nimeros reales, y
es falso para funciones continuas definidas sélo en los racionales. La funcion f(x) = 0.
f(x) = 3x*> — 1 cumple f(0) = —1y f(1) = 2, pero si consideramos f s6lo en los nime-
ros racionales, su valor nunca se anula. El tunico valor de x para el que f(x) = Oesx = V1/3,
un numero irracional.

Hemos numerado las propiedades que se requieren de los nimeros reales al decir que éstos
constituyen un campo ordenado completo. Pero aun no hemos terminado. Los matematicos
griegos de la escuela de Pitagoras trataron de imponer otra propiedad a los nimeros de la recta
real: la condicion de que todos los niimeros fueran cocientes de enteros. También se percataron
de que su esfuerzo estaba destinado al fracaso cuando descubrieron niumeros irracionales como

V2. ;Cémo saber que nuestros esfuerzos por especificar los nimeros reales seran infructuosos
por alguna razén imprevista? Escher, el artista, dibujé ilusiones opticas con escaleras elipticas
que subian y subian hasta encontrarse consigo mismas en la parte inferior. Si un ingeniero tra-
tara de construir tal escalera, se daria cuenta de la imposibilidad de concretar en una estructura
los planos basados en tales ilusiones Opticas. jPodria ocurrir que nuestro disefio de los niimeros
reales tuviera una contradiccion sutil que nos impidiera construir tal sistema numérico?

Resolveremos este punto dando una descripcion especifica de los nimeros reales y verifi-
cando que las propiedades algebraicas, de orden y de completez se satisfacen en este modelo.
A lo anterior se le llama construccion de los nimeros reales; tal como las escaleras se cons-
truyen con madera, piedra o acero, existen muchas formas de construir los nimeros reales. Una
de ellas considera los niimeros reales como todos los decimales infinitos

a.d1d2d3d4 ce

Desde este punto de vista, un niimero real es un entero a seguido por una sucesion de digitos
decimales d|, d», ds, ..., cada uno entre 0 y 9. Esta sucesion puede detenerse, repetirse de ma-
nera periodica o continuar sin patrén. De esta forma, 2.00, 0.3333333... y 3.1415926535898...
representan numeros reales conocidos. Explicar el verdadero significado de los puntos “...”
después de dichos digitos requiere un desarrollo de la teoria de sucesiones y series, como en el
capitulo 10. Cada numero real se construye como limite de una sucesion de nimeros raciona-
les dados por sus aproximaciones decimales finitas. Un decimal infinito es entonces lo mismo
que una serie

d d
a+ 4+ 2y

Esta construccion decimal de los niimeros reales no es tan directa. Es bastante facil com-
probar que da nimeros que satisfacen las propiedades de completez y orden, pero la verifi-
cacion de las propiedades algebraicas es mas compleja. Incluso la suma o la multiplicacion
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de dos numeros necesitan de una cantidad infinita de operaciones. Dar sentido a la division
requiere un cuidadoso argumento, el cual implica limites de aproximaciones racionales a los
decimales infinitos.

El matematico aleman Richard Dedekind (1831-1916) adopt6 un enfoque distinto y logrd
la primera construccion rigurosa de los numeros reales en 1872. Dado cualquier nimero real x,
es posible separar los nlimeros racionales en dos conjuntos: los menores que o iguales a x, y los
mayores que x. Ingeniosamente, Dedekind invirtié este razonamiento y definié un niimero real
como una separacion en dos conjuntos de este tipo. Lo anterior pareceria un enfoque extrafio,
pero tales métodos indirectos de construccion de nuevas estructuras, a partir de otras anteriores,
son comunes en las matematicas tedricas.

Este y otros enfoques pueden utilizarse para construir un sistema de nimeros con propie-
dades algebraicas, de orden y de completez deseadas. Un ultimo aspecto que vale la pena ana-
lizar es si todas estas construcciones dan el mismo resultado. ;Es posible que las distintas cons-
trucciones produzcan diferentes sistemas numéricos que satisfagan todas las propiedades
requeridas? En caso de que la respuesta sea afirmativa, ;jcudl de tales sistemas es el de los nu-
meros reales? Por fortuna, la respuesta es no. Los niimeros reales constituyen el unico sistema
numérico que satisface las propiedades algebraicas, de orden y de completez.

La confusion en torno a la naturaleza de los numeros reales y los limites caus6 una gran
controversia durante las primeras etapas de desarrollo del célculo. Los pioneros del calculo,
como Newton, Leibniz y sus sucesores, al tratar de averiguar qué ocurria con el cociente de
diferencias

Ay flx + A%) — ()
Ax Ax

cuando tanto Ay como Ax tendian a cero, hablaban de la derivada resultante como si fuera un
cociente entre dos cantidades infinitamente pequefias. Estos “infinitésimos”, que se escriben
dx y dy, se consideraban como numeros de nuevo tipo, menores que cualquier namero fijo,
pero distintos de cero. De manera similar, se imaginaba que una integral definida era la suma
de una cantidad infinita de infinitésimos

flx) - dx

conforme x varia en un intervalo cerrado. Aunque los cocientes de diferencias aproximantes
Ay/Ax se entendian de manera similar a la actual, era un cociente de cantidades infinitesi-
males, y no un limite, donde se creia que radicaba el significado de la derivada. Dicha forma
de pensar condujo a dificultades l6gicas, cuando los intentos de definicion y el manejo de los
infinitésimos dieron lugar a contradicciones e inconsistencias. El cociente de diferencias, mas
concreto y manejable, no provoco tales problemas; solo se le consideraba una herramienta
util para realizar los calculos. Los cocientes de diferencias se utilizaron para encontrar el va-
lor numérico de la derivada y para deducir férmulas generales para los calculos, pero no fue-
ron considerados fundamentales para responder qué es realmente la derivada. Hoy nos damos
cuenta de que los problemas logicos asociados a los infinitésimos se evitan definiendo la deri-
vada como el limite de los cocientes de diferencias aproximantes. Las ambigiiedades del an-
tiguo enfoque ya no existen y en la teoria estandar del calculo los infinitésimos no se necesitan
ni se usan.

| Ndmeros complejos

Los niimeros complejos son expresiones de la forma a + ib, donde a y b son nimeros reales e i
es un simbolo para V—1. Por desgracia, las palabras “real” e “imaginario” tienen connota-
ciones que suelen colocar a V/—1 en una posicion menos favorable en nuestra mente que V2.
De hecho, se requirié de una gran imaginacion, en el sentido de inventiva, para construir el
sistema de numeros reales, que es la base del calculo (véase el apéndice A.6). En este apéndice
revisaremos las diversas etapas de dicha invencion, para luego presentar el desarrollo posterior
de un sistema de niimeros complejos.
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1
FIGURA A.23 Con una regla y un compas
es posible construir un segmento de
longitud irracional.

El desarrollo de los niimeros reales

La primera etapa de desarrollo de los numeros fue el reconocimiento de los niimeros para
contar, 1, 2, 3, ..., que ahora llamamos niimeros naturales o enteros positivos. Es posible
realizar algunas operaciones aritméticas sencillas con este niimero sin salir del sistema; es
decir, el sistema de enteros positivos es cerrado si se trata de las operaciones de suma y mul-
tiplicacion. En otras palabras, si m y n son cualesquiera enteros positivos, entonces

m+n=p y mn = q (1)

son también enteros positivos. Dados los dos enteros positivos del lado izquierdo de cualquiera
de las ecuaciones en (1), podemos especificar los enteros positivos correspondientes del lado
derecho. Mas que esto, es posible especificar m y p, asi como encontrar un entero positivo n
tal que m + n = p. Por ejemplo, 3 + n = 7 se puede resolver cuando los unicos numeros que
conocemos son los enteros positivos. Pero la ecuacion 7 + n = 3 no se resuelve a menos que se
amplie el sistema numérico.

El cero y los numeros negativos se inventaron para resolver ecuaciones como 7 + n = 3.
En una civilizacion que reconoce todos los enteros

5 =3,-2,-1,0,1,2,3,..., (2)

las personas educadas siempre seran capaces de encontrar el entero faltante que resuelva la
ecuacion m + n = p cuando se les den los otros dos enteros de la ecuacion.

Suponga que tales personas también saben como multiplicar cualesquiera dos enteros de
la lista (2). Si en las ecuaciones (1) se les dan m y ¢, veran que a veces pueden encontrar 7.
Si usan la imaginacion, se inspirarian para idear méas niimeros e introducir las fracciones, que
son justamente pares ordenados m/n de enteros m y n. El nimero cero tiene propiedades espe-
ciales que molestarian un poco, pero en ultima instancia los individuos en cuestion descubriran
que es bueno tener todos los cocientes de enteros m/n, excluyendo aquellos con cero en el de-
nominador. Este sistema, llamado conjunto de nimeros racionales, sera lo suficientemente
rico como para realizar las operaciones racionales de la aritmética:

1. (a) suma 2. (a) multiplicacion
(b) resta (b) division

con cualesquiera dos numeros del sistema, excepto que no es posible dividir entre cero, pues
esto carece de sentido.

La geometria del cuadrado unitario (figura A.23) y el teorema de Pitagoras demostraron
que es posible construir un segmento de recta que, en términos de alguna unidad de longitud

basica, tiene longitud igual a \6 En consecuencia, las personas resolvieron la ecuacion
¥ =2

mediante una construccion geométrica. Pero también descubrieron que el segmento de recta

que representa a V/2 es una cantidad inconmesurable. Lo anterior significa que V2 no puede
expresarse como la razon entre dos multiplos enteros de cierta unidad de longitud. Es decir, la
gente era incapaz de encontrar una solucién numérica racional de la ecuacién x> = 2.

No existe un nimero racional cuyo cuadrado sea 2. Para comprender por qué, supongamos
que si hay tal nimero racional. Entonces, podriamos encontrar enteros p y ¢, sin factores co-
munes distintos de 1, tales que

P’ =24 (3)

Como p y g son enteros, p debe ser par, pues en caso contrario, al multiplicarlo por si mis-
mo, el producto seria impar. En simbolos, p = 2p;, donde p; es un entero. Esto nos lleva
a 2p1® = ¢, lo que significa que ¢ debe ser par; digamos, ¢ = 2q1, donde ¢; es un entero.
Lo anterior hace que 2 sea un factor de p y ¢, lo que contradice nuestra eleccion de p y ¢
como enteros sin factores comunes distintos de 1. Por lo tanto, no hay un niimero racional
cuyo cuadrado sea 2.
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Aunque las personas de que hemos hablado no podrian hallar una solucion racional para
la ecuacion x2 = 2, si serian capaces de obtener una sucesioén de cocientes racionales

1 7 41 239
5 29 1690 7 )

cuyos cuadrados forman una sucesion

1 49 1681 57,121

1’ 25 8417 285617 77 (5)
que converge a 2. Esta vez la imaginacion sugeria la necesidad del concepto de limite de una
sucesion de niimeros racionales. Si aceptamos el hecho de que una sucesion creciente acotada
por arriba siempre tiene un limite (teorema 6, seccion 10.1) y observamos que la sucesion (4)
tiene tales propiedades, querriamos que tuviera un limite L. Esto también nos indica, de
acuerdo con (5) que L2 = 2y, por lo tanto, que L no es uno de nuestros niimeros racionales.
Si agregamos a los numeros racionales los limites de todas las sucesiones de nimeros racio-
nales crecientes y acotadas por arriba, llegaremos al sistema de todos los nimeros “reales”. Es-
cribimos la palabra real entre comillas porque ninguna caracteristica de este sistema lo hace
“mas real” o “menos real” que a cualquier otro sistema matematico.

Los niimeros complejos

Durante el desarrollo del sistema de niimeros reales se recurrié muchas veces a la imagina-
cion. De hecho, fue necesario hacer alarde de inventiva por lo menos en tres momentos durante
la construccion del sistema que hemos analizado hasta el momento:

1. Enlainvencion del primer sistema: el conjunto de todos los enteros, construido a partir de
los nimeros para contar.

2. En la invencion del segundo sistema: el conjunto de los niimeros racionales m/n, cons-
truido a partir de los enteros.

3. En la invencion del tercer sistema: el conjunto de todos los numeros reales x, construido
a partir de los nimeros racionales.

Tales sistemas, producto de la inventiva, forman una jerarquia en la que cada sistema con-
tiene al anterior. Cada sistema es también mas rico que su predecesor, en el sentido de que per-
mite realizar operaciones adicionales sin necesidad de recurrir a otros:

1. En el sistema de todos los enteros, es posible resolver todas las ecuaciones de la forma
x+a=0, (6)

donde a puede ser cualquier entero.

2. En el sistema de todos los numeros racionales, podemos resolver todas las ecuaciones de
la forma

ax + b =0, (7)

siempre y cuando @ y b sean nimeros racionales a # 0.

3. En el sistema de todos los nimeros reales, es posible resolver todas las ecuaciones de los
tipos (6) y (7), ademas de todas las ecuaciones cuadraticas

ax> +bx+c=0 con a#0 y b*— dac=0. (8)

Es probable que usted conozca la formula que da las soluciones a la ecuacion (8); a saber,

x:—b:t VB> — 4ac

2a ’ ©)
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y que también esté familiarizado con el hecho de que cuando el discriminante, 5> — 4ac, es
negativo, las soluciones de la ecuacion (9) no pertenecen a los sistemas que hemos analizado.
De hecho, la sencilla ecuacion cuadratica

X +1=0

es imposible de resolver si los unicos sistemas numéricos que pueden utilizarse son los tres
mencionados.

En consecuencia, llegamos al cuarto sistema inventado, el conjunto de todos los nimeros
complejos a + ib. Podriamos omitir el simbolo i y usar la notacion de pares ordenados (a, b).
Puesto que desde el punto de vista de las operaciones algebraicas los niimeros a y b se tratan
de manera ligeramente distinta, es esencial mantener el orden. Por lo tanto, decimos que el
sistema de nimeros complejos consta del conjunto de todos los pares ordenados de numeros
reales (a, b), junto con las reglas que indican su igualdad, su suma, su multiplicacion, etcétera,
y que se presentan a continuacion. Usaremos las notaciones (a, b) y a + ib en el siguiente
analisis. Llamaremos a a la parte real y b a la parte imaginaria del nimero complejo (a, b).

Tenemos las siguientes definiciones.

Igualdad

a+ib=c+id Dos ntimeros complejos (a, b)

siy si solo y (¢, d) son iguales si 'y solo si

a=cyb=d. a=cyb=4d.

Suma

(a + ib) + (¢ + id) La suma de los dos nimeros

=(a+c)+ilb+d complejos (a, b) y (¢, d) es el
namero complejo (a + ¢, b + d).

Multiplicacion

(a + ib)(c + id) El producto de dos niimeros

= (ac — bd) + i(ad + bc) complejos (a, b) y (¢, d) es el
namero complejo (ac — bd, ad + bc).

cla + ib) = ac + i(bc) El producto de un nimero real ¢

por el nimero complejo (a, b) es
el numero complejo (ac, bc).

El conjunto de todos los numeros complejos (a, b), donde el segundo numero b es igual
a cero, tiene todas las propiedades del conjunto de niimeros reales a. Por ejemplo, la suma y la
multiplicacion de (a, 0) y (¢, 0) da
(a,0) + (c,0) = (a + ¢, 0),
(a,0)(c, 0) = (ac, 0),

que son numeros del mismo tipo, con su parte imaginaria igual a cero. Ademas, si multiplica-
mos un “nimero real” (a, 0) y el numero complejo (¢, d), obtendremos

(a,0)+(c,d) = (ac, ad) = alc, d).

En particular, el nimero complejo (0, 0) desempena el papel del cero en el sistema de nimeros
complejos, y el nimero complejo (1, 0), el de la unidad o el uno.

El par ordenado (0, 1), con parte real igual a cero y parte imaginaria igual a uno, tiene la
propiedad de que su cuadrado,

(0, 1)(0, 1) = (=1,0),

tiene parte real igual a menos uno y parte imaginaria igual a cero. Por lo tanto, en el sistema
de ntimeros complejos (a, b) existe un nimero x = (0, 1) cuyo cuadrado puede sumarse a la
unidad (1, 0) para producir el cero (0, 0), es decir,

(0,1)> + (1,0) = (0,0).
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En consecuencia, la ecuacion
¥+1=0

tiene una solucion x = (0, 1) en este nuevo sistema numérico.
Tal vez usted esté mas familiarizado con la notacion a + ib que con la notacion (a, b).
Como las leyes algebraicas para los pares ordenados nos permiten escribir

(a,b) = (a,0) + (0,b) = a(1,0) + b0, 1),

mientras (1, 0) se comporte como la unidad y (0, 1) como una raiz cuadrada de menos uno,
no debemos dudar en escribir @ + ib en vez de (a, b). Asociada a b, la i es como un elemento
que marca la parte imaginaria de a + ib. Es posible pasar del ambito de los pares ordenados
(a, b) al de las expresiones a + ib y viceversa. Pero, una vez que se han aprendido las leyes
algebraicas para el sistema de numeros complejos como pares ordenados (a, b), el simbolo
(0, 1) = i no es menos “real” que el simbolo (1, 0) = 1, una vez que hemos aprendido las leyes
del algebra en el sistema complejo de numero de pares ordenados (a, b).

Para reducir cualquier combinacion racional de nimeros complejos a un tinico numero com-
plejo, aplicamos las leyes del dlgebra elemental, remplazando i2 por — 1 siempre que aparezca.
Por supuesto, no podemos dividir entre el nimero complejo (0, 0) = 0 + ;0. Pero sia + ib # 0,
es posible efectuar una divisiéon como sigue:

c+id (c+id)a—ib) (ac + bd) + i(ad — bc)
a+ib  (a+ib)a— ib) a* + b '

El resultado es un nimero complejo x + iy con

_ ac+ bd _ ad — bc

e+ YT 2+p
ya® + b* # 0,puesa + ib = (a,b) # (0,0).
El nimero a — ib, que se utiliza como factor para eliminar i del denominador, es el con-
jugado complejo de a + ib. Se acostumbra usar z, (que se lee “z barra o z conjugado”) para
denotar el conjugado complejo de z; asi,

z = a + ib, z=a — ib.

Al multiplicar el numerador y el denominador de la fraccion (¢ + id)/(a + ib) por el conju-
gado complejo del denominador, éste se remplaza siempre por un niimero real.

EJEMPLO 1 Damos algunos ejemplos de operaciones aritméticas con numeros complejos.
(@ Q+3)+(06-2)=Q2+6)+B—-2)i=8+1i
M) 2+3)—-(6-2))=2-6)+B3—(-2)i=-4+5
©) (2 + 3i)(6 — 2i) = (2)(6) + (2)(=2i) + (3i)(6) + (3i)(—2i)
=12 —4i+ 18 — 6i* = 12 + 14i + 6 = 18 + 14

2+3i _2+3i6+2i
6—2i 6-—26+2i

12 + 4i + 18i + 6/

36 + 12i — 12i — 47

6+22 _ 3 .1l
40 20 20

(@

Diagramas de Argand
El niimero complejo z = x + iy tiene dos representaciones geométricas:

1. como el punto P(x, y) en el plano xy
2. como el vector OP que va del origen a P.
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P(x, y)
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1

\0

0] X

FIGURA A.24 Este diagrama de Argand
representa a z = x + iy como un punto
P(x, y) y como un vector OP .

En cada representacion, el eje x se conoce como eje real y el eje y es el eje imaginario. Ambas
representaciones son diagramas de Argand para x + iy (figura A.24).
En términos de las coordenadas polares x y y, tenemos

X = rcosé, y =rsenf,

z=x+ iy = r(cosf + isenh). (10)

Definimos el valor absoluto de un nimero complejo x + iy como la longitud  de un vector OP
que va del origen a P(x, y). Denotamos el valor absoluto mediante barras verticales; en con-
secuencia,

|x + iy] = Vx> + )72
Si elegimos siempre las coordenadas polares 7 y # de manera que » sea no negativo, entonces
r=l|x+ iy

El angulo polar 6 es el argumento de z y se escribe § = arg z. Desde luego, se puede sumar
cualquier multiplo entero de 27 para producir otro angulo adecuado.

La siguiente ecuacion presenta una formula util que relaciona un nimero complejo z, su
conjugado z, y su valor absoluto | z|, a saber,

z-z = |z~

Formula de Euler
La identidad
€% = cos® + isend,
llamada formula de Euler nos permite escribir la ecuacion (10) como
z = reé”.

Esta formula, a la vez, nos lleva a las siguientes reglas para el calculo de productos, cocien-
tes, potencias y raices de nimeros complejos, asi como a diagramas de Argand para e?. Como
cos 6 + i sen 6 es lo que obtenemos de la ecuacion (10) al considerar » = 1, es posible decir
que e se representa mediante un vector unitario que forma un angulo 6 con la parte positiva
del eje x, como muestra en la figura A.25.

) y o
e = cos O +isend e = cos O + isen0

(cos 6, sen 6)

(a) (b)
FIGURA A.25 Diagramas de Argand para ¢’ = cos 6 + i sen 6,
(a) como un vector y (b) como un punto.

Productos

Para multiplicar dos niimeros complejos, multiplicamos sus valores absolutos y sumamos sus
angulos. Sean

71 = rie?, 2 = e, (11)



2122

o]
FIGURA A.26 Cuando se multiplican
Z1 y22, |Z]Zz| =r- r2y arg(zlzz) = 01 + 02.

y
=141
1+ “ '
3 I 2122
2/ N2 ‘
T
4 T 1V3-—1
D) |
e L,
0 /_z w 1+V3
6 |
1
2 I
[ _
1+ n=V3—i

FIGURA A.27 Para multiplicar dos nimeros
complejos, multiplique sus valores absolutos
y sume sus argumentos.
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de manera que

|Zl| =r, arg z; = 01; |Zz| = r, arg z; = 02.
Entonces,
Z12p = 1 P .,,28192 - rlr261(91+92)
y, en consecuencia,
|z122| = rir2 = |z1] |2

(12)
arg (z1zp) = 0, + 0, = argz; + argz,.
Por lo tanto, el producto de dos numeros complejos se representa mediante un vector cuya lon-
gitud es el producto de las longitudes de los factores y cuyo argumento es la suma de sus argu-
mentos (figura A.26). En particular, a partir de la ecuaciéon (12) vemos que un vector puede
girar en sentido contrario al de las manecillas del reloj un angulo 6 multiplicdindolo por e®.
La multiplicacién por i provoca un giro de 90°, por —1 un giro de 180°, por —i un giro de 270°,
etcétera.

EJEMPLO 2 Seanz; =1+ i,z = \/3 — i. Trazamos estos niimeros complejos en un dia-
grama de Argand (figura A.27), donde obtenemos las representaciones polares

zZ1 = \[Zei”/“,

) = 2671’77/6.

Luego,
z12y = 2V2 exp(%r - %) =2V2 exp(%)
=2V2 (cos% + isen%) ~ 273 + 0.73i.
La notacion exp(A4 ) representa e, ]
Cocientes

Supongamos que 7, # 0 en la ecuacion (11). Asi,

e r
=,

Z]
z =

i(01—02)
16, :
e

Por lo tanto,

|z1] z]
=m y arg|z =0, — 0, = argz — argz,.
2

Z1

I
% =

)

Es decir, dividimos las
complejos.

longitudes y restamos los angulos para obtener el cociente de nimeros

=1+iy22=\/§—
V2t 2

i S5m 57
Smif12 .
2 e 0.707 (COS 12 1s€n 12 >

EJEMPLO 3 Sean z; i, como en el ejemplo 2. Entonces,
1+

V3 -

ze*i#/é

0.183 + 0.683i. [ |

1%
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Potencias

Si n es un entero positivo, es posible aplicar las formulas de producto en la ecuacion (12) para
obtener

' =zeze e ez, n factores
Con z = re', obtenemos
7! = (Veie)n = plel0+0++0) n sumandos
= e (13)

La longitud r = |z| se eleva a la n-ésima potencia y el angulo § = arg z se multiplica por 7.
Si consideramos » = 1 en la ecuacion (13), obtendremos el teorema de De Moivre.

Teorema de De Moivre

(cos® + isen)" = cosnf + isennf. (14)

Si desarrollamos el lado izquierdo de la ecuacion de De Moivre mediante el teorema del
binomio y la reducimos a la forma a + ib, obtendremos férmulas para cos n6 y sen nf como
polinomios de grados n en cos 6 y sen 6.

EJEMPLO 4  Sin = 3 en la ecuacion (14), tenemos
(cos@ + isen®)® = cos360 + isen30.
El lado izquierdo de esta ecuacion se desarrolla como
cos*# + 3icos’@send — 3cosfsen’H — isen’ .
La parte real de la expresion anterior debe ser igual a cos 36 y la parte imaginaria debe ser
igual a sen 36. Por lo tanto,

cos 30 = cos®> 0 — 3 cos 0 sen’ 0,

sen30 = 3cos’fsenf — sen’ 6. |

Raices

Si z = re™ es un nimero complejo distinto de cero y 7 es un entero positivo, entonces hay pre-
cisamente » numeros complejos distintos wy, wy, ..., w,—1, que son raices n-ésimas de z. Para
comprender por qué, sea w = pe'® una n-ésima raiz de z = pe, por lo que

w'=z

Pl = et
Entonces,
o=
es la n-ésima raiz real positiva de . En cuanto al argumento, aunque no podemos decir que na
y 6 deben ser iguales, si es posible afirmar que difieren en un multiplo entero de 27r. Esto es,
na = 0 + 2k, k=0,=+1,+2,....

Por consiguiente,
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Wy

FIGURA A.28 Las tres raices cubicas de

z = re.

y
Wi /qz\wo

77'/ 2 \

2 m
] AR
-16 ]

X\ /g

I

FIGURA A.29 Las cuatro raices cuartas de

—16.
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Por lo tanto, todas las n-ésimas raices de z = re’ estan dadas por

21T

+k7>, k=0,=+1,£2,.... (15)

W= %expi(ﬁ

n

Pareceria que hay una infinidad de respuestas distintas correspondientes a la infinidad de
valores posibles de &, pero k = n + m da la misma respuesta que k = m en la ecuacion (15).
Asi, s6lo necesitamos considerar n valores consecutivos de k para obtener todas las n-ésimas
raices distintas de z. Por conveniencia, tomamos

k=0,1,2,....,n — 1.

Todas las raices n-ésimas de e’ estan en una circunferencia con centro en el origen y con
radio igual a la n-ésima raiz positiva de . Una de ellas tiene argumento @ = 0/n. Las demas
se distribuyen de manera uniforme en la circunferencia, cada una separada de sus vecinas por
un angulo igual a 277 /n. La figura A.28 ilustra la distribucion de las tres raices cubicas wy, wy,
wy del niimero complejo z = re®.

EJEMPLO 5  Determine las cuatro raices cuartas de —16.

Solucion Como primer paso, ubicamos el nimero —16 en un diagrama de Argand (figura
A.29) y determinamos su representacion polar re®. En este caso,z = —16yr = +16y 60 = 7.
Una de las raices cuartas de 16e’™ es 2¢™/4. Obtenemos las demas mediante sumas sucesivas
de 27 /4 = /2 al argumento de esta primera raiz. Por lo tanto,

44> 4 4

\/[16expi7r = Zexpi<w 3m Sm 777),

y las cuatro raices son

wo = 2:005% + isen%} = \/5(1 + i)

wy = 2_cos%r + isenizr: = \6(—1 + i)

wy = 2:0055:- + isensf: = \6(—1 — i)
W3=2:cos%+isen%: = \6(1 — ). [ |

El teorema fundamental del algebra

Alguien podria decir que la invencion de V —1 estd muy bien y que conduce a un sistema
numérico mas rico que el de los numeros reales, pero jen qué momento se detendra este pro-
ceso? ¢ Tendremos que inventar més sistemas para obtener V/—1, /=1,y asi sucesivamente?
Resulta que esto no es necesario. Tales nimeros pueden expresarse ya en términos del sistema
de nimeros complejos a + ib. De hecho, el teorema fundamental del algebra dice que con la
introduccion de los nimeros complejos se cuenta con los numeros suficientes para factorizar
cualquier polinomio como un producto de factores lineales y, por lo tanto, los numeros sufi-
cientes para resolver cualquier ecuacion polinomial posible.
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El teorema fundamental del algebra
Toda ecuacion polinomial de la forma

" + ap 2+

donde los coeficientes ay, ay, ..., a, son cualesquiera nimeros complejos, cuyo grado
n es mayor que o igual a uno, y cuyo coeficiente principal a, no es cero, tiene exacta-
mente # raices en el sistema de nimeros complejos siempre y cuando cada raiz multi-
ple con multiplicidad m se cuente como m raices.

+a12+a0:0,

En casi todos los textos sobre la teoria de funciones de una variable compleja aparece una
demostracion de este teorema.

Ejercicios A.7

Operaciones con nimeros complejos

1. Como multiplican nimeros complejos las computadoras
Calcule (a, b) * (¢, d)= (ac — bd, ad + bc).
a. (2,3)-(4,-2) b. (2, -1)-(=2,3)
c (=1,=2)-(2,1)
(Esta es la forma en la que las computadoras multiplican ntimeros
complejos)

2. Resuelva las siguientes ecuaciones en términos de los nimeros reales
Xyy.
a. 3+42-26c—iy) =x+iy

1+ 1 .
. +——=1+
b <l—i) x + iy bt

c. B3—=2)(x+iy) =2(x—2y) +2i—1

Graficacion y geometria
3. (Cuantos de los siguientes niimeros complejos pueden obtenerse
geométricamente a partir de z + iy? Elabore un bosquejo de los

numeros.
a. z b. (—z)
c. —z d 1/z

4. Demuestre que la distancia entre los puntos z; y z, en un diagrama
de Argand es |z; — z,|.

En los ejercicios 5 a 10, grafique los puntos z = x + iy que satisfacen las
condiciones dadas.

5. a.|z|=2
6. |z —1]=2
8. |z+1]=|z - 1]
10. |z + 1| = |z|

b. |z] <2 c|z|>2
Tlz+1]=1

9. |z +i|=]z— 1|

En los ejercicios 11 a 14, exprese los nimeros complejos en la forma re®,
conr =0y —m <60 = 7. Trace un diagrama de Argand para cada calculo.

1. (1+ Vo3) PR

1
1+iV3
1-iV3

13. 14. (2 + 3i)(1 — 2i)

Potencias y raices
Utilice el teorema de De Moivre para expresar las funciones trigonomé-
tricas en los ejercicios 15 y 16 en términos de cos 0 y sen 6.

15. cos 46 16. sen 46

17. Determine las tres raices cubicas de 1.

18. Determine las dos raices cuadradas de i.

19. Determine las tres raices cubicas de —8i.

20. Determine las seis raices sextas de 64.

21. Determine las cuatro soluciones de la ecuacion z* — 22> + 4 = 0.
22. Determine las seis soluciones de la ecuaciéon z° + 2z° + 2 = 0.
23. Determine todas las soluciones de la ecuaciéon x* + 4x> + 16 = 0.

24. Resuelva la ecuacionx* + 1 = 0.

Teoria y ejemplos

25. Numeros complejos y vectores en el plano Demuestre con un dia-
grama de Argand que la ley para sumar numeros complejos es la
misma que la ley del paralelogramo para la suma de vectores.

26. Aritmética compleja con conjugados Demuestre que el conju-
gado de la suma (producto o cociente) de dos numeros complejos,
Z1'y 2o, es la misma que la suma (producto o cociente) de sus conju-
gados.

27. Raices complejas de polinomios con coeficientes reales en parejas
conjugadas complejas

a. Amplie los resultados del ejercicio 26 para demostrar que

f@) = f(2), si

fz) = a2+ a2 '+ -+ aiz + a

es un polinomio con coeficientes reales, ay, . . . , a,.

b. Siz es una raiz de la ecuacién f(z) = 0, donde f(z) es un poli-
nomio con coeficientes reales, como en el inciso (a), demuestre
que el conjugado z también es raiz de la ecuacion. (Sugerencia:
Sea f(z) = u + iv = 0; entonces, u y v son iguales a cero.
Utilice el hecho de que f(z) = f(z) = u — iv.)

28. Valor absoluto de un conjugado Demuestre que |z| = |z|.
29. Cuando z = z Sizy z son iguales, ;qué puede decir acerca de la
ubicacion del punto z en el plano complejo?
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30. Partes real e imaginaria Sean Re(z) la parte real de z e Im(z) la c. |Re(z)| = |z|
parte imaginaria. Demuestre que se cumplen las siguientes relacio- d |2+ Zz|2 = |z |2 i |zz|2 + 2Re(zi%,)
nes para cualesquiera nimeros complejos z, z| y zp.

a. z + z = 2Re(z2)
b. z — z = 2ilm(z)

e. |Zl + Zz| = |Zl| + |22|

A 8 | La ley distributiva para el producto vectorial cruz

En este apéndice demostraremos la ley distributiva
uX(v+w)=uXv+uXw,

que es la propiedad 2 en la seccion 12.4.

Demostracion Para deducir la ley distributiva, construimos u X v de una forma nueva. Dibu-
jamos u + v desde el punto comtn O y construimos un plano M perpendicular a u en O (figura
A.30). Luego proyectamos v ortogonalmente sobre M, lo que da un vector v’ con longitud
|v|sen 6. El vector v’ se hace girar 90° con respecto a u en el sentido positivo para producir un
vector v”. Por ultimo, multiplicamos v” por la longitud de u. El vector resultante |u|v” es igual
au X v, yaque v’ tiene la misma direccion que u X v por su construccion (figura A.30) y

[u[v"[ = lu[]v'[ = [u[|v[sen & = [u X v].

FIGURA A.30 Como se explico en el texto, u X v = |u|v".

Ahora, cada una de estas tres operaciones, a saber,

1. la proyeccion sobre M.
2. larotacion de 90° con respecto a u
3. la multiplicacién por el escalar |u]

cuando se aplica a un tridngulo cuyo plano no es paralelo a u, producira otro triangulo. Si ini-
ciamos con el triangulo cuyos lados son v, wy v + w (figura A.31) y aplicamos los tres pasos,
de manera sucesiva, obtendremos lo siguiente:

1. Un triangulo cuyos lados son v', w' y (v + w)’, que satisfacen la ecuacion vectorial
v +w =(v+w)
2. Un triangulo cuyos lados son v’, w" y (v + w)", que satisfacen la ecuacion vectorial

v+ w = (v+w)
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A9

(La notacion de doble prima en cada vector tiene el mismo significado que en la figura
A.30).

v+ w)

FIGURA A.31 Los vectores v, w, v + w, y sus proyecciones
sobre un plano perpendicular a u.

3. Un triangulo cuyos lados son |u|v”, [u|w”, y |u|(v + w)" que satisfacen la ecuacion

vectorial

[u[v” + |u|w” = |u|(v + w)".

Al sustituir [u|v" =u X v, [ulw’ =u X w, y|u|(v+w)” =uX(v+ w) a partir
de nuestro analisis anterior, en la tltima ecuacion da

uXv+uXw=uX(v+w,

que es la ley que queriamos establecer. [ |

| El teorema de la derivada mixta y el teorema del incremento

Este apéndice deduce el teorema de la derivada mixta (teorema 2, seccion 14.3) y el teo-
rema del incremento para funciones de dos variables (teorema 3, seccion 14.3). En 1734 Euler
publico el teorema de la derivada mixta en una serie de articulos que escribi6é sobre hidro-
dinamica.

TEOREMA 2: El teorema de derivada mixta Si f(x, y) y sus derivadas parciales
Jo Jv» Jxv Y fyx estan definidas en una region abierta que contiene un punto (a, b) y
son todas continuas en (a, b), entonces

fola,b) = fiula, b).

Demostracion La igualdad de fy,(a, b) = f,x(a, b) se puede establecer mediante cuatro
aplicaciones del teorema del valor medio (teorema 4 de la seccidn 4.2). Por hipoétesis, el punto
(a, b) estd en el interior de un rectidngulo R en el plano xy, donde f, fx, f,, fx)y ¥ fyx estan
definidas. Sean / y k nimeros tales que el punto (¢ + h, b + k) también esta en R y considere-
mos la diferencia

A =F(a+ h) — F(a), (1)
donde
F(x) = f(x,b + k) — f(x,b). (2)
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FIGURA A.32 La clave para demostrar que
Jfula, b) = f,x(a, b) es que no importa qué tan
pequeflo sea R', f;, y f» toman valores iguales
dentro de R’ (aunque no necesariamente en el
mismo punto).
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Aplicamos el teorema del valor medio a F, que es continua por ser derivable. Entonces, la
ecuacion (1) se convierte en

A = hF'(cy), (3)
donde c; esta entre a y a + h. De acuerdo con la ecuacion (2),
F'(x) = fulx, b + k) = fulx, b),
de manera que la ecuacion (3) se convierte en
A = nlfler,b + k) — fuler, b)]. (4)
Si aplicamos el teorema del valor medio de la funcion g(y) = fi(cy, y) tenemos
glb + k) — g(b) = kg'(dy),
o bien
filen, b+ k) — fler, b) = kfy(ci, dy)
para alguna d; entre by b + k. Al sustituir esto en la ecuacion (4), obtendremos
A = hkfy(ci, dy) (5)

para cierto punto (cy, dy) en el rectangulo R’, cuyos vértices son los cuatro puntos (a, b), (a +
h,b),(a+ h, b+ k)y(a, b+ k). (Véase la figura A.32).
Al sustituir la ecuacion (2) en la ecuacion (1), también podemos escribir
A=fla+hb+k — flat+hbd) — fla,b + k) + f(a, b)
=[fla + hb+ k) — fla,b + k)] = [fla + h,b) = f(a, b)]

= ¢(b + k) — ¢(b), (6)
donde
¢(») = fla + h,y) = fa,y). (7)
Si aplicamos el teorema del valor medio a la ecuacién (6), ahora nos da
A = kd'(d>) (8)
para algun d, entre b y b + k. De acuerdo con la ecuacion (7),
¢'(y) = fila + h,y) = fa,y). (9)

Al sustituir la ecuacion (9) en la ecuacion (8), se obtiene

A =kfla + h dy) — fla, d)].

Por tltimo, aplicamos el teorema del valor medio a la expresion en corchetes para obtener
A= khfyx(CZ) dZ) (10)

para algin c; entre ay a + h.
Juntas, las ecuaciones (5) y (10) demuestran que

fxy(cla dl) = fyx(CZ: dZ)a (11)

donde (cy, d) y (c2, dp) estan en el rectangulo R’ (figura A.32). La ecuacion (11) no es pre-
cisamente el resultado que buscamos, pues solo nos dice que f, tiene el mismo valor en
(c1, d) que f,. en (cz, dp). Sin embargo, los niimeros / y k pueden hacerse tan pequefios
como se quiera. La hipdtesis de que fy, y f,x son continuas en (a, b) significa que
fole, dv) = fola, b) + €1y fules, dr) = fiula, b) + €, donde cada una de €, €, —>0
cuando A, k— 0. Por lo tanto, si Ay k— 0, tenemos que fy,(a, b) = f,.(a, b). ]

La igualdad entre f,(a, b) y fyx(a, b) puede demostrarse con hipdtesis mds débiles que
las planteadas. Por ejemplo, basta que f, f y f, existan en R y que f, sea continua en (a, b).
Entonces, f, . existe en (a, b) y es igual a f, en ese punto.
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C(xy + Ax, yo + Ay)

A(xp, Yo)

B(xo + Ax, yo)

T

FIGURA A.33 Laregion rectangular 7en
la demostracion del teorema del incremento.
La figura se dibujo para Ax y Ay positivos,
pero cualquiera de ellos podria ser cero

0 negativo.

TEOREMA 3: El teorema del incremento para funciones de dos variables
Suponga que las primeras derivadas parciales de f(x, y) estan definidas en una
region abierta R que contiene al punto (xo, yo) y que fy y f, son continuas en
(x0, o). Entonces, el cambio

Az = f(xo + Ax,y0 + Ay) — f(x0, o)

en el valor de f que resulta de moverse de (xo, yo) a otro punto (xo + Ax, yo + Ay) en
R satisface una ecuacion de la forma

Az = fulxo, yo) Ax + fy(x0, y0) Ay + € Ax + €Ay

donde cada €;, €, — 0 cuando Ax, Ay — 0.

Demostracion Trabajamos dentro de un rectangulo 7 con centro en A(xo, vo), que esta dentro
de R, y suponemos que Ax y Ay ya son lo bastante pequefios como para que el segmento de
recta que une 4 con B(xy + Ax, yo) v el segmento de recta que une B con C(xy + Ax, yo + Ay)
estén en el interior de 7 (figura A.33).

Es posible pensar en Az como la suma Az = Az; + Az, de dos incrementos, donde

Az = f(xo + Ax, y0) — f(x0,10)
es el cambio enel valorde f de4aBy
Azy = f(xo + Ax,y0 + Ay) — flxo + Ax, yo)

es el cambio en el valor de f de B a C (figura A.34).
En el intervalo cerrado de valores de x, que va de xp a xp + Ax, la funcion F(x) = f(x, yo)
es una funcion derivable (y por lo tanto continua) de x, con derivada

F'(x) = filx, yo).

Segun el teorema del valor medio (teorema 4 de la seccion 4.2), existe un valor ¢ de x entre x,
Xo + Ax donde

F(xg + Ax) — F(xg) = F'(¢) Ax

flxo + Ax, yo) — flxo, y0) = filc, yo) Ax

Az = file, yo) Ax. (12)

De manera similar, G(y) = f(xo + Ax, y) es una funcion derivable (y por lo tanto con-
tinua) de y en el intervalo cerrado en y que va de yp a yy + Ay, con derivada

G'(y) = filxo + Ax,p).
En consecuencia, existe un valor d de y entre yyy yo + Ay donde
G(yo + Ay) = G(yo) = G'(d) Ay

flxo + Ax,yg + Ay) — flxo + Ax, ) = f(xo + Ax,d) Ay

Azy = f(xo + Ax,d) Ay. (13)



Apéndice 9 El teorema de la derivada mixta y el teorema del incremento  AP-39

7z =flx,y) —

Yo+ Ay
(xo + Ax, yp) Clxp + Ax,yo+ Ay)

FIGURA A.34 Parte de la superficie z = f(x, y) cerca de Po(xo, vo, f(xo0, y0)) .
Los puntos Py, P', y P" tienen la misma altura zy = f(xo, yo) por arriba del plano xy.
El cambio enzes Az = P’'S. El cambio

Azp = flxo + Ax, yo) — f(x0,0),

mostrado como P"Q = P'Q’, es consecuencia del cambio de x, desde xj hasta
Xo + Ax mientras y se mantiene igual a yy. Luego, cuando x se mantiene igual
axg + Ax,

Azy = f(xo + Ax,yo + Ay) — flxo + Ax, yo)

es el cambio en z causado por el cambio de yp a yo + Ay, que esta representado
por Q'S. El cambio total en z es la suma de Az; a Az,.

Ahora bien, cuando Ax y Ay — 0, sabemos que ¢ — X'y d — yy. Por lo tanto, como f; y f;
son continuas en (xo, Vo), las cantidades

€1 = fule,y0) — fo(xo, o),

e = filxo + Ax,d) — fulxo, y0) (14)
tienden a cero cuando Ax y Ay — 0.
Por altimo,
Az = Az; + Az
= fX(C, yO)Ax + fy(xo + Ax, d)Ay A partir de las ecuaciones (12) y (13).

= [fu(x0, o) + €1]Ax + [fy(xo, o) + €2]Ay A partir de la ecuacion (14).
= fulxo, yo)Ax + f,(x0, y0)Ay + €1Ax + €Ay,

donde €; y €, — 0 cuando Ax y Ay — 0, que era lo que teniamos que demostrar. [ |

Resultados analogos son validos para funciones con cualquier numero finito de varia-
bles independientes. Suponga que las primeras derivadas parciales de w = f(x, , z) se definen
en toda una region abierta que contiene al punto (xo, yo, zo), y que fx, f, y f- son continuas en
(x0, y0, zo). Entonces,

Aw = f(xo + Ax,yo + Ay, z0 + Az) — f(x0, yo, 20)
= fAx + f,Ay + f.Az + € Ax + €Ay + €Az, (15)
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donde €, €;, €3 —> 0 cuando Ax, Ay, y Az—0.
Las derivadas parciales fy, f, y f. de la ecuacién (15) deben evaluarse en el punto

(x0. Yo, 20)-
La ecuacion (15) puede demostrarse considerando Aw como la suma de tres incrementos.

Awy = f(xo + Ax, yo, 20) — f(x0, y0, 20) (16)
AWQ = f(xo + Ax,yo + Ay, Z()) - f(xo + Ax,yo, Zo) (17)
Aws = f(xo + Ax,y0 + Ay, zo + Az) — f(xg + Ax,yo + Ay, z), (18)

y aplicando el teorema del valor medio a cada uno por separado. Dos coordenadas permane-
cen constantes y solo una varia en cada uno de estos incrementos parciales Awy, Aw,, Aws.
En la ecuacion (17), por ejemplo, solo varia y, pues x se mantiene constante igual a xo + Ax,
y z se mantiene igual a zo. Como f(xg + Ax, y, zp) es una funcioén continua de y con una deri-
vada f), se sujeta al teorema del valor medio; asi, tenemos

Awy = filxo + Ax, y1,20) Ay

para cierta y; entre yo y yo + Ay.



RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS CON NUMERO IMPAR

CAPITULO 12

Seccion 12.1, pp. 663-664

1. Lalinea a través del punto (2, 3, 0) paralela al eje z
3. Elejex 5. Elcirculo x> +)? = 4 en el plano xy
7. Elcirculo x> + z> = 4 en el plano xz
9. Elcirculo y?> + z2 = 1 enel plano yz
11. Elcirculo x> + y* = 16 en el plano xy
13. La elipse formada por la interseccion del cilindro x> + y* = 4
yelplanoz =y
15. La parabola y = x* en el plano xy
17. (a) El primer cuadrante del plano xy
(b) El cuarto cuadrante del plano xy
19. (a) La pelota de radio 1 con centro en el origen
(b) Todos los puntos mayores que 1 a partir del origen
21. (a) Lapelota de radio 2 con centro en el origen con el interior
de la pelota de radio 1 con centro en el origen cambiado
(b) El hemisferio solido superior de radio 1 con centro en el origen
23. (a) La region sobre o dentro de la pardbola y = x” en el plano xy
y todos los puntos arriba de esta region
(b) La regién sobre o a la izquierda de la parabola x = y? en el
plano xy y todos los puntos arriba de ella que estan a 2
unidades o menos del plano xy
25. @ x=3 ®M)y=-1 ()z=-12
27. @z=1 ®x=3 (@ y=-1
29. @) ¥+ (y—2)=4,2z=0

b (y—22+2=4x=0 () xX+2=4y=2
31. (@ y=3,z=-1 Mx=Lz=-1 (x=1,y=3
3B+ +22=25z=3 35 0=z=1 37.z=0

39. Q) x— 1)+ (y— 1)+ (=z—-1)2<1
B x—12+ (-1 +@E—-12>1
41.3 43.7 45.2\3 47. C(-2,0,2),a = 2\2

9. ((V2,V2,-V2),a= V2

S5 b — 1)+ (y — 2P+ (z -3 =
2 2
s (y-1) 4 (-+2) -0

55. C(=2,0,2),a = V8 57 c( ’*%’*i)’“ = 5#
5. @@ VyP+2 ) Vi@ +2 (VP + )

61. V17+V33+6 63.y=1

65. (a) (0,3,-3) (b) (0,5, —5)
Seccion 12.2, pp. 672-674

1. @ (9,-6) M 3V13 3. (1,3) ® Vio

5. (a) (12,-19)  (b) V505 7. (a) <é ?4> (b) ~ 197
9. (1,-4) 11 (-2,-3) 13, <—5,%>

15. <—%—%> 17. =3i +2j —k  19. —3i + 16

21. 3i + 5§ — 8k

23.

25.

29.

31.

33.

35.

37.

39.
43.

45.

El vector v es horizontal y de una pulgada de largo. Los vectores

lé in de largo, w es vertical y u forma un angulo de

45° con la horizontal. Todos los vectores deben dibujarse a

escala.
u+v+w i
w
v
!

u
-W
u-w

uy w son de

3(51 + 3] %k) 27. 5(k)

@2 (b)) ~V3k (0 13—0,' + %k (d) 6i —2j + 3k
l(m ~ 5K)

(@ \/ 5\/1 - 71( (d) (1/2,3,5/2)

@) —71 - 7 \/k (b) (%%%)

A(4,-3,5) 4l.a= %,b =%

~(—338.095, 725.046)

|F| = % ~ 73.205 N,

|F,| = % ~ 89.658 N,

F, = (—|Fy|cos 30° |F|sen 30°) ~ (—63.397, 36.603),
= (|F,|cos 45°,|F,|sen 45°) ~ (63.397, 63.397)

47, w=100senT75% o6 003N,
cos 40
_ wcos35°
[Fi| = %202 ~ 106,933 N
49. (a) (5cos 60°, 5sen 60°) = <%, #)

(b) (5¢c0s60° + 10 cos315°, 5sen 60° + 10sen315°) =

5+ 10V2 5V3 - 10V2
(5 )

2
51. (a)—1+§j—3k Mi+j—2k () (2,2,1)
Seccion 12.3, pp. 680-682
1. (a) —25,5,5 () —1 (¢) =5 (d) —2i + 4j — V5K
3. (@) 25,155 (b) % (c) % (d) §(10i + 11j — 2k)
5. (@) 2,V34V3 (b)) —-2 2
(@) (b) NV © NGV

@ 15 (5§ = 3K)
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13.

23.

25.

27.
33.

y

Capitulo 12: Respuestas a los ejercicios con nimero impar

@ 10 + V17 V26 Val @ 0 V1T

\/ 546
© loi/zlf @ 2 +26W(5i + )

0.75rad  11. 1.77 rad

Anguloen 4 = cos™! (L) ~ 63.435 grados, angulo en

Vs

B = cos ! (%) ~ 53.130 grados, angulo en

C = cos! (L) ~ 63.435 grados.
’\/g g

Componente horizontal: ~ 1188 ft/seg, componente vertical:

~ 167 ft/seg

(a) Puesto que|cos 6] = 1, tenemos que
luv] = u|v]lcos ] = [ul|v|(1) = [u]|v].

(b) Existe igualdad precisamente cuando |cos 6| = 1 o cuando
u o v o ambos son 0. En el caso de vectores diferentes de
cero, existe igualdad cuando & = 0 o 7, es decir, cuando
los vectores son paralelos.

a

x+t2y=4 35, 2x+y=-3

y
X

3

2

2x+y=-3

i+

i+2j )

x+2y=4

37.

P(-2,1)

x+y=-1

41.

x+y=-1 - - 2§

-1\ i

5] 43.3464] 45. - 47. 49. 0.14

NE

Seccion 12.4, pp. 686-688

1.

lu X v| = 3,1adirecciénes%i + %j + %k;|v X u| =3,
. .y 2. 1. 2

la direccion es 31— 3l 3k

|u X v| = 0, sin direccion; |v X u| = 0, sin direccion

|u X v| = 6, ladireccion es —k;|v X u| = 6, la direccion es k

Jlu X v|= 6\V/5, la direccion es

1 . .
—i - k;|vXu|= 6\V/5, la direccion es
Vs

2
Vs

15.

17.

19.
27.

29.

31.
33.

3s.

45.
49.

1 2
———i+ =k
5 Vs
11.
| ___ Ji+k
|
ixj=k i-j+k |
! I
I y
I
N y L — —
! I
i | //
* i-k
B y
ATinj R
e 1+_|///
x 2k
1
@@ 2V6 () +——=Qi+j+ k)
v Ve
2 1 .. .
@ 53" B )
8 21. 7 23. (a) Ninguno (b) uyw 25. 10V/3 ft-Ib

(a) Verdadero
(d) Verdadero (e) No siempre es verdadero
(g) Verdadero  (h) Verdadero

(b) No siempre es verdadero (¢) Verdadero
(f) Verdadero

(a)proyvu=%v Mb) fuXv () £(uXv)Xw
@ [uxXv)w (@ @Wxv)x@uxw § |u|ﬁ

(@ Si () No (¢) Si (d) No

No, v no necesita ser igual a w. Por ejemplo,i + j # —i + j,
peroi X (i +j)=iXi+iXj=0+k=Kky
iX(-i+j)=—-iXi+iXj=0+k=Kk.

2 37.13 39. V129 41. 10 43. 2
2 2
3 47 Va2l
2 2
SiA =ai+ ajyB = bji + b,j, entonces
i j Kk
AXB=|a @ o=zl sz
by by 0 b
y el area del triangulo es
1 1|la1 a
—|A X B| = &= .
2’ ’ 206y by

El signo correspondiente es (+) si el angulo agudo de A a B
va en sentido contrario a las manecillas del reloj en el plano xy,
y (=) si va en el mismo sentido de las manecillas del reloj.

Seccion 12.5, pp. 694-696

1.

3
5.
9. x

x=3+1t y=—-4+1t z=—-1+1t

.x=-2+5 y=5, z=3—-75¢

x=0, y=2t, z=1 T.x=1, y=1, z=1+1t¢
=t y=-—7+2t, z=2t 1l.x=1t y=0, z=0
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13. x = ‘, y = t, z= %t, 17. z 19. 4x2+9y22-47,2=36
0=t=1 39x+y“+z=
3
013 ),
|
|
I
I 3
(0,0,0) |
| y
[ ’ )
_____ JI/// 21 N z=a2+ 4y
17. x =0, y=1-—2t, 19. x =2 —2¢ y=2t
z=1, 0=¢r=1 z=2-2t, 0=t=1
0,-1,1) ©,1,1) 7
] ] e
: : ,
! ! .0, 2): "
! L, ! 0zo " 5.
| X +y =z
21. 3x =2y —z=-3 23. 7x — 5y —4z=6
25. x + 3y + 4z =34 27.(1,2,3), 20x + 12y + z =7 y
29. y+z=3 3l.x—-y+z=0 33.2V30 350 -
37. 2 742 39. 3 41.19/5 43.5/3 45. 9/V4l R
47. w/4 49. 1.38rad 51. 0.82rad  53. (%, —%, %)
55. (1,1,0) 57.x=1-t y=1+1¢ z=—1
59. x =4, y=3+6t, z=1+ 3¢ 29 i
61. L1 interseca a L2; L2 es paralelaa L3; L1y L3 son oblicuas. ’ A L.,
63. x=2+2, y=-4—1 z=T+3 x=-2—1 et
y==2+00/2), z=1-(3/2)t
1 3 N
65. (0,—5,—5 ). (=1,0,-3),(1,—1,0) b
2> 2 :
69. Hay muchas respuestas posibles. Una posibilidad es: x + y = 3 ) <
y2y +z=1. @KK\/—?- \/\y/\g
71. (x/a) + (y/b) + (z/c) = 1 describe todos los planos excepto 7S
aquellos que pasan por el origen o son paralelos a los ejes
coordenados.
Seccién 12.6, pp. 700-701 33. 35. 2

y=-(2+7)

1. (d), elipsoide 3. (a), cilindro 5. (1), paraboloide hiperbolico
7. (b), cilindro 9. (k), paraboloide hiperbdlico 11. (h), cono
13. < 15. z

P +42=16
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37. 39.

2,2
X‘+y’7zz=4

41. 43. z

42+ -4 =4

9 -3

2
45. (a)

9

Ejercicios de practica, pp. 702-703

1. (a) (—17,32) (b) V1313
3. (a) (6,—8) (b) 10
5. <— %, - ;> [se supone contrario a las manecillas del reloj]
()
17 V17
. L 1 1
9. Longitud = 2, la direccion es —=i + —=j.
V2 V2
11. v (m/2) = 2(—i)
. S 2. 3.6
13. Longitud = 7, la direccion esoi— 2] + 7k.

8 2 8
15. i — i+ k
V33 V33 V33
17. |v| = \/§,|u|= 3,viu=u-v=3vXu=-2i+2j—Kk,

u><v=2i—2j+k,|v><u|=3,0=cosfl(i>=£

Vo) &
|u|cos6=i,proyvu=%(i+j)
V2
19. ?(Zi-i-j—k)
2l. u X v=Kk

|i><(i+j)k
¥
i
i+j
X

23. 2\V7  25.(a) V14 (b) 1
3. x=1-3¢, y=2, z=3+Tt
35. 2x+ty+z=5

37. x4+ y+7z=4

39, (0,—%,—%),(—1,0, -3),(1,-1,0) 41 /3
43. x=-5+5, y=3—-1t z= -3t

45. (b) x = —12¢, y=19/12 + 15¢, z = 1/6 + 6t
47. Si; v es paralelo al plano.

49. 3 51. -3j + 3k

2 ( . )
53, ——|S5i—j— 3k
V35

1126 7
> (?’?’ _6)

57. (1,-2,—1);x=1-5t, y=-2+3t, z=—1+4
59. 2x+ Ty +2:2+10=0

29. \V/78/3
33. V2

61. (a) No (b) No (¢) No (d) No (e) Si
63. 11/V107
65. x2+y2+zz=4 67.

42+ 4y + =4

69.

73.

Ejercicios adicionales y avanzados, pp. 704-706
1. (26,23,—1/3) 3.|F|=201b

5. (a) |[F|=801b, |F,|=601Ib, F, = (—48,64),

F, = (48,36), a =tan! 4



() [F1| = 2190 ~ 184615 b, |Fy| =

<—12,000 28,800
Fi=(— 25—

1000
13

12,000
. < g ,%> ~ (71.006, 29.586)
9. (@) 6 =tan' V2 ~ 54.74° (b) 0 = tan" ' 22 =~ 70.53°
6
13.0b) = (©2x—y+2x=38
V14
(d)x—2y+z=3+5\f6yx—2y+z=3—5\/g
32. .23, 13
TR TR AT
17. (a) 0,0 (b) —10i — 2j + 6k, —9i — 2j + 7k

(€) —4i — 6 + 2k, i — 2j — 4k
(d) —10i — 10k, —12i — 4j — 8k

19. La férmula siempre es verdadera.

—5 ~ 76.923 1b,

CAPITULO 13

Seccion 13.1, pp. 713-715

1. y=x*—2x, v=i+2j, a=2j
3.y=22 v=3i+4j, a=3i+8

9"
mo_N2. V2o o V2o V2o

5-f‘4 -k as e s
N . .

=

7. a= —i
Ol T 2m
9. v =1+ 2tj + 2k; a = 2j; velocidad: 3;
1 2 _ 2 2
d1recc10n31+31+3kv(1) 3(31+3J+3k)

11. v = (—2sen?)i + (3cost)j + 4k;
a = (—2cost)i — (3 sent)j; velocidad: 2\/5;

direccion: (—1/V/5)i + (2/V5)k;
v(m/2) = 2V5[(=1/V/5)i + (2/V/5)K]

Capitulo 13: Respuestas a los ejercicios con nimero impar R-5

13.

25.

A S A T
v—(l+1)l+2t]+tk,a—(( 1)2)1+2]+k,

. . . 1
velocidad: \/g; direccion: —=i + —=j + —=Kk;
Ve o' Vs
1
v(l)=\/<1+ +k>
Ve V6! Vs

Lw/2 17 @w/2
19.
23.

z=1+1t

I
-~

x=t y=-1, 2l.x =1t y= z

UJ\»—‘

(a) (i): Tiene velocidad constante 1~ (ii): Si

(iii): Sentido contrario a las manecillas del reloj
(b) (i): Tiene velocidad constante 2 (ii): Si

(iii): Sentido contrario a las manecillas del reloj
(¢) (i): Tiene velocidad constante 1~ (ii): Si

(iii): Sentido contrario a las manecillas del reloj

(iv): Inicia en (0, —1) en vez de (1, 0)
(d) (i): Tiene velocidad constante 1~ (ii): Si

(iii): En el sentido de las manecillas del reloj
(e) (i): Tiene velocidad variable  (ii): No

(iii): Sentido contrario a las manecillas del reloj

v =2V5i + V55

(iv): Si

(iv): Si

(iv): Si

(iv): Si

Seccion 13.2, pp. 720-724

19.
21.
23.
25.
31.
33.

35.

(1/4)i + 7j + 3/2)k 3. <7T+22\/5>] + 2k

(In4)i + (In4)j + (In2)k

e—1. e—1.
B i+—2—j+Kk
i—j+%k

.r(n) = (—’2+1) (_th+2)j+<_7t2+3)k

cr() = ((t+ 12— Di+ (=" + Dj+ (In(r + 1) + Dk

r(r) = 8ti + 8tj + (=167 + 100)k

() = <§ﬂ+\%t+ l>i— <;t2+\%t—2>j

+l +2+>:<12+2t>'_'+

(212 \/ﬁt 3 |k 3! \/ﬁ(h jtk)

+(i + 2j + 3Kk)

50 seg

(a) 72.2 seg; 25,510 m

(@) vo = 9.9 m/seg

39.3°050.7°

(b) v bisecaria ZAOR.

(a) (Suponiendo que “x” es cero en el punto de impacto)
r(z) = (x(¢))i + (»(2))j, donde x(¢) = (35 cos27°)t y
¥(t) = 4 + (35sen27°)t — 167

(b) Enz =~ 0.497 seg, alcanza su maxima altura de
aproximadamente 7.945 ft.

(¢) Rango ~ 37.45 ft; tiempo de vuelo ~ 1.201 seg

(d) Enz =~ 0.254yt =~ 0.740 seg, cuando es ~ 29.554 y
~ 14.396 ft desde donde aterrizara

(e) Si. Las cosas cambian porque la pelota no pasara la red.

4.00 ft, 7.80 ft/seg

(b) 4020m  (¢) 6378 m
(b) a = 184°071.6°
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43. (a) r(r) = (x(2))i + (¥(¢))j; donde

x(1) = (ﬁ)(l — ¢ 098152 c0s 20° — 17.6) y

y(r) =3+ ((}%28)(1 e 08 (sen 20°)

+( 322)(1 — 0.081 — ¢00%)

0.08
(b) Ent =~ 1.527 seg alcanza la altura maxima de aproxima-
damente 41.893 ft.
(¢) Rango ~ 351.734 ft; tiempo de vuelo ~ 3.181 seg
(d) Enz = 0.877 y 2.190 seg, cuando esta aproximadamente
a106.028 y 251.530 ft del home
(e) No

Seccion 13.3, pp. 727-728

1. T = (—%sent)i + (%cost)j + %k, 3

3. T= ! i+ Vi kg
Vite Vi+e 3
S. T=—costj+sentk,§

_ [cost — tsent ). sent + tcost ).
7'T_( r+ 1 )'+( r+ 1 )J
ViR

T+ )2
5

9. (0,5,24m) 11.s(t) =51, L= 7”

13. (1) = V3¢ — V3, L=¥ 15. V2 + In(1 + V2)

17. (a) Elcilindroesx®> + y?> = 1, elplanoesx + z = 1.
(d) y () R

+ 7

21
V1 + sen? ¢ dt
0

@@L= (e) L ~ 7.64

Seccion 13.4, pp. 733-734
1. T = (cost)i — (sent)j, N = (—sent)i — (cost)j, « = cost
1 t —1

3T = i— i, N=——L -
Vi+e Vi+ 2 V1+ 2
;j P S
Vit 2o 2(V1+2)
5. (b) cosx
—2e% 1 .
7. (b) N = i+ i
V1 + 4e V1 + 46"

(© N= —%(\/4 - 2i+1j)

3cost, 3sent, , 4

9. T = S B + gk, N = (—sen?)i — (cost)j,
_3
25
— + sent
. T= (cost sent) n <cost >j,
V2
<—cost — sen t>l T (—senz + cost)J.
V2 ’
\fz .
t 1 i 1)
13. T = i+ i, N= - ,
VA2 +1 VA2 + 1 VE+1 VA+1
1

A+ 1)

15. T = (seché)i + (tanhé)j,
N = (—tanh % )i + (sech? )j
= tanh o Ji sech |,

_ 1 2t
Kk = g sech™

2
19. 1/@2b) 21 ( —g) +i2 =1

23. k(x) =2/(1 + 432 25, k(x) = [senx|/(1 + cos? x)*?

Seccion 13.5, pp. 738-739
2\V5

1. a=|aN 3. a(l)—*T-i-iN 5. a(0) = 2N
7 E 7&1_’_& _kT :—ﬁl-‘rﬁ
W 2 2 i 2 2 b
<Z) = 7ﬁ1 - % ,B<z> = k; plano osculador:

—1; plano normal: —x + y = 0; plano rectificador:

x+y=\/£

_ (4 L (4 L3, __4
9. Bf(scost)l (Ssent)J Sk,Tf 25

11. B=k,7=0 13.B=-k7=0 15.B=Kk 7=0
17. Si. Si el carro se mueve en una trayectoria curva (k # 0),
entonces ay = k|v|> # Oya # 0.

23. K:%,p:t

29. Componentes de v: —1.8701, 0.7089, 1.0000
Componentes de a: —1.6960, —2.0307, 0
Velocidad: 2.2361; Componentes de T: —0.8364, 0.3170, 0.4472
Componentes de N: —0.4143, —0.8998, —0.1369
Componentes de B: 0.3590, —0.2998, 0.8839; Curvatura: 0.5060
Torsion: 0.2813; Componente tangencial de la aceleracion: 0.7746
Componente normal de la aceleracion: 2.5298
31. Componentes de v: 2.0000, 0, —0.1629
Componentes de a: 0, —1.0000, —0.0086; Velocidad: 2.0066
Componentes de T: 0.9967, 0, —0.0812
Componentes de N: —0.0007, —1.0000, —0.0086
Componentes de B: —0.0812, 0.0086, 0.9967;
Curvatura: 0.2484
Torsion: 0.0411; Componente tangencial de la
aceleracion: 0.0007
Componente normal de la aceleracion: 1.0000
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Seccion 13.6, p. 742 bt
P © V() = ——;
1. v = (Basen )u, + 3a(l — cos O)uy a> + b?
a=9a2cos6 — 1)u, + (18asen b
el (Basen Oy o g (Y
: r - 2 2
a = 4e(a® — Dyu, + 8ae™u, e N+ 8y a b
5. v = (—8sen4f)u, + (4 cos 4f)uy No existe componente en la direccic’)n de B
a = (—40 cos 4fH)u, — (32 sen 4t)uy dx ,
5. (@) - = icosf — ré senO, = jsenf + rOcos0
dt d
bﬂ—' 0+ 3 0@——’ 0+ 0
Ejercicios de practica, pp. 743-744 (b) ;= Xcos ysenf,r - = —isen ¥ cos
L2 v X 7. (@) a(1) = —9u, — 6up, v(1) = —u, + 3uy  (b) 6.5in
16 2 9. (¢) v=riu + rluy + zk,a = (* — r®)u, +
’ (r + 2i0)uy + 7k
CAPITULO 14
Seccion 14.1, pp. 753-755
1. (a0 ()0 (¢)58 (d) 33
Enz=0:ar =0,ax =4,k = 2; 3. 4/5 M85 (3 @O
Ent="T-4 7 _ 4\6 _ 4\V2 5. Dominio: todos los puntos 7. Dominio: todos los puntos
4417 3N 37 27 (x, y) en o arriba de la que no se encuentran sobre
3 | Vimx =1 5. k=1/5 rectay = x + 2 la graficade y =xo0y = x°
7. dy/dt = —x; en el sentido de las manecillas del reloj y y
11. Sobre el suelo, aproximadamente a 66 ft 3 in del stopboard gz
(el tope que ayuda al lanzador a contrarrestar la inercia que -, e Fan
ha acumulado en el lanzamiento) ’ S
A7
2 oot
15. Longitud = -~ /1 + E + ln<4 1+ 16) / ////
/
17. T(0) = 2i — 2] + ik N0y = i L e
307313k NS \/ 7 e
B(0) = — 1 i+ 1 i+ 4 K k= \/5; = 1 9. Dominio: todos los puntos (x, y) que satisfacen
3\f 3\/ 3V2 3 6 -ol=y=x+1
4 o 1 y y=x24 1
19. T(In2) = 1 + ——j; N(n2)=-———i ; yoyseE
V1 \/ V17 17
B(In2) = k;k = ;7 =20 l o2
17\/17 et
21. a(0) = 10T + 6N x
23. T = <lcos t)i — (sen)j + <lcos t)k; o
V2 V2 .
11. Dominio: todos los puntos (x, y) para los cuales
- 1 . 1 x=2x+2)0 -3 +3)=0
N=|——=sent |]i — (cost)j — <sent>k
< V2 > V2 x=-2 x=2
1 1 1
B=——i——Kk«k= T=0 3
V2 V2 V2 =l
25. w/3 27.x=1+¢ y=t z=—t 31. k = 1/a
) 2 *
Ejercicios adicionales y avanzados, pp. 745-746 . y=-3
do _ wgh
1. (a) dt |y, 24 B
gbt* _ gb*?

®) 6= 2(a® + %)’ T 2(a* + 1Y)
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13.

Capitulo 14: Respuestas a los ejercicios con ndmero impar

-2

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.
37.

(a) Todos los puntos en el plano xy

(b) Todos los numeros reales

(¢) Lasrectasy — x = ¢

(e) Tanto abierta como cerrada  (f) No acotado

(a) Todos los puntos en el planoxy (b) z =0

(c) Para f(x,y) = 0, el origen; para f(x,y) # 0, elipses con
centro en (0, 0), y ejes mayores y menores a lo largo de los

(d) Sin puntos de frontera

ejes x y y respectivamente
(d) Sin puntos de frontera
(f) No acotado
(a) Todos los puntos en el plano xy
(b) Todos los numeros reales

(e) Tanto abierta como cerrada

(¢) Para f(x,y) = 0, los ejes x y y; para f(x, y) # 0, hipérbolas

con los ejes x y y como asintotas
(d) Sin puntos de frontera  (e) Tanto abierta como cerrada
(f) No acotado
(a) Todos los puntos (x, y) que satisfagan x> + y* < 16
(b) z = 1/4
(¢) Circulos con centro en el origen, de radios r < 4
(d) Ellimite es el circulo x> + y* = 16
(e) Abierta (f) Acotado
(@) (x,y) # (0,0) (b) Todos los reales
(¢) Los circulos con centro en (0, 0) y radios » > 0
(d) El limite es el punto (0, 0)
(e) Abierta  (f) No acotado
(a) Todos los puntos (x, y) que satisfagan -1 =y —x = 1
b) —7/2 =z=m)2
(¢) Lineas rectas de laformay — x = c¢donde -1 = ¢ = 1
(d) La frontera esta formada por las dosrectasy = 1 + x y
y=-1+x
(e) Cerrada (f) No acotado
(a) Dominio: todos los puntos (x, y) fuera del circulo
¥ +yr=1
(b) Rango: todos los reales
(¢) Circulos con centro en el origen de radios > 1
(d) Limite: x*> +)? = 1
(e) Abierta  (f) No acotado
(f) 33.(a 35.(d)
(@) z (b) y

o
EES

I}
n
=]

= unn

P

non

39. (a)

—_~
=

N
)

2,.2
Z=x"+Yy

: (b)

(b)

z=-1

(b)




49. ¥ +317 =10

—\10,
53.
x
[, y,2) = 2+ y2 +22=1
57. z
A
fouy =2+ =1

61.
65.

jd

Vx—y—Inz=2
Dominio: todos los puntos
(x, ¥) que satisfagan

x| <yl
y y=x
~
AN 4
S ad
~ ’
~ ’
~ ’
~ ’
~ ’
~ ’
U
Pl i
p N
P ~
’ Y
P ~
e N y=-x
g N
P N
” N

curva de nivel: y = 2x

Seccion 14.2, pp. 761-764

1.
15.
27.
33.

35.

5/2 3.2V6 5.1

2 29.3

51.x+y2:4

fle,y, ) =x+z=1

/

>
Sy, 0=z - -y =1

y

\NW.<i

X

63. X+ +2=4
. Dominio: todos los puntos

(x, ) que satisfagan
“-l=x=1ly
—“-l=y=1

y

1

-1 — v
sén "y — sen X =

7. 1/2
-1 17.2 19. 1/4 21.
31. (a) Todos los puntos (x, y)

-1

curva de nivel:

1
2

9.1 11 1/4 13.
23,3 25.19/12

(b) Todos los puntos (x, y) excepto (0, 0)
(a) Todos los puntos (x, y) excepto dondex = 0oy = 0

(b) Todos los puntos (x, y)
(a) Todos los puntos (x, y, z)

(b) Todos los puntos (x, y, z),

excepto el interior del cilindro x> + 1 = 1

Capitulo 14: Respuestas a los ejercicios con nimero impar
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37. (a) Todos los puntos (x, y,z) conz # 0 (b) Todos los puntos
(x,y,z)conx? + 22 # 1
39. (a) Todos los puntos (x, y) que satisfagan z > x> + y* + 1
41. Considere trayectorias a lo largo de y = x,x > 0, y a lo largo
dey =x,x <0.
43. Considere las trayectorias y = kx?, donde k es una constante.
45. Considere las trayectorias y = mx, donde m es una constante,
m# —1.
47. Considere las trayectorias y = kx?, donde k es una constante,
k # 0.
49. Considere las trayectoriasx = 1yy = x.
51. @) 1 (b) 0 (c) Noexiste
55. Ellimitees 1.  57. El limite es 0.
59. (a) f(x,y)|y=m = sen20 dondetan6 = m  61. 0
63. Noexiste 65. w/2 67. f(0,0) = In3
69. 6 =01 71.6=0.005 73.6=0.04
75. 6 = V0.015 77. 6§ = 0.005
Seccion 14.3, pp. 772-775
of — of aof _ af
1. o 4x,@ -3 3. P 2x(y + 2) 87 x-—1
af af
5. el 2y(xy — 1),* =2x(xy — 1)
7 8f - x af y
Tax A /2 YAy T A /2 4 32
o, M _ -1 6f -1
T (P ()
1 8f - -1 3f - =1
T (- D2 (- 1)
of iy aof 1 of 1
A y+1 L +y+1 v A
13. ox ¢ > dy ¢ 15. ox x+y’ay x+y
of
17. Pl 2 sen (x — 3y)cos (x — 3y),
o _ 6 3 3
By sen (x ) cos (x y)
of af of of
=l L= - = —
19. o X "oy ¥Inx 21, e g(x ),a = g(y)
23. fx = y2’ fy = 2Xy, fz = —4z
25 fo=1f,= 0 + DV fo= (P + A
_ Yz _ Xz _ Xy
g V1 - xzyzzzyfy - V1 - xzyzzzyfz V1 - x?y?2?
_ 1 _ 2 _ 3
29. fx_x+2y+3z’fy_x+2y+3z’fz_x+2y+3z
31. fx — _zxef(xurybrzz),fy — _2yef(xz+y2+zz)’fz — _zzef(xurybrzz)
33. f. = sech®(x + 2y + 3z), f, = 2sech®(x + 2y + 3z),
f- = 3sech’(x + 2y + 3z2)
of a
35. i —2m sen 27t — «), Jq = Sen 27t — a)
37 8h—sen¢>c0s9 cos ¢ cos 6 oh _ sen ¢ sen 6
" op ap P c99 - P
39, WP, V,6,0.8) = V. WP V,5,0,.8) = P+ 5,
Wo(P, V. 8,v,8) = W(P V,8,v.8) = ng’
WP, V,8,v,8) = — Va”

2¢°
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41.

43.

45.

47.

49.

51.

53.

55.

57.
59.

63.

69.
71.

89.

of of o%f o*f

5— 1 +y,5— 1 +x,y—0,y—0,
’Pf P

ayox  dxay

dg dg 2

o 2xy + ycosx, ay = Xx“ — seny + senx,
52 , 52

— = — ysenx, ——, = —C0SY,

P Y =y 97 y

62g ng

dyox  axay 2x + cosx

ar 1 or 1 o -1 o -1

x X Ty X T el x4 079 (x4 )7
O _ or __ 1
dydx  axdy  (x + y)?

aw

Capitulo 14: Respuestas a los ejercicios con ndmero impar

w _ o 2 w _ 3 2
oy~ Yysec (xy) + 2x tan (xy), ay X sec” (xy),
9w _ 9w A3 2 P
ayox ~ axdy 2x’y sec” (xy) tan (xy) + 3x° sec” (xy)
2
% = 4xy sec’ (xy) + 2x%7% sec? (xy) tan (xy) + 2 tan (xy)
X
2
6% = 2x* sec? (xy) tan (xy)
ay
CLA sen (x?y) + 2x%y cos (x*) w x> cos (x%y)
Ix 5 Hy >
9w _ 9w ) 5 4 5
dyox  axay 3x~ cos (x7y) — 2x7y sen (x7y)
Pw 2 3.2 2
Py = 6xy cos (x7y) — 4x°y” sen (x7y)
X
azw 5 2
— = —x’sen (x
9> (xy)
ow_ 2 aw_ 3  Pw _dPw ___ =6
ox  2x+ 3y’ dy  2x+ 3y dyox  dxdy  (2x + 3y)?
aw _ 3 2.4 OW _ 22 33
ox v+ 2xy +3xy,ay 2xy + 3x7° + 4x°y°,
a*w _ 9w _ 5 53
ayox _ axay =2y + 6xy° + 12x%y

(a) Primerox  (b) Primeroy  (c¢) Primero x

(d) Primerox  (e) Primeroy  (f) Primeroy

f(1,2) = =13, f,(1,2) = =2

f:(=2,3)=1/2,f,(-2,3) =3/4 61. (a) 3 (b) 2
04 a 04 _ccosd — b

1265 =2 67. 5 =7 ob~ besend

_ Inv
(Inu)(Inv) — 1
fx (x,y) = 0 paratodos los puntos (x, ),
_ 3, y=0
fy(x’J’)— {_2)/, y<09

fo (x,¥) = fix (x,¥) = 0 para todos los puntos (x, y)
Si

Uy

Seccion 14.4, pp. 782-783

1.

3.

@ =0 ® %@ =0

dw dw _
@ %=1 ® 56 =1

11.

13.

15.

17.

19.

dw _ -1 aw o _
(a) dt—4ttan t+1, (b) dt(l)—w+l
(a)%:4cosvln(usenv)+4cosv,
2
%:—4usenvln(usenv)+%
® Z=V2n2+2, % = 2vVam2 - 2)
Ju v
w _ aw _ 2
(a) ou 2u + 4uv, v 2v + 2u

w _ g ow_ 3

(b) du v 2

@M oM = Y
o Tdy (2= (2= )
ou _ g ou _ ou _

(b) ax_o’ay 1’62 2

dz _dzdx | 9z

dr — oxdr ' 9y dt

b4

ow _owax  dwd ow oz
u ox ou  dy du 9z du’
aw _owox | owd | ow oz
v dx dv dy dv dz dv

w w

aw _dwox _Iw9 dw _ gwadx | dw 9V
du dxdu  Jdyduwdv  Ix dv 9y Jv’

dz _dzox  9z00 0z _dzox | 0z
dt  dxat  Adyat’ds dxads  dy ds




21.

23.

25.

31.

37.

39.

41.
47.

49.

51.

dw _ dwdu dw _ dwu
ds  du ds’ ot du ot
dw dw
du du
‘ u ‘ du
Js at
s t
ow _dwdy | owd _ awdx uesto que dy
= ax dr ay d}” ax drp q dr
w _dwdx  owdy _ gwdy uesto que
ds  oxds | dyds dyds p que e
_ta_ 3
4/3  27. —4/5 2. ax 49y 4
dz _ 0z - _ -
= lg=-1 B2
0z _ , 0z _
ou 2, v !
w _ Spp 0w 2 S+P
p 21517, s =357

—0.00005 amps/seg
(cos1,sen 1, 1)y (cos(—2), sen(—2), —2)

(a) Maximo en <—\f \f> v <\/5 V2

2 2 2
V2 V2 (V2 V2
el )Y 2 2

(b) Méx = 6, min = 2

2

g 3x?
2x x8+x3+/ ——dt
o 2Ve+ X

Seccion 14.5, pp. 790-791

1.

:0)

=0

); minimo

4=2x+3y

e

Capitulo 14: Respuestas a los ejercicios con nimero impar

11.
19.

21.

23.

25.

29.

31.

33.
3s.

R-11

e e 2,, 2, 2
Vf=3i+2j—4k 9. Vf= 271—i-54 54k
-4 13.21/13 15.3 17.2
1 1

w=——i+ L (Dufle, = V2 —u=—i- L

V2o V2 N
(Deuf)py = = V2

| 5 1
u= i— j- K, (Dyf)p, = 3 3V3;

3V3 3\f 3\f !
|
—u= - i+ oj+ ok (Duf)p, = —3V3
3V3 3\/5 3\6 !

V3

—u= —%(i +j+ K. (Duflp = —2V3

Vf=-2i+2j

(i +j + K), (Duf)p, = 2V3;

u=
Vi = 2\2i + 2\2j

&

y=—x+2\2

(a) u—*l**‘],D fa,-1)=>5

3. .
(b) u=—3i+ gJ,Duf(l, -1)=-5

_3.. 4. 3. 4.
(c)u751+51,u7 51 5]
.24, 7.
(d)u_ Jau_zsl 25.]
PR A ﬁ
(¢) u= 1,u—25 —i—25
uzii—ij— —Li—kij
V53 V53U V53 V3
No, la tasa maxima de cambio es V 185 < 14.

-7/\/5

Seccion 14.6, pp. 799-802

1.

23.

25.
27.

L 2x—z—2=0
x=lLy=1+2t,z=1—-2t

. X

@x+ty+z=3

b x=1+2t,y=1+2t,z=1+ 2t
@2x—z—-2=0
(@ 2x+2y+z—4=0
b)yx=2t,y=1+2,z=2+1¢
@x+y+z—1=0
1M.x—y+2z2—-1=0

.x=1-2ty= 1,z=%+2t
=14+90,y=1-90z=3
-9 _ _
df = {1g30 = 00008 21 dg =0
(a) isen\f *cos 3 ~ 0.935°C/ft
(b) \f3sen 3 —cos V3~ 1.87°C/seg
@ Llx,y) =1 (b) L(x,y) = 2x + 2y — 1

@) Lx,y) =3x —4y + 5

b)yx=ty=1+tz=1t

b)x=2—-4,y=0,z=2+2¢

(b) L(x,y) =3x —4p + 5
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29.
31.

33.
37.
39.

41.

43.

45.
47.
49.
51.
53.
55.

57.
59.
61.

65.

m
y+2

—39°F,

(@ Lix,y) =1 +x (b) L(x,y) =

(a) W(20,25) = 11°F, W(30, —10) =
w15, 15) = 0°F

(b) W(10, —40) ~ —65.5°F, W(50, —40) ~
W(60, 30) ~ 10.2°F

(¢) L(v, ) = =036 (v — 25) + 1.337(T — 5) — 17.4088

(@) i) L(24,6) ~ —15.7°F
ii) L(27,2) ~ —22.1°F
iii) L(5, —10) ~ —30.2°F

L(x,y) =7 + x — 6y;0.06

L(x,y) =1 + x; 0.0222

@) Lx,y,z) =2x+ 2y +2z—3

(©) L(x,y,2) = 0

(@) L(x,y,z) = x

—88°F,

35. L(x,y) = x +y + 1,0.08
(b) L(x,y,z) =y + z

X+Ly

V2

(b) L(x,y.2) = %
© Lvy,2) =3+ 5y + 32
@) Lx,y,z) =2 +x

(b)L(x,y,z)=x—y—z+%+1

(©) L(x,y,z):x—y—z—kg—i-l

L(x,y,z) = 2x — 6y — 2z + 6,0.0024

L(x,y,z) =x +y —z—1,0.00135

Error maximo (estimado) =0.31 en magnitud

(@ +£5% (b) £7%

~ +4.83%

Ponga mas atencion a la dimension mas pequeiia. Generara la
derivada parcial mas grande.

(a) 0.3%

f es mas sensible al cambio en d.

0 es mas sensible al cambio en 4.

m w
En—7, -

LAVES

;en0, 0; enZT T _

4’2\/7

Seccion 14.7, pp. 808-811

1.
S.
7.

11.

13.

15.
17.

19.
21.
23.
25.
27.

29.

31.
33.

f(=3,3) =
3\ _ 17 ..

f(3,§) = — > maximo local

f(2, —1) = —6, minimo local

—5, minimo local 3. f(—2, 1), punto de silla

9. f(1, 2), punto de silla

f (176, O) = —%, maximo local
£(0, 0), punto de silla; f (_2 ;) = %, maximo local

£(0,0) = 0, minimo local; f(1, —1), punto de silla

f(, :t\ﬁ), punto de silla; f(—2, —1) = 30, maximo local;
f(2,1) = —30, minimo local

£(0,0), punto de silla; f(1, 1) = 2, f(—1, —1) = 2, maximo local

£f(0,0) = —1, maximo local
f(nar, 0), puntos de silla para todo entero n
£(2,0) = ¢, minimo local

£(0,0) = 0, minimo local; f(0, 2), punto de silla

S W
f(z,l) —ln(4> 3, maximo local

Maximo absoluto: 1 en (0, 0); minimo absoluto: —5 en (1, 2)
Maximo absoluto: 4 en (0, 2); minimo absoluto: 0 en (0, 0)

Capitulo 14: Respuestas a los ejercicios con ndmero impar

35. Maximo absoluto: 11 en (0, —3); minimo absoluto: —10 en
(4,-2)
37. Maximo absoluto: 4 en (2, 0); minimo absoluto: 3 5 en
T T T T
(-1 61 (-5 (1)
39. a=-3,b=2
o 1° 1V3 1 V3
41. Lo mas caliente es24 en( > 2 )y( >y ),
U Lo 41
y lo mas frio es z en (2, 0).
43. (a) f(0,0), punto desilla  (b) f(1,2), minimo local

49.
57.

61.

63.

67. y =—

(¢) f(1,—2), minimo local; f(—1,

1 1 355 963
(g, §’¥) 51. <7,7, 7) 53.3,3,3 55.12

—2), punto de silla

VARV
(a) Sobre el semicirculo, max f = 2\/5 en
t = /4, min f = —2ent = 7. Sobre el cuarto de circulo,
maxen f = 2V2ent = 7/4,min f = 2ent = 0, 7/2.
(b) Sobre el semicirculo, max g = 2en¢ = /4, ming = —2

59. 2ft X 2ft X 1ft

ent = 3m/4. Sobre el cuarto de circulo, max g = 2 en
t=m/4,ming =0ent=0,7/2.

(¢) Sobre el semicirculo,max 2 = 8ent = 0,7, min 2 = 4en
t = /2. Sobre el cuarto de circulo, max 7 = 8ent = 0,
minh = 4ent = m/2.

i) minf = —1/2ent = —1/2; no hay max
ii) max f = 0ent = —1,0;min f = —1/2ent = —1/2
iif) max f = 4ensr= 1;min f = O0ent =0

20 9 71

BXrp =g

Seccion 14.8, pp. 818-820

1.

7.
9.
13.
15.

17.
23.

25.

29.
33.

37.

39.

<j:\f ;) (i\lf ;) 3.39 5 (3,+3V2)

(a) 8 (b) 64

r=2cmh=4cm 11. Longitud = 4\/2, ancho = 3\/2
f(0,0) = 0 es minimo, f(2,4) = 20 es maximo.

La mas baja = 0°, la mas alta = 125°

>2
f(1,—=2,5) = 30 es maximo, f(—1, 2, =5) =
minimo.
3,3,3

(%,2 5) 19.1 21 (0,0,2), (0,0, —2)

—30es
27. Tpor \/porvumdades
(+4/3,—-4/3,-4/3) 31. U8, 14) = $128
f2/3.4/3,-4/3) =5 35 2.4.4)

El maximoes 1 + 6\/5 en (i\@, \/g, 1), el minimo es
1 — 6\/§en (j:\f, —\[3, 1).

El maximo es 4 en (0, 0, £2), el minimo es 2 en (j: \/5, i\/i, 0).

Seccion 14.9, p. 824

1.
3.

Cuadratica: x + xy; cibica: x + xy + %xyz

Cuadratica: xy; cubica: xy



5. Cuadratica: y + %(ny - )
cubica: y + %(2xy — )+ %(3x2y = 3x7 + 2)°)
7. Cuadratica: %(2}(2 + 2y%) = x* + % cubica: x> + )?

9. Cuadratica: 1 + (x + y) + (x + y)%
cubica: 1 + (x + y) + (x + )2+ (x + y)?

11. Cuadratica: 1 — %xz - *y E(x,y) = 0.00134

Seccion 14.10, p. 828
1. @0 M 1+2z2 (©1+2
aw  au(rv nR au
-(a)ﬁ+ﬁ<ﬁ) “”ap(y)*ﬁ

@s (@S5
ox\ _
<5)0 = cosf
&)
x ) 2+ y2
Ejercicios de practica, pp. 829-832

1. Dominio: todos los puntos en el plano xy; rango: z = 0.
Las curvas de nivel son elipses con el eje mayor a lo largo
del eje y y el eje menor a lo largo del eje x.

N oo

3. Dominio: todas las (x, y) tales que x # 0 y y # 0; rango: z # 0.
Las curvas de nivel son hipérbolas con los ejes x y y como
asintotas.

5. Dominio: todos los puntos en el espacio xyz; rango: todos los
numeros reales. Las superficies de nivel son paraboloides de
revolucion con el eje z como eje.

Sy, = +y—z=-1

o
2=+ + 1

7<\

7. Dominio: todos los puntos (x, y, z) tales que (x, v, z) # (0, 0, 0);
rango: los nimeros reales positivos. Las superficies de nivel
son esferas con centro en (0, 0, 0) y radio » > 0

X

Capitulo 14: Respuestas a los ejercicios con nimero impar R-13

17.
19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35s.

37.

39.

41.
43.

45.

-2 1. 1/2 13.1 15 Seay = kx* k # 1
No; limg, y)—(0,0) f(x, y) no existe.

% _ 0+ 0, o _ 0+ 0
oy = cos senf, -5 = —rsen  cos
LA U/ A S A
JR; Rlz’ IR, R22’ OR3 R32
dP _ RT dP _ nT 0P _ nR 9P _ _nRT
on V’oR — V’aT  V’aV 2
Vg _ 08 _ 2 Vg _ ¢ 1
x> " 9y? 3 9yox  ox dy »?
ﬂ:_30x+2—2x j_ f_ @
ox? 2+ 1)? a2 >Jydx Ixdy
awl _
dr |~
aw v o
or (r, s)=(m,0) ds (r, s)=(,0)
daf
ar = —(senl + cos2)(senl) + (cos1 + cos2)(cos 1)
=1
— 2(sen1 + cos 1)(sen2)
d
& L
x| (x, ) =(0.1)
Crece mas rapidamente en la direccion u = — %i - % i
. . . 2 2
decrece mas rapidamente en la direccion —u = Ti + % i
\[ \/5 7 v
Dyf = D yf=—"5Dyf= —mdondeul = m
o oo 2.,.3.,6
Crece mas rapidamente en la direcciéon u = 71 + 7l + 7k;

decrece mas rapidamente en la direccion

2. 3. 6,
—u = 71 7] 7k,

Dyf =7;D_yf = =7; Dy, f = 7 donde u, =Y

vl
77/\6
(@) f(1,2) = f,(1,2) =2 (b) 14/5

2
x“+y+22=

Vfl o,y =i+2k

y

V1l 0,1y =i - 2K




R-14

Capitulo 15: Respuestas a los ejercicios con nlmero impar

47. Tangente: 4x — y — 5z = 4; recta normal:
x=2+4y=—-1—-t,z=1—5¢

49. 2y —z—-2=0

51. Tangente:x + y = 7 + l;rectanormal: y =x — 7 + 1

y

y=—x+m+1

583. x=1—-2t,y=1,z=1/2 + 2t

55. Las respuestas dependeran del limite superior usado para
| fech [l [ il Con M = \V/2/2, |E| = 0.0142. Con
M =1, |E| = 0.02.

Lix,y,z) =y — 3z, Lx,y,z) =x +y —z — 1

Sea mas cuidadoso con el diametro.

57.

59.

61. dI = 0.038, porcentaje de cambio en / = 15.83%, mas sensible
al cambio de voltaje

63. (a) 5%  65. Minimo local de —8 en (—2, —2)

67. Punto de silla en (0, 0), (0, 0) = 0; maximo local de 1/4 en

(=1/2,-1/2)

Punto de silla en (0, 0), f(0, 0) = 0; minimo local de —4 en

(0, 2); maximo local de 4 en (=2, 0); punto de silla en (=2, 2),

f(=2,2) =0

71. Maximo absoluto: 28 en (0, 4); minimo absoluto: —9/4 en
(3/2,0)

73. Maximo absoluto: 18 en (2, —2); minimo absoluto: —17/4 en

(=2,1/2)

Maximo absoluto: 8 en (—2, 0); minimo absoluto: —1 en (1, 0)

Maximo absoluto: 4 en (1, 0); minimo absoluto: —4 en (0, —1)

69.

75.
71.
79. Maximo absoluto: 1 en (0, £1) y (1, 0); minimo absoluto:
—len(—1,0)

81. Maximo: 5 en (0, 1); minimo: —1/3 en (0, —1/3)

. 1 1 1 .
83. Maximo: /3 en <, - ); minimo: —V/3 en
V3 V3IV3

11
(‘vg’\/g’ %)

c2 1/3 b2 1/3 GZV 1/3
85. Ancho = (ab ,largo = | = | ,alto = e
3 1 1 1 1
87. Maximo:>en| ——, ——, \/5> y <— — —\6)
2 <\6 V2 V2 V2

89. (a) (2y + x%2)e”  (b) xzeyz(

© (1 + x¥y)e”

ow _ dw _ senf dw dw _ aw
91. o cos 6 or r90° ay sen 0 or +

(t, =t £ 4, 1), t es un nimero real

cos 6 ow
00

97.

Ejercicios adicionales y avanzados, pp. 833-834

1. f(0,0) = —1, f,,(0,0) =1

7. (¢) g = %(}c2 + 32 + 22)

\[3abc

13. V= >

y 9
17. f(xy) =5 +4.g0ey) =5 +5

19. y = 2In|senx| + In2

1 —1
21. (a) ——(2i + 7)) (b) ————(98i — 127 + 58k)
V53 V29,097

23. w= ¢ sen mx
CAPITULO 15
Seccion 15.1, pp. 840-841

.24 3.1 516 7.2lm2—1 9.(3/2)(5-¢) 11.3/2
13. 14 15,0 17.1/2 19.2In2 21. (In2?* 23. 8/3
5.1 27.\V2

Seccion 15.2, pp. 847-850
1.

5. 7.
y y
l ____________
I I
I I
I I
I I
1 I
! |
: x=sen’1y :
I N I
1 ™
2
9. @ 0=x=2xrx=y=38
B o0=y=80=x=y7~
11. @) 0=x=3,x* =y = 3x
b o=y=93=x=\y
13. @0=x=90=y=Vx
(b)OSyS},y25x59
15. @ 0=x=In3,e"=y=1
(b)%SySI,—lnnySln?)
17. @) 0=x=1,x=y =3 — 2
3_
(b)OSyEI,OExSyUlﬁySS’,OSxSizy
72
19. 7-4—2 21. 8In8 — 16 + ¢
y y
(mr, ) In8

<]

< |

7 (Inln 8,1In 8)
x=lIny

Inln8



. L

0 1

3
25. 5 In2

29. 8

27. ~1/10

(=2,-2) -2 (2,-2)

4 r@4-p)2
33.// dx dy
2 Jo
y

4
y=4-2x

21,2

0

I
e 1
37.// dx dy
1 Jny

y

eT— (1,

11

S I
1

1 V1I-2
41. // 3y dy dx
-1.Jo
Yy

= |

& 3
45, / (x + y)dydx
1

Inx

y

(7, m)

Capitulo 15: Respuestas a los ejercicios con nimero impar R-15

e—2
49, 5 51. 2
y
Wi (3, 2413)
y=2x
o| \In 3 *
53. 1/(80m) 55. —2/3
y y
0.0625 (0.5,0.0625) !
“x+y=1 x+y=1
0 05 * - - x
—x—y=1 x-y=1
-1

57. 4/3 59. 625/12  61. 16 63.20 65. 2(1 + In2)
67.
2
3 X
69. 1 7.7 T3 -—— 75 20V3

32 9

1 r2—x 4
77. / / (% + ) dydx = 3
0 Jx
y

79. R es el conjunto de puntos (x, y) tales que x> + 2)* < 4.

81. No, por el teorema de Fubini, los dos 6rdenes de integracion
deben dar el mismo resultado.

85. 0.603  87. 0.233



R-16 Capitulo 15: Respuestas a los ejercicios con nlmero impar

Seccion 15.3, p. 852

2 f2—x 1 -y
1// dydx =2 o 3//
o Jo -2Jy-2
22—y
/ / dxdy =2
o Jo

2

In2 pre*
5. / / dydx =1
0o Jo

(In2,2)

==

1 2y—y2 1
7. / / dxdy = 3
0 Jy?

0| In2

2 3y
9. // ldxdy =4 o
0 Jy
2 fx

1 f2x 2 f3-x
11. // ldydx+// ldydx =
0 Jx/2 1 Jx/2
1 r2y 23—y
/ / ldxdy + / / ldxdy =
0 Jyr2 1 Jy2

)':%x 0 x=2y

|
|
|
1 1 x
2 3
y=3-xo0x=3-y

N[wW W

13. 15.V2 - 1
y =COos x
(12.6) g (7/4,\2/2)
1I2 ! o +
NO ESTA A ESCALA s
3
17. 5
)
1.2,
©.0) 2 *
\Ne-n
19. (@ 0 (b) 4/7* 21.8/3
23. 40,000(1 — e’z)ln(7/2) ~ 43,329
Seccion 15.4, pp. 857-859
Lo=0=2m0=r=9 3.%59s3777,05
5 0595%,1 SrSZ\/gsecé);
%Sesg,l =pr=2csch
T o o
7. —Eﬁeﬁz,oﬁrﬁzcose 9.?
1L 27 13.36 15.2-V3 17.(1-h2)7
2(1 + V2)

19. 2In2 — 1)(m/2) 21. 3

23.
1 y=Al-x* 0x= l—y2

2

//y(x + ) dydx o //y(x + %) dx dy

2a

27. 2(m — 1) cl2m 3L Gw/8) + 1 335

2a

3



37. 2m(2 = Ve)  39. g + 5?” 41. a) == () 1

8. whdno 45 2(@ + 20)
Seccion 15.5, pp. 865-868
1. 1/6

1 f2-2x [3-3x-3y/2 2 [fl=y/2 [3-3x=3y/2
3. / / / dz dy dx, / / / dz dx dy,
0 Jo 0 0 Jo 0
1 f3-3x [2-2x—2z/3 3 pl-z/3 [2-2x-2z/3
/ / / dy dz dx, / / / dy dx dz,
0 Jo 0 0 Jo 0

2 3-3y2 fl-y/2—z/3
/ / / dx dz dy,
0 Jo 0
3 2-2z/3 fl-y/2-z/3
/ / / dx dy dz.
0 Jo 0

El valor de las seis integrales es 1.

2 V4-x2 8—x2—y2
5. // / ldzdxdy,
Y RV/mecy ST
2 8=y pV8—z—y? -y
// / ldxdzdy+/// ldxdzdy,
— — 8*2*\12 -2 yz *\/2*7

g§—x2—y?

/ / / 1 dz dx dy,
8 z—y 4 rVz o pVz—y?

// / 1dxdydz+// / 1 dxdydz,
V8—zJ-V8—z—y? »? 0 JVzJ-Vz—y?

1 dy dz dx,

2 r8—x? fV8—z—x? 2 r4 Viz—x?
N / vyt [
— —V8—z—x2 2y JVz—x?

V8—z—x? 4 rVz Vz—x?
// / ldydxdz+// / 1dydxdz.
V8—zJV8—z—x? 0 J-VzJ-Vz—x?

El valor de las seis integrales es 167r.

52 - \V3)
7.1 9.6 ll.f 13. 18

15. 7/6

—Xx 1—z 1—z
21. (a)// /2 dydzdx  (b) // / dy dx dz
- yd dy d. o yd dz d
d
o [[ [uve @ [[ ] e

1—y
(e) // / dz dx dy
32

23.2/3 25.20/3 271 29.16/3 3L 87—

33. 2 35. 47w 37.31/3 39.1 41.2send4 43. 4

45. a =30a=13/3

47. El dominio es el conjunto de todos los puntos (x, y, z) tales que
4 + 4?7 + 2 = 4.

l\.)\»—ﬂ
|3

Seccion 15.6, pp. 873-875

=5/14,5 = 38/35 3. X% = 64/35,5 = 5/7
y=4a/Q3m) 1.1 =1, =4ml =8
1,y = 1/4 11. I, = 64/105

e o=
= =l =
Il

Capitulo 15: Respuestas a los ejercicios con nimero impar R-17

13. X = 3/8,7 = 17/16

15. X = 11/3,5 = 14/27,1, = 432

17. % = 0,y = 13/31,1, = 7/5

19. x =0,y = 7/10; I, = 9/10, 1, = 3/10,1) = 6/5

21. I, = M(b2 + c2),1 = M(a2 + AL = %(a2 + )

23. X =73 =0,z =12/51, = 7904/105 ~ 75.8,
I, = 4832/63 ~ 76.70, I. = 256/45 ~ 5.69

25. @) x=y5=0z=8/3 (b)c=2V2

27. I, = 1386
29. (a) 4/3 (b) X =4/55=z=2/5
3. (@52 (Mx=y=z=8/15 ()L=I=L=11/6
33. 3
be(a* + b2 24 p2
37. (a) ]c,m, = wy Rc4m4 = atb

12 12

_ a’ + 7b?
3

n(6V2-8) 7.7

10

abe(a® + 7b?)
() 1, = AR

Seccion 15.7, pp. 883-886
an(V2 - 1) 17ar

L——5 35

9. 7/3

20 1 Va2
11. (a)/ // rdz dr do
o Jo Jo
2 V3oL 2 2 VA2
(b)/ / / rdrdzd0+/ / / rdrdz do
o Jo 0 o NN3Jo

1 Va=r? rom
(c) / / / rdo dz dr
0 Jo 0

w2 fcos® [3r?
13. / / f(r, 0,z)dzrdrdd
0

-7/2.J0

7 [2senf [4—rsenf
15. / / / f(r, 0,z)dzrdrdo
0 0 0
7/2 1+cos 6
17. / / / f(r, 0,z)dzrdrdo
/2

w/4 fsect [2—rsenf
19. / / / f(r,0,z)dzrdrdo 21. w* 23. 7/3
0 0 0

25. 5@ 27. 27w  29. (8*275\/5)77

27 /6 [2
31. (a) / / / p*sen dp do do +
2@ /2 [oscd
/ / / p*sen ¢ dp dep do
/6 0
2 sen”'(1/p)
(b)/ // p*sen d dp do +
0 1 0
27 1 f@)2
/ // p*sen ¢ do dp do
0 0 .Jo
27 (/2 2
33. / / / pzsend)dpdd)d():z’l?ﬂ
0 0 cos ¢



R-18 Capitulo 15: Respuestas a los ejercicios con nlmero impar

27 7 [f1l—cos¢ S

3s. / / / prsend dp dp do = 3

2m fw/2 [2cosd -

37. / / / pzsen¢dpd¢d6=§
0

72 L2 L2
39. (a) 8 / / / p*sen ¢ dp dop do
0 0 0
w2 2 NVa—r?
(b) 8/ / / rdz dr df
0 0 Jo

2 pVa—x? pVax2o)?
(c) 8 / / / dz dy dx
0 Jo 0
2o /3 2
41. (a) / / / p*sen o dp dp do
0 0 sec ¢

2 N3 Va2
(b) / / / rdz dr df
o Jo 1

dzdydx  (d) 5m/3
(c)[\@[\/ﬁ[ zdydx  (d) 57/

_ 3
43. 87/3  45.9/4  47. % 49. 2% 51. 57/3

4(2V2 - 1)

3. w2 55— 5716w 59 572
4m(8 = 3V3)

6. —————  63.2/3 65.3/4

67. x=y=0z=3/8 6. (%y.2) = (0,0,3/8)

4
a’ hir
/4 75

1. x=y=0,z=5/6 73 L=

c5m=(004) =
n(w@erf@mﬂ)efu

() (%.7.2) = (0 0, 2) L=,

3M

7R3

85. La ecuacion de la superficie r = f(z) nos dice que el punto
(r,0,z) = (f(2), 0, z) permanecera sobre la superficie para

81.

todos los valores de 6. En particular, (f(z), 8 + 1, z) permanece

sobre la superficie siempre que (f(z), 0, z) se encuentre sobre
la superficie, de manera que la superficie es simétrica con
respecto al eje z.

(f(2), 0, 2)

Seccion 15.8, pp. 894-896

_utv _v—2ul
1. (a) X = 3 V= 3 >3
(b) Region triangular con limitesu = 0,v = 0,yu + v =3

N L, — )L
3. (a) x = 5 Qu —v),y = 10 3v — u); 10
(b) Region triangular con limites 3v = u, v = 2u,y
3u+v=10

7. 64/5 // (u +v)57 dudv—S-ﬁ-%an

mab(a® + b?) 1 3 225
11. f 13. § 1+ ; ~ 0.4687 15. F

CoOSv  —usenv ) )
17. (a) =ucos"v +usenv =u
sen v U COS v
sen v U Cos v ) )
(b) = —usen‘v — ucos‘v = —u
CoOSvV  —usenv
2122
a“bc
21. 12 23. 6

Ejercicios de practica, pp. 896-898
1. 9¢ — 9 3.9/2

|

S +4r=9

3 (12 V99— 9
7. ydydx = 5
3o 2

10 h (1/10, 10)

1
NO ESTA A ESCALA

/ / dy dx = -
2x+4

-

In17
4

9. sen4 11.
m—2 2031 — 3%?)

13.4/3 15.4/3 17.1/4 19. 7

21.

4 x? —y
31. ()/ / 3dzdxdy
\/ V2 —y Vx? +V

2@ /4
(b)/ / /3p2sen¢dp dpdo  (c) 2m(8 — 4V/2)
0 0 0
27w/ [secd -
33./ / / pzsentbdpdd)dO:?
0 0 0
| Ve Voo,
35. // / 22 xy dz dy dx
0 JVi-x? Ji1

V3 pV3=x? Va2
+ / / / 22 xy dz dy dx
1 0 1

gm(4V2 - 5) 8m(4V2 - 5)

37. (a) 3 (b) 3

23.0 25.8/35 27.w/2 29 3




8w8(H° — o)
39. .= 15
41. f:?:ﬁ 43. 102104 45. Ix:25
47. M =4,M,=0,M, =0 49.E=¥,j=0

__ 157+ 32 _
51. (a)x:h,yzo

(b) y
r=1+cos 6

Ejercicios adicionales y avanzados, pp. 898-900

2 r6—x° 2 6—x> fx°
1. (a)/3/ Xdydx  (b) /3/ Adzdydx

(c) 125/4

3. 27 5. 3m/2
7. (a) Radio del agujero = 1, radio de la esfera = 2

®) 4\V3r 9. m/4 1L 1n(§) 15. 1/V¥/3
17. Masa = &° cosfl(g) - b\Vda* - b,
at b b b
10 = *COS_1 a) 7@ - g(dz - b2)3/2

2 2

19. a]—b(eazbz -1 2.1 (0

25. h=\V20in,h = V60in 27. 277[1 - (l)ﬁ}

3 3) 2

CAPITULO 16

Seccion 16.1, pp. 905-907
1. Grafica (c) 3. Grafica(g) 5. Grafica(d) 7. Grafica (f)

9. V2 12 1.3V s, %(5\[5 +9)
17. V3 (g) 19. (@) 4\V5 () %(173/2 -1
21 D (16— o) 23 L (4092 - 1397
32 " 27
25. é(sy2 -7V2-1) 2. 10\[3# 29. 8
31 %(173/2 1) 33.2V2-1
350 @ 4V2-2 ) V2+In(1+V2) 37 L =2m

39. a) L =27\V25 (b) L=47\V25 411 =2m -2

Capitulo 16: Respuestas a los ejercicios con nimero impar R-19

Seccion 16.2, pp. 917-920
1. Vf=—(xi +yj + k) (2 + y2 + 2)732

2x 2y
3. Vg = — i— j + ek
g (x2 + yz)l (x2 + yz)J

kx . ky

5. F =— o+ y2)3/21 - e y2)3/21’ cualquier £ > 0

7. (@) 9/2  (b) 13/3  (¢) 9/2

9. @ 1/3 () —-1/5 (c)0

11. (@ 2 (b) 3/2 (¢) 1/2

13. —15/2 15.36 17. (a) =5/6 (b) 0 (c) —7/12
19. 1/2 21. —7  23.69/4 25. -39/2 27.25/6

29. (a) Circ; = 0, circ; = 2, fluyjo; = 2, flujo, = 0
(b) Circ; = 0, circ, = 8, flujo; = &, flujo, = 0
31. Circ = 0, flujo = a’>m  33. Circ = d*=, flujo = 0
35. (a) —% M0 ()1 37.()32 (b)32 (c)32
39. y

41. () G = —yi + xj

() G=Vx +)'F
xi + yj

43. F=——7—— 47.48 49. 7 51.0 S3.

Va2 + y2
Seccion 16.3, pp. 929-931

1. Conservativo

1
2

3. No conservativo 5. No conservativo

3y2 )
7. f(x,y,z) = x° + 5 +22+C
9. f(x,y,z) = x¢% + C

11. f(x,y,z) =xlnx — x + tan(x + y) + %ln(y2 +2)+C

13. 499 15. -16 17.1 19.9m2 21.0 23. -3

-1
27.F:V( 7 ) 29. a1 ()1 (o)1

3. @2 (M)2 33.a@c=b=2a (B)Yyc=>b=2

35. No importa qué trayectoria se use. El trabajo sera el mismo sobre
cualquier trayectoria porque el campo es conservativo.

37. La fuerza F es conservativa porque todas las derivadas parciales
de M, N,y Psoncero. f(x,y,z) =ax + by + cz + C; 4 =
(xa, ya,za) y B = (xb, yb, zb). Por lo tanto, fF «dr =
f(B) — f(4) = a(xb — xa) + b(yb — ya) + c(zb — za) =
F- 4B.

Seccion 16.4, pp. 940-942

1. Flujo = 0, circ = 2wa®> 3. Flujo = —ma?, circ = 0

5. Flujo = 2,circ = 0 7. Flujo = —9,circ = 9

9. Flujo = —11/60, circ = —7/60 11. Flujo = 64/9, circ = 0
13. Flujo = 1/2,circ = 1/2  15. Flujo = 1/5, circ = —1/12
17. 0 19.2/33 21.0 23. —l6m 25. wa*> 27. 3w/8
29. (a) 0si C se recorre en sentido contrario a las manecillas

del reloj
(b) (h — k)(4rea de la regién)

2

39. (@ 0
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Seccion 16.5, pp. 951-953

1. r(r,0) = (rcos@)i + (rsenf)j + r’k,0 =< r < 2,
0=60=27w

3. r(r,0) = (rcos0)i + (rsen)j + (r/2)k,0 < r = 6,
0=60=m)2

5. r(r,0) = (rcosf)i + (rsenf)j + V9 — 2k,
0=r= 3\6/2, 0 = 0 = 2m; otra forma: r(¢, 6) =
(3sen¢pcos f)i + (3sen ¢ senh)j +
(Bcosp)k,0 = ¢p = 7/4,0 = 0 =27

7. r(¢,0) = (\/gsencbcose)i + (\/gsend)sene)j +
(V3cosd)k m/3 = ¢ = 2m/3,0 = 0 < 27

9. r(x,y) =xi+)yj+ @4 —-)Ik0=x=2-2=y=2
11. r(u,v) = ui + (3cosv)j + Bsenv)k, 0 = u = 3,
0=v =27
13. (a) r(r,0) = (rcos0)i + (rsenf)j +
(1 —rcos® —rsenf)k,0 =r=3,0=6=<2mw
() r(u,v) = (1 —ucosv — usenv)i + (ucosv)j +
(usenv)k,0 = u=3,0=v =27
15. r(u,v) = (4cos’v)i + uj + (4cosvsenv)k, 0 < u < 3,
—(m/2) = v = (7/2); otra forma: r(u, v) = (2 + 2 cosv)i
+uj + 2senv)k,0 =u=3,0=v =27

17//dd6=77->[5

2 27 4
19. / / N5drdo = 8m\/5  21. / 1 dudv = 6w
0 1 0 1

27 1 5\/5—1
23./ / u\/4u2+1dudv=m7r
o Jo

2w [
25. / / 2sendpdpdd = (4 +2V2)m
0 /4

27. 29.
A 7=\ +)?
Q xz+(y73)2=9
| \Bx+y=9
WD — x+y=2z=0 /
X y ~

27 [
33. (b) 4 = / / [a?b? sen® ¢ cos® ¢ + b cos* ¢ cos® O +
o Jo

a’c? cos* ¢ sen’ 0]1/2 deo db
35. xox + yoy =25 37. 13w/3  39.4 41. 6\V6 —2V2

3. 7VE+ 1 45 T(1TV17 = 5V5) 47,3+ 2In2
T(3VI3 1) 51.57V2 53 2(sV5 - 1)

Seccion 16.6, pp. 960-962
312 N
1. //xd0'=// uVa? + ldudv=%
0.J0
S

w

27 [
//xzda':/ / se113(f>c0526d<f>016=ﬂ-r
0o Jo 3
y 1,1
5. //zdaz//(4—u—v)\/§dvdu:3\/§
0.Jo
S

(parax = u,y = v)

1 2w
7. //XZVS—“-ZdO':// weosPv- Vaud + 1-
0 Jo

uVai? + 1 dvdu—// (4 + 1) cos® vdvdu—lll

9. 9 11 “C(ab + ac + be) 13.2
15, 25 (V2 +6V6) 17, V30
’7Ta3 4
19. =32 21 75 23.13q%6 25 2m)3
3 2
27. ~T3w/6 2918 31 T 33 TC
3
3. T 37.-32 39, -4 41 3d*

aaa o 14 1577\[2
43. (E’ 5, 5) 45, (x,y, Z) = (0 0, 9) P )

877 46 2077 a48

47. (a) L (b)

Seccion 16.7, pp. 970-972

1. 47 3. -5/6 5.0 7. 67 9.2mwd’
15. —m/4 17. =157 25. 161, + 161,

13. 127

Seccion 16.8, pp. 981-983

1.0 3.0 5 —-16 7. =87 9.37 11. —40/3
13. 457 15. 12m(4V2 — 1)
21. El valor de la integral nunca excede el area de la superficie S.

Ejercicios de practica, pp. 983-986
1. Trayectoria 1: 2\/§;trayctoria 2:1+3V2 3.4 5.0

1
7. 8mwsen(1) 9.0 11. 7#\V3 13 27T<1 - —)
V2
abc |1 1 1

19. r(¢,0) = (6sen cosh)i + (6 senpsen)j + (6 cos Pk,
T 2
gsgbs?,ogeszw

21. r(r,0) = (rcosB)i + (rsen@)j + (1 + r)k,0 = r = 2,
0=0 =27

23. r(u,v) = (u cosv)i + 213 + (usenv)k, 0 = u =< 1,
0=v =

25. \/8 27. 77[\/ + ln(l + \/)] 29. Conservativo

31. Noconservativo  33. f(x,y,z) =)* + yz + 2x + z
35. Trayectoria 1: 2; trayectoria 2: 8/3
3. @ 1 —e ™ (b)) 1—e?"

39.0 4L@4V2-2 ® V2+nh(1+V2)

43. (%,7,2) = (1%%) =22, -6, 36

45 b =iy
3= Zﬁ 47. (55.2) = (0,0,49/12), L. = 6407



49.
57.

Flujo: 3/2; circ: =1/2  53.3  55. %”(7 -8V2)
0 59. 7

Ejercicios adicionales y avanzados, pp. 986-988

1.
5.

7.

11.

13.

6w 3.2/3
@) F(x,y,z) = zi + xj + yk

(b) F(x,y,z) = zi + yk

3
M%R 9. a = 2,b = 1. El flujo minimo es —4.
16
(b) 3¢
. - >, _ 16
(¢) Trabajo = gxyds |y=g| xy°ds =g
c c 3
(c) %WW 19. Falsosi F = yi + xj

CAPITULO 17
Seccion 17.1, p. 17-7

1.
S.
9.
13.
17.
19.
21.
25.

29.

33.

35s.

37.
41.
45.
49.
53.

57.

.y= e + cref
3x/2

y=cre ¥ + ce¥

y = cie ¥ + e
—x/4 3x/2

7.y =ce™ + ce

y =cie + cre 11. y = ¢y cos3x + ¢ sen 3x

y =cicos5x + ¢cpsenSx 15, y = €*(c; cos 2x + ¢; sen 2x)

y = efx(cl cos \/’gx + ¢y sen \/gx)
y = e_z"(cl cos \ﬁx + ¢; sen %x)

y=c t ox 2

23. y = e + cyxe”

3x —x/2

y=cie ™ + crxe” 27. y = ce + cyxe?

y = c1e™P + cpxe ™ 31, y = —% e + Zef"

1
y= sen2\V/3x
2\V3
1
y = —cos 2V2x + ——=sen2V2x
V2

y=(l~— 2x)ez"

39. y = 2(1 + 2x)e 2
y=cie™ + e /2

43. y = cle“'/2 + crxe

y = cycos V5x + ¢;sen \Ex 47. y = c1e™5 + coxe ™5
y = ef"/z(cl cosx + ¢psenx) Sl y = c1e* + cpxed/t
y = cre P 4 cyxe ¥ 55. y = c1e 2 + e

59. y = li —7x/3 + uer

y=(1+ 2x)e" 3¢ 3

Seccién 17.2, p. 17-16

1.

_ 3
y=cieX + e+ =

10
= + e + lcosx - lse:nx
) 1 2 B B
1
. Yy =c1cosx + ¢cpsenx — o cos 3x

8

Y — 6cosx — 2senx

v =cie® + ce”

.y=cle"+czeﬂ‘—x2—2+%xex

Capitulo 17: Respuestas a los ejercicios con nimero impar

11.
13.
15.
17.
19.
21.

23.

25.
27.

29.
31.
33.
35.
37.
39.
41.
43.
45.

47.

49.
51.

53.

55.
57.

59.

R-21

2x

y = cie¥ + e — lefx + ﬁcosx + lsenx

4 50 50
_ 3 6
y=oc + ce 5X+x3+§x2—gx
y=oc + e + 2xF + gx + %xe“

_ 1
y=c1+cze"+§xz—x

1
y =cjcosx + cpsenx — ¥ CoS X

y=(c1 + cx)e ™ + %xze_"

y=ce + et + %xe"

y = e Xcicosx + ¢ysenx) + 2
y = Acosx + Bsenx + xsenx + cosxIn(cosx)
L 2 5x 1 5x

— + Sx + — =
y C1 e IOx e 25)(6‘
Yy = cC1Co8SXx + cpsenx — %xcosx + xsenx
1 _
y = +cze‘+§e"+xe"
— Sx —X 1 4
= + -z -z
Yy = ce e 8 5

y =cjcosx + ¢cysenx — (senx)[ln (cscx + cotx)]
y=oc + e + %xegx

y=c + e — x4 — 3 = 3x — 6x

y=c + e - %ex + X6 — x4 + x/4

y = cjcosx + ¢ysenx + (x — tanx)cosx — senx In (cos x)
= cjcosx + ¢’ senx + xcosx — (senx)In (cosx)
1
— 3x L
y = ce 26‘
y = ce® + 5xe**
y =2cosx + senx — 1 + senxIn(secx + tanx)
y=—-e"+1 +%x2—x
y =2 — e¥)cosx — 3e “senx
y=(1—-—x+ xz)ex

1
Mo = sz

Seccion 17.3, pp. 17-21 a 17-23

1.

o U W

11.
17.

my" +y +y =0, ¥0) =2, y'(0) =2
25 5 Vo

-3y A0y =0, ¥0) =175, V(0 = 15

. 2¢" + 4q’ + 10g = 20 cost,
. 0.0864 ft (arriba del equilibrio)

. 3(#) = 0.2917 cos (7.15521) +

q(0) =2, ¢'(0) = 3

% cen(7.1552
85.8623 S0 (7:13520)
(en ft), 0 y = 3.5 cos (7.1552¢) +

Vo

—— oo sen (7.1552¢) (en pulgadas).

0.1398
0.308 seg  13. 8.3341b  15. 24.4949 ft/seg

—1.56 ft/ seg? (aceleracion hacia arriba)
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19. g(r) = =8¢ + 10¢7¥,  limg(H)=0
{—00

2 g
3¢
23. y(m) = —2 m (arriba del equilibrio)

q(t)=;+<49\/199 VI99 | 49 \/199t>e,/2

21 y(f) = 1 + 27" — %67% -

25. t+ —

995 ST )

Seccién 17.4, p. 17-25

C1
— + 02x3

2

7.y = clx_l/3 + ¢

€1
Ly=—5+ax 3.y=
X
5. y= clx2 + czx4
9. y =x(c; + c2lnx)
11. y = x[cicos (21Inx) + ¢y sen (2 Inx)]

13. y = %[cl cos 3Inx) + cysen (3 Inx)]

15. y = %[cl cos (Inx) + ¢;sen (Inx)]

17. y=%(cl + ¢;Inx) 19. y=¢; + cplnx

1 _
21. y = ——(c; + eolnx 23. y =x (e, + ealnx
y %(1 21n x) y (c1 + c2lnx)
1
25. :f-i-f 27.y=x
Y 2x° 2 Y

29. y = x[—cos(Inx) + 2sen (Inx)]

Seccién 17.5, p. 17-31

l.y:co+cl(x—x +%x3— )
C1 _
200—762’(

3.y =co(l — 2% + '~~)+c|<x—%x3+ )
= ¢pcos2x + ¢ sen2x

5. y=cx + czx2

_ 1o, 15 13, .
7.y—c0(1+2x 6x+ )+c1(x+6x+ )

5
9. y=c¢ <1—x +E —---)-i—c]x

1. y=co(l =332+ ) + ca1(x — )
13. y=co<1 + X ot )
3,35
+cl(x+x +§x + )

3 15
15. y=co(1—§x2 . ) 1<x E . )

3, 1
17.y=co(1—§x + x + .- )+c1( 53)

APENDICES

Apéndice 1, p. AP-6
1. 0.1,0.2,0.3,0.8,090 1

ox< 2 5. x = 1
3
2 * ~173 *
7. 3,-3 9.7/6,25/6
11. 2=r=4 13.0=z=10
2 4 ! 0 0

15. (=00, —2]U [2, o) 17. (=00, =3]U[1, %)
-2 2 N -3 1 "

19. (=3,-2)U(2,3) 21.(0,1) 23.(—00,1]

27. La grafica de |x| + |y| = 1es el interior y la frontera de la

region “con forma de diamante”.

B+ bl=1

Apéndice 3, pp. AP-16-AP-18
1. 2, —4; 2\/5 3. Circunferencia unitaria

5. mp=—%
y

A(-1,2) 2
y=3x+5

1
Pendiente =3

X
2f -1 0
B(—Z,—l)/ -1 }~

7. @) x=-1 ((M)y=4/3 9. y=—x

11.y=*%x+6 B.y=dct4 I5.y=-3+12

17. interseccion con el eje x = V3

interseccion con el eje y = — V2

19.




2. 2+ (y—2P2=4 23, (x+ V3P + (y+272 =4

)
P+ (v-302)° =25/4

29. y
V(-3.4)
y= —x2 —6x-5 r 4

-6 EYETA T

p (0.-5)

31. Puntos exteriores de una circunferencia de radio \ﬁ, con
centro en el origen.

33. Las arandelas entre las circunferencias x> + y*> = 1y
x% + y? = 4 (puntos con distancia al origen entre 1 y 2)

35. (x+ 22+ (y— 172 <6

Apéndices: Respuestas a los ejercicios con ndmero impar

7 () ()
> (353) (G53)

41.

(a) ~ —2.5grados/in (b) = —16.1 grados/in
(¢) = —83grados/in  43. 5.97 atm
45. St C = F = —40°
c
c=F
1 |/ F
—40 2
c= %(F—SZ)
a0, 400 40T

51.

k=-8, k=1/2

Apéndice 7, pp. AP-34-AP-35

1.
3.

(@ (14,8) () (=1,8) (o) (0,-5)

(a) Mediante reflexion de z con respecto al eje real

(b) Mediante reflexion de z con respecto al eje imaginario

(¢) Mediante reflexion de z con el eje real y luego
multiplicando la longitud del vector por 1/ |z|?

(a) Puntos en la circunferencia x> + y* = 4
(b) Puntos dentro de la circunferencia x* + y* = 4

(¢c) Puntos fuera de la circunferencia x> + )*> = 4

7. Puntos en la circunferencia de radio 1, centro (—1, 0)

15.

19.
23.

Puntosenlarectay = —x  11. 473 13, 1227/
cos*0 — 6cos?@sen’ 0 + sen*h  17. 1,—% + %i

R-23

2, V3 =i, V3 — i 21.ﬁi\6' 6iﬁi

2 2 T

1+ V3i, -1+ V3






INDICE

A
a, logaritmos con base, 383-384
a*, definicion de, 380
derivada de, 382-383
Abscisa, AP-10
Aceleracion, 127, 129
caida libre y, 128
como derivada de la velocidad, 127, 128-129
componente normal de, 734-738
componente tangencial de, 734-738
derivada de (sacudida), 127
en coordenadas polares, 739-742
en el espacio, 711
velocidad y posicion a partir de, 196
Aditividad, 903
integrales dobles y, 846
para integrales definidas, 266
Alargamiento de una grafica, 17
Alberto de Sajonia, 559
Algebra, teorema fundamental del,
AP-33-AP-34
Altura maxima en movimiento de un
proyectil, 719
Analisis de error
de planos fase, 523
limitaciones del, 526
en aproximacion lineal estandar, 169, 796
en integracion numérica, 472-475
para aproximacion lineal, 798
Angulo(s), 22-23
de direccion, 680
de disparo, 718
de elevacion, 718
de inclinacion, AP-11
de lanzamiento, 718
en posicion estandar, 23
entre planos, 694
entre vectores, 674-676
Antiderivadas, 230-235
de una funcion vectorial, 715
definicion de, 230
integrales definidas y, 235-236
movimiento y, 233-234
Aproximacion(es)
analisis de error de, 472-475
cuadraticas, 586
diferenciales, error en las, 169-170

lineales estandar, 165, 795

lineales, formula del error para, 796, 821-822
mediante diferenciales, 168

mediante el plano tangente, 795
mediante la recta tangente, 164, 795
mediante la regla de Simpson, 472-475
mediante la regla del trapecio, 472-474
mediante polinomios de Taylor, 586
mediante trapecios, 469-470

método de Newton para raices, 226
para raices y potencias, 166-167

recta tangente, 795

utilizando parabolas, 470-472

Arco

secante, 450
tangente, 599-600

Area, 246-248

aproximaciones finitas para, 248, 249
bajo la curva o grafica, 247
como una integral definida, 246
de la superficie
de revolucion, 332-335, 624-625
de superficie implicita, 949-950, 954
de superficies explicitas, 954
de una grafica, 950
definicion de, 332-334
diferencial para superficie parametrizada,
946
para la esfera, 947
parametrizacion del, 944-948
suaves, 945-946
de paralelogramo, 945
producto cruz vectorial, como, 683
de regiones acotadas en un plano, 850-851
de un trapecio, 269
debajo de la grafica de funciones no negativas,
253
definicion de, 268
en coordenadas polares, 855
encerrada por una astroide, 619
entre curvas, 294-296
sustitucion y, 291-297
estimacion de
suma inferior y, 247-248
infinita, 479
mediante el teorema de Green, 940
mediante integrales dobles, 850-852

optimizacion, de rectangulos, 216-217
planas para coordenadas polares, 635-637
seccion transversal, 308, 309
suma superior y, 246-247
superficies y, 334, 624-625, 943-953
total, 247, 280-282
Argumento, AP-30
Asintotas, 9
de hipérbolas, 643-644
determinacion de, 209
horizontal, 84, 86-88, 92, 209
inclinada (oblicua), 88-89
oblicua o inclinada, 88-89
vertical, 84, 91-92
definicion, 91
determinacion de la ecuacion para, 91-92
Astroide, 620
longitud de la, 622

B
Banda de Mdobius, 956
Base
a, logaritmos con, 383-384
de funciones exponenciales, 380
de un cilindro, 308
Bernoulli, Daniel, 185
Bernoulli, Johann, 145
Bolzano, Bertrand, 127
Bombeo de liquidos desde contenedores, 340
Braquistocronas, 614-616
Busqueda
binaria, 427-428
secuencial, 427-428

C
Cable, colgante, 11
Caida libre, ley de Galileo para, 39, 127-128
Calculadoras, para estimar limites, 51-53
graficacion con, 30-34
Cambio
absoluto, 170
de base en un logaritmo, 384
de dimensiones, de la grafica de una funcion,
16-18
estimacion del, en una direccion especial, 794
exponencial (crecimiento o decaimiento),
387-388

I-1



I-2 Indice

porcentual, 170
relativo, 170
sensibilidad al, 131, 170-172
tasas de, 39-44, 103-104, 124-125
Campo(s)
completamente ordenado, AP-23-AP-24
conservativos, 920, 922-928, 970
como campos gradientes, 923
determinacion de potenciales para, 925-928
integrales de linea en, 927
potenciales para, 925-928
propiedad de ciclo de, 924
pruebas de componentes para, 925, 927
teorema de Stokes y, 970
de numeros, AP-23
de pendientes, 498-499
de velocidades
circulacion para, 914-915
integral del flujo, 914-915
eléctrico, 920
gradiente, 923
gravitacional, 920
vectores en, 908
ordenado, AP-23-AP-24
vectorial(es), 908-910
campos conservativos como, 923
conservativos, 920, 924-925
continuo, 908
densidad de flujo de, 933
derivable, 908
divergencia de, 933-934
eléctricos, 920
funcion potencial para, 921
gradiente, 909-910, 922-923
gravitacional, 920
integracion en, 901-981
integrales de linea de, definicion, 910
integrales de linea y, 907-917
rotacional de, 962
Capacidad de sustentacion, 521
Cardioide, en coordenadas polares, area
encerrada por, 636
graficacion de, 636
longitud de, 637-638
Carga eléctrica, 978
Cascarones
cilindricos, 319
volumenes mediante, 319-324
delgados, masas y momentos de, 958-960
Catenaria, 11, 423
Cauchy, Augustin-Louis, 401
Cavalieri, Bonaventura, 310
Centro
de curvatura, para curvas planas, 731
de masa, 347
centroide, 352
coordenadas de, 348-349, 904, 958
de solidos, 869
de un alambre o un resorte, 904
de un cascaron delgado, 959-960
de una placa delgada y plana, 348-351
momentos y, 346-355, 868-873
Centroides, 352, 869-870
fuerzas en un fluido y, 353
teorema de Pappus y, 353-354
Ciclo, 915

Cicloides, 614
Cilindro(s), 696-697
base de, 308
parabolico, flujo a través de, 957
parametrizacion de, 944
rebanar por medio de, 319-321
volumen de, 308
Circulo
de curvatura, para curvas planas, 731-732
osculador, 731
Circuitos RL, 508
Circulacion
flujo contra, 916
para campos de velocidad, 914-915
Circunferencia
con radio dado, AP-14
ecuacion estandar de la, AP-14, 18
ecuacion polar de una, 652-653
en el plano, AP-13, AP-15
limite, 526
longitud de una, 622
unitaria, AP-14
Clairaut, Alexis, 770
Cociente(s), AP-31
de diferencias, 103, 107
formas para, 107
limite de, 104
productos y derivadas de, 119-120
Coeficientes
de polinomios, 8-9
de series de potencias, 575
de un binomio, 597
determinacion de, para fracciones parciales,
460-461
indeterminados, 454
Comando Integrate (para integrar) (SAC), 465
Combinacion
de funciones, 14-22
de series, 549-550
Componente(s)
(escalar) de u en la direccion de v, 678
i de un vector, 669
j de un vector, 669
k
de un vector, 669
del rotacional, 934-936
normal de la aceleracion, 734-738
tangencial de la velocidad, 734-738
Compresion
de una grafica, 16
uniforme de un gas, 934
Computadoras, para la estimacion de limites,
51-53
Concavidad, 203-206
criterio de la segunda derivada para, 203
Conectividad, 80
Conicas
ecuaciones polares de, 650-652
en coordenadas polares, 639, 648-653
excentricidad de, 648-650
Conjugado complejo, AP-29
Conjunto, AP-2, vacio, AP-2
Conos
area de la superficie de, 946
elipticos, 697, 699
parametrizacion de, 943

Constante
arbitraria, 231
de gravitacional universal, 740
de resorte, 338
distinta de cero, 232
tasa, 388
Construccion de los numeros reales,
AP-24-AP-25
Continuidad, 39-100. Véase también
Discontinuidad
de composiciones, 761
de funciones inversas, 364
de funciones vectoriales, 708-709
de una funcion en un punto, 74-76
derivadas parciales y, 769
derivabilidad y, 111, 772
en el extremo izquierdo del intervalo, 74
en un intervalo, 76
en un punto interior, 74
para funciones de varias variables, 759-761
Convencion para angulos, 23
Convergencia, 264
absoluta, 570
condicional, 570-571
criterios para, 483-485, 572-573
de integrales impropias, 478, 480-481
de series, 554
de potencias, 575-579
de Taylor, 589-595
geométricas, 546
de sucesiones, 533-535
de sumas de Riemann, 264
intervalo de, 579
radio de, 578-579
teorema de, para series de potencias, 578
Coordenadas
cartesianas
conversion a coordenadas polares, 855-857
de tres dimensiones. Véase Sistema de
coordenadas de tres dimensiones
en el plano, AP-10
integrales triples en, 859-865
relacionadas con coordenadas cilindricas
y esféricas, 879
relacionadas con coordenadas cilindricas,
876
relacionadas con coordenadas polares,
623-630
cilindricas
a coordenadas rectangulares, 876, 883
de coordenadas esféricas, 883
definicion de, 875
diferencial de volumen en, 876
integracion de, 877-879
integrales triples en, 875-879
movimiento en, 739-740
parametrizacion mediante, 944
del centro de masa, 348-349, 904, 948
polares, integrales en, 853-854
xyz, integrales de linea y, 911-912
esféricas
definicion de, 879
integrales triples en, 879-883
polares, 627-630
area de una region polar, 636
area en, 855



conicas en, 639, 648-653

criterios de simetria para graficas en, 631

definicion de, 627

graficacion en, 628, 631-634,

integrales en, 853-854

longitud de curvas polares, 637

movimiento en, 739-740

pendiente de una curva polar, 632-633

polo en, 627

rayo inicial de, 627

relacionadas con coordenadas cartesianas,
628-630

velocidad y aceleracion en, 739-742

rectangulares. Véase Coordenadas cartesianas

x, AP-10
y, AP-10
Cosecante, 23
Coseno(s), 23
directores, 680
integrales de productos de, 447-448
integrales de productos de potencias de,
444-446
ley de los, 26-27, 675
Costo(s)
fijos, 130
marginal, 129-130, 218
variables, 130
Cota
inferior, 267
minima superior, 539, AP-23-AP-24
superior, 267, AP-23
Courant, Richard, 116
Crecimiento
exponencial, 388
logistico, 521, 522
de una poblacion, 521-522
poblacional
logistico, 521-522
no limitado, 390-391
Criterio(s)
de comparacion
de limite, 483, 484, 560-561
directa, 483, 484
para convergencia de integrales impropias,
484-485
para convergencia de series, 558-561
de convergencia absoluta, 571
de derivadas, para valores extremos locales,
187-188, 635-638
de la integral, 553-556
estimacion del error, 555-556
residuo en el, 555-556
de la primera derivada, 198-201, 207, 803,
812-813
de la raiz, 565-566, 579
de la razon, 563-565, 576-577, 579, 597
de la segunda derivada, 203, 206, 808
deduccion del, funciones de dos variables,
820-821
de las dos trayectorias para la existencia de
limites, 760
de las series alternantes, 568
de simetria, para graficas en coordenadas
polares, 631
del n-ésimo término para divergencia, 548
max-min, 200, 206, 803, 805, 808

Cuadrado, como completar un, AP-14-AP-15
Cuadrantes del sistema de coordenadas, AP-10
Cubo, integral sobre las superficies de, 955
Cuerpo que cae, con resistencia, 520-521
Curva(s)
area bajo una, 479
area entre, 294-296
bosquejo de, 203-210
cerrada, 915
de contorno, 750
de nivel, 788-789
de funciones de dos variables, 750
definicion de, 41-43, 102
definida paramétricamente, longitud de,
620-622
determinacion de, 42, 103, 632
elemento componente de una, 945
en el espacio, 707-713
ecuaciones paramétricas para, 707
ecuaciones vectoriales para. Véase Funciones
vectoriales
formulas para, 738
longitud de arco a lo largo de una,
724-726
normal a una, 730
trabajo realizado por una fuerza sobre una,
912-914
vector binormal de una, 734
en forma de “S”, 522
generacion para superficies cilindricas, 696
hipdtesis para calculo integral vectorial,
921-922
orientada
negativamente, 936
positivamente, 936
paramétrica, 611, 612
calculo con, 618-625
derivable, 618
graficacion de, 634
longitud de arco de, 620-622, 724-725
parametrizada, 611, 624-625
placas acotadas por dos, 351-352
plana(s)
circulo de curvatura para, 731-732
curvatura de, 728-733
flujo que cruza una, 915-917
longitudes de, 327, 329, 621-624
parametrizacion de, 610-616, 707
polar
graficacion de, 624
longitud de, 637-638
punto
de inflexién de, 204-206
inicial de, 610
terminal de una, 610
recta tangente a, 102
secante de, 41
solucion, 498
suave, 3-4, 326-327, 620-621, 710
curvatura de, 728-729
longitud, 724
por tramos, 710, 921
rapidez en, 726
torsion de, 737
sustitucion y, 291-297
tangente a, 39-44, 726, 788-789

indice I-3

trabajo realizado por una fuerza sobre una,
912-914
» = f(x), longitud, 327

Curvatura

calculo de, 729, 738
centro de, 731

de curvas planas, 728-733
en el espacio, 732

radio de, 731

Cuspide, 111

Decaimiento

del carbono, 14, 392
exponencial, 388
radiactivo, 391

Dedekin, Richard, 295, 550, AP-2
Definiciones recursivas, 539
Denominadores cero, eliminacion algebraica de,

51

Densidad, 348

circulacion y, 934-936
de circulacion, 934-936
de flujo, 933
(divergencia), de un campo vectorial, 933,
972
especifica de un fluido, 340-341

Derivabilidad, 109-111, 764, 769, 771-772
Derivacion, 102

de funciones vectoriales, reglas para, 711-714
de una funcion, 107
implicita, 149-153, 779-781
formula para, 780
integracion y, como procesos inversos, 280
logaritmica, 375
término a término de una serie de potencias,
580
total, 797, 798

Derivada(s)

aplicaciones de, 184-245
calculo a partir de la definicion, 107
como tasa de cambio, 124-131
como una funcién, 102, 106-112
como velocidad, 125, 711
comportamiento grafico de una funciéon con
base en, 210
de aceleracion (sacudida), 127
de funcion valor absoluto, 146
de funciones exponenciales, 378-379
de funciones hiperbolicas, 417-418
inversas, 420-421
de funciones reciprocas, 107
de funciones trigonométricas
inversas, 135-139, 411
de la funcion constante, 116
de la funcion coseno, 136-137
de la funcion raiz cuadrada, 108
de la funcion seno, 135-136
de la inversa de funciones derivables, 364-366
de orden superior, 121-122, 152, 771
de segundo orden, 121-122
de una funcion compuesta, 142-143, 712
de una funcion vectorial, 709-711
de una integral, 276, 280
de una serie de potencias, 580
dey =1Inx, 371
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y = sec !l u, 409-410
y = sen"!u, 408

y = tan" ! u, 409
finicion de, 106

1 lado derecho, 109-110
1 vector tangente, 730

direccional, 784-790

calculo de, 786-788

como producto punto, 786

definicion de, 785

en el plano, 784-785

estimacion del cambio por medio de, 794
gradientes y, 786

interpretacion de, 785-786

propiedades de, 787

en economia, 129-131

en un punto, 102-104, 110-111
formula alterna para, 107
graficacion de, 108-109
lateral, 109-110

logaritmica, 375

n-¢sima, 122

notaciones para, 108
parciales, 747-835

calculo de, 766-768

con variables restringidas, 824-828
continuas, identidad para funciones con, 969
continuidad y, 769

de funciones de dos variables, 764-766

de orden superior, 771

de segundo orden, 769-770

de una funcion de varias variables, 747-752
definiciones de, 765

notaciones equivalentes de, 765

por la derecha, 109-110
por la izquierda, 109-110
que incluyen a log, x, 384-385, AP-27
regla de Leibniz, 306
regla del producto cruz, 712
regla del producto punto, 712
regla general de la potencia para, 117, 381
reglas para el multiplo constante, 117-119
simbolos para, 122
tercera, 122
Descartes, René, AP-10
Desigualdad(es)
del triangulo, AP-5
max-min para integrales definidas, 266, 267,

274

reglas para, AP-1
resolucion de, AP-3-AP-4
Desplazamiento (avance), AP-11, 125
definicion de, 251-252, 279
de la grafica de funciones, 16
horizontal de una funcion, 16
versus distancia recorrida, 254
vertical de una funcién, 16
Detencion de flujo, 934
Determinacion de raices, 80
Determinante(s)

ca

Iculo del producto cruz, 686

jacobiano, 887, 889, 890, 892
Diagrama(s)
de arbol, para la regla de la cadena en

varias variables, 776, 777, 778, 779,
780

de Argand, AP-29-AP-30
de dispersion, 4
de flechas para una funcion, 2, 827-828
de una maquina para una funcion, 2
Diapason, datos para afinacion de un, 4
Diferencial(es), 164, 167-168, 796-798
area de la superficie, para superficies
parametrizadas, 946
de area, 636
de la longitud de arco, 623-624
definicion de, 167
estimacion mediante, 168-169
total, 797-798
Direccion
a lo largo de una trayectoria, 610-611,
901-902
de vectores, 668
estimacion del cambio en, 794
Directriz(ces)
de la elipse, 649
de la hipérbola, 649
de la parabola, 649, 651
Dirichlet, Lejeune, 479
Discontinuidad(es), 111. Véase también
Continuidad
de salto, 75
en dy/dx, 328-329
infinita, 75
oscilante, 75
punto de, 74
removible, 75
Discriminante (hessiano) de una funcion, 805
Distancia
en coordenadas de tres dimensiones
de un punto a otro punto, 662
de un punto a un plano, 691-692,
693-694
de un punto a una recta, 690
en el plano, AP-13-AP-15
esferas en el espacio y, 662-663
formula de la distancia, 662, AP-14
recorrida, 248-250
estimacion mediante una suma finita,
249-250
total, 251-252
versus desplazamiento, 251-252, 279
Divergencia
criterio del n-ésimo término para, 548
criterio para la, 483-485, 572-573
de integrales impropias, 478, 480-481
de series, 545, 548
de un campo vectorial, 931-934, 972
de una sucesion, 533-535
a infinito, 535
a infinito negativo, 535
teorema de la, 974
para otras regiones, 976-977
para regiones especiales, 975-976
Dominio,
conexo, 921
de un campo vectorial, 908, 921
conexo, 921
simplemente conexo, 921
de una funcion, 1-3, 747, 748
integrales dobles y, 846
natural, 2

e,

como limite, 382

como una serie, 590-591
definicion del nimero, 370
exponencial natural y, 377-378

Economia

derivadas en, 129-131
ejemplos de optimizacion aplicada en,
218-219

Ecuacion(es)

autonomas, solucion grafica de, 516-522
con componentes, para un plano, 691
de continuidad de la hidrodinamica, 978-979
de Laplace, 774
de onda, 774
de presion-profundidad, 341
del calor, 775
diferenciales
aplicaciones, 510-515
autonomas, 517
con variables separables, 388-389
de primer orden, 496-531
problemas con valor inicial y, 233-234
separables, 388-390
sistema(s) de, 523-526
solucion de, 496-498, 510-515
foco-directriz, 649
identidad de Euler, 601-602
inversas, 378, 384
lineal(es), AP-13
diferenciales de primer orden, 504-508,
forma estandar, 504-505
general, AP-13
resolucién de, 505-507
movimiento ideal de proyectiles y, 718
para elipses, 643, 652
para hipérbolas, 644
para un plano en el espacio, 691-692
paramétricas, 610-613
de rectas, 689-690
de una cicloide, 614
de una circunferencia, 611, 622
de una hipérbola, 613, 619
para curvas en el espacio, 707
para el movimiento de un proyectil,
717-719
polares
de circunferencias, 652-653
de rectas, 652
de secciones conicas, 650-652
graficacion de, 628
para circunferencias, 652
para rectas, 652
presion-profundidad, 341
punto pendiente, AP-12
que relacionan coordenadas esféricas con
cartesianas y con coordenadas
cilindricas, 879
que relacionan coordenadas rectangulares y
cilindricas, 876
que relacionan las coordenadas polares y las
cartesianas, 629
vectoriales
del plano, 691
para curvas en el espacio, 707



para movimiento de proyectiles, 717-719
para rectas, 688, 689-690

Efecto de remolino, 934
Eje(s) de coordenadas, AP-10

cortar y girar, volimenes mediante, 308-315
de una elipse, 641

girar alrededor de, 934-936

momento de inercia con respecto a, 904, 958
revoluciones alrededor del, 334-335

Einstein, Albert, 172
Elementos

de un conjunto, AP-2
radiactivos, vida media, 391-392

Elevacion, AP-11
Elipticos, conos, 697, 699
Elipse(s),
centro de, 19, 641
definicion de, 488
distancia del centro al foco, 642
ecuacion estandar de, 19
ecuaciones polares de, 651-652
eje focal de, 641
eje menor de, 19, 642
eje principal (o mayor) de, 19, 642
excentricidad de, 648-649
graficas de, 18-19
ley de la (primera ley de Kepler), 741
vértices de, 641
Elipsoides, 697-698, 699
de revolucion, 698
Energia
cinética, 172
conversion de masa a, 172
Enteros, AP-26
iniciales, AP-8
positivos, AP-26
regla de la potencia para, 116-117
Equilibrio
estable y no estable, 519
valores de, 517, 524-525
Escalares, definicion de, 667
Esferas
area de la superficie de, 946-947
concéntricas en un campo vectorial, 976-977
ecuacion estandar para, 662
en el espacio, distancia y, 662-663
parametrizacion de, 943-944
Esquina, 111
Estimacion
de error para el criterio de la integral,
555-556
del residuo
de orden n, definicion para la formula de
Taylor, 590
en el criterio de la integral, 555-556
en el teorema de Taylor, 590, 591-592
Euler, Leonhard, 500, AP-36
e*, derivada e integrales de, 378-379
Excentricidad, 648-653
de la elipse, 648-649
de la hipérbola, 648
de la parabola, 648
ecuaciones polares para conicas con, 650
Expansion uniforme de un gas, 934
Exponentes, leyes de los, 379-380
Extension continua, 79-80

Extremos
absolutos, determinacion, 188-189
graficas de, 183
globales (absolutos), 184-186, 188
locales (relativos), 186, 187, 200-201,
206, 803
locales, 186, 200-201
criterio (prueba) de la segunda derivada
para, 206
criterio (prueba) de la primera derivada
para, 188, 200-201
teorema de la primera derivada para, 187
relativos (locales), 186, 187, 803

F
Factor(es)
integrante, 505-507
método de “las cubiertas superiores” de
Heaviside para, lineales, 458-460
Fermat, Pierre de, 42
Fisica, ejemplos de optimizacion aplicada
provenientes de, 216-218
Formula
de reduccion, 439, 464
de sustitucion para integrales definidas,
291-293
de Taylor, 589, 590
para funciones de dos variables, 820-823
para el cambio del tamaifio vertical y la
reflexion, 17
recursiva, 539
Flujo
calculo de, 936, 957-958
definicion de, 916, 956
en comparacion con circulacion, 916
integral de superficie para, 956-958
que cruza una curva plana, 915-917
que cruza una frontera rectangular, 932-933
Focos, 639-641
Forma(s)
de componentes para vectores, 665-667
diferenciales, 928-929
exactas, 928-929

indeterminadas de limites, 396-406, 600-601

integral, regla del producto en, 436-439
Formula(s)

de célculo para la torsion, 737

de cambio de dimensiones horizontal y
reflexion, 17

de desplazamiento para la grafica de
funciones, 16

de error, para aproximaciones lineales, 169,
796, 821-822

de Euler, AP-30

de la longitud de arco, 329-330, 621, 724

de Leibniz, 600

de los cascarones para solidos de revolucion,

322
de suma, trigonométricas, 26
de transformacion de coordenadas, 883
diferencial abreviada, longitud de arco,
329-330

diferencial, forma abreviada para la longitud

de arco, 329-330
paramétricas para las derivadas, 619
sinusoidal, 27

indice I-5

trigonométricas
del angulo doble, 26
para medio angulo, 26
Fracciones parciales
definicion de, 454
integracion de funciones racionales mediante,
453-461
método de, 454-458
Franja(s)
horizontales, 349-350
vertical, 319-349
Frenet, Jean-Frédéric, 734
Fubini, Guido, 839
Fuerza(s)

campo de, 912
constante, 337, 338, 339
trabajo efectuado por una, 679
de un fluido
centroides y, 353
integrales para, contra una placa plana
vertical, 342
sobre una superficie de profundidad
constante, 341
trabajo y, 337-342, 913
presion de un fluido y, 340-342
suma de, 667-668
trabajo efectuado por una
en una curva en el espacio, 912-914
a lo largo de un desplazamiento, 679
variable
a lo largo de una curva, 912-913
a lo largo de una recta, 338

Funcion(es), 1-38

algebraicas, 10, 361
arco
coseno, 405-407
seno, 405-407
area total debajo de la grafica de, 281
cambio de dimensiones de, 16-18
combinacion de, 14-22
componente(s), 707, 908
composicion, 15-16
continuidad de la, 77, 761
definicion de la, 15
derivada de la, 142-143
limite de la, 78
comun(es), 7-11
con valores reales, 2, 546, 708, 747
con valores vectoriales. Véase Funciones
vectoriales
constante(s), 7, 48, 116, 252
continuamente derivable, 326, 334, 620-621
continuas, 76-77
definicion de, 76, 709
derivabilidad y, 111-112
en un extremo del intervalo, 74
en un intervalo, 76
en un punto, 79, 709, 759
extremos absolutos de, 188-189, 761
integrabilidad de, 264
limites de, 73
por la derecha, 74
por la izquierda, 74
por partes, 264, 304-305
propiedades de, 76
teorema del valor medio para, 80-81, 217,
274-275
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valor promedio de, 269-270, 851, 864,
valor promedio de, no negativas, 252-253

valores extremos de, en conjuntos cerrados

y acotados, 185, 761
continuidad de, 74, 709, 759
cosecante

integral de, 374

inversa de, 407
coseno, 23, 136-137

derivada de, 135-137

grafica de, 10

integral de, 235

inversa de, 405
cotangente, 23

integral de, 374
creciente, 6, 199-200
cuadratica, 9
cubica, 8-9
de costo

marginal, 129-130

total, 130
de dos variables, 748-749, 752, 771

derivadas parciales de, 747-752, 764-766

férmula de Taylor para, 820-823

limites para, 755-759

linealizacion de, 794-796

regla(s) de la cadena, 775-777

teorema del incremento de, 771
de mas de dos variables, 761, 768-769,

798-799
de muchas variables, 781
de posicion, aceleracion y, 196
de tres variables, 750-752, 777, 789-790
de varias variables, 747-752
decreciente, 6, 199-200
definicion de, 1, 7
definida

implicitamente, 150-151, 779

mediante formulas, 14

por partes, 5

sobre superficies, 777-779
derivada

como, 106-112

de, 102, 103, 107, 110-111, 710
del potencial, 921
diagrama

de dispersion de una, 4

de flechas de, 2, 748

de una maquina de, 2
derivables, 107, 618, 764, 772

continuas, 111-112, 620

derivadas de inversas de, 364-366

en un intervalo, 109-110

férmula de Taylor para, 586

grafica de, 203

regla del multiplo constante de, 117

reglas para, 115-121, 143,712
discontinuidad, 74-75, 759
dominios de, 1-3, 14, 747, 748
en el espacio, valor promedio de, 864-865
escalar, 708
escalon unitario, limites y 49
exponenciales, 377-385

antiderivada general de, 379

definicion de, 377

derivadas de, 378-379

descripcion de, 10
general a*, 380
grafica de, 377
natural, 377
serie de potencias para, 586, 590
extension continua de, 79
formulas de desplazamiento para, 16
gradiente, 786
graficas de, 3-4, 750
hessiana de funciones de dos variables, 805
hiperbdlicas, 416-421
basicas, 417
definicion de, 416-417
derivadas de, 417-418, 420-421
graficas de, 419
identidades para, 416-417, 419-420
integrales de, 417-418
inversas, 418-419, 420-421
identidad, 7, 48, 969
impar, 6-7
integrable, 264, 716, 837, 859
inversas, 11, 361, 362-363
derivadas y, 364-366
determinacion de, 363-364
hiperbolicas, 418-419, 420-421
inyectivas (uno a uno), 361
regla de la derivada para, 365
trigonométricas. Véase Funciones
trigonométricas inversas
inyectiva (uno a uno), 361-362
criterio de la recta horizontal para, 362
definicion de, 361
limite de, 46-54, 756
lineal, 7
linealizacion de, 164-165, 794-796
logaritmicas, 369-375
comun, 384
descripcion de, 11
natural, 369-371, 372
rango de, 373
logaritmo natural
definicion de, 369-371
propiedades algebraicas, 372
serie de potencias para, 582, 600
mayor entero (piso entero), 5
menor entero (techo entero), 5
monotona, 198-201
multiplicacion, 14
no derivable, 110
no integrable, 264
no negativa
area debajo de la grafica de una, 268-269
continua, 252
par(es), 6-7
polinomiales, definicion de, 8
posicion, 5
positiva, area debajo de la grafica de, 253
potencia, 7-8
potencial, 921
prueba de la recta vertical para, 4-5
punto critico de una, 188, 804
racionales
definicion, 9
dominio de, 9
integracion de, mediante fracciones
parciales, 453-461

limites de, 50, en infinito, 86
raiz
cuadratica, 8
cubica, 8
derivada de, 108
rango de, 1-3, 747, 748
representacion
como serie de potencias, 584
numérica, 4
secante, inversa de, 418-419
seno, 23, 135-136
derivada de, 135-136
general, AP-7, 27
grafica de, 10
integral de, 444
inversa de, 405
simétrica, 6-7, 293-294, 631
graficas de, 6-7
integrales definidas de, 293-294
suave por partes, 921
suma de, 14-15
tasas de crecimiento de, 424-426
trascendente, 11, 361-428
trigonométricas
angulos, 22-23
definicion de, 404-405
derivadas de, 135-139, 411
graficas de, 25, 32-34, transformaciones
de, 27
identidades de cofuncion, 410-411
integrales de, 374, 444-448,
evaluadas con, 411-412
inversas, 404-413
periodicidad de, 25
seis basicas, 23-24
y cuadrantes, 24
valor(es)
absoluto, 5
como una funcion definida por partes, 5
de, 2
extremos de, 184-189, 803-808, 814, 817
maximo y minimo de, 184-186, 188, 200,
206, 806-807
variable
de entrada de, 1, 747
de salida de, 1, 747
dependiente de, 1, 747
independiente de, 1, 747
vectoriales, 707-713
antiderivadas de, 715
continuidad, 708-709
de longitud constante, 713
derivadas de, definicion de, 710
derivable, 710
integral definida de, 716-717
integral indefinida de, 715-716
integrales de, 715-720
limites de, 708-709
reglas de derivacion de, 711-714
velocidad, 196, 251-252, 711
aceleracion y, 196, 711

Galileo Galilei, 39

féormula de caida libre de, 39, 127-128
ley de, 39



Gauss, Carl Friedrich, 258, 677
Gibbs, Josiah Willard, 726
Giro alrededor de un eje, 934-936
Grado de un polinomio, 9
Grafica(s)
area de una superficie de, 950
asintotas de, 84-93
concava
hacia abajo, 203
hacia arriba (convexa), 203-320
conectividad y, 80
de curvas polares, 634
de derivadas, 108-109
de ecuaciones, AP-10
paramétricas, 634
de funciones, 3-4, 14-22
comunes, 7-11
de dos variables, 749-750
de tres variables, 750-751
de varias variables, 747-752
trigonométricas, 25, 27, 32-34
de una sucesion, 533
de y = f(x), estrategia para, 198-200
en coordenadas polares, 628, 631-634
criterios de simetria para, 631
técnica para, 634
simétrica con respecto
al origen, 6, 631
al eje x, 6, 631
al eje y, 6, 631
Graficacion
con calculadoras y computadoras, 30-34
consecuencia para, 80
con computadora, 30-34
de funciones con dos variables, 752
Grassmann, Hermann, 669
Gravitacion, ley de Newton de la, 740

H
Halley, Edmund, 200
Heaviside, Oliver, 458
Hélice, 708
Hessiano de una funcion, 805
Hidrodinamica, ecuacion de continuidad de,
978-979
Hipérbola(s), 643-645
centro de, 643
definicion de, 643
directrices de, 649
ecuacion de, en coordenadas cartesianas,
649-650
ecuacion polar de, 650
ecuaciones en la forma estandar para, 644-645
eje focal de, 643
excentricidad de, 648, 649
focos de, 643
ramas de, 640
vértices de, 643
Hiperboloide, 697, 699
Huygens, Christian, 613, 614

1

Identidad(es)
de Euler, 601-602
de funcion inversa-cofuncion inversa, 410-411
trigonométricas, 25

Imagen, 887
Incrementos, AP-10-AP-13
Independencia de la trayectoria, 920-921
Indice
de una sucesion, 532
de una suma, 256, 550
Induccién matematica, AP-6-AP-9
Inercia, momentos de, 870-873
Infinito
divergencia de sucesiones a, 535
limites en, 84-93
de funciones racionales, 86
Infinitesimales, AP-19
Inflexion, punto de, 188, 204-206, 209
Ingreso marginal, 218
Integracion, 246-307
con respecto a y, area entre curvas, 296-297
con un SAC, 465-466
de funciones racionales mediante fracciones
parciales, 453-461
de una funcion vectorial, 716-717
definida
por partes, 440
por sustitucion, 292
derivacion e, relacion entre, 280
doble, area mediante, 850-852
en campos vectoriales, 901-981
en coordenadas cilindricas, 875-879
en coordenadas esféricas, 881-883
férmula de, por partes, 436-437
formulas basicas de, 435
formulas de, 411-413
limites de. Véase Limites de integracion
mediante sustitucion trigonométrica,
449-452
mediante tablas, 440-441
numérica, 468-475
por partes, 436-441
tabular, 440-441
técnicas de, 435-495
término a término para series de funciones,
581
variable de, 235, 264
Integrales
aproximacion de
mediante sumas de Riemann, 261
mediante sumas inferiores, 248
mediante la regla del punto medio,
248, 469
mediante la regla de Simpson, 470-472
mediante la regla del trapecio, 469-470
mediante sumas superiores, 248
breve tabla de, 435
de campos vectoriales, 910
de flujo, 914-915
de funciones hiperbolicas, 417-418
de linea, 901-905
aditividad y, 903
calculo de masa y momento y la, 903-905
campos vectoriales y la, 907-917
coordenadas xyz y la, 911-912
definicion de, 901
en el plano, 905
evaluacion de, 902, 911
evaluacion de, mediante el teorema de
Green, 938-939

indice I-7

interpretacion de, 905
teorema fundamental de, 922
de potencias de tan x y sec x, 446-447
de sen? x y cos? x, 289-290
de superficie, 953-960, 965
calculo de, 955-956
formulas para, 954
para flujos, 956-958
de tan x, cot x, sec x y csc x, 374-375
de tasas, 278-280
de trabajo, 337-338, 727-728, 912-914
definidas, 262-270
aplicaciones de, 308-360
de funciones simétricas, 293-294
de funciones vectoriales, 716
definicion de, 246, 262-263, 285
dobles
como volimenes, 837-838
en forma polar, 853-857
propiedades de las, 846-847
sobre rectangulos, 836-840
sobre regiones no rectangulares acotadas,
841-842
sustituciones en, 887-891
teorema de Fubini para el calculo de,
838-840
en coordenadas polares, 853-854
evaluacion, por partes, 440
evaluada con funciones trigonométricas
inversas, 411-412
aproximaciones a, 485
del tipo I, 478, 486
del tipo 11, 481, 486
existencia de, 262-264
f(1/u)du, 373-374
impropia, 478-486
aproximaciones a, 485
del tipo I, 478, 486
del tipo 11, 481, 486
indefinidas, 235-236. Véase también
Antiderivadas
definicion, 235, 284, 285
evaluacion con la regla de sustitucion,
284-290
iterada, 838
logaritmo definido como una, 370
multiples, 836-837. Véase Integrales dobles;
Integrales triples
sustitucion en, 887-894
no elementales, 466, 598-599
notacion para, 263
para fuerza de un fluido contra una placa
plana vertical, 342
polares, cambio de integrales cartesianas a,
855-857
propiedades de, 265-267
que incluye log, x, 384-385
repetidas, 838
sustitucion en, 291-293
tablas de, 463-464, T-1-T-6
teorema del valor medio para, 274-275
trigonométricas, 444-448
triples
en coordenadas cilindricas, 875-879
en coordenadas esféricas, 879-883
en coordenadas rectangulares, 859-865
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propiedades de, 859-860, 865
sustituciones en, 891-894
vectoriales, 715-717
Integrandos, 235
con asintotas verticales, 481-482
Interpretacion fuera-dentro de la regla de la
cadena, 144-145
Interseccion
con el eje x, AP-13
con el eje y, AP-13
de conjuntos, AP-2
rectas de, 692-693
Intervalo(s), AP-3
acotados, 6
de convergencia, 579
de parametros, 610-611
derivables en, 109-110
finitos (acotados), 6, AP-3
infinitos (no acotados), 6, AP-3
no acotados, 6
tipos de, AP-3
Inversas, definicion de, 404-405
de In x y el numero e, 377-378
de tan x, cot x, sec x y csc x, 407-408

operaciones de integracion y derivacion, 280

J

Jacobi, Carl Gustav Jacob, 887

Jacobiano, determinante, 887, 889, 890, 892
Joule, James Prescott, 337

Joules, 337

K
Kepler, Johannes, 741

leyes de, 741-742
Kovalevsky, Sonya, 421, 826

L
L'Hopital, Guillaume de, 396
Lagrange, Joseph-Louis, 193, 811
Laplace, Pierre-Simon, 770
Legendre, Adrien Marie, 506
Leibniz, Gottfried, AP-25
Lentes, luz que incide, 152
Ley(es)
asociativas, AP-23
conmutativas, AP-23
de Gauss, 978
de Hooke para resortes, 338-339
de la elipse (primera ley de Kepler), 741

de las areas iguales (segunda ley de Kepler),

741
de logaritmos, 384
de los cosenos, 26-27, 675
de los exponentes, 379-380
de los limites, 46-54, 757
teorema, 49
de Newton
de la gravitacion, 740
del enfriamiento, 392-393, 519-520
de refraccion, 218
de Snell, 218
de transitividad para numeros reales,
AP-23
del cambio exponencial, 511
del gas ideal, 824

del tiempo-distancia (tercera ley de Kepler),
741-742
distributiva, AP-23
demostracion de la, AP-35-AP-36

Limite(s), 39-100

p de integracion, determinacion de, 881
¢ de integracion, determinacion de, 881-882
r de integracion, 854, 878
de funciones continuas, 78
de sumas finitas, 258-259
de un cociente de diferencias, 104
de valores de funciones, 46-54
demostracion de, AP-21
definicion
demostracion de teoremas con, 62-63
formal, 57-63
informal de, 46-47
pruebas de, 58-60
de (sen 0)/0, 69-71
de funciones con valores vectoriales, 708-709
de funciones racionales, 50
de polinomios, 50
de sucesiones, 534, 536
de sumas de Riemann, 262-264
deltas, determinacion algebraica, 60-62
e (el nimero) como un, 382
en infinito, 84-93
estimacion de, calculadoras y computadoras
para, 51-53
formas indeterminadas de, 396-399
infinitos, 89-90
de integracion, 478-480
definicion precisa de, 90-93
laterales, 66-71. Véase también Limites por la
izquierda; Limites por la derecha
formal, 68
informal de, 66
no existencia de, prueba de las dos direcciones
para funciones de dos variables, 760
para funciones de dos variables, 755-759
por la derecha, AP-20, 67, definicion de, 68
por la izquierda, 67
definicion, 57-63, 66-67, 68
por los dos lados, 66
demostracion de, AP-21
que aparecen comunmente, 538-539,
AP-21-AP-22
regla
de la potencia para, 49
de la raiz para, 49
teorema de la compresion (o del sandwich),
53-54
x de integracion, 862, 864
y de integracion, 861, 963
z de integracion, 861, 862, 863, 877

Linealizacion, 164-166, 795

de funciones de dos variables, 794-796, 798

Lineas de fase, 517
Liquidos

bombeo desde contenedores, 340
incompresibles, 934

Inx

derivada de, 371

ecuacion inversa para, 378, AP-24
grafica y rango de, 373

integral de, 437

inversa de, y el numero e, 377-378, AP-23

propiedades de, 372

y cambio de base, 384

Logaritmo(s)

con base a, 383-384

natural, 369-375

propiedades de, 372

propiedades inversas de, 384

Longitud

a lo largo de una curva en el espacio, 724-725

constante, funciones vectoriales de, 713

de arco, 326-330
de una curva en el espacio, 724-726
de una funcion, 327, 726
formula diferencial para la, 329-330
integrales de linea y, 901-902

de curvas, 326-328, 621-624
definidas de forma paramétrica, 620-622
en coordenadas polares, 637-638

de un vector (magnitud), 665, 667-668

M
Maclaurin, Colin, 585
Magnitud (longitud) de un vector, 665, 667-668
Marco
de coordenadas de mano derecha, 660
de Frenet, 734
formulas para el calculo del, 737
torsion en el, 736-737
TNB, 734
Marginales, 129
Masa. Véase también Centro de masa
a lo largo de una recta, 346-347
calculos de momento y, integrales de linea y,
903-905
conversion a energia, 172
de cascarones delgados, 958-960
de un alambre o de una varilla delgada,
903-904
distribuida en una region plana, 347-348
en reposo, 172
foérmulas para la, 348, 351, 869, 904
integrales multiples y, 869, 872
mediante una integral de linea, 904
medida de, 511
suma de momentos de, 348
valor de, 172
Maximo
absoluto (global), 184, 187, 189, 806-808
global (absoluto), 184, 806-808
local (relativo), 186, 803, 808
restringido, 811-814
Medida en radianes, 146
Mendel, Gregor Johann, 131
Método
de “cubiertas superiores” de Heaviside, para
factores lineales, 458-460
de Euler para ecuaciones diferenciales,
499-502
de las arandelas, 314-315, 324
de los cascarones, 321-324
de los discos, 311-312
de Newton, 225-228
aplicacion, 226-227
convergencia de las aproximaciones, 228
procedimiento para el, 225-226



Newton-Raphson, 225-228
numérico, 499

Minimo

absoluto (global), 184, 187, 189, 806, 808
global (absoluto), 184, 806-808

local (relativo), 186, 803, 808

restringido, 811-814

Modelo

de cazadores en competencia, 524-526
de crecimiento exponencial para poblaciones,
511-512

Momento(s)

calculo de masa y, integrales de linea y,
903-905

centros de masa y, 346-355, 868-873, 904,
958

de alambres y varillas delgadas, 903-904

de cascarones delgados, 958-960

de inercia, 870-873, 958

de sistemas con respecto al origen, 347

de solidos y placas, 872

primer, 868-870, 958

Movimiento

a lo largo de una curva en el espacio, 709-710,
734
a lo largo de una recta, 125-129
antiderivadas y, 233-234
armoénico simple, 137-138
con resistencia proporcional a la velocidad,
510-511
de proyectiles
con rafagas de viento, 719-720
ecuaciones vectoriales y paramétricas del,
717-719
direccion de, 711
en coordenadas polares y cilindricas,
739-740
funciones vectoriales y, 707, 709-711
planetario
como si fuera en un plano, 740-741
primera ley de Kepler (ley de la elipse),
741
segunda ley de Kepler (ley de las areas
iguales), 741
tercera ley de Kepler (ley del tiempo-
distancia), 741-742
segunda ley de Newton, 171-172, 510, 520
Multiplicacion
de funciones, 14
de series de potencias, 580
escalar, de vectores, 667-668
Multiplicador(es) de Lagrange, 807, 811-818
con dos restricciones, 817-818
método de, 814-816

Nabla (V), 786, 966-968

Napier, John, 372

n-ésima suma parcial, 544-545
Newton, Sir Isaac, AP-25

Norma de una particion, 261, 837, 876

Notacion

de Leibniz, 108, 144, 164, 167, 263, 621
factorial, 539

para derivadas, 108, 765-766

sigma, 256-258

Numeros
de Fibonacci, 539
complejos, AP-25-AP-34
parte imaginaria de, AP-28
irracionales, AP-2
como exponentes, 377-378
naturales, AP-2
“0”, 426-427
parte real de, AP-28
racionales, AP-2, AP-26
reales
construccion de reales y, AP-24-AP-25
desarrollo de los, AP-26-AP-27
la recta real y los, AP-1
orden de, AP-1, AP-23
propiedades de los, algebraicas, AP-1,
AP-23
teoria de los, AP-23-AP-25

(o)
Octantes, 660
Orden
comparacion de funciones, 426-427
de la regla de integracion, 266
Oresme, Nicole, 534

Operaciones algebraicas, para vectores, 667-669

Optica
ley de Snell de, 218
principio de Fermat en, 217
Optimizacion aplicada, 214-219
del area de un rectangulo, 216
ejemplos en economia, 218-219
ejemplos en matematicas y fisica, 216-219
empleo de la menor cantidad de material,
215-216
volumen de una caja, 214
Origen
del sistema de coordenadas, AP-10
en coordenadas polares, 327
momento del sistema con respecto al, 347

P
Pappus (griego del siglo 1), 353
Par coordenado, AP-10
Parabola(s), 611, AP-15-AP-16
aproximaciones por medio de, 470-472
definicion de, 639
directriz de, 639, 641, 651
eje de, 640, AP-15
excentricidad de, 648-649
foco de, 639, 641
longitud focal de, 640
parametrizacion de, 611-612
pendiente de, 42
semicubica, 155
vértice de, 640, AP-15
Paraboloide(s), 697
eliptico, 699
hiperbdlico, 698, 699
volumen de una region encerrada por un,
862-863
Paralelogramo
area de, 683
ley de la suma, 667-668, 675
Parametrizacion
de curvas, 610-616, 707
de superficies, 943-948

indice I-9

de un cilindro, 944

de un cono, 943

de una esfera, 943-944

de una recta, 688-689

y area de la superficie, 944-948
Parametro(s), 610, 943

de la longitud de arco, 725

de dominio, 610, 943
Pareja de coordenadas polares, 627
Particiones, 836

k-ésimo subintervalo de, 260

norma de, 261, 837

para sumas de Riemann, 259-261
Pascal, Blaise, 545
Pendiente

de curvas parametrizadas, 612-613

de la secante, 42

de una curva, 41-43, 103-104

de una curva en coordenadas polares, 632-633

de una recta no vertical, AP-11
Periodo orbital, 741
Periodicidad de funciones trigonométricas, 25
Pico de voltaje, 289
Placa(s)
en dos dimensiones, 869, 872
planas
centro de masa de una, 348-351, 869
verticales, fuerza de un fluido y, 342
y delgadas, centro de masa de, 348-351
Plano(s)
angulo entre, 694
coordenados, 660
cartesianas en, AP-10
primeros momentos con respecto a, 904,
958
derivadas direccionales en, 784-785
distancia y circulos en el, AP-13-AP-15
ecuacion para el, 691
en el espacio, 688-694
fase, 524
integrales de linea en, 905
movimiento planetario en, 740-741
normal, 737
osculador, 737
paralelo, 692
rebanar por medio de, 309-310
rectas de interseccion para, 692-693
rectificador, 737
tangente
a una superficie, 792, 793
a una superficie paramétrica, 945
horizontal, 803-804,
y rectas normales, 791-793
teorema de Green en, 931-940
xy, 524, 660
curvas solucion en el, 518
xz, 660
yz, 660
Poblacion limite, 521
Poiseuille, Jean, 171
Poisson, Siméon-Denis, 802
Polinomio(s)
coeficientes de, 8-9
cuadratico irreducible, 454-455
de Taylor, 586-588, 593, 594
derivada de, 118-119
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grado de, 9
limites de, 50

Posicion de una particula en el espacio a lo largo

del tiempo, 707
Potencia(s), AP-32
de senos y cosenos, productos de, 444-446
indeterminadas, 400
serie binomial para, 597-598
Potenciales, para campos conservativos,
925-928
Preimagen, 887
Presiones
fluidos y fuerzas, 340-342
y fuerzas en un fluido, 340-342
Principio
de Cavalieri, 310
de Fermat en optica, 217
Primera ley de Kepler (ley de la elipse), 741
Primeros momentos, 346-348, 868-869
con respecto a un eje coordenado, 348, 869
con respecto a los planos coordenados, 869,
958
Problemas
de mezclas, 513-515
de valor inicial, 233, 390, 497
Producto(s)
caja, 684-686
cocientes y, derivadas de, 119-120
cruz
con determinantes, 683-685
de dos vectores en el espacio, 682-683
demostracion de la ley distributiva para,
AP-35-AP-36
propiedades del, 682-683
regla de la mano derecha para, 682
de numeros complejos, AP-30-AP-31
de potencias de senos y cosenos, 444-446
de senos y cosenos, 447-448
internos. Véase Producto punto
punto, 674-679
de vectores ortogonales, 517
definicion de, 675
derivada direccional como, 786
propiedades de, 677-679
Propiedad
de completez de los nimeros reales, AP-23
del valor intermedio, 80
Proyeccion de vectores, 677-679
Prueba
de componentes
para campos conservativos, 925, 927
para formas diferenciales exactas, 928
de continuidad, 75
de la recta vertical, 4-5
Punto(s)
critico, 188, 189, 208, 804, 808
de discontinuidad, definicion de, 74
de inflexion, 188, 204-206
de reposo, 517, 524-525, 526
en el sistema de coordenadas cartesianas,
distancia a un plano, 693-694
frontera, 751, 806-807, 808, AP-3
para regiones en el plano, 749
para regiones en el espacio, 751
inicial, 751
de una curva, 610

interior, 806, AP-3
continuidad en un, 74
para regiones en el plano, 749
para regiones en el espacio, 751
medio de un segmento de recta en el espacio,
determinacion con vectores, 670
silla, 698, 804, 805, 806, 808
terminal
de una curva, 610
de un vector, 665

R
Radiactividad, 391
Radianes, 22-23, 24
Radio
circunferencia de, AP-14
de convergencia, 579
de series de potencias, 578-579
de curvatura, para curvas planas, 731-732
unitario, 22
Raices, AP-32-AP-33
cuadradas, eliminacion de, en integrales, 446

determinacion mediante el método de Newton,

225-228
serie binomial para, 597-598
teorema del valor intermedio y, 80-81
Rango
de una funcion, 1-3, 747, 748
en el movimiento de un proyectil, 719, 720
Rapidez, 126-127, 158
a lo largo de una curva suave, 726
de una particula en el espacio, 711
inicial en el movimiento de un proyectil, 718
instantanea, 39-41
promedio, 39-41
en intervalos de tiempo pequefios, 40
Rayo inicial en coordenadas polares, 627
Razon(es)
de cambio promedio, 41, 43
en series geométricas, 546
Reales, construccion de, AP-24-AP-25
Rebanar
con cilindros, 319-321
mediante rectas paralelas, 309-310
proceso de, para obtener volumenes,
308-314
Recta(s)
de interseccion para planos, 692-693
ecuaciones de, 688, AP-10-AP-13
paramétricas, 688-689
polares, 652
vectoriales para, 688-690
masas a lo largo de, 346-347
movimiento a lo largo de, 125-129
normal, 152, 792
planos tangentes y, 791-793
paralelas, AP-13, 692
perpendiculares, AP-13
planos y, en el espacio, 688-694
secante, 41
tangente, 43-44, 102
auna curva, 102
trabajo realizado por una fuerza variable a lo
largo de, 338
vertical, formula de cascarones para
rotaciones alrededor de una, 322

Rectangulo(s)
aproximacion al area por medio de, 247-248
integrales dobles sobre, 836-840
optimizacion del area de, dentro de una
circunferencia, 216-217
que definen sumas de Riemann, 260-261
Reflexion de una grafica, 16-18
Region(es)
abierta, 749, 751
acotadas, 749
areas de, en el plano, 850-852
maximos y minimos absolutos en, 806-808
no rectangulares, 841-842
cerrada, 749, 751
conectada (o conexa), 921
conexa, 921
en el espacio
punto interior, 751
volumen de, 860
en forma de hélices en coordenadas polares,
area de, 636
especial
teorema de divergencia, 975-976
teorema de Green para, 939-940
general, integrales dobles sobre, 841-847
no acotada, 749
plana
masas distribuidas en, 347-348
puntos interiores, 749
simplemente conexa, 921
solida, volumen de, 842-845
Regla(s)
de la raiz
para limites, 49
de derivacion, 115-122, 235
para combinacion de series, 549
para derivadas, 115-116
para el gradiente, 789
para funciones vectoriales, 712
para integrales, 266
para limites de funciones con dos variables,
757
para limites de sucesiones, 536, 548
para limites, 49
de dominacion para integrales definidas, 266
de C'Hopital, 396, 397-399, 400-402
determinacion de limites de sucesiones
mediante, 537-538
demostracion de, 400-402
de la potencia, para limites de funciones de
dos variables, 757
de Leibniz, 306
de la cadena, 142-146, 156, 157, 168, 378,
383, 408, 409, 410, 619, 730, 739,
775-781,786, 820, 828, 948
con potencias de funciones, 145-146
demostracion de la, 170
“demostracion” intuitiva de la, 143-144
derivada de funciones compuestas, 142-143
para derivacion implicita, 648
para dos variables y tres variables
independientes, 778-779
para funciones de dos variables, 775-777
para funciones de tres variables, 778-779
para funciones vectoriales, 712, 713
regla “afuera-adentro” y, 144



regla de sustitucion y, 285-286
uso repetido de, 145
de la derivada
de inversas, 365
de un cociente, 120-121, 145, 569
de un producto, 119-120, 520
de una suma, 118-119, AP-8
de la funcion constante, 712
de la multiplicacion por una constante
para antiderivadas, 232, 235
para derivadas, 117-118
para gradientes, 789
para integrales, 266, 846
para limites, 49
para limites de funciones con dos variables,
757
para limites de sucesiones, 536
para series, 549
para sumas finitas, 257
series divergentes y, 549
de la potencia
demostracion de, 381
logaritmos naturales, 372
para derivadas, 115-116
para enteros positivos, 116-117
para limites de funciones de dos variables,
757
para limites, 49
de la suma, 235, 249, 266
derivada, 118-119
de series geométricas, 546
para gradientes, 789
para limites, 49, 62, 534, 757
para funciones vectoriales, 712
de linealidad de la antiderivada, 232
de Simpson
analisis de error y la, 472-475
aproximaciones mediante la, 470-472
de sustitucion, 286-287, 292
evaluacion de integrales indefinidas con,
284-290
del algebra para sumas finitas, 257-258
para el logaritmo natural, 372
para gradientes, 789
del cociente, 51
para derivadas, 120-121, 145
para gradientes, 789
para limites, AP-19-AP-20, 49
para limites de funciones con dos variables,
757
para logaritmos naturales, 372
para sucesiones, 535
del intervalo de ancho cero, 266
del limite
de un producto, demostracion,
AP-18-AP-19
de una potencia, 49
de una raiz, 49
del multiplo escalar para funciones
vectoriales, 712
del negativo, para antiderivadas, 232
del producto
cruz para derivadas de funciones
vectoriales, 712-713
en la forma de integral, integracion por
partes, 436-439

para derivadas, 119-120
para gradientes, 789
para limites, 49

para limites de funciones con dos variables,

757
para logaritmos naturales, 372
para series de potencias, 580
para sucesiones, 535
punto para funciones vectoriales, 712
del punto medio, 247, 248
del reciproco para logaritmos naturales, 372
del trapecio, 468-470
analisis de error y, 472-475
general de la derivada de una potencia, 381
limite de un cociente, demostracion,
AP-19-AP-20
Reindexacion de series infinitas, 550
Relaciones de proporcionalidad, 7
Reloj de péndulo, 614
Representacion
de funciones, series de potencias, 584-585
numérica de funciones, 4
Resistencia
determinacion de, para un cuerpo que cae,
520-521
proporcional a la velocidad, movimiento con,
510-511
Resorte(s)
ley de Hooke para, 338-339
masa de, 903-904
trabajo para estirar un, 339
Resta de vectores, 668
Revolucion(es)
alrededor del eje y, 334-335
areas de superficie de, 624-625
elipsoide de, 698
solidos de
método de los discos, 311-313
método de las arandelas, 314-315
Riemann, Georg Friedrich Bernhard, 259
Rolle, Michael, 192
Rotacion, 311-314
componente k de, 934-936
uniforme, 934
Rueda de paletas, 966-968

S

SAC, Véase Sistema algebraico computacional
Sacudida, 96, 97

Secante, funcion trigonométrica, 23

Secciones transversales, 308-315

horizontales, limites de integracion y, 845-846

verticales, limites de integracion y, 845
Segmento(s)
dirigidos de recta, 665
de recta
dirigido, 665
en el espacio, 688-694
punto medio de, determinacion con
vectores, 670

Segunda ley de Kepler (ley de las areas iguales),

741

Segunda ley de Newton del movimiento, 171-172,

510, 520
Serie(s)
absolutamente convergente, 570
agregar o eliminar términos de, 550

indice I-11

alternante, 568-570
armonica, 568-569
armonica, 533, 553
alternante, 568-569
binomial, 596-598
combinacién de, 549-550
convergente, 545, 570,
condicionalmente, 570
convergencia de, criterios de comparacion
para, 558-560
criterio(s)
alternantes, 568
convergencia, 558-560
de comparacion, 559
de la integral, 553-555, 556
de la comparacion de limites, 560-561
de la razon, 563-565
de la raiz, 565-566
para convergencia absoluta, 571
resumen de, 572-573
de Maclaurin, 585-586, 587
de potencias, 575-582
convergencia de, 575-578
derivacion término a término de, 580
integracion término a término de, 581
multiplicacion de, 579-580
radio de convergencia, 578
reciproca, 575-576
de Taylor, 585-586, 589, 592-593
aplicacion de, 592-593, 598-602
como representaciones de funciones,
585
convergencia de, 589-595
usadas con frecuencia, 602
divergente, 545, 548
geométrica, 546-548
convergencia de, 546
infinitas, 544-550
p, 555
rearreglo de términos de, 572
reindexacion de, 550
representacion de funciones en, de potencias,
584-585
suma parcial de, 544-545
Sec x,
integrales de potencias de, 446-447
inversa de, 407-408
Segundos momentos, 870-872, 958
Seno(s), 23, 24
integrales
de productos de, 447-448
de productos de potencias de, 444-446
Simbolo de la integral, 235
Simpson, Thomas, 471
Sistema(s)
algebraico computacional (SAC)
comando Integrate (para integrar), 465
en la evaluacion de integrales impropias,
482-483
integracion con, 465-466
tablas de integrales y, 463-464
de algebra, computadora: Véase Sistema
algebraico computacional (SAC), 10
de coordenadas
cartesianas, 660-663
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de mano izquierda, 660
de mano derecha, 660
de coordenadas de tres dimensiones, 660-663
cartesianas, 660
cilindricas, 877-879
derechos e izquierdos, 660
esféricas, 881-882
planos coordenados, 660
Slugs, 511
Snell, van Royen, Willebrord, 217
Sélido(s)
calculo del volumen de, 309
mediante el método de las arandelas,
314-315
mediante el método de las rebanadas,
308-315
mediante el método de los discos, 311-313
mediante integrales dobles, 837, 838,
842-845
mediante integrales triples, 859-860
cilindrico, volumen de, 308
de revolucion
mediante el método de los discos, 311-313
mediante el método de las arandelas,
314-315
de tres dimensiones, masas y momentos, 869,
872
principio de Cavalieri para, 310
seccion transversal de, 308
Solucién(es)
de una ecuacion diferencial, 233, 389
general, 496-498
particular, 497-498
general de ecuaciones diferenciales, 233, 389
graficas de ecuaciones autonomas, 516-522
numérica, 499
particular, de una ecuacion diferencial, 233
St. Vincent, Gregory, 623
Subintervalo k-ésimo de una particion, 260,
263
Sucesion(es), 532-541
acotadas, 539-540
calculo de, 535-538
convergencia de, 533-535
de sumas parciales, 545
no decreciente, 540
definida recursivamente, 539
divergente de, 533-535
a infinito, 535
a infinito negativo, 535
indice de, 532
infinitas, 532-533
limites de, 534, 536
mediante el teorema de la funcion
continua, 536
mediante la regla de U Hopital, 537-538
mediante el teorema de la compresion,
536
mondtonas, 539-541
no acotada, 539
no decrecientes, 540
Suma(s)
de funciones, 14-15
de vectores, 667-668
de Riemann, 259-261, 278, 280, 309, 320,
322, 333, 340, 341, 348, 876, 830,
901, 953

convergencia de, 264
limites de, 262-264
finitas
estimacion mediante, 246-253
limites de, 258-259
notacion sigma y, 256-258
reglas del algebra para, 257-260
inferiores, 247-248
limites de, 258-259
parcial(es)
n-ésima de una serie, 544-545
no decrecientes, 553, 545
sucesion de, 545
superiores, 247, 248
y diferencia de integrales dobles, 846

Superficie(s)

cilindrica, 332

con agujeros, 969

con dos lados, 956

cuadricas, 697-699

de funciones de dos variables, 750

de nivel, de funciones de tres variables, 750

de poliedros, 968-969

de profundidad constante, fuerza de un fluido
en, 341

definida implicitamente, 948

funciones definidas en, 777-779

implicita, 948-950

orientable, 956

parametrizacion de, 943-948

plano tangente a, 792-793

profundidad constante, fuerza de un fluido en,
plana, 341

suave, 944-945, 948

por partes, 954, 963
y areas 334, 624-625, 943-953

Sustitucion, 285-289

en integrales dobles, 887-891
coordenadas rectangulares a coordenadas
polares, 854
en integrales multiples, 887-894
en integrales triples, 891-894
coordenadas rectangulares a coordenadas
cilindricas, 876
coordenadas rectangulares a coordenadas
esféricas, 880
trigonométrica, 449-452
y area entre curvas, 291-297

Tabla(s)

de integrales, 463-464, T-1, T-6

Tamafio

de la malla, 469
del paso, 469

Tan x y cotx

derivadas de, 138
integrales de, 374-375
inversas de, 407

Tan x y sec x

derivadas, 138
integrales de, 374
potencias, 446-447

Tangente(s)

acurvas, 19, 39-44
de nivel, 788-789

de curvas en el espacio, 707-713
de graficas de funciones, 102-103
en un punto, 102-104
pendiente de, 41
valores de, 24
vertical, 111
y normales, 152-153
Tasa(s)
constante, cambio exponencial, 388
de cambio, 39-44
promedio, 41
instantanea, derivada como, 43-44
de crecimiento, 388, 424-428
relativo, 511-512
de decaimiento, radiactivo, 391
instantanea de cambio, 43-44
derivada como, 124-125
relacionadas, 155-160
Tautocronas, 614-615
Taylor, Brooks, 585
Taylor
polinomios de, 586-588, 593, 594
teorema de, 589
demostracion del, 594-595
Teorema(s)
angulo entre dos vectores, 674
campos conservativos son campos gradientes,
923
convergencia, para series de potencias, 578
criterio de comparacion
directa, 560
del limite, 560
criterio de la convergencia absoluta, 571
criterio de la integral, 554
criterio de la primera derivada para valores
extremos locales, 187, 803
criterio de la raiz, 565-566
criterio de la razdn, 563
criterio de la segunda derivada para valores
extremos locales, 206, 805
de Clairaut, 770
de De Moivre, AP-32
de estimacion
de series alternantes, 570, 593
del residuo, 591, 593
de Fubini, 839, 843-845, para integrales
dobles, 838-840, 843-845, 854, 860
de Green, 937
area por medio del, 940
comparacion con el teorema de la
divergencia, 972, 980
comparacion con el teorema de Stokes,
963, 980
demostracion del, para regiones especiales,
939-940
divergencia o forma normal de, 936, 972,
980
en el plano, 931-940
formas para, 936-938
generalizacion en tres dimensiones, 980
para evaluar integrales de linea, 938-939
rotacional o forma tangencial, 937, 939,
964, 980
teorema de cambio neto y, 937
de la compresion (o del sandwich), 53, 69, 70,
87, 536, AP-20
de la derivada mixta (cruzada), 770, AP-36



de la evaluacion (parte 2 del teorema
fundamental), 277-278
de la funcion
continua para sucesiones, 536
funcion implicita, 781, 948
de la primera derivada para valores extremos
locales, 187-188
de la restriccion. Véase Teorema de la
compresion (o del sandwich)
de la sucesion mondtona, 540-541, 553
de las derivadas mixtas, 770, AP-36
de las sucesiones mondtonas, 540-541, 553
de Leibniz, 568
de limites, demostraciones de, AP-18-AP-21
de Pappus, 353-354
para el area de una superficie, 354-355
para volimenes, 353-354
de Pitagoras, 25, 27, 28, AP-13, AP-26
de Rolle, 192-193
de Stokes, 925, 962-970, 980, 981
campos conservativos y, 970
en comparacion con el teorema de Green,
962, 963, 964
integral de superficie en el, 965
para superficies con agujeros, 969
para superficies poliédricas, 968-969
de Taylor, 589, 594-595
del cambio neto, 279
teorema de Green y, 937
del gradiente ortogonal, 814
del incremento para funciones de dos
variables, 771, AP-38-AP-40
del rearreglo, para series absolutamente
convergentes, 572
demostracion del, AP-20
para sucesiones, 536
del valor extremo, 185-186, 761, AP-24
del valor intermedio, AP-24
para funciones continuas, 80-81, 217,
274-275
del valor medio, 192-196, 327, 401, 621,
AP-36-AP-40
consecuencias matematicas del, 195-196
corolario 1 del, 195
corolario 2 del, 195-196, 372
corolario 3 del, 199-200, 201
de Cauchy, 400, 401
interpretacion del, 194, 274
para integrales definidas, 274-275
para derivadas, 277
derivacién término a término, 580
derivabilidad implica continuidad, 111, 772
divergencia, 974
estimacion
de series alternantes, 570, 593
del residuo, 591, 593
evaluacion, 277-278
exactitud de las formas diferenciales, 928
formula para derivacion implicita, 780
funcién continua para sucesiones, 536
fundamental, AP-33-AP-34
de las integrales de linea, 922
del algebra, AP-33-AP-34
del calculo, 274-282, 329, 435, 623, 921,
937,981
parte 1, 275-277
parte 2, 277-278

gradiente ortogonal, 814
integracion término a término, 581
integrales para campos vectoriales,
980-981
multiplicacion de series de potencias, 580
numero e como un limite, 382
para integrales de linea, 902
parte 1 (derivada de una integral), 275-276
demostracion de, 276-277
parte 2 (teorema de la evaluacion), 277-278
demostracion de, 277-278
teorema del cambio neto, 279
propiedad del ciclo de campos conservativos,
924
propiedades algebraicas del logaritmo natural,
372
propiedades de las funciones continuas,
76
propiedades de limites de funciones de dos
variables, 757
regla de U Hopital, 397, 400, 537-538
regla de la cadena, 142-146
para dos variables independientes y tres
variables intermedias, 778
para funciones de dos variables, 775
para funciones de tres variables, 777
regla de la derivada para inversas, 365
regla de sustitucion, 286
rot F = 0 relacionado con la propiedad del
ciclo, 970
sucesiones no decrecientes, 540
sustitucion en integrales definidas, 292
valor extremo, 185-186, AP-24
Teoria
electromagnética (ley de Gauss), 978
unificada, 980
Tercera ley de Kepler (ley del tiempo-distancia),
741-742
Término(s)
de una serie, 545
de una sucesion, 532
del error en la formula de Taylor, 590
dominantes, 93
Tiempo de vuelo, 719
Torca, 346-347, 685
del sistema, sistemas de masas, 346
Toro, 951
Torsion, 736-737, 738
Trabajo
en el bombeo de liquidos, 340
energia cinética y, 344
fuerzas en fluidos y, 337-342
por fuerzas a lo largo de un desplazamiento,
679
por fuerzas sobre curvas en el espacio,
912-914
por una fuerza variable a lo largo de una
curva, 913
por una fuerza variable a lo largo de una
recta, 338
realizado por una fuerza constante,
337-342
Transferencia de calor, 392-393
Transformacion
de graficas trigonométricas, 27
jacobiano de, 889, 890
lineal, 888-889

indice I-13

Trayectorias
de una particula, 707
ortogonales, 512-513
Triple producto escalar (producto caja), 685-686

U

Unidades del Sistema Internacional (SI), 337
Unién de conjuntos, AP-2

Utilidad marginal, 218

\%
Valor(es)
absoluto, AP-4-AP-6, AP-30
propiedades de, AP-5
de estado estable, 508
de integrales impropias, 478, 481
de una funcion, 2-3, 864-865
en los extremos del intervalo de una funcion,
74, 188, 189
extremos, 184-188, 802-808
en los puntos finales de un intervalo,
188
extremos locales
criterios de derivadas para, 187, 803-804,
805
definicion, 186, 803
extremos restringidos
de funciones, 184-189, 803-804
en los extremos de un intervalo, 188
locales (relativos), criterios de derivadas
para, 186-187, 200, 206, 803, 805
mediante multiplicadores de Lagrange, 814
maximo local, 186, 803
medio. Véase Valor promedio
minimo local, 186, 803
promedio, 252, 851-852
de funciones con varias variables, 851-852,
864-865
de funciones continuas, 269-270
de funciones continuas no negativas,
252-253
Variable(s)
de entrada de una funcion, 1, 747
de integracion, 235, 264
de salida de una funcion, 747
del grosor, 322-323
dependiente de una funcion, 1, 747, 824-825
derivadas parciales con, restringidas, 824-828
funciones con dos variables, 748-749, 752,
771
funciones con tres variables, 750-752, 789-790
regla de la cadena para, 777
funciones con varias, 747-752, 761, 768-769,
781
derivadas parciales de, 764-766
férmula de Taylor para, 820-823
independientes y tres intermedias, 778
limites para, 755-759
linealizacion de, 794-796, 798
regla de la cadena para, 775-777
independiente de una funcion, 1, 747, 775, 777,
824-825
intermedia, 776-777
muda en integrales, 264
proporcional, 7
restringidas, 824-828
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Vector(es), 665-672
aceleracion, 711-734
angulo entre, 674-676
aplicaciones de, 671-672
binomial, 738
de una curva, 734
unitario, 734
cero, 666
componente i de, 669
componente j de, 669
componente k de, 669
coplanares, 669
de dos dimensiones, 666, 676
de posicion, 665
de tres dimensiones, 666
forma de componentes de, 666
definicion de, 665
direccion de, 669
en dos dimensiones, forma de componentes
de, 666
en fisica e ingenieria, 671-672
en la navegacion, 671
en posicion estandar, 665-666
en un campo gravitacional, 908
forma de componentes de, 665-667
geometria en el espacio y, 660-699
gradiente, 784-787
definicion de, 786
para curvas de nivel, 788-789
reglas del algebra para, 789
rotacional de, 969
igualdad de, 665
longitud (magnitud) de, 665, 667-668
multiplicacion escalar de, 667-668
normal, 730, 732-733
de una curva, 732-733
unitario, 732
unitario principal, 730-738
notacion para, 665
operaciones algebraicas con, 667-669

ortogonales, 676-677
paralelo, 682
producto cruz de, 682
perpendicular (ortogonal), 676-677
posicion estandar, para un punto, 665-666
producto punto, definicion de, 674
producto cruz
como el area de un paralelogramo, 683
como un determinante, 683-685
de dos vectores en el espacio, 682-683
definicion de, 682
en forma de componentes, 683-685
regla de la mano derecha para, 682
proyeccion de, 677-679
punto inicial de, 665
punto terminal de, 665
resta (sustraccion) de, 668
resultante, 667-668
rotacional, 962-963
suma de, 667-668, 675
tangente, 710
de una curva, 710
unitario, 726-727, 738
torca, 685
triple producto escalar de, 685-686
unitario
definicion de, 669-670
derivada en la direccion de, 785
escritura de vectores en términos de,
669-670
estandar, 669
velocidad, 665, 711
Velocidad, 129
a lo largo de una curva en el espacio, 711
angular de rotacion, 967
caida libre y, 128
del flujo de un fluido, 932
en coordenadas polares, 739-742
instantanea, 125-126
promedio, 125

resistencia proporcional a la, movimiento con,
510-511
terminal, 521
Ventana de graficacion, 30-33
Vida media, 391-392
Voltaje pico o voltaje maximo, 289
Volumen
de un cilindro, 308
de una piramide, 309
diferencial
en coordenadas cilindricas, 876
en coordenadas esféricas, 880
de solidos con seccidn transversal conocida,
309
de una region en el espacio, 860
de una region solida, 842-845
integrales dobles como, 837, 838
integrales triples como, 860
mediante arandelas por la rotacion alrededor
de un eje, 314
mediante cascarones cilindricos, 319-324
mediante discos por rotacion alrededor de un
eje, 311,313
mediante el proceso de rebanar, 308-315
mediante integrales iteradas, 842-843
mediante secciones transversales,
308-315
teorema de Pappus para, 353-354

W
Weierstrass, Karl, 484

Y

y = fx),
graficacion de, 206-208
longitud de, 326-328, 623

y = Inx, derivada de, 371

y = sec” ! u, derivada de, 409-410

y = sen! u, derivada de, 408

y = tan"! u, derivada de, 409
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pagina AP-1, fotografia, Getty Images.






BREVE TABLA DE INTEGRALES

Formas basicas

1. / kdx = kx + C (cualquier numero k)

dx

w

=Inlx| +C

_a

5. [addx=7v—+C (a>0,a#1)
Ina

7. /cosxdx =senx + C

o

csc?xdx = —cotx + C

11. cscxcotxdx = —cscx + C

13. [ cotxdx = In |senx| + C

15. coshxdx = senhx + C

-
/
/
/

17./ =%tan*1x +C
a* + x*

19. —senh1 +C (a>0)

[

Formas que incluyen ax + b

( X )n+1

21. /(ax+b)”dx—+C, n#—1

(n+1)

(ax + b)""! [ax +b

22. /x(ax + b)'dx = 3

a n+2

23. /(ax + b) ldx = %ln lax + b| + C

25. /x(ax + b)2dx = % {ln |ax + b| +
a

) mn+2
27./( ax + b) dng((f:z)

ax + b

+ C,

xn+1

n+1

X'dx = +C (n#-1)
fde=¢e" +C

senxdx = —cosx + C

/
/
/
8. /seczxdx=tanx+ C
/
/
/

10. [ secxtanxdx = secx + C

12. [ tanxdx = In |secx| + C

14. senhx dx = coshx + C

16. /\/c% =sen'Z + C

18. /x\/)%zésec1 Zl+cC
20./\/);%—00&1 +C (x>a>0)

}-FC, n#—1,-2

24. /x(ax+b)_ldx=2—1721n|ax+b|+C
a
dx 1 X
= +
26 /x(ax+b) bln ax—l—b‘ ¢

28/”“x+ dx = 2Vax + b +b/
Vax + b



T-2

Breve tabla de integrales

Vax + b — Vb

29. (a) /dx:lln’
Vax + b Vax + b +\/

\/ax—l—

dx = —

+C

/\/axT

Formas que incluyen a® + x?

dx 1 _lx
32. = —t + C
/a2 + x2 at
34. /dx = senh 12 7+t C=1In (x +
V> + x*

3S.

36.

37.

/2 2
/ax-l-x dx = Va*+ x*—aln

A/ 2 2
38./az+xdx=ln<x+ a2+x2) -
X
x> &
39./\/mdx——2ln(x+

40. =—4In

/ dx
xVa® + x?
Formas que incluyen a® — x

dx 1
42. = —1In
/a2 — x? 2a

v

a +x2> +

dx
33. =
/ (@® + x%)?

a2+x2)+C
2
/\/az-kxza’x=)26\/az+x2 + %ln(x+ a2+x2) + C
4
/xz\/a2+x2dx=g(a2+2x2)\/a2+x2—agln(x—i— a2+x2>+C

2a%(d® + x?)

+L1n

dx
43. =
/ (az _ x2)2

2a%(d® — x?)

+ Ltan

24°

4q°

dx

xVax + b

—1

X

X —

X

+ a
a

L+cC

+ C

2
45. /\/a2 — X2 dx :%vaZ — X+ %senflg +C

+C 48.

/\/7

44, 7? 2=sen1%+C
a —x
4
46. [ x* az—xzdx=%s 71% é Va* — (@ — 2% + C
N2 _ 2
47./axxdx= @ —x*—alh |[———F—
2 2
49. —— dx=Fsen'g — Ve -+ C
2 — 2
dx a® — x*
51. = — + C
P*Va* — ¥ a’x

Formas que incluyen x> — @2

dx
52./=lnx+ x> —d}+C
e Vi

2
53./\/)(2—612 dx=§\/x2—a2—a7ln|x+ \/xz—a2’+C

50 / -
X a2 - xz

P

sen

1y et
7 1n




Breve tabla de integrales T-3

2 _ 2\
54. /(my dxzx( ’ a) - na’ /( xz—az)n_zdx, n# —1

n+1 n+1
55/ dx :x< xz_"2)2_n_ n—3/ dx n#2
' ( X - a2>n (2 - ")02 (n — 2)612 ( X’ - az)n_p
2 2 n+2
56./x< xz—a2>ndx=<xn+az)+C, n#* —2

4
57. /xz\/x2 —a* dx =%(2x2 - AV — —%ln|x + Vi - a2| +C
/«/xz_az
. fdx

1| X
a

2 2

58 = Vx* —a — asec” + C

+ C

\/¥2 _ 2 \/2_ 2
59./xzadx=1n|x+ \/xZ—a2|—%
x

2 2
60. /xdx Ziln|x + Vi - a2| +2IVE —d + C
Vi — 2 2 2
dx | 1 _4la / dx x> — a
61. ——————=_5¢ec || + C=cos || +C 62. = + C
/x\/xz—a2 “ a a . PV - & a’x
Formas trigonométricas
63. /senaxdx=—écosax+€ 64. /cosaxdxzcllsenax+C
65./sen2axdx=)zc—serj‘flwc+C 66./cos2axdx=)2c+ser‘1t§m+C
n—1 _
67. /sen” ax dx = — 30 ZZCOS ax  n 7 1/sen"_2 ax dx
n—1 _
68. /cos” ax dx = <% ZZ sehax o n 7 1/cos”_zaxa’x
69. (a) [ senaxcosbx dx = — cos(a + b)x - cos(a = bkx + C, a* # b
2(a + b) 2(a — b)
(b) [ senaxsenbx dx = sen(a — b)x — sen(a + b +C, o # b?
2(a — b) 2(a + b) ’
(c) [ cosaxcosbx dx = sen(a — b)x + sen(a + b + a # b
2(a — b) 2(a + b) ’
n+l
70. senaxcosaxdxz—M-FC 71. sen” ax cos ax dx = B __9X C, n# —1
4a (n+ 1a
n+1
72. /gg;g;dx = éln [senax| + C 73. /cos”axsenaxdx = —H +C, n#—1
74. /zgrslg;dx = —%ln |[cosax| + C
n—1 m+1 _
75. sen” ax cos™ ax dx = —Sob_dXCOS  ax , 7 I sen" 2axcos” axdx, n # —m (reduce sen” ax)
a(m + n) m+n

sen” laxcos” tax | om — 1

76. /sen”axcos’”axdx = m + ) + — n/sen”axcos’"zax dx, m # —n (reduce cos” ax)
a(m + n




T-4 Breve tabla de integrales

77. dx = —2 tan! | 2" Coan (T — @) | 4 C, b >
b+ csenax  \/p2 _ 2 b+ c 4 2
dx -1 ¢+ bsenax + V¢* — b*cos ax 2 5
. = <
8 /b+csenax a\/cz_bzln b + csenax TG <
ax  _ _1 (7 _ax _ax 1 (7 ax
79'/1+senax_ at (4 2>+C 80'/1—senax atan<4+2>+C
81. dx = 2 |l e, B>
b+ ccosax  \/p2 — 2 b+ c 2
dx 1 ¢+ beosax + Vc* — b*senax 2 5
82. b = In b +C, b <c
+ccosax /2 _ 2 + ccosax
e _ 1. ax e _ 1 ax
83'/1+cosax_atan2+c 84. /1—cosax acotz-l—C
85. /xsenaxdx = %senax - %cosax +C 86. /xcosaxdx = %cosax + %senax +C
a a
87. /x sen ax dx = —%cosax + Z/xn_1 cos ax dx 88. /x cos ax dx = %senax - Z/x”_l sen ax dx
89. /tanaxdx = fln |secax| + C 90. /cotaxdx = %ln |senax| + C
91. /tan ax dx = %tanax -x+C 92. /cotzaxdx = —%cotax -x+C
n—1 n—1
93. tan" ax dx = fan” _ax tan" 2axdx, n # 1 94, cot” ax dx = _cot? “ax cot" Zaxdx, n# 1
a(n — 1) a(n — 1)
95. /secaxdx = %ln |secax + tanax| + C 96. /cscaxdx = —%ln |cscax + cotax| + C
97. /seczaxdx = %tanax +C 98. /csczaxdx = —%cotax + C
n—2 _
99, sec" ax dx = & X fanax | n 2 sec" 2axdx, n# 1
aln — 1) n—1
n—2 _
100. esc ax dy = — 89X cotax | n 2 esc" 2axdx, n# 1
aln — 1) n—1
101./sec"axtanaxdx— sec” ax-I—C n#0 102. /csc”axcotaxdx:_(:schzcl)c+C, n#0
Formas trigonométricas inversas
103. /sen axdx = xsen 'ax + \/1—a2x2+C 104./cos_laxdx=xcoslax—1 1 —ax*+C
105. /tan Vax dx = xtan ' ax — Tln(l +a®?) + C
- _ xn+l 4 _ a xn+ldx _
106. /x sen  ax dx P 1sen ax PR m, n#+—1
n+1 n+1
107. [ x"cos 'axdx = = cos lax + —2 X dx , n#*—1
n+1 n+1 1 — a%x
xn+l 4 a xn+l dx
108/xtan axdx—n+1tan ax = = LT 2 n#—1



Breve tabla de integrales

Formas exponenciales y logaritmicas

ax
109. /e””“dx=clle“"+C 110. /b“dx:}lfl’lb+c, b>0,b#1
ax _ eax n_ax _l n_ax n n—1 _ax
1. [ xe®dx = —F(ax —1) +C 112, [x"e™dx = gx"e™ — 4 | X" e dx
a
niax _ xX"b* _ n n—1zgax
113./xb dx_alnb alnb/x b¥dx, b>0,b#1
eax
114. [ e*senbxdx = ———— (asenbx — bcosbx) + C
a +b
ax
115. /e“xcosbxdx= ze+ b2(acosbx+bsenbx)+C 116. /lnaxdx=x1nax—x+C
a
17, [lnayde = 20" et g e 1
. | X'(Inax)" dx = P P xX"(In ax) X, n
1 m+1
118. x_l(lnax)mdx=%+C, m# —1 119. B nax] + C
m+ 1 x In ax

Formas que incluyen \VV2ax — x%, a > 0

dx 1 (x —a
120./:sen ( >+c
V2ax — 2 a4
— 2 _
121, [ V2ax — 2 dv =5 N2ax — 2 + Lsen (22 ) + C
a

2 2
_ (x — a)( V2ax — x2)” X na? /(m)n_z 0

n+1 n+1

122. /(\/m)" dx

123 / dx o Vaex - ) L on=3 / dx
’ ( V2ax — xz)n (n — 2)d* (n — 2)d* (\/2ax - xz)n—2

F o) - 30V — 2 g -
124. /x\/Zax—x2 dx=(x a)zx a) + L sen”! (xaa>+C

6 2

A/ _ 42 _
125./2a);cxdx= \V2ax — x*> + asen”! (xaa) +C
A/ _ 2 _ _

126. /2"x2xdx: o A X e (W) +C

X

dx 1 (x—a dx 1 (2a — x
127. x=asen1< )—\/2ax—x2+C 128./=— +C
\V2ax — x* “ xV2ax — x* a .

Formas hiperbélicas

129. / senh ax dr = -coshax + C 130. / coshax dr = +senhax + C
131. [ senh®ax dx = senh2ax _ x +C 132. [ cosh’axdx = senh 2ax +24+C
4a 2 4a 2

na n

n—1 _
133. /senh” ax dx = senh™ axcoshax _ » 1/ senh” 2axdx, n#0

T-5



T-6

Breve tabla de integrales

—1
cosh”™ ' ax senh ax
cosh” ax dx = na + =

—
w
N

—

12 senhax + C

—
w
n

\\\\\\L\\\\\\

xsenhaxdx = 3 = cosh ax —

p—
w
Ll

n —
x" senh ax dx = a coshax —a/x" ! cosh ax dx

—
w
&

tanh ax dx = fln(cosh ax) + C

tanh?® ax dx =

o
=
Jusry

X — %tanhax + C

n—1
143. | tanh” ax dx = _t(a:h_il)a; + /tanh”_2 axdx, n # 1
n— 1
144. | coth” ax dx = _ coth” _ax Xy coth” 2axdx, n# 1
( 1)
n—

sechax dx = (llsen U(tanhax) + C

147. | sech®ax dx = %tanh ax + C

sech” ?axtanhax , n — 2

149.
(n— Da n—1

sech” ax dx

150. [ csch” ax dx = _csch” ?axcothax  n —2
(n— 1a n—1
151. | sech” ax tanh ax dx = sec’iliaax +C, n#0
ax bx —bx
153. [ ™ senh bx dx = Z{ai 5o b} +C d#ED
ax bx —bx
154. | ¢ cosh bx dx = ZLi -+ £ b} +C o # D

Algunas integrales definidas
155./ X leFdx=Tm)=m—-1), n>0
0

1- ce(n— 1)

/2 /2
157./ sen" x dx = / cos" x dx =
0 0 2-

WP ol
a| O AW
N o
S S

136.

138.

140.

142.

146.

148.

152.

156.

T
25

Lo 1/ cosh" 2axdx, n# 0

1
xcoshax dx = %senhax — —coshax + C

n
x nf -
x" cosh ax dx = “z senhax — a/x" "'senh ax dx

cothax dx = éln |senhax| + C

— e — —

coth? ax dx = x — %coth ax + C

+C

/cschax dx = %ln

/csch2 ax dx = —écoth ax + C

/sechn_zax dx, n# 1

/csch”_zax dx, n#1

csch” ax

na n#0

/ csch” ax coth ax dx = — + C,

/ e_axzdx:% %, a>0
0

si 7 es un entero par =2

si n es un entero impar =3



FORMULAS DE GEOMETRIA

A = area, B = area de la base, C = circunferencia,
S = area lateral o area de la superficie, /' = volumen

Triangulo Triangulos semejantes Teorema de Pitagoras
C
/I b
a
a+br=c?
Paralelogramo Trapecio Circulo
a
|
'h
: A=,
b I C =27r
b
A =bh )
A=+ Dbh
Cualquier cilindro o prisma con bases paralelas Cilindro circular recto
CIT AD N
J h
/ = l
I V =Bh i
B
V =arh
S = 2arrh = Area lateral
Cualquier cono o piramide Cono circular recto Esfera

V= gm’zh V=%‘77-r3,S=47'rr2
S = arrs = Area lateral



Formulas de trigonometria

1. Definiciones e identidades fundamentales

Seno: senf =
Coseno: cosf =
Tangente: tanf =

2. Identidades
sen (—0) = —sen0,

sen’ 6 + cos’ 0 = 1,

Y
X

cos (—0) = cos 6

sen 260 = 2 sen 6 cos 6,

cos’ = 5

1 + cos 26

sec? = 1 + tan? 0,

sen’f =

1 — cos 26
2

sen (4 + B) = sen4 cos B + cos A sen B

sen (4 — B) = sen4 cos B — cos A sen B

cos (4 + B) = cosAcos B — senA4sen B

cos (4 — B) = cosAcosB + senA4senB

Funciones trigonométricas

Medida en radianes

-\
Circurg ge ad°

f=%=6 o 6=73

180° = 7r radianes.

csc?f =1 + cot®0

cos 20 = cos’H — sen’ 6

’ Grados Radianes
45 g
V2 ! V2
s i
45 90 4 2
1 1
30!
2 V3 2 V3
60 90
1 1

Los angulos de dos tridangulos comunes,
en grados y en radianes.

tan (4 + B) =

tan (4 — B) =

tand + tanB_
1 — tanA4tan B

tan A —
1 + tanA4tan B

tan B

sen(A - 7T> = —cos 4, cos(A - 727) = sen 4

\S)

sen (A +

senAd senB = lcos (4 —-B) — lcos (4 + B)

2

2

cosAcosB = lcos (4 — B) + lcos (4 + B)

2

2

sen A4 cos B = lsen(A — B) + lsen(A + B)

2

2

send + senB = 2sen%(A + B) cos%(A - B)

send — senB = ZCOS%(A + B) sen%(A - B)

cosA + cosB = ZCOS%(A + B) cos%(A — B)

cosA — cosB = -2 sen%(A + B) sen%(A - B)

y = senx y =cosx
I I
I /I
I I
1 1
w 371 ™ 2w
2 II 2

Dominio: (—ce, %)
Rango: [-1,1]

Dominio: (—ce, %)
Rango: [-1, 1]

y = secx

LA
TV T

Dominio: Todos los nimeros reales,
excepto multiplos enteros
impares de /2

Rango:

e

(=02, )

y
y=cscx

Tﬂ &l

T T
2) = cos 4, cos(A + 2) = —sen 4

X

Dominio: Todos los nimeros reales,

excepto multiplos enteros
impares de /2

(=00, —1JU [1, )
y = cotx

L

Rango:

ol

AT

Dominio: x # 0, =, +2, ...
Rango:  (—o0, —-1]U [1, )

3

REKS

Dominio: x # 0, =, =2, ...
Rango: (-, %)



SERIES

Criterios para la convergencia de series infinitas

1. El criterio del término n-ésimo: A menos que a, — 0, la 5. Serie con algunos términos negativos: ;La seric >|a,]|
serie diverge. converge? Si la respuesta es si, entonces también lo hace
2. Serie geométrica: > ar” converge si || < 1; de otra forma 2.ay ya que convergencia absoluta implica convergencia.
diverge. 6. Serie alternante: La serie > a, converge si la serie satisface
3. Serie p: 3 1/n” converge sip > 1; de otra forma diverge. las condiciones del criterio de las series alternantes.

4. Serie con términos no negativos: Intente con el criterio de
la integral, el criterio de la razoén o el criterio de la raiz. In-
tente comparar con una serie conocida con el criterio de la
comparacion o el criterio de comparacion del limite.

Serie de Taylor

1 =1+x+x2+~-~+xn+'-~=2xn, x| <1
I —x n=0
1 (e @]
1+x=l—x+x2—---+(—x)"+--'=2(—1)"x", [x] <1
X x" B - X"
C=l4xt o+ ot —;ﬁ, x| < o0
3 5 2n+1 o0 1)+l
_ X X n X
. — ... gy X <
senx =x =3yt M I 2(2n+1)" x| < o0
2 4 2n X (—1)%"
X X X
N _ 1y - - <
cosx =1-=9r+4 Tt 2 oy K=
2 3 n o0 1) L
In(l+x)=x =5 +%5 = + () + = 2( )n T Sl<x=1
n=1
1+X_ o ﬁ i x2n+1 _ 00 x2n+l
lnl_x—2tanh x—2<x+3+5+ +2n+1+ _2”202114—1’ [x] <1
3 5 y2n+1 X (=)t
-1, - . _ X X 1) e = DA
fan " x =x = T+ +(1)2n+1+ DI x| =1
Serie binomial
— 1)’ — 1)(m — 2)x° - D(m -2 — k4 IF
(1+x)"=1 +mx+m(m2' i +m(m ;('m ) + o m(m o l){' o L +

1+ E(m)xk, x| <1,
=\k

donde

m m m(m — 1) m mm—1)---(m —k+1)
<1> =m, (2> = <k> = X parak = 3.




FORMULAS DE OPERADORES VECTORIALES (FORMA CARTESIANA)

Formulas para Grad, Div, Rot y el laplaciano

. El teorema fundamental de las integrales de linea
Cartesianas (x, y, z)

i, j, y k son vectores 1. SeaF = Mi + Nj + Pk un campo vectorial cuyos componentes son
unitarios en las direcciones continuos en toda una region abierta y conexa D en el espacio. En-
en que aumentan x, y y z. tonces existe una funcion derivable f tal que

d d d
M, N,y P son los F:Vf:ali+alj+alk
componentes escalares de x y z

F(x, v, z) en estas si y s6lo si para todos los puntos 4 y B en D el valor de fABF +dr es
independiente de la trayectoria que une a 4 con B en D.

direcciones.
of of of 2. Silaintegral es independiente de la trayectoria de 4 a B, su valor es
Gradiente | Vf=—i+ —j+ Kk B
0x ady 0z
F-dr = f(B) — f(4).
4
Divergenca| 75 = 2 4 O 0P
ivergencia = 0 oy T oz
Teorema de Green y su generalizacion a tres dimensiones
i j k
Rotacional | V X F = 9 9 Forma normal del teorema de Green: Y{F ‘nds = // V-F dA
x gy oz Z p
N P
Teorema de la divergencia: F:ndo = V-FdV
a?f & s D
Laplaciano | V?f = 7/: + —J: + —{
ox %y 0z Forma tangencial del teorema de Green: Y{F ~dr = // V X F-kdA
c R
Triples productos escalares
Teorema de Stokes: %F -dr = // V X F-ndo
(uXv)w=(vXw- -u=(wXu)v P 4

uX (vxXw) =(uwv-—(uv)w

Identidades vectoriales

En las siguientes identidades, /'y g son funciones escalares derivables, F, F;, y F, son campos vectoriales derivables, y @ y b son
constantes reales.
VX(Vf):O V. (Fi XF,) =F,VXF —F‘-VXF,

\Y = fV \Y
(fg) = fVg + gVf VX (F; X F,) = (Fy:V)F, — (F;-V)F, +

V-(gF) =gV:F + Vg'F (V-F)F; = (V-F)F,

VX (gF) =gVXF+ Vg XF
VX (VXF)=V(V-F) — (V-V)F = V(V-F) — V?F

V-(aFl + bFz) = aV-Fl + bV'Fz (V X F) X F = (F'V)F _ %V(F'F)
VX(aF1+bF2):(lVXF1+bVXF2

V(F,*F,) = (F; - V)F, + (F,- V)F; +
Fi X (VX Fy) + F, X (VXF)



LIMITES

Leyes generales

Si L, M, c, y k son nimeros reales y
lim f(x) = L y lim g(x) = M, entonces
X—>c X—>c

Regla de la suma: lim (f(x) + glx)) =L + M
xX—c

Regla de la diferencia: lim(f(x) —gx)) =L - M
xX—c

Regla del producto: lim(f(x)-g(x)) = LM
xX—c

Regla del miiltiplo constante:  lim (k- f(x)) = k- L
X—>c

Regla del cociente: M #0

El teorema de la compresion o del sandwich

Si g(x) = f(x) = h(x) en un intervalo abierto que contiene
a ¢, excepto posiblemente en x = ¢, y si

lim g(x) = lim A(x) = L,
xX—c xX—c
entonces lim,—. f(x) = L.

Desigualdades

Si f(x) = g(x) en un intervalo abierto que contiene a c, ex-
cepto posiblemente en x = ¢, y ambos limites existen, en-
tonces

lim f(x) = lim g(x).
x—c X—c

Continuidad

Sigescontinuaen Ly lim,—. f(x) = L, entonces

lim g(f(x)) = g(L).

Formulas especificas
SiP(x) = apx" + a, X" ' + .-+ + ap, entonces

lim P(x) = P(c) = a,c" + a1 '+ -+ + ap.
xX—c

Si P(x) y O(x) son polinomios y Q(c) # 0, entonces

P(x)  P(c)
e 0()  0(e)

Si f(x) es continua en x = ¢, entonces

lim f(x) = f(e).

1 —cosx

x—0

Regla de L'Hopital

Si f(a) = g(a) = 0, yexisten f’ y g’ en un intervalo abierto /
que contiene aa,y g'(x) # 0 en/six # a, entonces

fo )

li =1
oo g(x)  xoa g'(x)°

suponiendo que existe el limite de la derecha.



REGLAS DE DERIVACION

Formulas generales

Suponga que u y v son funciones derivables de x.

. d =
Constante: i (c)=0
. d _du _dv
Suma: e (u +v) = I + o
- - d _ . y_du_dv
Diferencia: i (v — v) i dr
Multiplo constante: i(cu) = c@
' dx dx
. d _,dv  du
Producto: e (wv) = u I +v o
Jdu _dv
Lo d (u)_ _dx dx
Cociente: e (v) ¥
. d n o_ n—1
Potencia: — X" = nx
dx
Regla de la cadena: d%'c (f(g(x)) = f'(glx)) - g'(x)
Funciones trigonométricas
d _ d - _
It (senx) = cosx I (cosx) sen x
d = ca? d -
i (tanx) = sec*x i (secx) = secxtanx
d a2 d -
i (cotx) csc” x e (cscx) csc x cot x

Funciones exponenciales y logaritmicas

d =1
dxe"—e dxlnx X

1
xIlna

ia
dx

d _
a‘lna It (log, x) =

Funciones trigonométricas inversas

d o1y 1

i (sen " x) —
a1y _ 1

i (tan™" x) 12
d IR
i (cot ' x) = T+ 2

Funciones hiperbélicas
i(senhx) = coshx
dx

i(tanhx) = sech’x
dx

d 2
i (coth x) csch” x

d 1y — _ 1

i (cos™ x) o
di(sec_lx) -1
x lx[Vx* =1
a,i(cscf1 x) = SR S
x lx[Vx? =1

d _
e (coshx) = senhx

d - _
i (sechx) = —sech x tanh x

d - _
i (cschx) = —cschx cothx

Funciones hiperbdlicas inversas

d _ 1
~~(senh'x) =

dx 1+ 22
d 1y o1

i (tanh™" x) [— 2
d 1y 1

i (coth™' x) = =2

Funciones paramétricas

d
dx

dx

dx

(cosh™'x) =
X =1
(sech™'x) = — 1
xV1—x?
(csch!x) = S S
x| V1 + ¥?

Six = f(t) yy = g(t) son derivables, entonces

, _dy _ dy/dt

YT e T ax/ar

d2y _ dyl/dl

i dx/dt
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