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PROLOGO

Este libro expone las técnicas de integracion de funciones
reales de variable real y sus aplicaciones, explicados de una mane-
ra sencilla y facil de entender. Es un gran complemento para los
cursos que hacen uso de las integrales indefinidas y definidas tales
como los cursos de Fisica y los cursos de ecuaciones diferenciales
ordinarias basicas.

No es un libro de Analisis Matematico de las integrales de
funciones reales de variable real, sino un libro de Calculo Integral,
cuya unica finalidad es dar pausas precisas del buen manejo de las
formulas elementales de las antiderivadas de las funciones po-
lindmicas, racionales, irracionales, trigonométricas, exponenciales,
logaritmicas, etc. a su vez, explicar los diversos métodos de inte-
gracion.

Para aprender el Calculo Integral, sélo se requiere saber el
algebra elemental y un poco de trigonometria.

Este libro, se ha preparado pensando en los estudiantes que
requieren aprender el Calculo Integral, que se estudia en los pri-
meros ciclos de la Universidad o Institutos Superiores.

En dos capitulos se cubren dos temas del Calculo Integral: el
primer capitulo se refiere a las técnicas de integracion y el segun-
do capitulo se refiere a las aplicaciones del Calculo Integral en lo
que respecta al Calculo de Areas en sus formas rectangular, pa-
rametrica y polar.

Al final de cada capitulo se dan problemas propuestos que
todo lector debe entrenarse.

El autor.
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CAPITULO 1

LA ANTIDERIVADA
Y
LA INTEGRAL INDEFINIDA

Antes de hacer las respectivas definiciones de la antiderivada y la integral indefini-
da, es necesario recordar los siguientes temas:

1. TEOREMA DEL VALOR MEDIO
Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b], y si f(x) es dife-
renciable en el intervalo abierto Ja,b[, entonces existe por lo menos un nimero

¢, a<c<b tal que:

fr(e)=LBLE

L pendiente de AB

pendiente de la tangente £
en x=¢

£ es paralelo a AB.
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APLICACIONES DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO
11 TEGREMA DE LA FUNCION CONSTANTE

Ejemplos:

® Si y'=0 , donde y':%

@ Si v =2x

Y= x?+C , C=constante

2
® s y=lzx o, yr=%y
(v =6x%) =0 L V=2 y=flx)
v -6x% =C

(y-2x° -Cix) =0
y—2x3 "Clx =C2

y=2x>+Cx+ Cy ; C;, Cy son constantes.

12  COROLARIO [ DE LA DIFERENCIA CONSTANTE)

Sean f(x) y g{(x) dos funciones continuas sobre [a,b] vy diferenciables sobre
la, b[, entonces:

[ Fx)=g'x) , ¥x elabl| siysslosi |f(x)=gx)+C
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Prueba
(=) Por hipétesis: f'(x)=g'(x) : a<x<b
(f(x)~gx))y =0 ., Segln el Teorema 1.1
fx)-glx)=C = flx)=g(x)=C
{<) Por hipétesis: fix)=glx)=C ;. Vxelab|
Derivar: fl(x)=g'(x)+0
Asi queda: f'{x)=g'(x)

2. LA ANTIDERIVADA DE UNA FUNCION

21 Definicién

Decimos que una funcién F(x) es una ANTIDERIVADA de otra funcién f(x)
continua en un intervalo [, si se cumple:

[F)=flx) , Vxell

Ejemplos:

@ La antiderivada de  f(x) = 3x? es F(x)= x3, porque F'{x)= 3x2.

@ La antiderivada de f(x) =cos2x es F(x)= %sen 2x , pues
F'(x)= -;:2cos2x
F'(x)=cos2x

= f(x)

@ La antiderivada de g(x)=—* 5 e G(x):%Ln(x2 - 2) pues:

Gli=}-F5 =5 =W

2.2 LAANTIDERIVADA GENERAL
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Ejemplos:

@ La Antiderivada General de

@ La Antiderivada General de

@ La Antiderivada General de

@ La Antiderivada General de
@ La Antiderivada General de
@ La Antiderivada General de

@ La Antiderivada General de

La Antiderivada General de

@ La Antiderivada General de

La Antiderivada General de

3. LAINTEGRAL INDEFINIDA

f(x)=3x? es al(x)= x> +C
Flx)

f(x)=cos2x es G(x)= %—sen?x +C
R —

F(x}

2
Q(X)=X2"_42 es H(x)z%Ln(x -2)+K

G(x)

flx)=5 es F(x)=5x+C

— 3.1 DEFINICION

ral de la funcién.

Se llama INTEGRAL INDEFINIDA de una funcién f(x), a la antiderivada gene-

Es decir, si f(x)=F'(x), V x e I entonces:

G(x):jf(x)dx=F(x)+C , Vxel
|

LDenota a todas las antiderivadas de la funcién f(x)
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Ejemplos:

=
Y
&
i
mixw
,.+,.
®

cos3xdx = % sen3x +C

© ©

* L 2
e Pdx=-te? 4 C

., ~l<x<l

®
<
[
&
il
{

©

ﬁdX:‘Z\/l‘X—FC y x <1

De la definicién: J.f(x) =F(x)+C , S F'(x)=f(x)

se deduce 4 ff(x)dx = f{x)

Usando diferenciales, si
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3.2 REGLA DE LR CADENA

La regla de la cadena, es: | f(u(x))u'(x)dx = F(u(x))+C

Ejemplos:

® j(l—-x2)3(—2x)dx =1(1-x%)+C

u(x)=1-x*
u'(x) = ~2x «——— derivada de u respecto a x.

du = u'(x)dx «<— diferencial de u es igual a la deri-
vada de u por el diferencial de x.

@ o (-2x)dx=Ln(l-x*)+C , -l<x<1

- X
u(x) =1-x%

u'(xy=-2x , du=pg'(x)dx

3.3 PROPIEDADES ELEMENTALES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

34 TEOREMA DEL CAMBIO DE VARIADLE EN UNA INTEGRAL
INDEFINIDA

Sea la composicién de las funciones f y u expresado por z = f(u(x)) , donde:
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x ———— y=ulx = flu(x)), I y J son intervalos

\_/v

Las hipdtesis son:

1) f(u) es continua en J.

2) vy =u(x) tiene derivada continua con inversa x = u*(y) sobrel.
3) u'(x)=0, Vxel.
4) Rang(u)=u(l)cd.

Entonces, para y € Rang(u), se cumple:

J.f(u(x))u'(x)dx:j-f(u)du , u=u(x).

@ Jx-(l-xz)sﬂzjx-ys-%zw% ijd;f:»%--%—+C

donde: 1-x%=yu To12 12
—2xdx =dy
_ du
dx—:—Z;
d d
@ [mess [5ded [Eogioure a0

Hacer: 1-x2=u
-2xdx=du

_ du
dx = 5
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2 2 2 d d
XX dx= | —X2 = X2 .dr 1 £ =Larctgu+C
J1+x6 J.1+(x3)2 vfl)r,u2 3x%2 3 1+/12 3 g

Hacer : x3 = = Larctg B +C
3x% dx = du

dXZE}C—Zdﬂ

J‘eamg;dx= J‘leuz(hrxz)du: Je“-du=e“+C
+ X

1+x
- earctgx +C
Hacer: arctgx=u
1 -
1+x? dx vd#
dx =(1+x%)du

3.5 INTEGRALES INMEDIATAS

Ejemplos

(o]

.
.

®
@ [dt=t4cC ®) [ar=a-c
®

dv=v+C

INTEGRAL DE LA DIFERENCIAL DE UNA VARIABLE

@— j‘dx=x+C

do=68+C @ 3dy=3jdy=3y+c

® (de=e+C
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INTEGRAL DE LA POTENCIA DE LA FUNCION IDENTIDAD

O

neR
n#-1

Ejemplos:

@ ‘[xdx=3—§-+C

@ J. SdX~

®

ij*sdx =2 J.x‘5dx =2 ”}5 -
Byl

4

X

1

2x™

L C=24C

+C

+C

1/2+1
12 -1

® [ [

2

:3/2 +C
2x%2 ¢
@ [ax=s[x o
X\‘J
-3f5+1
'3x3/a1 +C= 3)(2/5 +C
:-lz‘ixz/SJrC

D [ [
- j‘x'l/zdx
R
:%J;+C
=32 Jx+C
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j[22 Lx-5x]dx = ZJ.de—w xdx - ajlfzdx

2 3/2
- _&“w__m.« x
”23 5 53/2 +C
_2.3 1.2 10,32
=£x7 - £X 5 X +C

INTEGRAL DE LA POTENCIA DE UNA FUNCION COMPUESTA

m+1 meR
@—‘—_ J.ﬂrnd/lr“ﬁw’"Jrc m# ~1

m+1

Si no existe la derivada de la base i, entonces no se
puede utilizar la formula @)

Ejemplos:
OE Jx 4x* -5 dx
I= Ix;zj/z du= '[;11/2 du
Solucién: g e LC
TREAT
La base es U= 4x% -5 32
_1 +C
-3
El diferencial de pes du =8x dx e
=1.2,82, ¢
dx = glgd,u B3/
L(ax®-5%2:cC
sustituiren [ : 2

10
www.EreeLibros.org
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@ Calcular I = j 1-3x dx sustituiren I :

Solucion:

Y
il
sy
=
i
oo
|
[
——

Labasees: u=1-3x

1
I
-
LS
=
Ly
5
Q.
=

su diferencial: du = -3dx 1‘

@ Calcular I = j-xz %}2~5x3dx.

Solucién:
[abasees: y=2 ~5x>, su diferencia es: du = ~15x2dx .

Como vemos, denfro de la integral no existe la constante ~15 en consecuencia

agregamos en el resultado, la inversa de —15 que es —1=

15 -
As{ tendremos:
I[= Jx232~5x3dx
_ 1 (2 5x3)1/3+1
=jx2(2—5x3)1/3dx RS RS VE S +C

t._[ademadade :-%-%(2 5x3 )4/3+C

Ent 2-5x% es ~15x%
nionces:
=-L@2-53 +C

=-L j'(~15x2)(2 ~5x)1% dx

1
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Calcular: I= x4\/1~3x2 dx

Solucién:

@ Calcular:

I= |sen2x cos? 2x dx

Solucién:

La base es: 4 =COS2X

Su diferencial es du = ~2 sen2xdx
Sy
Falta

Luego:

sen2x cos? 2xdx

I
it

1 COSZ 2x +C

—% cos® 2x +C

il

. _ 1
Calcular: I= ﬁdx

Solucién:
Hacer: = (3~4x)"%dx
L Faita
Al integrar, hacemos:
1,
L Ee

@ Caleular: I= dx
;}4 -x2
Solucién:

_1
Hacer: I= x.(4—x2)~2dx

P
i

~N4-x?+C

. _ cos2x
Calcular: 1= ——————«—m

Solucion:

Pero:

I = cost(S—Zsean)l/Z dx

12
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Labasees: p=3-2sen2x Solucién:
= ~4 cos2xdx La base es: 1=1g0
t—*F Ita ‘ = du=sec’6dd
a
Luego:
I= |cos2x(3-2sen2x) Y2 dx Luego: [= |sec®@tgode
1 -1
) (B-2sen2Z 1=92C
IR S Y
2
1 Y Colertar [ 5
. l'ZZ (3-2sen2x)? +C @ Caleular: | sen3x cos” 3x dx

i

»%«/3~Zsen2x +C Solucién:

Labasees:  p=cos3x
du = ?SSen3xdx

Calcular: [ = .‘AT%:——;dx

Solucion:

Al integrar obtenemos:

4
I:h%cos43x+c

Hacer: I= }(4-x)Y2dx
L cos? 3x +C

i

712
La base es u=4-x
su diferencial  du =:1‘.dx @ Calcular: I= %ﬁdx
T raina Solucién:

Al integrar agregamos la inversa de 1,
que es ~1.

Asf obtenemos:

[=-W=x 2 ¢
»—é—+1
I=-2J4-x+C
Calcular: [= |sec?6tgd dd (13) Calcular: I = |cos2xsen® 2xdx

13
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[ —
~10 e
Falta
Integrando
2.1
. (4 - Be?x )3
I = _~T6 %+ 1 -+ C

3 2x15/3
=-34-5e*)P+C

@ Calcular: I = tg3 Hsec? 6do

lLabasees: u=tgl
dy = sec? 6do

14

Al integrar: | =

(16) Calcular: = j 1-2x dx

Solucién:

1l

Pero: I

] ___L(1u2x)1/2+1
-2 —;—+1

~t1-2x)21C

Luego:

it

(7) Caleular: [= |sec* #tg0de

Solucién:

Hacer: I= |{sec® HO(secOtgO)dl

Labasees: u=sect
du =secftgfdo

Luego, la integral es:

I:%sec40+c
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INTEGRAL DEL PRODUCTO DE UNA CONSTANTE POR UNA FUNCION

@*—‘ a-u{x)-dx=a | ux) dx

Ejemplos:

@ Calcular: = }5v1-xdx

o

Solucién:

I=5 {V1-xdx

@ Calcular: I = —25—x35—%x2dx
Solucién:
_2 1,213
I——-~5‘- X'(5'“"5"X ) dx

La base es: y:5~—15—x2
= du=-£xdx

—
(- Falta ~% dentro

de la integral.

Por lo ta}nto:
5.1 51403
11%(“%)( a%) +C
I:—% 5~%x2 )4/3+

@ Calcular: = |3csc?6ctgd do

Solucion:

@Calcular: [= —\[2—5—\/3 V3 x dx

Solucion:

I= (3-3 x)Y2dx

2
N

15
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i

3—«/§x

= du=-+3dx

La base es 7

Luego:

1\ (3-4Bx)¥?
) ¢

(3-v3x)¥2 4C

I=

B

it

Ohp

INTEGRAL DE UNA SUMA

=
if

=

=

@—— (y+v)dx=[ydx+ vdx +C v = v(x)

Ejemplos:

@ Caleular: = (\/;~x)2dx

Solucién

s

i
B
o

@ Calcular: =

Solucioén:

.
.

-

@ J%(sxz +2x-3)dx=5x2 +2x-3+C

@ jﬁ;(2x~x3 +eX)dx=2x— x5 +e5 +C

(sen2x - 5x2 Jdx = sen2x ~5x% +C

(Lnx-3x)dx=Lnx-3x+C
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@,_

%’?:eri;zi +C

4= p{x)

Ejemplos:

@ Calcular: I= j —}(«dx

[=Ln|x|+ C

Solucion:

— 1 — i
(2}; I= j‘x‘pldx =[Lnjx-1+C

@ Calcular: I = J‘ e
4x“ -5

Solucion:
El denominador es g = 4x? -5
su diferencial es: du = 8xdx

_ 1
= dx=g-du

u 8x

=1 )de
~8 "

=g Lnful +C

Sustituirenl: [ = ji—l—d;z

=4 1nj4x? -5+ C

Calcular: [ = I45X2 =dx

-3x

Solucion:

2x
@3 Calcular: [ = j""g”"“é‘i' dx
< 3 4e”

Solucién:
El denominadores 1 =3-4e 2x
su diferencial es:  dy = ~8 ez‘( dx
L existe
- falta

_ 1
= dX«“:’S‘—e’Z-;d/i

17
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Sustituiren I:
_ er 1
= -’- Mo _8e?¥ du

d,
=-1 j-—;ff-:w—é—Ln}yI +C

8

=-1Ln[3-4e"|+ C

. Calcular: I*I eshdx

Solucién:

En este caso la derivada del denomina-
dor no existe en el numerador, pero
haciendo una simple operacién alge-
braica en el denominador obtendremos
su derivada.

Asi = J‘5~32 dx
_ [ _3e* dx
5¢3% -2
El denominador es & = 5¢°% — 2
su diferencial es:  dy = 15egxdx
= dx=—%5-du
Sustituir enl: I = 13 du
TH 15¢3%
3
=15 #
= —é— Lnjul+ C

=1Ln5e®™ -2/+C

. _ dx
@ Calcular: [ = ij/;(4~3\/;)

18

Solucion:

1
Pero: I:j Jx dx

4-3x

En este caso, escoger

u=4-3x
Donde dp =—3=dx
2+x
_ 3 L
iz 0 o
L»« Falta

Integrando: [ = -%Ln 4 - 3([ +C

Calcular: 1 de
- *{3-21nx)

Solucion:
1
Pero: I= dex
Si u=3-2lnx
= du=i-21dx

Integrando: I:%2 In|]3-2Lnx|+C

— cos3x
. Calcular: I = J 3= ZWSde
Solucién:
El denominador es

u=3-2sen3x
= -6 cos 3xdx

[ Falta

= du

Integrando: I =4 1n|3-2sen3x| + C
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5 sec? 2x
3~ ZtQZXdX

. Calcular: I = j

Solucién:

I=5I

El denominador es: u

2
2
SSfCZtggxdx
=3-2tg2x

su diferencial es: dy = {_

Integrando: =5 -1 Ln|3 2tg2x|

= % [n|3-2tg2x| + C

@ Calcular: = j 1'3)‘2
2x ~3x

Solucion:

H=2x~ 3x?

Integrando: I = —é— Ln|2x - 3x2| +C

) J'-f-%dp j(2x+6—
=x% +6x-18Ln|x~3| + C

En este caso, primero se divide. Esto se
hace cuando el grado del polinomio nume-
rador es mayor o igual al grado def deno-
minador.

~—1~§-3—)dx

INTEGRAL DE UNA EXPONENCIAL

ja!ld/I:*&l%Jrc

Ejemplos:

ORE j23 X el =

Pues:

@

I= J‘sen3x53 483X gy = -l +C

53— 4eos3x
12 Ln

5

_ 3-4cos3x
12Ln55 +C

Pues: u=3-4cos3x

.

={12}sen3dx

= du

19
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-2 22X _1 zx
@ 1= ferra-Lr e @ e
~§I]P_A77272x +C :j‘{GB/ZX__a—I/ZX)dx
2 3f2x —1/dx
Pues: =£8—3284—1+C

@I»J‘sff 250 ¢

Pues: ,u:\/; = dy=-1=

2vx
Solucién: @ - j 5parctgx
_ [ 2% _ga* by p2x 1+x%
r= J a*b® o (1 = arctg x
<[22t )ax dp =1
J \px a*
SIS ONN R Tt
a\* %
=~—-——~(”) 2x+(b°) +C

INTEGRAL DE UNA EXPONENCIAL SIMPLE

O je”dﬂ=€“ +C | = u(x)
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La Antiderivada y la Integral Indefinida

Pues: u=
o 4 p2x o 0x
@} = i dx

= [{e et se Mdx
=-le ¥ _le ™ e uC

Pues: p=e* = <dx

Pues

INTEGRAL DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

J'sen pd,u =—cosu+C

Ejemplos:
@ I= J.seandx:_%cost +C

Pues el arco es: y=2x = du=.2

@ [ = J‘xsen(3~2x2)dx:

Pues el arco es:
1=3-2x% = du=-4xdx
= dx:~_—§;du

@ I= '{3)(2 sen(4 - x°)dx
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u=5+e % = dy=-2e%*

=} cos(5+e?¥)+C

@ I= J‘cosxsen(3~55enx)dx:?

El arco es: u=3-5senx
= du={-5)cosxdx
L—~Falta

Luego: [=-L(-cos(3-5senx))+C

=%cos(3~5 senx)+C

® 1= [4sen(2-3nxiek = Joos(2-3Lnx

Donde:  u=2-3lnx
du = ~3}1»dx

dx=~-%du

@——— J.cos,udyzsen;wC

u= p(x)

Ejemplos:
@ I= J.cos5xdx = %senEx +C

Elarcoes: y=5x = du=>5dx

@ 1= IcosS&dﬁzé—Sen30+C

Elarcoes: =30 = du=3d@

@ I= je‘2xcos(3+e"2x)dx
z-_—lé-sen(3+e“2x)+C

El arco es:
pu=3+e % = du =-2e " **dx

22

@ I=j—f—;cos(1—3&)dx
=2 .[——jjcos(1~3\/;)dx
:2(—%)sen(1-3\/§)+c

El arco es:
—1_ - 1
I=-%sen(1-3x)+C

@ I= j%cos(Z-—%Lnx)dx

:w—g—sen(2~—5§Lnx)+C




La Antiderivada v la Integral Indefinida

El arco es:

p=2-3Lnx = du=-

I= J‘xcos(,?w.?,xz)dx=~~-é—sen(2«-3x2)+C

wlut

Lax
X

El arco es: ,u=2—3x2 = du=-~6xdx
[= szcos(1~x3)dx=~%sen(1—x3)+c

Elarcoes: pu=1-x" = du=-3x%dx

I= jcos(2~{))d0=-sen(2~0)+c

Elarcoes: y=2-60 = du=-df

I= j-cos(ZH)dH =1sen20+C

I= J.cos(yra)daz;l;sen(na)ﬁtc

O

j‘tgy du = Injsecu| + C

ORE jtg59d6' =1 Ln|sec50] + C

Elarcoes: p=50 = du=5dé

Falta el 5
@ I= jthxdx =%Lnisec3x) +C

Elarcoes: p=3x = du=3dx
Falta el 3
I= J-xtg(2~5x2)dx

=1 2
=—35Ln|sec(2-5x7)| + C

Elarcoes: u=2-5x? = du =-10xdx

@ 1= J‘%tg(3~5\/;)dx

=2 ."—\-/l;—Stg(B ~54/x )dx

El arco es:

_a_ __c_1
p=3-5Jx = du 5yt
Luego:

I=2(~%)Lnjsec(3-5vx)|+C

I=-%Ln|sec(3-5x) +C

OE jtg(S ~260)do

=-%Ln|sec(5-20)| + C
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El arco es:
u=5-20 = du=-2d6
Falta el -2

I= Isean tg(1-cos2x)dx
::%Lnlsec(1~c052x)] +C

El arco es:
f=1-cos2x = du=2sen2x

Falta el 2

@D 1= je’xtg(3+22“x)dx
= -4 Ln|sec(3+2e )| + C

El arco es:

H=3+2e™" = dy=-2e ¥ dx

I= jZth(3~2X)dx
= -3 Lnjsec (3-2")|+ C

El arco es:

H4=3-2" = du=-2"Ln2dx

Ictg,ud,u =Ln|senyu|+ C

@ I= jcotgé() df = LLnjsen60| + C
Elarcoes: u=60 = du=6do

@ I= Jcotg(Z—S@)dQ

=-Zlnlsen(2-36) + C
Elarcoes: y=2-360 = duy=-3d0

@ I= jcotg(B—H)dé’

=-Ln|sen(3-8)] + C

Elarcoes: y=3-8 = du=-1d6

24

I= Jcotg(flx—l)dx

:%Lnlsen(fix—l)l +C
Elarcoes: p=4x-1 = du=4dx

@ I= J‘xzcotg(S-st)dx
:-TlgLn[sen(S—st)] +C

El arco es:

u=3-5x3 = dy=-15x2dx
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La Antiderivada vy la Integral Indefinida

@ I= j‘xcotgxzdx=-%—Ln(senx2[ +C
Elarcoes: u=x% = du=2xdx

@ 1= J.%cotg(3~Ln2x)dx

=~Ln|sen(3-Ln2x)| + C

El arco es:
— __2
pu=3-Ln2x = dy=--dx
=-Ldx

I= jjlz-%—;-cotg(S-F\/l«Bx)dx:?

El arco es:

#=3+vJ1-3x = dy=2

28 dx
J1-3x

Entonces:

I= —%Ln[sen(3+s/1—3x)l +C

I= Icothydy:—é—Ln[senSy] +C

El arco es:

u=3y = du=3dy
I:j.cotg(%’—l)d&
:A%Lnlsen(ZH»l)] +C

El arco es:

H=20-1 = du=2d6

jsec,udy =Inlsecu+tgu|+ C

@ I= IsecSHd&

=%~Ln[se036'+tg3¢9[ +C

Elarcoes: u=260 = du=3d6

@ I= J‘SQCSXdX

=%Ln|sec5x+tg5x| +C

Elarcoes: u=5x = du=>5dx

@ I= J‘sec9ydy

=+ Ln|sec9y+tg9y| + C
Elarcoes: 4=9 = du=9dy

@) 1= fsec(l«Zy)dy

= ——1?: Lnlsec(l1-2y)+tg(1-2y)| + C

El arco es:
#=1-2y = du=-2dy
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@ I= j‘sec29d0

=%Ln[sec2t9+t92£?l +C

Elarcoes: =20 = du=2d0

Calcular: [ = J-SQ”H send -1 g
v cosd

. — 4 1
Pero: | = j(gg;—@-wmw)da

[= th@déﬂ Jsecé’d@

I =In|secd| ~ Ln|secd +tgh| + C;
c-secf .
[=Ln ml,ﬁ CIZLI'}C

cos26 -3
@ Hallar I = J 5 de

= cos26 3
I ( cos28  cos28 ) dé

Pero

[= }(1-3sec26)dd

I= dé'SjseCZt?d@

I= 9”3%‘Lﬂ!58€29+Tg2f9} +C

= jseniﬁ();cob?sffd{)
cos” 34

= J(senS@cas 230 - sec 36)do

it

Feon 30 ‘»;3“ ~+Ln|sec30 +tg30)] +

=% sec360 -1 Ln|sec30+1g30| + C

I= J.-)lzsec(Z—SLnx)dx

=~4 Ln|sec(2-3Lnx)+1tg(2-3Lnx)| + C

®_~

J'csc,ud,'z:l.nlcscumctg,u[ +C

@ I= J.csc2¢9d9
=2 Lnjcsc 26 - ctg260| + C

Elarcoes: y=20 = du=2d8

csc48de

il
—,

=% Ln|csc46 - ctgdf| + C

Elarcoes: y=46 = du=4do

@ I:Jcsc(a’f

senbx

[ = j'(cosbersenbx)de:?




La Antiderivada v la Integral Indefinida

I = '( cos® bx + sen” bx + 2cosbx senbx
senbx

Jax

senbx

I= (1+2cosbxsenbx )dx

( ser}bx + 2cosbx )dx

cschxdx + 2 Jcosbxdx

o

= %Lnlcscbx~ctgbxl +%senbx +C

@ I = I( sen36 — 3sen® 30 cos? 360 )dﬁ

sen? 30
Pero:
I= sen30 _ 3sen® 30 cos? 3¢ de
sen® 36 sen? 34

I= J-csc30d0~3 IsenSHcosz 36do
- e
=4 Ln|esc30-cig30] - 3( W%)f—%—sﬁw

=% Lnjcsc 36 -ctg36| + %cosg 30+C

I = j( 5;;10255)( )dx . Pero:
- [(- o

I= j(5€sc2x-~ctg2x)dx

=3 Lnjosc2x —ctg2x| ~3 Lnjsen2x| + C

@ I= J.csc(nm‘?)d()

= #;Ln]csc(mr@)—ctg(nﬁ(?)} +C

J‘sec‘? udpy=tgu+C

u= u(x)

@ I= Isecz 50du =+1g50 +C

El arco es:

4=50 = du=>5d0

@ 1= Isecz(l—SH)dH

=-1tg(1-36)+C

El arco es:

u=1-36 = du=-3d6

1+2c2053f)d9
cos“ 36
= (__.__1
J cos® 36

= (sec2 36 + 2sec 39)do

+ 2c0253c9 )d9
cos“ 36

Integrando:

I=—é‘tg39+2%l_n|sec3€+tg3()l +C
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Moisés Ldzaro Carrién

@ J‘COSZBde 4 jcos23 dx
=4 J'seczl%xdx
=411g3x+C
=%tg3x+C

3x = du=3dx

Elarcoes: u=

®) I:Jx sec?(3-2x%)dx
=-4tg(3-2x%)+C

El arco es:
u=3-2x> = du=-6xdx

@ I~j‘ X sec? (5+3e 2% )dx

tg(5+3e2*)+C

1
6
El arco es:
u=5+3e% = dy=-6e **dx

(1+1g2x)? dx

= |(1+1g% 2x +2tg2x)dx

~

= | (sec?®2x + 2tg2x)dx

I= |sec®2xdx+2 jthxdx

=21g2x+2L Ln|sec2x| + C

It

—é—thx+Lnlsec2x{ +C

N

i

dx
.‘. 3~ BSen

3(1 sen®

i

wafn

COS

I
fxsec

——tg(1~x y+C

wlm

@— j'cscz pdy=-ctgu+C

= p(x)

@ I= J.csczaxdx=~%ctgax+c

El arco es:

H=ax = dy=adx

28

@ I= jcscz(a—bx)dx

—%(—ctg(a~bx))+C
tg(a-bx)+C

1l

U-[r—‘

El arco es:
U=a-bx = du=-bdx




La Antiderivada v la Integral Indefinida

sdx =5 jxcsc x2

@ 1=
Sen X
:5%(~ctgx )+C

= ~~g—ctgx2 +C

Elarco es: p=x% = du=2xdx

— 1
I= jxsenz(SLnx)dX
= J‘——csc {(3Lnx)dx

El arco es:

u=3nx = du= 31dx

Luego: I= —% ctg(3lnx)+C

@ I= j‘cscz 20d6 = a—é—ctg26’+C

El arco es:

u=20 = du=2d6

®) 1I= J‘86’2 csc?(1-36°)dg =?

Pero:

=8 jezcscz(l—?)es)d9=?

El arco es:

u=1-36% = du=-96%do

Luego:

I=-8ctg(1-36%)+C

@ I= J(x esc?(2x ~x2 )dx =?

El arco es:

;1:2x~x2 = du={2-2x)dx

= -2(x - Ddx

Luego: = %( ~ctg(2x -x2 )+ C
ctg(2x - x2)+C

M{p—a

I= Jﬁcscz(,?»\/5~3x)dx:

El arco es:
~3_J5_ R
#=3-45-3x = du gmdx
__3
'2:]5—3xdx

= [=-£ctg(3-v5-3x)+C

@ I= j—csc (z6)dO

Elarcoes: p=x8
du=ndb

= I=-3-ctg(z0)+C

1= j'cscz(.g.)de

=—2ctg(-g—)+c
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.—— secutgudu=secu+C| = pulx)

@ [= Jsechthx dx:%sec2x+c

Elarcoes: u=2x = dp=2dx

@ 1

#

sec{a - bx)tg(a—bx)dx

1
~% sec(a-bx)

I

El arco es:
g=a-bx = duy=-bdx

@ I= JsecSthSBd():%secS{)+C

Elarcoes: =30 = du=3do

@ I= jxqsec(Bx—XS)tg(B—x5)dx

:»% sec(3-x2)+C

El arco es:
U=3-x> = du = -5x*dx

I= j~%;sec(2+e"3")tg(2+e'3x Jobx =?
i pE

©,

@ ©

El arco es:

p=2+e = du=-3e"dx
Pero:
I:5-‘-2“3"59«:(2+e"3x)tg(2+e“3x)dx

=-$sec(2+e)+C

I'= ltg50 secho db

sec bx tgbx dx

sen(1 -~ 4xz)
cosz(l ~4x2)

®

I= J.}%—Tsec(?:-r-Ln(l—x))tg(3+1n(1-x))ob(

D

I

= fJgfi_xsec(2+JS~x)tg(2+v3~x)dx
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La Antiderivada y la Integral Indefinida

Icsc peotgudu =-cscu+C

= u(x)

@ I= IcscBOcotg50d(9=~—é—csc5{9+C

Elarcoes: p =58 = du=5d8

@ 1= jae7acotg7f; dg =-Ltesc70+C

Elarcoes: u=70 = du=7d0
@ I = 2 cos(1«2x3} dx =2

sen®(1 - 2x°)

= X2 cos(1-2x°) 1
sen(I—ZxB) sen(1‘2x3)

El arco es:
u=1-2x> = du=-6x>dx

@1- J‘axcsc(S—ax)cotg(B‘—ax Jdx = ?

Elarcoes: y=3-a" = du=-a*Lna

Luego: I——L——( —csc{3-a*))

Enl" c{3-a*)+C

= xzcotg(1»2x3)csc(1 ~2x%)dx

OIE J'zf’x cse(1-23%) cotg(1-2%)dx
I= IcchHcotg2€dz9

@ I= jcsc(—ZOx)cotg(~20x)dx
®)1- j—};csc(3~2Lnx)cotg(3~2h1x)dx
.csc( 39) cotg( 6’)d¢9
I= }csc(-58)cotg(-56)do

I= csc(

wolur

0)ctg(36)do
I—J';——csc(S )cotg(B—%)dx
I= jcscnxcotgxdx

I= j52x csc 52 cotg 5% dx

®
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[-

ue+a

1 £ -
sarctg=+C | y=

u(x)

dx
Bx ? +2 (V5x)? +(4/2)?

1 =5x = du=+/5dx
arctg\/\;— ) +C

:7%“6 arctg ‘5« +C

@ I= J4x‘§x+9

= f—x - 1(1 Zx
B J'(Zx)2+32 2(3amtg 3 )

=2x = dy=2dx

l |

Luego [

It

1
E\

I= arctg =2£4C

1
6

x _ X
@ J.x4+16dx— j(x2}2+42dx

=1({1 £
»2(4arctg4)

= Larctq x>
=garctg%-+C

,uzxz = du=2xdx

@ 1= [mtge [
x2 4 dx +20 (x+2)2+16

_1 xX+2
=garcig——=+C

Completar cuadrados en el denomina-
dor:

x?+4x+20=x%+4x+4-4+20
=(x+2)2+16

32

@ I:-" . x+5 dx
x“ - 6x+34

Probar ‘qué pasa al derivar el de-

nominador?
Si u=x°-6x+34
= dy=(2x-6)dx

Como el numerador no es 2x-6,
hacer un arreglo algebraico para
que lo sea y asi poder integrar.

Multiplicar y dividir por 2:

[-1 [ 2(x+5)
2 Jx%-6x+34
_1 2x+10
2 Jx%-6x+34

Restar v sumar —6 en el numerador:

[ 2x - 6+6+10
264610,
x“~-6x+34

i

Dof

L4

Separar en la suma de dos integrales

2x -6 16
2 J X% 6x+ 34 2 ) x5 6x+34

=1Ln|x® -6x+34|+ 18 m
3 X+9 -9+

=1ln|x?-6x+34|+ 8 J'——-—-—2~5~4x

=%Ln|x® ~6x+34| + 81

2x
(:) T= | dx
X _6eX 114

Completar cuadrados en el denomi-
nador:




B

La Antiderivada y la Integral Indefinida

2x
e e dx
- je“*-622*+9~9+14

il

2x
11 e -3
<l == arctq —==— |+C
N BTN

2x
e dx =
f(e?hshs

donde: p=e?* -3 = du=2e>dx

2x -8
I=3% | &&£=2dx
2 X% +16
=1 ) 2x gl |28 gk
2§ i2 +16 2 1x? .16
=1 2 81 x
=5 Ln|x® +16] + 5 4 arcig4

:%Ln(x2 +16)-arctg £ +C
® i [rim
.1 9x% —6x+10
Derivar el denominador: 18x-6.

Multiplicar v dividir por 18, luego
sumar y restar 6.

_ J' }8x 6+ 6
- 2 - 6x+10
L 18x 6 1 6
8.[ 6x+10d’(+18 .[93( —6x+10dx
- 2 6 1
- & Ln[9x ~6x+10§+i§!9x2&6““9
[Sa—
(Bx-1%+9
La derivada del denominador es: 2x _ *'lg Lnjox? — 6x+9] + L arctg Lo
Se debe multiplicar y dividir por 2, asi:
du 1 H—a -
@D'«1 u2_g®  2a Ln g+a +C| u=px)
-5 dx dx
[= |- =~L~1_nl" +C [= -
x2 .95 2(b) x+5 @ 3x2_5 (Jg;)z_(ﬁ)z
:anXB+C B W g R EE
X +3 J2 25 |VBx+b

Donde:
;t=\/_§x = dyu =+/3dx
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I= VBx -5

et b

[ = dx - dx
X2 —6x+7 (x-3)% -2

n x =342

x»3+\/§

®

1

:2\/5

Previamente hemos completado cuadra-
dos en el denominador:

x? - 6x+7=x%-6x+9-9+7
={x-3)* -

Previamente completar cuadrados
en el denominador:

2
2 2 13 1Y _1
x "'3"’”‘9‘”'?7‘(" 3) )
1_1 x-3-3%
I=% Ln +C
3 of1 iyl
2(5) X=3*3
1 3x -2
~2Ln T +C
sen3x

@ I= )
cos“3x ~2cos3x ~ 3

sen3x
(cos3x-1)* -4

completar cuadrados en el denominador:

c0os%3x-2c0s3x+1~1-3= (cos3x — 1)2 -
Ahora tenemos:  u =cos3x -1
du =-3sen3xdx

34

Luego la integral seré:

cos3x~1-2

1 Losox—1-¢
cos3x-1+2

e 1
I=- 3307 +C

cos3x ~3
cos3x +1

+C

[t
[\

- o
f x“-5x+3
Al derivar el denominador obtenemos:
2x-5

Para poder integrar, hacer dos operacio-
nes:

1" multiplicar v dividir por 2
2% restar y sumar 5:

2x~-5+5
I=1 ) =222 dx
2 Jx?-5x+3
Separar en la suma de dos integrales

2x~5 1 5
I=% dx+d | dx
2 Jx?_5x+3 2 §x2_5x+3

1 2 _ 5_ 1
=5Ln|x® ~5x+3| + ZZ(JE)L

7

3

el
]
+

=

nojor N;oc
i

mlé} wia

|28 2x~5-413
2x-5+413

I=1lnjx® -5x+3| + 5=

5
e
_fz_;de

5x* -~ 10x

3x
—_c  dx
J‘e‘sx -4e%% 4+ 3

I

il

Q

I=

©
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La Antiderivada v la Integral Indefinida

@ - [
J x(Ln%x - 2Lnx - 3)
e
I“_(4x—1)2-36

2
- x
@ I= x6—4x3—5dx

I= | —2—dx
J x“+6x+7

sec? 3x
J tg2 3x~6tg3x - 55

x dx

J —2-8x% 116"

du
a? —,u

--1L

_ de 1 3+x
Q) 1= Ig_xf-z—mm |+ C
1 3+x
~€Ln T x +C
@ 1= [t [t
3-2x? (V3)% - (V2 x)?

Donde: ;1=\/§x = d,u=\/§dx

L1 qq| Y82
Luego: I“J‘ J’L T Vo +C
SRS PN REES'E
J‘L o +C
@ I=L6_(;‘§_1)2
1 1 i 4+5x-1
52(4)Lnl4—(5x 1)1+C
Donde: u=5x-1 = du=>5dx
Luego: I=7,}5Ln%§g—f +C

G+ll +C /I:IU(X)
‘ 36 - 16y° 36 - (4p)°
~1_1 6+4y
=4 gl |32 |
Donde: p=4y = du=4dy
Luego: [=-kLn Zf2§|+c
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Previamente, completar cuadrados | j=_11nj11-4x?
en el denominador *

_al Vi1 + 2x
24-2x% - x* = ~(x*-2x%+ .. )+ 24 33 [2«/—~ n Vi1 -2x )+C
4 2
=—(x"-2x“+1-1)+24 :v-—Lnlll 452 |- 4ﬁLn ngzx .
=-(x*-2x®+1)+1+24 *
=—(x?-1)> +25 .
® - [t
Y 45-20x - 25x

Donde: p=x%-1= dy =2xdx

@ 1= [
1.1 54+ (x° ~ J e
Luego I~22(5)Ln e +C
y [ = cos 3x
:'Z'IEL“ 4+Xj +C J 4 - sen® 3x
- X

I= sen2x dx
16 + 6c0s2x ~ cos? 2x

-

It
e
—
—

1o
DX
=

™
e
—
—

1
A
=

[
—
il

dx
Ja2x -49x® -5
=2 | —2—dx & -
In*zx 2 11-4x? J= j]—dx
.4+6x—x2
-8x
=21 1n[11-4x%| - 3 | - — . 2
) n| x| j‘(\/ﬁﬁ»(Zx)Z I = sec” Hx dx

J dtg 5x~tg? 5x - 3
H=2x
= du=2dx




La Antiderivada y la Integral Indefinida

®—~ Ju? +azd‘u=%,u\/,uz+a2 +-%—a2 Lnju+yu? +a®| + C | = ulx)

@ I= x2+9dx=%xx/x2+9 +%9Ln|x+\/x2+9(

@) 1= J2x+32+16dc  donde p=2x+3

du = 2dx

2%[%(2x+3)\/(zx+3)2+16+%16Lnl(2x+3)+ (2x+3)2+16t]
I=1(2x+3)y(2x+3) +16 +4 Ln|2x+ 3+ (2x +3° +16| + C

@ I= J‘ x? —2x+5dx ="? Completar cuadrados en la subradical:
x?-2x+5=x%-2x+1-1+5
I=j- (x -1 + 4 dx = (-1 +4

=1 (x-Dy(x-1%+4 +14Ln|x - 1+y(x-12 +4| + C
@ I= | xvx*-6x? +34dx

d

= x\/x4 -6x% +9-9+34 dx

= | xf(x? - 3)% +25dx . Hacer ;t:x2+3 = du =2xdx

= | xyi? +25-1du

o

=1 v‘-\/,l12+25d,u

dx =—2-1;dy
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1=-§~[%m/y2 +25 +-12—25Ln|;1+\/#2 +25|}+c
[-;-( ~3)(x? ~3)2 +25 + Z Ln|x? -3+ y(x? -3 + 251]+c

V30 -10x + x? dx Completar cuadrados en la subradical:

I=

O

l\')!r—-

il

= | x% -10x+25-25+30dx

= |y(x=5)%+5dx Ahora, integramos:

1:%(x—5>./(x-5)2 +5+-§-5Ln1x~—5+\/(x~5)2 +5]+C

Hallar las siguientes integrales, completando cuadrados previamente:

I= ‘\sz +6x +“ﬂ)~9’dx
(V2557 — 20x + 13dx
I= .\/mdx
I= .,/ x% ~6x+10 dx
\/m dx

{/36x2 —60x + 29 dx

I= \/x2+2x+65 dx

I= I e X 4 +8dx

® @

I= J.senSX\/cos2 3x ~2cos3x+5dx

®©@ © ©

[= i\/9Ln2x—6Lnx+ 10 dx
X

2%y22x _2x+1 oy

I= | x%+14x+58 dx

I= fsenxoosxxloos22x+60052x+25dx

®@ ©
® ©

® ©

® ©
®

[= J' Ja?x? — 2abx + 5b2 dx




La Antiderivada y la Integral Indefinida
(24)— JNu2- a2dju ~ -pi*pi2- a2 -™-a2Lln |//+ sjpzz a®

11 1= F/xA-mdx ~jx\jx2 16Ln|x +Ax2 —16j+ C

XVx2-16 -8Ln|x +Vx2—161+ C

O I’i N A tiene ju=3x-2 => d//=3dx

éllg (3x-2)V(3x-2)-4-14Ln | 3x-2 +V(3x-2)2-4|)+C

e
(T) /=] Vx2-4x-5 dx =? Completar cuadrados en la subradicai:

(x-2) -9 dx . donde: //=x-2 du=dx

Ahora, integremos:

/=1(x -2)V{x-2)2-9 - -[9Ln|x - 2 w*/U-2)2-91+C

J= j*a2xVa4x - 2a2x -15 dx =? , completar cuadrados en la subradicai.
= ja 2xMa4x - 2a2x +1 -1 -15 dx

Jaxy;(a2* "~1)2-16 dx , donde ju=a2x-1
dpi = a2x2Ln2dx

39



Moisés Ldzaro Carrién

Al integrar obtenemos:

= 5i={ 30 ~1)\(®* ~17 -16 - 8Lnja® -1+ [e® ~ 17 -16]}+ C

Hallar las siguientes integrales, completando cuadrados, si lo requiere el caso:

x% —9dx V2 - 25 dt

.\/4t2 ~1dt

x? ~5dx

®@ @

xV9x* ~12x2 ~ 6 dx J5t% ~ 3 dt

t2 _3tdt

©@ © © ©
® ©

Vax? —~12x +5dx
Vx? +10x - 39 dx Vt2 —6tdt

V& +14t + 45 dt

® O

\}xz +16x +63dx

® ©

o

sec3x tg3xvsec? 3x - 25 dx sen20+cos? 26 - 3 dx

®

cos36+sen? 39 -4 do

sec? 5x\/t92 5x -4 dx

® ©6
®




La Antiderivada y la Integral Indefinida

@—— I\/az —/12 du = %«,u\/az __#2 +—%a2 arcsen%Ar c = pix)

I= j\/ 30x - 9x? - 21 dx = ? . Completar cuadrados en la subradical:
30x -9x% ~21 = ~(9x% ~30x +..)-21
= (9x% — 30x + 25 - 25) - 21
= ~(9x? - 30x +25)+ 25 - 21
=-(3x -5/ +4
O sea:

= 4—(3)‘“5)25&:% %(SXVS) 4-(3x~5) +%4arcsen3xzd5 +C
111 2 3x-5
=5|5(8x-5)y4-(3x-5)° +2arcsen~——=|+C

Pues: py=3x-5 = du=3dx

41
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Completando cuadrados, hallar las siguientes integrales:

V5 -x2 +dxdx
J-x% —14x - 46 dx

45 -49x? + 28x dx

,/~x2—10x~24 dx

J-x2+0-6x-0-05 dx

\/ ~9x? +12x dx

L

o

©@ © 0 ©

®@

®

@ .\/-25x2 + 10\/_2- x dx
[/ Z36x2 + 34x dx

[« J5-9x% +12x2 dx

(/8042 + ax ox

135 -25x2 + 30x dx

@ @ ©

©

»

1/3-9 12 nx+6Lnx dx

©

QI’—“ .[ du ==an:senfi+—c
2 2 a
a“ —u

p= p(x)

@ I= J.\/l%z:arcsen»)ziq»c

@I:."dxzf dc
V5-3x%  J 5% -(J3x)?

Hn=+3x /3
=Larcsen¥3X 4 C

d//:«/?:dx NES J5

2x~1
(:) sz dx =1 arc sen +C
Jo 21 2 3

Donde: p=2x-1 = du=2dx

® I:j d :j dx
-2 -8x-7  Jfo-(x+ap

42

Completar cuadrados en la subradical:
~x? -8x -7 =~(x?+8x+16-16)-7
= —~(x? +8x +16)+16 -7

=—(x+4)2+9

Luego: [ =arc sen x3+4 +C

dx

©) Izjﬁg,._
® 1-[pEs




La Antiderivada v la Integral Indefinida

_ dx = "“‘““‘—‘-‘—dx
@ In.";]15~9x2+6x @ ! .[,f2«x2+4x

T B S— I:I_.__x_dfw
! j«/16w25x2—30x J20-25x%+40

@—- \/———Mg——L—Z—:Ln];z+\/,Lzz+azl+C
Lo +a

0 zﬂj —=Lnpx+vx? +9]+ € Luego:

I= j o
:Z(2x~3)2+16

@ \/3x +5 J\/ 3x +( :-%Ln12x~3+\/(2x~3)2+16]
:—‘[—gLn‘\/—éxh/?)Xa» ‘+C

Donde: p=2x-3 = du=2dx

Donde: ,U'—:\[é-x = dyzxf?:dx @ = '__ dx
. \/9x2ﬁ6x+5
@ = J.;}wxikz)zw [ dx
I=  64x%-48x + 25

= LLn|7x-2+(7x- 2P +4| )

Donde: u=7x-2 = du=7dx

©® ©
&

dx s
@ 1= I = =7 J 81x% - 725+ 52
4x“-12x +25

Completar cuadrados en la subra- I= d

[.2
dical: J 4/ x“+6x+109

4x? -12x-9-9+25=(2x~3)° +16

©
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du

5 :Lnlu+\/,uz ~a?|+C

I= | =&

;ix2—25
=Lnjx+Vx%-25]+ C

- dx
I= I:;3x2~5

dx
J B0 (62
=71§Ln\«/§x+x/3x2 -5|+C

1

- dx
@ I= j‘;](sx~1)2-16

=1Ln|5x~1+(5x-1) -16|

Donde:
#=5x-1 = dy=>5dx

I= d =?

:] J16x% - 24x - 27

Completando cuadrados en la sub-
radical:

16x% ~24x~27 = 16x% — 24x +9-9-27
=(4x-3)?°-36

44

H= p(x)
Luego:
I= o
(4x-3)% -36

=1 Ln[4x -3 +y(4x-3)* - 36

[ =
;236x2~12x~15
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J;

arc sec% +C

v___.,

H

_ l. ‘1_ 2x 1 :}
= 2 5 arcsec +C
_1 2x -1
= Jarcsec=; +C
Donde: u=2x-1 = du=2dx
@ I= J sen2x dx =9
cosZ)c\/cos2 2x -16

Pero:

H=c082x = dy=-2sen2x dx

.
= dx= 2sen2x
Luego:
du
— Isenzx(VZSenZ)c) -1 J. du
- 2
ﬂ\/;2~16 ;1\//12«16

_1{1
-2(4arcsec )+C

—_1 cosZ2x
= —3 arcsec <% +C

@ © ©

@ ]

p= px)

cos3x dx

=7
sen3x \Isenz 3x~25
dx 1 X
=-arcsec-%=+C
xvVx2-5 V5 V5

(x+2)\[x2+4x»12
[ xdx
(x2-1)x*-2x2 -3

d
(2= 5x) ) 25x% 20x - 32

dx
(1-2x)4 4x%—dx+3

45
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Hacer:

Luego:

M=
=L =L
X=—=p = dx deﬂ
du
PR
__Lm(ﬁw"z” +C
NEAN
~——1-Ln \/§+1/2x2+3 +C
g T7x

,us//zz«»az

&

be
=
1)
+
ot

2
Ln NERR B +C

X

S+

-—l—d,u
J‘ e _ J' V2
x\[522+3 71.5;1\/;12+3

V2x = d;":\/gdx

il

It

#=u(x)

dx

(@2x -1 y(2x -1 +9

i

Hacex:

3+4/(2x-12+9

2x -1

dx
J‘x:}S—sz

xy(+/5)% - (f3x)?
= =1
u=3x = x=7
= dx=-L

46




La Antiderivada v la Integral Indefinida

-1—3d‘u Donde: 4 =3x-2 = du=3dx
Luego: I = p e —
7§ (JE)“ﬂ
= I= du
(B - 42
o1 J§+ 5 3x2
= \/_gLn N

@ 1=t
Jix-1)Ja-(3x-17
~—;-Ln 24 Ja-(3x-1)? LC

3x~1

_ 132
——é—Ln 2+1/4(3x 1) +C

3x~1

it

1
3

Hay férmulas que no son necesarias aprenderse de memoria, tales como ocu-
rren con las férmulas 21 hasta la 31. Las férmulas 21 y 22 se pueden integrar
por el método de fracciones parciales.

Las férmulas desde la 23 hasta la 31 se pueden integrar fdcilmente por el
método de SUSTITUCION TRIGONOMETRICA.

Otros Ejemplos:
dx 11 2+ya-(2x-1)?
@ = =5\ g |t C
(2x - 1J3+4x a2 Jex-nfa-2x-172
L completar cuadrados:
—4x2+4x+3:—(4x2—4x+1)+1+3 Hacer: pu=2x-1

—(2x-172 +4 du=2dx , a=2

47
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48

dx _ dx ~_L11n V3 +y{1-xP+3 +C
(1~x)\/x2—2x+4 (l—x)\ﬂl‘vx}2+3 J3 1-x

x?-2x+1-1+3; H=l-x,a=+3
e
(x-1F+3

X «du du

x.,u\/4~,c12 ;z\/zw,u2

dx
x.Lnx\/_ll—anx

Hacer: u=Lnx
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La Antiderivada y la Integral Indefinida

4. METGDOS DE INTEGRACION
41 INTEGRAGION POR PARTES

Férmula: u-dv=pu-v~ jv-du|donde u(x) y v(x) son funciones.

Sugerencia para usar esta férmula:

1. La funcién dv debe ser aquella que se pueda integrar inmediatamente.

2. Tener cuidado que un sélo ejercicio, a veces, se tiene que integrar por partes
més de una vez, o puede resultar una INTEGRAL CIRCULAR.

Ejemplos:
@ Calcular: I= ] x-senxdx

U=x dv =senx-dx

du = dxe—-= U =-cosX

Porlo tanto: I =~ xcosx + }cosx dx
|1

(@) Caleular:  I= |x-e*dx

i

—-x-cosx+senx+C

49
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Veamos:
H=X dv =e*dx
du =dx «——=v=2e"
Por lo tanto: I=x-e* - }e* dx

—
il
bad
N
|
[
=
+
O

411 INTEGRAL POR PARTES DEL PRODUCTO DE POLINOMIOS POR ARCOS

En este caso se recomienda elegir como “z/” la funcién arco.

@ Calcular: I = } arc senx dx
e — :}L—J‘

u
Veamos:
M =arc senx dv = dx
du == = dx v=x

Ji-x

50
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Por lo tanto: [ =xarcsenx — I X éxdx:xamsen x+(1~x2)1/2 +C
1-x

.............

Integrar como potencia

@ Calcular: I= j arctgx dx

Veamos
U =arctgx \du:dx
du =1 dx v=x
1+x°

Por lo tanto: I = x arctgx — J‘ X—dx
1+ x

I:x«arc~tgx—%-Ln(1+x2)+C

@ Calcular: I= j( arc - sen x)° dx

Veamos:

i

2.- Sustituyendo (i) y (ii) en laintegral I:

1.- Hagamos la siguiente sustitucion:
g - A
\ 1-x?

I = j yz cosydy ............ (En este caso se recomienda elegir como
la funcién “u” al polinomio y?).

3.- Ahora integremos I por partes:

uzyz dv =cosy-dy
du=2y-dy«——v=seny

51
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Luego: I=yzseny~2 yesenydy oieeiiiiiiniiinnn.., (@)

.

.
o
L

5.- Izyzseny+2y cosy-2seny+C,

6.- En consecuencia: | I = (arcsen x)2 - x +(2arcsenx)W1 - x? ~2x + C,

@ Calcular: = }x-arctgx dx

Veamos:
M =arctgx dv=x.dx
dy=—1-dx

1+x

Por lo tanto: I =% . arctgx —%— < dx

2 1+x%
I
1
Célculo de I; :
Lo primero que se hace es, dividir:  x? x? +1
-x?-1 1
-1

52
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Luego

arctgx +Cy

= X -

I

)

G

—arctg x +

X

{

1
2

|
=
o
g
&
@

ituyendo [, enl

Sust

G

Iyl ~1
arctgx~2x+ 5 arctg x 5

P
Z

I=

_/K,_Z

=

I= J'arc sen

Calcular

= =

d —y
N

=N

& S

s .

2 Q

ZU, o o

ool @ Q

) 121 &€

A o~

™ N 1t
T

= .

[:i—

\

arc sen

y:

.- Hacer:

1

-
.

.
L ;8
.. =
.
.
- mwa .

B3{aN]
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Luego: [=2| -%£cos2y+%- |cos2y-dy
[=2| -%cos2y+L-sen2y+Cy
I:—yc052y+-%-sen2y+2cl

I=~y(0052y—senzy)+%—(259ny-cosy)+c

4.- Por el primer paso, podemos volver a hacer lo siguiente:

I'=-arcsen,/$(1-5-% +J%,}1~-’2$+C
I ={-arcsen % (1—~x)+-%- 2x-x% +C

X arcsen xX

1-x?

Calcular: =

Veamos: [ = J-xajcigl%-dx
1-x

Ahora integremos [ por partes:

dU arc sen

\ 1'X2

du = dx <—— v =1(arcsenx

u=Xx

)2
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Calcular: I= jx (arctg x)2 dx

Veamos:

1.- Hagamos el siguiente cambio de variable:

0 o ey = S

dx =sec?y- dy | (ii)

tgy =x

secy = 1+x?

2.- Sustituyendo (i} v (ii) en la integral I :

I= j(tg v) (v)? (sec? y dy)

I= J‘yz tgy-seczydy

3.- Ahora integremos I por partes:
u=y? dv=tgy-sec?y-dy
du=2y-dy f—---~—u=—%t92y

Luego: 1:%-y2 tg®y— jy tgzydy

v

]1
4.- Célculo de I; por partes:

u=y dv =tg® - dy
do = (sec? y ~1)dy
du=dy «——>v=tgy-y

Entonces: Ilzytgy~y2~J(t9y“V)dV

Iy=ytgy-y%-Ln vic
1=ytgy-y [sec y|+5%+C;y
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5.- Sustituyendo I; en la Integral I del paso 3:

) 2
I:—%uy2 - tg? y«Lytgy~y2 ~Ln|secy]| + -'U2~+Cl]

I

i

2
1.y ta® y-ytgy+y® +Lnsecy| -4 - C,

2
[:.;_.yz tgzymytgy+%~+Ln}secyI+C

@ Calcular: I= J.xz -arctg (3x) dx

u = arc tg(3x) dv = x? - dx

3
= dx U=
1+9x% 3

Por lo tanto:

1:2‘.53;~arctg(3x)—- j b 5 X e Pero: «° 9x? +1
1+9x x ~-12-x -é—x

2 |

I:»‘%—- arctg(3x)~‘[[é—x*%-?;—’;;2~} dx 0—*%)(
5 1x

I=2§— arctg (3x) -4 jx-dx+%fl+zx2 = fxt
=% -arctg(3x)-1-5+1. L. In(1+9x%)+C
I:.%i.arctg(Sx)—Tlgx2+Té-2—-Ln(1+9x2)+C

@ Caleular: 1= J' s g

1-x

1.- Hagamos la siguiente sustitucién:

(i) arc senx/; =y

56
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Jx =seny —
(i) x =sen’y Vi
(iil) dx =2Zseny - cosy - dy

@ Calcular: [= | X299x gy

1+x%)8
Hagamos la sustitucién: |arctgx =y
(1) x =tqy ~
dx =sec? y- dy
Reemplazando (i) en[:
(tgy) (v) 2 v-igy-sec”y dy y-igy
J= |30 cdy = £ = d
(1+1g° ) sec”y-dy (sec? y)® sect y Y
g2y . .
cosy J+8eny - cos
= | == dy= | dy = J; seny cos”y - dy
4 Y
cos ™ty U v
u=y \)du=seny-cos?’y‘dy
du=dy < p =Sy
y
ycos4y 1 4
Luegor [=—*——=+4 |cos™ y-dy

;

-

ki
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Calculo de I :

j‘cosz 2ydy

= | 5(1+cosdy)dy

=4 y+dsendy

2
I = cos4y~dy: [%(14—(30525))} dyz-}i (1+2c052y+c0522y)dy
Ilz%jdgn—% cosZyder—}i cos® 2y dy
Iy =Lysdsen2y+dy+dsendysC
1=gY+gsen2y+gy+yssendy+Cy

arctg x 3 1 1
v + 35 arctg x + ¢ sen 2 (arctg x) + 5 send (arctgx)+C
Calcular: = {x-arcsenx-dx
Veamos:
U = arc sen x dv=x-dx
2
du=—teo dx «<— p =%
1-x
2 2
Por lo tanto: [=% .arcsen x—1. X dx
2 2 [1“x2
A
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Calculo I; de por partes:

X2 (1-x2) Y24y

Calcular:  I= Jarctg \/—); ~dx
Veamos:
u=arc tg\[; dv =dx
1Jx
__2 .
du= iR dx
du=—=Lo dx < V=X
2x(1+x)

Por lo tanto:

‘

1
xarctg\/; -5 J‘\/;(};*x).dx

¥

Iy
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Célculo de [ :

Haciendo la siguiente sustitucién:

Reemplazando @ en [; tenemos:

I -2t dt

X
\/;(1+x)

£(1+£2)
2
I =2 cdt =2 -l
t l+t2 t 1 1+t2 dt

I} =2 (t - arctgt)
Iy =2(\/ x —arctg \f;)

412

Jx =t
x=t2
dx =2t-dt

Sustituyendo I; enl:

b
i

xarctg\[)z —%2(\/; —arctg\/;)+C
xarcth;-J;+arcth;+C

I=(x+1)arctg\/—;w\/;+c

—~
i

INTEGRAL POR PARTES DEL PRODUCTO DE POLINOMIOS POR LOGARITMO

En este caso considerar como “u” la funcién logaritmo.

Calcular: I = ILn x - dx

o
.

.

.

o

.
.
-

@ Calcular: 1= {x® Lnx-dx

60
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La Antiderivada v la Integral Indefinida

Vearnos: u=Lnx dv = x% x dx
3
du=L.dg 22
_x B B
Luego: [= 5 Lnx 5 J = dx

3
=X ] 1.
I=% nx 3

szdx

> 4C

=X _1.
1—3 Lnx 5

{x+1)

‘ Cacular I = !W—-dx

1.- Hacer la sustitucion:

Calcular: I:J.anB:J:JdX
u=Ln| 1% ]

u=Lnl-x)-

Ln(l+x)

du = dx - —L_dx
1-x 1+x

2.- Reemplazando (i) enl:

I = jlnu

[= JQL“ L2t dt

I=4 jLn (t)dt Ver ejercicio 16

-2t dt

I=4[t(Lnt-1)+C ]

I=4] Jx+1(lnfx+1-1)+C |

1:4[\/x+1(-;-1_n(x+1)~1)+c]

dv = x dx

_ -2ds
du = TS

<
il
mﬁu
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. _ 2 1-x 2
Luego: I-iZ—Ln[HK:]Jrfoz-dx 2 21
) - . -x%+1 | -1
=—2--Ln[1+x]+j(~l+1 x,)dx o1
Iz%%-Ln[Li} x+1Ln{ X]
(<2 1 1- l+x |
I=(5-3)Ln[ {55 [-x+C|  Pues Ln[ 32 |=-Ln|

) Calcular: = |Ln(x++v1+x%)dx
J

u=Ln(x+v1+x?) dg:dx
1+ fﬁ? é
- 241+ x .d Z
du x+\/1+x2 . f
(\f1+x2+x) i
du = — = X :
! (x+\,1+x2)\fl+x2 ;

du = —Lee - dx U=x

\/l+x2

Luego: I=x- Ln(x+ 1+x? j

\/ 1+x2

I=x-Ln x+\/1+x \/1+x +C

@ Calcular: I = Ix-Ln[\{erz }dx
Pero: Ln(\/l—kxz):%—-lm(lﬂtxz)

Entonces: =1 Ix -Ln(1+x%)dx
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Ahora integremos por partes: u=Ln{l+ xz)\du =X - dx

__2x . - xE
du.~1+i2 dx UM‘E
Luego: I=1 ~2<—2~-Ln(1~}-><2)» < -dx’ .
' 2 2 14+x? x* x?+1
- IR
=1l x2. 2y X
1—2 5 Ln(l+x*) j'(x sz)dx} 0-x
1=3- 1€ ln(1+x®) -+ 3 In(lex?) |+ C
2 L2 2 2

4

[=1.(x2+1)Ln(1+x%)-%4C

x+1ﬁ

u=Lnx dv = 12 dv
' (x +1)
du~~(x+1)‘2 dx
? (x+1)1
e YT
du=1.dx e— N p=-L1_

X x+1

. 1. 1.
Luego: [=-5 Lnx+"-x(x+1) dx

I=--1 Lnx+.[ l_.dx «— completando cuadrados
x+1 x%4x

~ .1 1 .
[= X+1Lnx+sz+x+%“% dx
I=~—}F—1—-Lnx+j‘ L —dx
(x+- —%
x+d-1
I=-ZLInx+—L-ln|—22|+C
X+ 2(%) X+-2-+—2-
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@ Caleular T= |x? -Ln(/1-x)dx

pero Lnvl-x = % Ln(l-x)

Luego: x% . Lln (1-x)dx

Hagamos:
dv = x%dx

du

Luego:

Entonces: I

i{

i
.
%{’a‘ifm@u

L
e
.

s N——

s

e e
-

-

&

o
o
%“*?gyan

G

o

e
.

0

. - - .

i o o -
. . - .

e 7 L
. -

L

i

L

.
-
o
. o
- -
.
e
.

i

s

P

o
-
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rév“:

.
o
e

i
.
.

i
-
.
L
o

o
-
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Por lo tanto:

I=-11n?(x)+2

U = lnx

dUl =

Por lo tanto:

3 =
&
<
i
|
® =

Calcular: = y2/3Ln(3y)dy.

5
|

s

s ; ¢ B
o 7 L o
- 50 o L i
- %gﬁz’v—& 9 o
L e e . b ,
L .
b e %w#’iﬁqﬁgg,v o
- -
. s L
gﬁwﬁ& ... -
o v - ,
e & i ] s 2 25 i T
. . e .
e i e e o e
e e e
L L . e e
. N iBa -
T AN e S Ry i i
. . .
ﬁ;«“;ﬁm@ e e - e .
e o e
L T i
. L L
e o -
.. o e
- .
o o i
o s
o e
.
. . . .
e . . . o
e e i L - L
. e . -
‘ bilanto:. C1ni3y) . .
s i b g LAl R ] - -
e e e ome e e
S - - .
= . e e .
'%,:"i}%" . .
- | L .
L e s G
. o . ~ .
R R S e R -

Calcular: = | xLnxdx
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Veamos:

Haciendo:

Luego: [=%.Lnx-1 J‘xdx

Calcular: I = jx" ‘Lnxdx, nezZ*

Solucioén:

n+1 1

[=X"_Inx- x"leC
n+1 (n+1?

. _ Inx
Calcular: I = —Txrdx.

Solucioén:

I=2Jx(Lnx-2)+C

66




La Antiderivada vy la Integral Indefinida

4.1.3. INTEGRAL POR PARTES BEL PRODUCTO DE POLINOMIOS
CON FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

En este caso elegimos como “u” a la funcién polinomio.

.
o
.
o
.
.

o
.
o

Calcular: I'= Ywcos (3w)dw

Es similar al ejercicio 29.

Solucioén: = % w sen (3w) + %— cos (3w)+C
@ Calcular: I= {x-sen® (3x)dx
Haciendo:
u=x dv = senz(Sx)dx
dv = %(1 -~ cos6x)dx
du =dx «——— U = %(x - %sen(6x))

Luego: Izé—-x(x»%-sen6x) —%- (xmé—-senéx)dx
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I=1. 2——1—xsen(6x)~%-[5—2—+§1—6—cos(6x)]+c

2 12 2
I:éxz—%xsen(@c)—i-xz*%-cos(6x)+c
- 2 1
Im%-x —-i%-xsen(6x)~7§-cos(6x)+c

@ Coalcular: = Ixz -sen (x) dx

Hagamos:

2

U=x dv = sen(x)dx
\ )

du=2x-dx «——2 p=-cos(x

Por lo tanto: I=-x2.cos (x)+2 | x-cos(x)dx
i
1
Célculode Iy :
u=x dv = cos(x)dx

du = dx «——— v = sen(x)

Entonces: I=-x%cos(x)+2 li x sen (x) -~ Isen (x) dx }

2

I=~x%.cos{x)+2x sen{x)+2cos{x)+C

@ Calcular: I= J‘x3 - cos {2x) dx

Hagamos:
u=x3 \du = cos{2x)dx
du = 3x%dx «—2p=1. sen(2x)

2
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.

o

I:%~x3 sen (2x)»-—‘;i x? - sen{2x)dx

-

-

i
e

e
i
.
S
.

Ug = X dugy = cos(2x)dx

dup = dx «——=v, =1 - sen(2x)

Entonces:
I=~%~-x3 sen(2x)+§;’--x2 cos(2x)~-%’- %~xsen(2x)~% sen (2x) dx
I:—%-XS sen(2x)+%- x? cos(2x)»%-xsen(2x)~«—§—cos (2x)+C
@ Calcular: = }x. cosecz( x Jdx
Haciendo:
u=x dv = cosecz(x)dx
du=dx <« v = —cotg(x)

69



Moisés Lazaro Carrién

Por lo tanto: I=-xcotg(x)+ |cotg(x)dx

I =-xcotg (x)+Ln|sen(x)| + C J

@ Calcular: = |8sec’6dd , Soluc.: [ =01tgf+Ln|cosB| + C

(36) Calcular: = |x-cosx-dc , Soluc.: [=xsenx+cosx+C

@ Calcular: = 5—9‘32—3—’-(--dx

sen” x

Calcular: I= |x-+senx-cos x-dx

Antes de Integrar, hagamos la siguiente sustitucién:

Sabemos que: sen2x = 2senx - cos x

Entonces: (i) 3 sen 2x = sen x - cos X

sustituyendo (i) en 1 :
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il

Haciendo: u

x\du =sen2x dx

du=dx «e———— v = -_~%—0052x

Luego: I=5- }-
1

I=~-4--x0052x+-§--sen 2x+C

-%‘x0032x+%-"'-0052xdx}

~

Calcular: = |(x®+5x+6)cos (2x) dx

I= |x? cos(2x)dx+5 jx-cos(2x)dx+6 j'cos(2x)dx

I= | x%cos(2x)dx +5 J.x-cos(2x)dx +3sen (2x)
4 I

Calculo de I, Calculo de I,
U = x? duy = cos{2x)dx Uy = X duy = cos(2x)dx
duy = 2x dx «—— vy = - sen(2x) duy = dx «——= v, =1 - sen(2x)
Por lo tanto:
I:lz-~xzsen(2x)~ sten(Zx)dx-&S[ £ xsen{2x) —-%—J‘sen J+35en(2x)
I=%~x2 sen(2x)— J.xsen(Zx)dx+- xsen(2x) ——g— !sen (2x)dx + 3sen(2x)
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I=2x%sen(2x)~ | xsen(2x)dx +%—-xsen(2x)+~2—-cos(2x)+3sen(2x)+vC

Iy

Célculo de I por partes:
Entonces:

»%xcos(Zx) +4 | cos(2x)dx

Uy = X dvy = sen(2x)dx 5

e 1 |
dug = dx b3 = =5 - cos(2x) I3 =~ % xcos(2x) + & - sen(2x)

Calcular: I= xsenS(x)dx

Haciendo:

.eng(x)dx

<
i
>

dv = sen(x)senz(x)dx

dv

i

sen(x)[1 - cos® (x)] dx

dv = sen(x)dx - sen x - cos? x dx

Ry

3
du = dx <z v:_costrsQ_séWX,
Por lo tanto: I=-xcosx+%-x cos® x — | [~cosx -r%—cos3 x]dx
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=*XCOSX+%'XCOSSX+ COSXdX—%' COSSX'dX

—

:—XCOSX'FLXCOSSX-FSQHX—%' COSSXdX

’ I

—

Célculode I :

I = cos® x dx
I = cosx‘(l—sen2x)dx
I; = Jcos xdx— }cos x sen? x dx

I =senx~%sen3 X

Demostrar que:

~
n+1 n n—-1
sen 1xdx:l.senx__n_ sen lxdx-; neZ*,meZ*
cos™ i x M ocos™x M Jocos™x
1 "
n+ sen x
Pero: I= js X gx= |sen” x+———dx
cos™*H x J cos™ x
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Haciendo:
u=sen"x

du=nsen™

Luego: J=L.sen" x-cos”

m

-1

Q.
<
i

U=

X COS X dX € U

m
P
m

m  cos™

=L sen”

n-1
x _n Fsenl x .y
x M Jeos™1x

Demostrar que:

1 — £os

n+1

it

Hacer: I
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i @thﬁh - e
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m+-1x
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s
Jm‘ggg, ... >
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-
'

.
i :A .

- G
o B
L

_1l.cox . m
n

cOSs
cos™ x - z

=
&
it

sen* !

sen”
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———dx

cos™ x

senx-cos” 1t x - dx

L cos™M x
m
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4.14 INTEGRAL POR PARTES DEL PRODUCTO DE POLINOMIO POR EXPONENCIAL
En este caso elegir como “u”

la funcién polinomio.
@ Calcular: x% e dx
Hagamos:
du =
du =2x dx
Por lo tanto:

o
L S
S T,

0

.

[a solucién es similar a la anterior.

x2 , derivando sucesivamente.

Debe de tratarse de “bajar” la potencia de
Solucién:
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@ Calcular: T= | x3. %3 g

Su desarrollo es similar al ejercicio 43.

Solucién: =3¢ (x%1+9x% +54 x+162)+C

Calcular: I=

Hagamos la siguiente sustitucién:

Jx =t

x:t2

dx

Il

2t-dt

Por lo tanto:

et -2t -dt

b
|

2 Jtel  tdt

[
Il

Haciendo:

-
.
Ly
mg»ggﬁ =

-
.
.

G S S S

-

e
.
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Sy
i

Calcular:

Pero:

!
=
o

Por lo tanto: T=1.5% e — | xeXdx

Calcular: I= |(x?-2x+5)e ™ dx

Pero: I= |x%2e>dx-2 x'e'x-dx+5je”xdx

e [ S —

I= J‘xze“"dx -2 I xe®.dgc—- 5e™*
I I

I, esté resuelto en el ejercicio 43.

I, esté resuelto en el ejercicio 43 parte I .

o
o

.

.
e
.
i

77



Moisés Lazaro Carrién

@ Calcular: I= Je

senx

Dividiendo: [= je

sen x

X COS3 X —Senx

C052 X

dx

(x-cosx—senx-cos“zx)dx

Multiplicando y separando en dos integrales:

= | xe®™™* .cosx-dx - J‘ese“xsenx-cos

I, I

Calculo de I, Calculo de I,

u=x dv=e**"" .cosx-dx u=e*"" dv =senx - cos 2 x - dx
du = dx «— v =¢e*"" uz»—cﬁ’{%—i

du = e cos x dx «— U = ——

i
.
-
-

-

-

-

-
- .
o g
-
o F

.
W
L

-
L
L
L

A . - -
0 Mo = o . . . .
. e e , .
4“;# . i .

LS S
.

G

415 INTEGRALES POR PARTES CIRCULARES

Son aquellas que al integrar por partes, la integral original se repite. Esto nos permi-
te despejar la integral deseada.

Calcular:

78

I= |e* sen x.dx




La Antiderivada y la Integral Indefinida

Hagamos:

u=e* dv = senx dx

it

du=e*  dx e— 2 p=—-cosx

e” - cosx dx

R

Iy

Entonces:

X

Célculo de I por partes: Uy =¢ dyy =cosx dx

e® - dx «——v; =senx

d Uy

Reemplazando en ] :

e* sen x-dx = ccos x +e* sen x — Je* sen x - dx

2 |e* sen x - dx -cos x+e”* sen x

i
|
o

i

e* sen x - dx -e* (cos x —sen x)

1
2

Calcular: 1= |sec® x-dx (esta integral es muy usual)

Solucion:

e o e - s
. . - - -
. . . . . ‘ . -
‘ com ~ en dos factores, asf:  sec x =
. sty e L
.
. e
o «#@»&wﬁ%fﬁaﬁ{% . - .
. .
.
. i
~‘§y§§#§f§§w . 0
.
o . . : ’ k - b),ﬁwsﬁif;%f}&%%%f
w?v%f@ﬂ . o - - - ..
o e e . e - - G
o e , . S s
. . . . .
. - . ,‘ .
. . .

,{f?‘%
- .
.
. .
L
.

.
.

.
.
. @tﬁé{fggﬁ -

.
e w“%ﬂ‘@h o
, .
. - - ~ - ..
- - . . e . ]
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Por lo tanto:

J.sech~dx=sec x-tgx - |sec x-tg2x~dx

=seC x - tgx — secx-(seczx—l)-dx

=sec x - tgx — (sech-sec x)dx

&

Jsecsx-dx:secx'tg X - J‘sech-dx+ Isecx-dx

3

2 Jsec x-dx =sec x-tgx+Ln|sec x+tgx|+C

1,
2

[sec x-tg x +Ln|secx +tgx| + C]

jsech cdx =
@ Calcular: I= J‘
0
Solucién:
Haciendo:

u:e\\\fh}:sen

{2x)dx

du=e* dx «—— v = ~—12-cos(2x)

Entonces:

Jex sen {2x) dx

Integremos I por partes:

u=e*

e et
h

_1-e¥ cos(2x)+ - J'excos(zxmx

dv = cos(2x)dx

\ 1

du=¢e* dxe—— 2 p= 3 - sen(2x)
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Por lo tanto:

" sen (2x) dx —%exCOS(ZxH-—%— %-exsen(Zx)—%- " sen (2x) dx

*sen (2x) dx = f%-excos (2x)+% .e* sen (2x)—%- e* sen (2x)dx

¥ sen(2x)dx + 71{- exsen(zx)d)(:"‘%'CXCOS(ZX)'F%'QXSQH(ZX)

4
X sen (2x)dx = -1 .e* cos (2x)+

3 -e* sen (2x)

1
1

14

e’ sen (2x)dx=—g-[—%-ex cos (2x)++ e* sen(2x)]

é.r/
4 0
J

- Le¥ [ =2 cos (2x)+sen (2x) ]

:_lg,ex (—2cos (2x)+sen (2x) ) K;M

Hagamos: u=¢’ dv =cosd dé
du=e? - df «——v=send
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Entonces: J‘eH cos@ df = e’ sené - J- esend do
—

i

Nuevamente I; se integra por partes:
0
h=e dvy=sené d¢
duy =e’df «— v, = -cosb

Por lo tanto:

-

J‘eg cosf df = e send — [~e‘” cosf + J‘e() cost dé’j
J.e” cos@d =e” sent) + e cosd - J‘e” cost df

2 J‘eg cosd do =e’ (senf +cos @)

jeg cosd do =~.§-e(’ (send +cosd)+C

Calcular: [ = jer -cos (3x) dx

El procedimiento es similar al ejercicio 53.

Solucién: I =L e?*[3sen(3x)+2cos(3x)+C ]

(5 Caleular: = j e cos (nt) dt

Es similar al 53.

P Y 1 1
Solucioén: I—”2+1 e [sen(zzt) ”cos(m‘.)J+C

Calcular: [= J' e~ sen? x - dx
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Haciendo: u =senx dv =e “dx

!

du = 2senx - cos x dx

du = sen 2x dx v=-e ¥
Luego: [=-e “sen’x+ | e *sen2x - dx

ki

Calculo de I por partes:

u=e X dv; =sen 2x dx
duy = —e ¥ dx «——— v =~ cos 2x
Por lo tanto:
O Iy = e'xsenZde:~%-e"Xco:32x~-%- e *cos 2x dx

Calculo de I, por partes:

up =e ~ dvg = cos 2x dx

X 1
- . 1,
dug = —-e*dx Ug = - Senzx

www Freelibros:org
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Reemplacemos I en|:

senzx—%-e"x (2cos2x +sen2x) + C

I:~%e'x [5 sen® x + (2cos 2x + sen2x)] + C

@ Calcular: I = |sec® (3x)dx OBSERVACION:

[Las integrales de las funciones trigonomé-

tricas: sec®y, secu. sec"y; cscdu.

1) Hacer: I= sec3 3x Sec2 (3)() dx esc® 1. esc” i, con n ndmero impar posi-
u u

tivo, se desarrollan similar al ejercicio 51.

2) Ahora integremos por partes:

u =sec’(3x) dv sec?(3x) dx
du = (3sec? (3x)(sec(3x) - ta(3x))(3)dx
du =9sec®(3x) - tg(3x)dx < v =1 .1g(3x)

3) Por lo tanto:

I=—§;-‘[g(3x)-sec3 (3x)-3

sec® (3x) - tg? (3x) dx

J

I=1-1g(3x)-sec®(3x)-3 J-secS(Sx)dx+3 J.secg(Bx)dx e (1)

J

I=1.1g(3x) sec® (3x)-3 |sec® (3x)-[sec? (3x)-1]dx
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Entonces:
I = jsecg {3x) dXﬁ% ec (3x)tg (3x) - J.sec (3x}tg2 (3x)-dx
:%~sec(3x)tg(3x)—w J.sec(?)x)[sec (3x)y—-1]dx
:é ec (3x)tg (3x)— jsec (3x) dx + jsec(Bx)dx
2 J'sec (8x) dx = % - sec (3x) 1g (3x) + £ Ln| sec (3x) + tg (3x) |
Dividiendo por 2:
Iy = fsec {(3x)dx 6 -sec {3x)1tg (3x)+ 1Ln‘|sec(3x)+tg(3x)t

Reemplacemos el resultado de I; en 3) (i):

] =

3

(‘v}»—l

tg (3x)sec® (3x)-3 jsecf’ (3x)+

A=

ec (3x)tg (3x)-+%Lnisec {(3x)+1tg (3x)|}

-‘.secs(gic_)dx:%~tg(3x)sec3 (3x)-3 sec (3x)+§ sec (3x)tg(3x)+

%~Lnlsec (3.>c)+tg(3x)]

J.sec5 (3x) dxc = & - tg (3x) sec® (3x)+ 1 - tg (3x) sec (3x) +

%-Lnlsec (3x)+tg(3x)|+c

Calcular: |= "‘ea" - cos (bx)dx

ax\iiu = cos(bx)dx

du=ag-edx «—=v= —sen(bx)

Hagamos: u=e
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Entonces: I=

o

LSy

™ sen (bx)~ - J.e"x -sen (bx) dx

L
Célculo de I por partes:

u =e™ \<le = sen{bx)dx

du; =a-e®™ -dx e = mlb— - cos(bx)

Reemplazando este resultado en /1 :

I

i
o

.e“xsen(bx%%[—-})--eax cos (bx)+ £+ J‘eax cos(bx)dx}

Ieaxcos(bx)dx:

T

2
™ sen (bx)+;‘-’§— -e™ cos (bx)~§—2—- Ie“" cos (bx) dx

je“x cos (bx)dx+i§~- J'eax cos (bx) dx =—5z-[be"x sen (bx)+ae™ cos (bx)]

javd

[1+9—:§] Ie“xcos(bx)dxlegeax [bsen(bx)+acos(bx)}

o

2 2

[ b;a }J‘eaxcos(bx)dx:;%eax[bsen(bx)+acos(bx)]

o

Por lo tanto:

J‘e“" cos (bx ) dx = Zibz e® [ bsen (bx)+acos (bx) |+C

Calcular: I= Ie“" sen (bx)dx

Solucién: Iz-&-z-%b—z—e“x [ asen (bx)-bcos (bx)]+C
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Calcular:

Solucion:

Calcular:

Solucion:

Calcular:

Solucion:

Calcular:

Solucioén:

Calcular:

Solucion:

2
- [ e

(1+x%2 -
I:Z[iig)—/—~§(1+x)3/2 +(1+x)Y2 }-c

I= je”t cos (rt)dt

I= ”21” e[ msen(nt)-cos(rt) |+C
I= J‘ezxser)(x)dx

Iz—%ezx (2sen(x)-cos(x))+C
I= jex cos (3x)dx

I =3 sen (3x)++5-e" cos (3x)+C

1
10

I:

jcosecs(x)dx

1
[=5

[ —cosec(x) cotg(x)+Ln|cosec x — cotg x| ]+ C
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5. INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

5.1 INTEGRALESDELTIPO

_ m no
n = jsen u-cos’ u-du

CASOS:

ler. CASO I

Cuando “m v n” sean un nimero ENTERO IMPAR POSITIVO, no
importa lo que sea el otro exponente.

METODOS A SEGUIR

El de potencia IMPAR, se descompone como el producto de dos factores, tal que,
el primer factor tenga POTENCIA UNQO y el segundo factor tendrd potencia, la di-
ferencia (que seré par).

lﬁstE

El segundo factor, que tiene potencia par, se expresa (segtn el caso) en funcién
de una de las siguientes identidades:

senu=1-cos?u

cos?u =1-sen’u
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Después de las operaciones anteriores, las integrales que se obtienen son faciles
de calcular, puesto que son la inmediata aplicacién de la férmula:

n+1

j‘“n‘du:“n'lJrC n#l

En la alternativa c) se tiene que: si m A n son enteros impares positivos, entonces
se prefiere trabajar con aquel factor que tenga la menor potencia impar.

Veamos la forma general en que debemos proceder:

A) Si m=2k+1 (impar) para todo ke Z"*

Laintegral [= jsenZk “ly.cos" u-du sedescompone en:

I= j-senu -sen®* - cos" u-du

\
L—Factor de potencia PAR
Factor de potencia UNO

I= jsenu - (sen®u)* - cos" u - du

I= Jsenu -(1-cos®u)f - cos™u - du

Desarrollando (1—cosu)* v multiplicando por cos” u, obtenemos integrales
inmediatos que seran potencias del cosu.

B) Si n=2k+1 (impar) para todo ke Z" .

La integral:

I= J'senm u-cos?**1 y.du, se descompone en:

89
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I= |sen™u-cos® u-cosu-du
I= |sen™u-(cos®u) - cosu-du
I= }sen™u-(1-sen®u) - cosu-du

Desarrollando (1 -sen®u)f y multiplicando por sen™u , obtendremos integrales

gue serén potencias de senu

Ejemplos:

@ Calcular: [= |sen® x-cos® x - dx

Solucién: La funcién sen® (2x) descomponer en sen{2x) sen2(2x).

sen3(2x) . cos5(2x) - dx

Lv* ‘Trabajamos con este factor por
tener la menor potencia IMPAR

S0
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= }sen(2x): sen’® (2x)- cos® (2x)dx

I= sen(2x)-(1~cosz(2x))-cos5(2x)dx

I= }sen (2x)-c:os5 (2x) dx ~ jsen(Zx)-coJ (2x)- dx

— B el

6 8 (e
_ 1. cos’(2x) 1) cos® (2x)
I= ( 2) 8 c

1:-.%2.4;056 (2x)+516~-c058 (2x)+C

Calcular: = ICOSS(3X)-Sen7 (3x) dx

Solucién: La funcién cos® (3x) se descompone en cos.(3x)cos2 (3x):

I= }cos(3x)-cos® (3)c)~sen7 {3x)dx

'

I= }cos (SX).(1~sen2 (3x))-sen7{3x)dx

[= cos(3x)~sen7 {(3x)dx - jcos (3)()-sen9 (3x)dx

sen® (3x)

10,
_1. 1 sen (3x)
[=5-—3 51 tC
Iz-z—lg-sen‘?' (3x)~§% sen'? (3x)+C
5
Calcular: = jwdx
cos“ (2x)

Solucién: La funcion sen5(2x) se descompone en sen{Zx)sen4(2x).
I= jsenf’ (2x)-cos™? (2x) - dx

I= jsen (2x)-sen4 (2)()‘cos”2 (2x) dx

N
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o

I= }sen (2)()-(se1n2 (2x))2 .cos™? (2x) dx

I= sen(Zx)-(l—c052 (2><))2 . cos™? (2x)-dx

-

[ = sen(Zx)-(l»Zcos2 (2x)+ cos® (2x))-cos‘2 (2x) dx

[= sen(Zx)cos"2 (2x)dx -2 jsen(Zx)dXJr j‘sen(Zx)-cosz (2x)dx

-1 3
_ 1, cos (2x) 1, 1, cos” (2x)
] =1 W,Q(WTZ cos(2x))—§ = EdLC

I:—%—-sec(2x)+cos(2x)—%'coss (2x)+C

Calcular: = jmacgmﬁ 0 . 4o

ysend

Solucion: La funcién coss(e) se descompone en cos((9)cos4 (@) .

I= |cos®@-sen3 0.do

I= }cosd-cos*.sen" V3 0.do

[= co:s«‘)'(cosze)2 sen"¥3@.deo

-

I= }cosd-(1-sen? 0y sen” V9. deo

.

21l
I= cosa9-(1~25en29+sen48)~sen 36.-do

* 5

u
I= |cosO-sen’*0de-2 Jcos@sen'ﬁ@d(%- jcos&serﬁ o d¢

L

py 8 14
I=+—%sen 38«%sen39+%sen3 6+C

Calcular: = .‘-sens 26 - cos® 26 do

Solucién: Descomponer sen’ (29)=sen(29)-sen2 (20)
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I= |sen20sen? 20 cos® 26 d6 = |sen 26 {(1- cos? 20) cos® 26 do
6 8
I= }sen 26 cos® 20d6 - |sen 20 cos’ -20do = -«721— COS@ 20 ﬂ+—é— . COSS 20

i

L 6 L 8
! 75 COS 26+16cos 20+C

@ Calcular: [ = |cos® 30 sen’ 30d6

@ Calcular: I= |sen® 5x dx

Solucién: La funcién sen®5x se descompone en senbx - sen®5x .

I= {sen5x-sen?5x dx = senSx(1~cos‘2 5x)dx
= |sen5x dx - |sen5x cos? 5x dx

3
. 1} cos” bx
I-%(-cos5x)-(—-—5—) 5—+C

[=-LcosBx+-tcos®5x+C

5 15
@ Calcular: |

cos® 2xdx
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Solucién: Descomponer cos®(2x) en cos(2x)-cosz(2x)

I= |cos2x cos® 2x dx = Icos 2x (1—~sen2 2x)dx
= | cos 2x dx — | cos 2x sen? 2x dx
sen® 2x
I:%sen2x-«%———§~——+c

I=%sen2x~-})—sen32x+c

Calcular: = [sen® x dx

@ Calcular: = |sen’ 3xdx

Solucién: Descomponer sen’ 3x en sen3x - sen®3x

I= |oos3x cos® 3x dx = IcosBx (cos2 3x)3dx = .[cos 3x(1 —sen? 3x)3 dx

= | cos3x (1-3sen? 3x + 3 sen* 3x —sen® 3x)dx

= Jcos3x dx -3 |cos3x sen? 3xdx+3 |cos3x sen® 3x dx ~ ."cos 3x sen® 3x dx

94 1
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il

sen® 3x 31 sen” 3x _ 1 sen’3x +C
3 7

1 -31
sen 3x 33 5 i

3

sen’ 3x+C

i

-:1,; sen 3x - % sen® 3x + -é- sen® 3x -

@_' Calcular: [ = }sen® x dx

Solucion: Descomponer sen®x en senx - sen®x

sen x sen? x dx

I= }sen x (sen” x)? dx

-

I= |senx(1-cos? x)? dx

I= senx(1—20053x+cos4x)dx
I= |senxdx-2 |senxcos®xdx+ sen x cos? x dx
— cosS 5
[=-cosx—2 -——C—%S»l —LExLC . i
I:acosx+~§-cosgx~%cos5x+c
2do. CASO Sea I= |sen™ucos" udu

.

L
.
. %,»g,gﬁﬁ%mw ?L . o o

L e .

3 =

*‘“ n 2

o

o
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@ Calcular: = jsenz x dx

Solucion:

1~ 2
- I( cgs X)dx
Id ~—é— jcostdx

~1.1
3 23en2x

x~%sen 2x+C

It
N]»-A

o m]r—-

i

Calcular: = {cos® xdx
feos

Solucién:

I= J'(1+cozs2x)dx

dx+—~ j‘cos 2x dx

il

X + %(sean)-%C

]

]
[ L

>
+
N mb—a

sen2x +C

Calcular: [ = Icosé?:xdx

Solucion:
= j(cosz 3x)3dx

- v“(1+cgséx )de

Calcular: [= J-sen4 2x dx

Solucion:

I = (senz 2x)2dx

»

- (] cos4x)2dx

%(1 2cos4x + cos? 4x)dx

v

~ 3 1 1 2
=g jdx-—-é- jcos4xdx+z fcos 4xdx

{
s

=1ly_1.1 1 (3..:025_8._&)
x-7 4sen4x+4j 5 dx

N

i

x~—-§-sen4x+-§ J‘dx+% jcosSxdx

X— sen4x+ix+3~ lsen8x+C

]
e S N N

sendx +2sen8x+C

X= &

=-é- I(1+3 cos 6x + 3cos? 6x + cos® 6x) dx
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1 3 3
:gjdx+-8— J.cos6xdx+

iy Icos2 6x dx +1

5 J.cosg 6x dx

=1 3.1 3 (1+C0512x) 1 2
=g X+3 6sen6x+8 J. — dx+8 cos 6x cos” 6x dx

1,1 3 1 2

§x+16 sen6x+16x+16 J‘colexdxng jcos6x(1 sen” 6x) dx
-1 1 3 3.1 1 1 2
-§x+16sen6x+16x+16 is sen12x+8 J‘cos6xdx 3 !coszsen 6x dx

3

=5 yilg L 1.1 _1,1, sen 6x
=15 X +7g er16><+~645<an12)c+8 6sent')x 5% 3 +C
=35 y4+lg 1 L 1 send 6 >
=35 X+ 3¢ en6x+64sen12x+4ssen6x 747 sen 6x+C

®

Calcular: = jsen4 5x cos? 5x dx

Solucién:

I= |(sen®5x- c052 5x) sen® 5xdx

= | (sen 5x - cos 5x )% sen® 5xdx

. 2 .\
sen 10 x 1-cos10x
= ( z ) ( ) ) dx

P 1- cos10x
.- § sen“10x cos
0 (15 Jax

L J

=1 jsen2 10xdx-% Isenz 10x cos10xdx

1 - cos 20x 1 1 sen® 10x
J‘(”’“é"“”)dx"‘ 63

H
owof—

X "TIE J.COSZOX dx —7}(—5 sen® 10x

i
S

slosen®10x +C

]

;(»—- ;(»—l

x-—% L sen20x -

20 240

sen20x — =L-sen® 10x + C

1
X505 240

]
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. Calcular: . Calcular:

= | cos® &-sen® £-dx I= |(2-send)* do
Solucién: Solucién:
I=..(cos2-§—-sen2~’2ivc052-’2‘—dx I= |(4-4senf+sen®8)do
=.‘(cos-’z£-sen-’—2‘- 2cos222sax =4 |do-4 Isen9d0+ sen” 6d6
=..{se;" 1L i =40 -4 (-cosf)+ 1-7-5%?—2—@ dé
=4 senzxdx+—é— sen®x cos xdx =49+4cosﬁ+%9—-—% cos 26 do
SRR [ 12 AT R E e =40+4cos6+10-%-Lsen20+C

it

%H+4cosé}—%sen29+c.
:-Lx—~3% costdx+-Q%sen3x+C

=l d .1 L sen®
TRTS Zsen2x+24sen x+C

it
'»
=
i
le
w
o]
3
N
=
+
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PO

Calcular: = J( ./ sen 26 —cos 26 )2 deo

Solucién:

I= J.(senZH——Z sen 26 - cos 26 + cos? 29)(:16’
= j.sen 20d6-2 jcosZ@(sen 2(9)1/2 dé + Icosz 260 do
3/2
=-Jcos 29»2-—%—'(—55%-?1—4' j%(1+cos 46)do

-1 —2 32 1 1
= 200529 % sen 26’+29+2 cos 40 d@

[

__1 2 o2 1 i 1
»~-2—c0525'~§sen/ 26+-§9+7-Z-sen49+c

__1 2 3f2 1 1
‘—§c0529—§sen/ 29+—2— 6+§sen46’+c

Calcular: [= J. sen? 20 cos* 26 do

Solucion:
I= I(sen 260cos 29)4 de

]

(.;—sen49)4 do

1 fens
16 | sen™ 46 d¢@
_ 1 {rcon? apy2
=15 |(sen 40 do

1 (1 cos80 2 1 2
=715 ( 5 ) df =25 | (1~2cos 86 +cos” 86)d6
=L0-% J.c0589d9+—615 cos® 86 d@

2 1+cos 166

=& 0-%4 Lsen80+4 (_—__—*C‘z"’ )dg
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1 2 1 1
640—25659n88+1289+128 cos 16 6 d@
_.3 1 1.1
——-1288~256sen8¢9+128 16ser1166?+C
_3 1 1
ﬁ64c9~256sen89+~———«20483en168+c

9.2. INTEGRALES DE LAS FORMAS

e
.

. .
. . i . . W &4;} )”,?ﬁ'
. v .
N / N )

ﬂ
7

i it i

i i

i
.

.
i
i
"x:#fw"‘%%%‘zfu,

L i i o
L W

i

=~ cos 6x+%cos (2x)+ C, cos(-2x) = cos 2x

. Calcular: = }sen2x-cosdxdx

Soluciéon .
@ Calcular: | = }sen3x-sen2x dx
[ = |sen 2x-cosdx dx
Solucion:
= %[sen(Zx +4x)+sen(2x ~ 4x))dx
I= —é—[cos(Sx ~2x)-cos(3x +2x)]dx

li

-%— sen 6x dx +% sen(-2x)dx

]

%— cos x dx —--%- cosHxdx
:-%w%(»cos 6x)+L{~L}((~cos(-2x))dx

AN ) )
ﬁfSQﬂX““ﬂjS@ﬂSX'}"c
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Calcular:

I= }cosdx-cos3xdx

Solucion:

cosdx - cos3xdx

—
il

it

% {cos(4x+3x)+ cos{dx —3x)]dx

1

%— cos?xdxq»% cos x dx

sen7x+~fzsenx+c

Do
\If‘»—-ﬂ

1 L1
T sen 7x + Zsenx+C

it

Calcular:

I= ) cosbxcos 8x dx

Solucion:
I'= }cosBx-cos 8x dx

= | Slcos(5x +8x) + cos(5x - 8x)Jdx

1

-%— cosledx+—§~ cos (~3x) dx

32~- 113— senl13x +—72‘— . (0%)sen(~3x) +C

i

-sen 13x -2 sen (-3x)+C

Zsen18x++sen 3x+C

26 6

il

N
.

9.3. INTEGRALES DE LA FORMA j tg"udu 6 fctg"udu

Cuando “n” es un ndmero entero positivo, se procede del siguiente modo:

El primer paso, es descomponer la potencia tggu (o ctg"u) en dos factores, de

tal modo que el primer factor debe ser siempre tgzu (o ctgzu).
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Es decir:
I=Itg"udu I= jctg”udu
1Paso | = |tg?utg" " udu = J.ctgzu - ctg" Zudu
2* Paso | = (seczu-l)tg”’zudu - I(CSCZU—I)ctg"'Zudu
3 Paso | = |sec®u-tg" Zudu- jtg“”zudu = Jcscz u-ctg" 2udu- j.ctg"—zudu
Ejemplos:
. - 4 . _ 5
Calcular: [= jtg 6de Calcular: [= I tg® 2x dx
Solucién: Solucién:
[, 4 1= [tgo2x dx
I= }tg” 6do

tg2 /] t92 @ do

(sec®0-1)tg? 6 do

sec? 9 tg® 6 do - thz 6do

3
=80 j‘(sec20-1)d9
=%th0- Isecz 6deo + j.de

=%tg30~t90+9+C

102

tg2 2x - tg3 2x dx

(sec? 2x —1)tg® 2x dx

sec?2x - tg3 2x dx - IthZxdx

b e, v

J‘tg22x-tg 2x dx
4 2
1g” 2x - J’(sec 2x-1)tg2xdx

=1 tg® 2x - J.sec22x - tg2xdx + jthxdx

. tgz 2x
2

-tg*2x -1 tg® 2x + 1 Ln|sec2x| +C

=1 -tg*2x -3 L2 1 1 Lnjsec2x|

1
8
1
8
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Calcular: [= |ctg® Fdx
Solucion:

ctg? 5 ctgFdx
= |(esc® £-1)cig - dx

= (L‘SCZ

FocigF- |cigf

ctg® —g-

=-3—*-3Lnjsen%|+ C

H

—g’—-ctg2 £-3Lnfsen%|+ C

Calcular: = |ctg®axdx

Solucién:

cthax dx
ctgzax . ctggax dx

= (csczax—l)ctg ax dx
= | escPax - ctglax dx —

ctg®ax dx
L4
_ _ldglax

2
a 4 (csc

ax —1)ctgaxdx

B

4
— . J‘csczax ‘ctgax + | ctgaxdx

1 ctatax - - 1)ggt ax
4actgax

a 2

i

1

- Ln|senax|
=L cta?ax + - cta?
= 4actg ax + 5= ctg©ax

+L-Ln|senax| + K

Calcular: = |ctg*30do

Solucién:

i

.
B
Wi

g e
i -
e S -

.
"

. g
o . L
G i i
/ﬁ{%}t{ﬂﬁ’r';}i& die S
sk G R
i 5B
e D
-
-

-
o L
. .
. e o
- .
.
.

o

i
.

.
.

G

-
-

o
.

-

i

e

o
-

o
e
.
&
- i
S e
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54. INTEGRALES DE LA FORMA f sec’udu o f esc "udu

CASOS:

CASOI , Si n es un nimero entero impar positivo, entonces se recurre a la
Integracién por partes.

CASOII} Si n es un ndmero entero par positivo, entonces la potencia sec” u
(6 cscu) se expresa como el producto de dos factores, de tal for-
ma, que el primer factor sea sec®u (6 csc®u ) v el sequndo factor
sec" % u (6 csc""?u) se expresa en términos de la identidad tri-
gonométrica:

sec?u= tgzu +1] 6 |esc? = ctgzu +1
de esta forma las integrales que resultan seran potencias de la tgu
6 ctgu .
Es decir:

I= }ysec" udu

= |sec? u-sec™? udu

. n-2
= seczu-(sec2 u) 2 du

n-2
= |sec? u-(tg?+1) 2 du

Ejemplos:

Calcular: jsec4 %—x dx

-

csc” u du

2 2

csc” u-cse™ udu

n-2
csc? u'(csczu) 2 du

n-2
esc? u-(ctg®+1) 2 du
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Solucioén:

j= sec4%xdx=jsec2-—;~x~sec2%xdx

= secQ—é-x-(th%stl)du

= seczé—x-tgzéxdx+ J‘sec2 Lxdx

tg> L
:2.§%+2-tg—%x+K

=2.4g°1 Ly
=£.1g” sx+2ig5x+ K

} Calcular: [= }sec®56d6
J

Solucioén:

I= |sec? 56-sect 50 do
= |sec? 56 (sec® 50)% do
= }sec? 56 (tg2 50+1)° do

= |sec® 56 (tg® 50+ 219”56 +1)do

= {sec?50- tg4 56 d6¢

L

+2 J‘secz 560192 56 d6 + jsecZSSdH

5 3
=%-t9550+2-%—~19 50+%-tg5¢9+l{

3

=k tg°50+Z tg°50+1 1g50+K

Calcular: [= jcsc4 8deo

Solucioén:

I= }csc?@-csc? 0do

-

= |csc?d (ctg29 +1)de

il

csc?o - ctg2d6 + J‘cscze da

*

= w%—ctg‘?{) ~ctgf +K
Calcular: [ = Jcscg 36d6
Solucion:

I= Jcscz 30 - csc® 30.d6
= csc? 30(csc? 30)° do
= "-c:sc2 SH(C‘(QZSH + 1)3 de
= J‘csc2 30(ctg®30 + 3ctg? 30
+ 3ctg2 360+ 1)dd

- J csc?30 - ctg® 30 do

+3 J.csc2 36 - <:tg4 30

+3 J-CSCZS[) cctg?360 do + f csc?30de

7 o 50,
_1.cg'3¢ __L)ctg 36
377 *3( 375

+3( )95~ Leig30

==k ctg’30-1 ctg®30 -1 ctg® 30

~3ctg36+K
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Calcular: [= }csc®

X
2
Solucion:
[= csc6~’§-~dx
- 2x.,coctx,
= fesc“§-esct S dx
= csc2£~(csc22<-)2dx
2 2
[ 2 2 2
= }esc %-(ctg —’2‘-+1) dx

9.5  INTEGRALES DE LA FORMA:

CASOS:

CASD1 )

Integrales de la forma

i

tg" sec?" udu

f

tg" usec’udu 6

1t

J.csczg-(ctg4§+2c’tg2%+1)dx

]

2 4
J‘csc Z-clg 5 edx

£ dx

2 2 x 2
+2 jcsc -’2£vctg -z—dx-f-J‘CSC 5

5 x 3

ctg” & tg” £
2.5 24 2(-2) 5 2 (-2)ctg X+ K

=“%-ctg5§~%~ctg3§—~2ctg§+K

ctg™u - esc” udu

Cuando n=2k es nimero entero positivo par, se procede como las

54 . Asf:

m

tg" u

sec? u

secgk*z,ud,u

o

sec? Y7

k-1

du

o

tg" ul tg®u +1]
[y

multiplicar

Todas las integrales resultan potencias de tgu .

Cuando “m” es impar A n es impar 6 par se procede en descomponer en fac-

tores, tal que, aparezcan necesariamente juntos los factores sec y-tgu (6

¢sc i - ctg i) para poder, finalmente integrar como potencias de sec i (6
CSC U ), segln sea la forma.
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Ejemplos:
Calcular:

] = jtg?’ 6 sec* 6 do

Solucion:

[= |tg%6 - (sec? ) sec? 9 do

= |tg®0- (ta® 0+1) sec? 0 do

= tg® 0 - sec®0do + jtgs 0 -sec’0do

_,
mz\
&
S
)
e
&)
>

6 4

Calcular:

1= th3 8-sec® 6 do

Solucion:
1= J‘tgf)- sec - tgzé’sec46 dae
= J.tgﬁ»SecB-{secZH~1)sec4{)a‘0

= jtg& -sect - sec’ 0do - .[tgf) »secd sectgdo

5 5
sec’ & sec” &
= -~ —< + K
5

103} Calcular: [= J‘tg5 2x sec? 2x dx

Solucién:

I= j.tg2x +sec2x - tg4 2x - sec? 2x - dx

= jthx -sec2x - (tg2 2x)2 sec? 2x dx

= |tg2x-sec2x- (sec2 25— 1)2 sec? 2x dx

= tg2x-se':2x-(sec4 2x - 2sec? 2x+1)sec2 2x - dx

=1 .sec” 9x-1.s0c52x + 1. sec? 2x +
=5 " sec 2x z - sec 2x+6 sec’ 2x+K

= tg2><-sec2x~sec6 2x dx -2 thZx-sec2x-sec42xdx+ jthx-sech-secZZde
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Calcular: = Ictg39 -csct 6 do

Solucién:

I= ctg3 6-csct o do
> FO

= fctg® -] csc? 0 |- csc? 6 do

= ctg3 6-csc? - (ctg26+1) deo

= Jetg® 6| csc? 6 d6’+jct939- csc” | 6dE

o

6 4
__dg" 8 cdgs
=-—— - tK

= --é . ctg6(9~%- ctg4e9+K

Calcular: [= J‘ctg5 6x - csc’ 6x dx

Solucién:

Fijo

Izj’.ag%x.csc%x.dx

L= I(ctng . csc6x)(ctg26x)2 -esc® 6xdx
= J’(ctg 6x - cscHx) (csc2 6x —1)% csc® 6xdx
= J‘(ctg 6x - cscHx) (csc:4 6x -2 csc? 6x + 1)csc6 6xdx

= jctg 6x - cscbxcscl06x dx ~ 2 J‘ctg 6x - csc 6x csc® 6x dx + J.ctg6x ~cscbx - csc®6x - dx

11 9 ;
__1 ., cscbx _ _ 1Y), cscbx _1)csc6x
=% 11 2( 6) ] + ( 6) 7 *
9

—L.csc? 1. oc 6x S

55 ' CsC b6x + 5 5 75 © Cs¢ 6x + K
=_L . cgcil 1 cse?® I SN
=—geCsC 6x + 55 * CSC 6x 15 " CSC 6x + K
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Calcular: [= jctg359 -csc? 50do

Solucién:

. FJo

I= cta56 - csc 50 |- ctg® 56 - csc® 50d6

= | (ctg 560 - csc 56) - (csc? 50— 1) csc>50d6

= |(ctg 5O -csc 58)- csc® 50 do — J.(Ctg59; cseHa) - csc® 56 d6

(5} . 4
= 1 o 50 _ (.,_1_) . Gsc 50
= 5 3 5. 3 + K
= I S 6 L . oescl
= 35 csc” 54 + 25 cs¢* 5 + K

Otra forma de resolver

También se puede integrar como el caso [ :
Asi:

I= fctg® 56 csc? 56 do
= ctg3 56 - csc? 56 - csc 50 do

= ctg?’ 56 - (cotg2 56 +1) csc® 56 d@

= | ctg® 56(csc? 56) do + j ctg®50(csc? 50)dd

_ 1 . ca®56 _1), ca'se
= 5 6 + ( 5) 4 *
6 4
= _..3% - ctg® 50 - ~210~-Ctg 56 + K
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Calcular: [= tg2x .sec? x - dx

6. INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA DE FUNCIONES
QUE CONTIENEN: Vo2 -2 . V2 -a® | Vi +d?

Para estos casos, el método més corto para Integrar tales funciones es efectuar un
cambio de variable del siguiente modo:

Funcidn Tridngulo a construir Hacer Sustitucién
a u
u _ = 1]
o —u2 U= seng u=asen
du=acos #do
& u=asect
u? - a? u N; %ZSQCQ du=asec 6 tgd do
/8) <
14
Vv
L% ¢ ) u p u=atgéd
2, .2 W = =1g
wra A a du = a sec® 8 df
7
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Hallar: I=

.
<202
Solucién:

Hacer 2 X % =senfl ——> x=2send

) —> dx = 2cosf dO
Ja-x?2

2cos0 df : 2cos 6 dd

Sustituyendo: I = = .
4 (4-4sen?9)¥% 43/2(1 _sen?p)3/e
— 2cosfdg 1 ] cosfdo ;_1_' 1
29 (coszf})glz 4 cos® o 4 cos? g
=1 |sec?0do=11g0+K

Calcular: [ =

Solucién:

Hacer

%x’b :%-zsec& — y:ﬁsecﬁ

7l —_— dy:ﬁsecé’-tg@d@

)

st
7

-

.

=

- W&.ﬁﬂ‘j@u o
L

o
.
.

.

.

o

-
o

G R

o
L
e
S

G i
-
S e .
o
.
. ... .
.
. . .
. -
L e
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Calcular: I= ——;ﬁy?

Solucion:

Hacer X -
oy ﬁ~tg9 — x—w/-?_tg@

=J2sec?0do

P
!

Solucién:
3 _ -
Hacer (o L=1gf — x = 3tgd
|
x o) dx = 3sec? 6 do
/8) 2
9
3 —%—L:secﬁ > Vx? +9 =3secd
Sustituiren | :
[= 3sec - tgd do

27 sec® 0 (319 0)

A, 1 =1, z
5 =% dg = 5+ | cos & dé
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ey
N),r—-a

m;H

%‘iw

i

i

g &

i

2

&

dx

2
@ Calcular: [= j' "6*’9
X

Solucion:
9
X
/)
q

Hacer

{
{

F=sec —>

- (1+cos20)d6

I 1+ cos26)do

9+%-sen26]

9+—%—-25en9-cos€}

\/xz -9

.3
x

3Jx% -9
arcsec(-’é—)—f— =~ }.”(,
X

x =3secd

——

Sustituir:
I= j 365ec6 (3sec? 0do) = sec’0 g
3 tg” &
1
=Ll |e=legg=L. cos® 9 do _ 1. feoslade
3¢ sendo 81 cos®@-sen®g 81 sen® 0
co560 -
3 -
=g g .1 =L, 30, csc3
T8 j( gg:o) wen3g df = 5 ] cotg“@ - csc® @db
""§1T‘ (cotg 8 csc B) - cotg®8 - csc? 6 d6
=& |cotg - csc - (csc? 6 -1) esc? 66

www.EreeLibros.org

dx =3secd - tgd do

““{29‘:‘%= tgd —> Vx%-9=3tgd
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Il

L. Wctgh - csch)- csct 9 do ~-81—1 (ctgf - cscB)csc? 6do

i

Slee 1 1yecd K

81 5 81 3
S S ) 1 ese
= =55 " OS¢ 9+243 csc” B+ K
5 3
-1, ...).fj_g.. I S ____M +K
405 X 243 X

=l (24972 1 (x® 1+ 92 4K
405 x 243

X

@ Calcular: [= dx
(1-2x)* Jax? - dx -4

Solucidn:

Lo primero que se haréd es completar cuadrados en el radical, asf:

4x% -4x -4 =4x% -4x+1-1-4
| NN
=(2x-1% -5

=(1-2x?%-5
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Sustituyendo, obtenemos:

[= J' »—‘fz—gsecﬁtgﬁdﬁ
(Jgsec:f})4 \j(\/gsece)z -5
\/‘ I sec&tgﬂdﬂ

25 sec* g 5tg«9 2(25) \/” _“sec g

ll

-Ic0339d6:%% cos @ - cos 9d9——— Icosg(l sen” 8)de

=—%-[ jcos(?d6~ J-cosﬁsenQHdQ}

‘l»{senH sen 9}+C

50
1 y1-2x72-5 4 (1-2x7 -5 ’
=% T Yol T ) tC
Calcular: [= j‘x‘g (?l~x2 )1/4 dx
Solucion:
Hacer: $=senf ——> x=send
1 x — dx =cosf df
£6)
\h —x2

Sustituyendo:

I= sen36~(1—sen29)1/4c059 dé
= |sen® 6. (cos2 9)1/4 cos@ do
= |sen® 8- cos? 0. coso do

= |(sené) sen 8- cos¥? 6. do
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= |sen@-(1-cos? ) cos2 9 do

= {sen@ - cos¥? 9 do - jsen9~c053/2 - cos® 6 do

= sen9-0053/29d9 - J.sené’-coswzgdé)

_ cos? 8 + cos? 0 +
B %+1 §+1
=-2.c0s%%0 + %—-cosg/zﬁ +
5/2 —\9/2
2
=-£. (\/1 X ) + %—*(\/I—X ) +
=-2.(1-x*) + 2.1-xy + C

@ Calcular: [= j Q-xide
(2+\f3+6x—9x2)
Solucién:

Completar cuadrados en el radical, asf tendremos:

3+6x-9x% =3-(9x% ~6x +..)
=3-(9x% -6x+1-1)
=3-(9x% -6x+1)+1

=4-(3x-1)
Luego: I= j . Y
(2+4a-(3x-1)?)

Hacer la siguiente sustitucion:
3x 1

=senf —> 3x-1=2senfd — x=-:1,:(1+2$en9)
— 3dx =2cos6 db
— dx=~§--cos€d(9

J4-0Gx-1)7°

Ademas: 4 —(3x-1)% =2cosd
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i
i
v
.

]

i ety
.

L

i

i il
.
b il
o 0
- .

.
o

. /,?,'
. ,
L

wﬂ&” o

.
o L

L

) il
i Aol G g ./
e i ) i B

Hacer la siguiente sustitucién:

1+cosf = 2c052g-

send = 2sen% . cos—g—

cos@ = cos® & —sen? £
2 2
(1- 8. 05l 2 9 gonll
L teqo: 11 (1 25en2 cosz)(cos %~ sen 2)d9
go: ©9 4cos? &
57
_1 (cos‘?%—senzg—Zse —g--coss%Zsensg—Acos%)de
36 0054%

Separando en Suma de Integrales obtendremos:

_ 1. 1 sen®0/2  2send/2 + 2sen® /2 de
-~ 36 cos® % cos? % oos% cos® %

-1, 20 1528 .40c2 8 _ A 38
= sec tg® 5 -sec® 5-21g 5 +21tg 5 dé

36
=i. 2tg%——2§—3—2——2(2)Ln sec%]+2 tgggdﬁ
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Donde: tg3%cd6’: tgz%tg—%-dé?: (secz—g——l)tg%d9

= 24 g .46 - g,
= |sec® 5-tg$-df- |tg5-do

=2-1%Z-%—2Ln]secg}

=tg? —‘;——ZLn'secgl

i

Luego: [ —S}E[Ztgg—%-tQS %—4Lnisec-g~i+2tg2 %~4Ln|sec—§”

i

glg[Ztg—gw%-tgf%~8Ln!sec%l+2tg2 Q} +C

Calcular: I= \/_gi__

Solucidén:

Calcular: I= j i3
@ ;f x% -2x-8
Completar cuadrados en el denominador:

Asf tendremos:  x% -2x -8 =(x2 -2x+..)-8
=(x®-2x+1-1)-8
(x-1% -9

)
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Entonces: [ = J‘ —
(x-1)%2-9

Hacer la sustitucién:

[T

£ =senf ——> x=2send

NG -9 2
— dx =2cos@ db

3secd tgd d e
_ j__sﬁgtg_,_;fwf)_: J'secé?dé?:Ln{secf)%»tgﬁ‘ +C

1 o1
=Ln f~l+...._.....,____.“‘(x 17 -9

3 5 t+C

=Ln +C

=Ln x—1+\/(x~1)2~9:~Ln3+C
an’x»1+\!(x~l)2-—93+Lnk , c-Ln3=Lnk
= Ln(k|x-1+y(x-12 -9}

x‘l-fr\/v(x—l)z -9
3
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7. INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES

Una funcién racional es aquella cuyo numerador y denominador son polinomios
enteros, es decir son funciones en que la variable esté afectada de exponentes ente-
ros positivos.

Si el grado del numerado es mayor o igual al del denominador, deberé dividirse
para obtener una expresién mixta.

Para integrar una expresién diferencial que contenga una funcién racional en e]
cual el denominador pueda descomponerse en factores primos reales, deberé tener-
se en cuenta cuatro casos:

ler. CASO !

Ejemplo:

. _ 2x -1
Hallar: [= jm dx

Solucién:

El nmero de factores que existan en el denominador indicara el niimero de
fracciones que deberé separarse, asi: En el presente ejemplo hay 3 factores en el
denominador, lo cual indica que habrén 3 fracciones.

2x -1
Sy o x txz T
\__.___V__..._.J

— 1t

Tres factores, implica formar
tres fracciones

En consecuencia: 3

En el numerador de cada fraccién se escribe una constante, asi:

C

+ x+3

x x-2

Ahora los siguientes pasos son para hallar las constantes A, By C.

120




La Antiderivada y la Integral Indefinida

Quitar los denominadores, simplificar v ordenar, asi obtendremos que:

i

Alx—2)(x+3)+ Bx(x+3)+ Cx(x-2)| (3
Ax? + Ax — 6A + Bx? + 3Bx + Cx? - 2Cx
2x-1=(A+B+C)x? +(A+3B-2C)x~6A

|2x—1

H

Esta ecuacién es una identidad, para todo x € R. En consecuencia habra que
igualar los coeficientes de las variables de igual potencia, asf:

A+B+C=0 (D
A+3B-2C=2 2)
~6A=-1 (3

Resolviendo este sistema de ecuaciones, obtenemos:

Sustituir los valores de A, By C en el paso 2, asi obtenemos:

6 310  -7)15
x x-2 x+3

Finalmente, integramos cada fraccién:
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I

1 3 |1 7 {1
%I?ﬂ+ﬁjwam'ﬁj7ﬁm
2%-Ln|x|+%-Ln]x—2] —T%-Ln|x+3| +£,;

LnK
~ KX V6 (x _ 2)3/10
- Ln( (x + 3y 15

71.  METODO PRACTICO PARAHALLARA,BY C

Un método préctico, répido v breve para hallar las constantes A, B y C es sustitu-
yendo, en la ecuacién 3%, la variable “x” por los “PUNTOS CRITICOS”.

Veamos cémo es esto:
En primer lugar, los “PUNTOS CRITICOS” se hallan igualando a cero cada factor del
denominador en la fraccién inicial.

En el presente ejemplo, tenemos:  x(x - 2)(x+3)=0 <

i

0
2

x X %
I

-3

I

En segundo lugar, cada punto critico se sustituye en la identidad (3*)
Asftendremos en: 2x-1=A{x-2)(x+3)+Bx(x+3)+Cx{x-2)

Si x=0 - 2(0)-1=A0-2)(0+3)+B(0)0+3)+C(0)0-2)

1--6A + 0 + 0
A=1
Si x=2 — 22)-1= 0 + B@2)(@2+5) + 0
3-10B
_ 3
B=15
Si x=-3 - 2(-3)-1= 0 + +0+C(-3)(-3-2)
7-15C
_ 7
C=-1
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2do, CASO I

Ejemplo:
Hallar: = |- 3){‘ __G_A_?_ dy
{x-1)(x+1)7
Solucidn:

Hay 3 FACTORES en el denominador, entonces habran 3 fracciones. El factor
{x +1) se repite dos veces.

2
Entonces: M—-Q-:__TJF___Z_JF ‘
(x-Di{x+1? x-1 (x+1)? x-1
I S N |

3 factores inplica formar 3 fracciones

El factor (x +1) que se repite dos veces, se escribe descendiendo su grado (de
grado dos hasta grado uno).

Como el factor que se repite es de prirmer grado entonces se escribe una cons-
tante en cada numerador.

3x%4Bx . _A L, _B ., _C

Asf tenemos:
(x-Dx+17 x 1  xep? 0 oxtl

Ahora, debemos hallar A, By C.

Quitar los DENOMINADORES teniendo en cuenta que el minimo comun mltiplo
es (x —1)(x+1)%.
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Continuacién del problema

Por el método préctico, optamos por operar del siguiente modo.

En primer lugar, los puntos criticos se obtienen igualando a cero, el denomina-
dor de la fraccién inicial.

. . 2 X = 1
En consecuencia si: (x - 1)(x+1)* =0 <

x=-~1

En segundo lugar, sustituir cada punto critico en la siguiente identidad:
(¥)  3x?+5x=A(x+1)? +B(x~1)+Clx+1)(x -1)

Luego: si x=1 - 3+5=A(1+1?+0+0
8 = A(2)?
8=4A

si x=-1 - 3-5=0+B(-1-1)+0
-2=-2B

Ahora nos falta hallar el valor de C, pero como ya no existen més puntos cxiti-

e

cos, entonces damos a “x” cualquier otro valor.

En consecuencia, volvamos a la ecuacién (*).

Supongamos que:  si x=0 - 0=A-B-C
Pero: A=2 yB=1 0=2-1-C
0=1-C

Paso 4 |

124
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Integrar cada fraccién:

— 2 1 1
= j.xﬁldx + dex + jx”dx

=2Lnlx~1 + "’(x«»l)"zdx + Lnjx+1+C | C=Lnk

—2lnjx-1] « beely? 4 Lnjx+1]+ Lnk

H

I=Lnk(x-1%(x+1) - -

x+1

3er. CASO }

Ejemplo:
3
Hallar: 1= I A ixrl gy
{(x=1){(x “+x+1)
Solucion:

El grado del numerador es igual al grado del denominador, enton-

ces se divide.

Ast: 4x3+x+1}x3'1 Pues: (x -1)(x% +x+1)=x" -1

—4x® 44l ®
x+5
3
5
Luego: 4x 3+x+1:4+x3+5 -4+ x;
x7 -1 x° -1 (x=1){x*+x+1)
‘ Debemos separar en fracciones parciales la funcién:
x+5

(x—l)(x?‘ +x+1)
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Como el denominador tiene dos factores, entonces se separan en dos fracciones

parciales.

X+3
(x-1)(x% +x+1)

\—T_..—/

Asi

1732

1

+x+1

)

2 factores implica formar 2
fracciones

El denominador de la primera fraccién parcial es de primer grado, entonces en
el numerador se escribird una constante {polinomio, un grado menor que el deno-

minador).

El denominador de la segunda fraccién parcial es de segundo grado, entonces
en el numerador se escribe un polinomio de primer grado de la forma Bx +C.

A

{(x-1
\-'—W'——_—J

1

x-1

Bx +C
x“x+l

)

+

2 factores implica formar 2
fracciones

Quitar los denominadores:

x+5=Ax% +x+1)+(Bx+C)(x-1)
=Ax® + Ax + A+Bx? —-Bx +Cx -C
x+5=(A+B)x? +(A-B+C)x+A-C

Por identidad de polinomios, obtenemos el siguiente sistema:

A+B=0
A-B+C=1
A-C=5

1
(2)
(3)

www.FreeLibros.org
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Sustituir los valores de A, B y C, se obtendra:

4x3+x+1:4+ 2 4 -2x -3

X3 -1 x=1 52 %1

Integrar cada sumando: [=4x+2Injx-1| - .[~—2-X~*—3~ dx
X

2 x+1

—

h

Calculo de I;:

3 . .
= |22 dx= | B2 g = | 2 ks 2 | —dx
xZ+x+1 x“+x+1 x“+x+1 x“+x+1
| —

2x+1
=Ln|x? +x+1|+2j - dx

(xf—) +

0
=Ln|x? +x+1|+2- ——\%—arctg(
Z

=Ln (x2+x+1) arctg[z’”lj +C

Conclusién:

I=4x+21n|x-1| - Ln(x? +x+1)——ﬁarctg{2f/§1)

4to. CASO

Cuando el denominador contiene FACTORES DE 2% GRADO y algunos se repiten

3
Ejemplo: Hallar: [= J.——%de

x (x? +1)2
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Solucién:

41 _
X(X2+1)2wx+(x2+1)2+x2+1
1 () )

3 factores implica formar 3 fracciones

En el numerador de la primera fraccién se escribe una constante.

En el numerador de la 2% y 3™ fraccién parcial se escribe un polinomio de pri-
mer grado de la forma ax+b.
Asf tendremos: =4 + Bf h CZ D); £

X (x“+1) x<+1

Debemos hallar las constantes: A, B, C, D, E:

Quitar los denominadores:
x% +1= A(x? +1?(Bx + C)x +(Dx + E)x(x? +1)
= Ax? + 2x2 + 1)+ Bx? + Cx + Dx* + Dx? + Ex® + Ex

:(A+D)x4 +Ex® +(2A+ B+ D)x? +{C+E)x+A

Por identidad de polinomios, tendremos:

A+D=0 (1

E=1 (2)

2A+B+D=0 (3)

C+E=0 (4)

A=1 (5)
Sustituir (5)en (1): 1+D=0 —— D=-1
Sustituir (2) en (4): C+1=0 —— C=-1

Sustituir en (3): 2(1)+B-1=0 — B=-1

-x~-1 4 IX +1
(x2+1)2 x? 41

Los valores de A, B, C, D, E se reemplazan en el paso 2 = % +
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Integrar:

I= |Ldc- |L e |21k
§ X

‘31

::Lnfx[— (X +1) dx - J‘

x% 41

2 '1<2>r1 1 2
=Lnlx[~-§—'(x j211 - T dx»w%-Lnlx +1] + arctg x

—l-Ln[x2.+1| + arctg x

i

Calculode I,: [

x=1gf0 — dx=sec’ddd

sec? 0 dg - sec ‘g dé = )} -4+ do = (:os2 ado
(tg28+1)2 sect o sec? 0

= I% (1+cos 26)d6 = & J-d6+ cos 26 dé

sen 20 +C

1

o= t\)[»—l N(‘—*

+Lg
+3
+1.

Q:»Cb

2senfcosf

+7
arctg x + ———;‘——» . ;

x“+1 x“+1
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! EJERCICIOS
Hallar I= jf;;—?-—z_ dx

Solucién:

Factorizando el denominador: x> — x? —2x = x(x2 —-x-2)=x(x-2)x+1)

' 3 4x -2
Entonces: I= "-m—l_)

. 4x-2 __A._B c %
Pero: T AT - e TR B TR e (*)
R
1 (I N |

—> 4x-2=A(x-2)(x+1)+Bx{x +1)+ Cx(x - 2)

son puntos criticos: x=0, x=2, x=-1.
Luego: si x=0 = -2 =A(-2)(1)

si x=2 = 6=B(2)3)

Sustituir en (*): = % +

Integrando:

I=Ln|x| + Ln|x—2| - 2Ln|x+1| + C=Ln M‘ , C=LnK

(x +1)%
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2
Calcular: = |35=8 gy
X =X

Solucion:

1) Factorizar el denominador: x? - x= .><(x2 - =x{(x-1)(x+1)

. = 5x“--3
LUBQO. I= m dx.

2) Separando en fracciones parciales:

5x2-3  _A. B o)
Tx-DxsD) x T x-1 %41

3) —> 5x?-3=A(x-1)(x+1)+Bx{x+1)+Cx(x-1)
Los puntos criticosson: x=0, x=1, x=-1

4) Ahora, sustituir cada punto critico en (3)

si x=0 = -3=ADL()

si x=2 = 6=B(2)3)
B=1
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4x3+2x%+1
Calcular: [= |=2XfeX*o +3x+ dx
4x°-x

Solucién:

1) Dividir numerador entre denominador:
4x%+2x% +0+1 ‘_Kl—)c‘gj
~4x> + +X 1
2x% +x+1

Entonces: I= "-[1+?~§—§—’—Cﬂ)dx

X=X

2,
I=x+ j%—%ﬁﬂdx

X - X
[
h

Calculo de I,

2) Factorizar el denominador:  4x° - x = x(4x2 ~-1)=02x-1){2x+1)

. _ 2x% +x+1
Entonces: Il = jmdx

. . 2x%+x +1 _A B cC
3) Separando en fracciones parciales o T C e T T YT

Quitando denominadores:

4) 2x% +x+1= ACx-1)(2x +1)+ Bx(2x +1) + Cx(2x - 1)

Los puntos criticos son: x(2x-1)(2x+1)=0 <

5) Ahora, sustituir cada punto critico en (4):

si x=0 = 1=A((-1)1)

x =
1 it
<

S

be

]

!
[N

132




La Antiderivada v la Integral Indefinida

6) Sustituir los valores de A, B, C en (3):

| 1
Xt Emoi e
7) Integrar: L= J‘:;(l dx + 2X2~1 dx + 2X1+1 dx
Iy =-Ln|x| + Ln|2x~1| + J-Ln[2x+ 1| + K
LnC
I =Ln[Cx7! (2x-1)(2x+1)¥?]

Conclusién: [ =x+Ln[Cx!(2x~-1)(2x+1)¥?]

2
Calcular: I = éx =3 = dx
x“ (x~-1)

Solucién:

1} Separando en fracciones parciales:

B,_C D
T TeiE T =
1

x-1
1 ) 1
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Estos dos puntos criticos s6lo nos permitird hallar dos incégnitas al sustituir
en {2); éstosson A=3y C=-2.

En este caso es preferible hallar [as incéanitas por identidad de polinomios.
Veamos:

De (2) obtenemos:

x? -3=(B+E)x* +(A-3B+D -2E)x® +(-3A+3B+C-D +E)x?
+(-3A-B)x-A

Por Identidad de polinomios obtenemos:

(1) B+E=0 —> 9+E=0 —>

2) A-3B+D-2E=0

(3) -3A+3B+C-D+E=1

4) 34A-B=0 —>9-B=0 —>
(5) ~A=-3-— |[A=3

Sustituir los valores de A, By E:

en (2): 3-27+D+18=0 - m

en(3): 9+427+C-6-9=1 - |C=-2
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Solucién:

1) Separar en fracciones parciales, Factorizando previamente el denominador,
pues x> +3x = x(x? +3)

4x2+6 A , BxiC
2 <tz
x(x“+3) X x“+3

2) Quitando denominadores: 4x% 1 6= A(x2 +3)+(Bx+C)x
= Ax? +3A+Bx? + Cx
=(A+B)x® +Cx +3A

3) Por identidad de polinomios:

A+B=4 —> B=4-A
C=0

@ Calcular: [= |LZrx-100dc
. (2x-3)(x*+4)

Solucién:

1) Separando en fracciones parciales:

x2+x-10 _ A Bx +C
(2x-3)(x%+4) 2x-3 %4
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2) Quitando denominadores:

x? +x-10

A(x? +4)+(Bx + C)(2x - 3)
Ax? +4A +2Bx? - 3Bx + 2Cx - 3C
=(A+2B)x? +(-3B+2C)x +(4A - 3C)

3) Por identidad de polinomios, obtenemos:

A+2B=1 ... (D
~3B+2C=1 ... (D
4C-3C=-10 ... ()
En (Il) multiplicar por 3 : ~9B+6C =3
En (III) multiplicar por 2 : 8A-6C =-20
BA-9B=-17 .................. (V)
A+2B=1 ~-8A-16B=-8
eon (V) -84 7 —
8A-9B=-17 8A-9B=-17
-25B =-25

Luego: A=-1y C=2

4) Sustituir en (1): ==l +Xt2

136
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2 .
Hallar: [= ."Ef—-;—gf-%g—)dx
x(x%+2)°

Solucion:

4x% + 2x+8 Bx+C | Dx+E
x(x?+2)? (¥ +2¥%  x%i2
| r 1 )

3 factores implica formar 3 fracciones

1) Separar en Fracciones Parciales: = % +

2) Quitando denominadores:
4x? + 2x +8 = Alx® + 2 + x(Bx + C) + x(x% + 2)(Dx + E)
=(A+ D)4 +Ex® 4 (4A+B+ 2D)x2 +{C+2E)x +4A

Por identidad de polinomios, obtenemos:

A+D=0 A=2
E=0 E=0
4A+B+2D =4 De donde { D=-2
C+2E=2 C=2
4A=8 B=0

3) Sustituir en (1) los valores hallados: =2 + 22 >+ —’2&‘—
X (x4 2) x“+2

s [
x+z

4) Integrando: I= j%dx+ J‘

:2Ln|x|+2j Lo dx- In(x?+2)+C
+
CAR
I
Célculode I;: I} = j(—2—12~)§dx
X"+

Hacer X =tgfl —> x=.21tgb

P x
S — dx=\/_2_sec29d6’

27
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Sustituiren I :

fﬁeec 0 do _Q ‘[seczodﬂ

2tg &+ 2 2% (seczc‘)}2

pi%,

I 1 dﬁz%?- J.coszé)df)

sec? o

li

A!ﬁﬂ

% (1+cos 26) dé

S

:——2—[6’-1—%~sen29]

oo

:‘/5[0+sen6’c050]

x 1
[arctgf+vx +) \/_2\‘ZJ

arc

s o

ol

X 1 X
th—2-+K~X2+2+C

Sustituir en (4):

I=21n|x|+ Z{J;arc-tgngi-- Xz’iz}~Ln1x2+2[ +C

I:Ln(xg‘iz)+—‘/7:2—-arc-tg(§)+( X )+C

2x% + 4
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8. INTEGRAL DE FUNCIONES RACIONALES QUE CONTIENEN

senu ¥ cos u

Una diferencial trigonométrica que contiene sélo funciones
racionales de sen u y cos u puede transformarse en otra ex-
presién diferencial mas sencilla mediante la sustitucion:

_[ R{senu,cosu)du

1-cosu
1+cosu

% . . 1-
Pero tg 52— =z, entonces sustituyendo en (+) se obtiene: z2 =24

T 1+cosu
Ahora, despejar cos u: 22(1+cosu)=1—cosu
2 2 -
—> z“+2z°cosu+cosu=1
—> cosu(z? +1)=1-2° — cosul:—zz— @
1+2z
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¢) La férmula @ implica la construccién del triangulo: B
Y
. .z . 2z Xq) 2z
Mirando el tridngulo se obtiene senu = 3 N “
+z
2 2 AT 2 ¢
Pues el cateto  |CB| = 4J|AB|* - |AC| ~7
ICB| = V14222 + 2% ~1422% 5% =\az? =25
\ ) _ do
@ Calcular: J.l + sené + cosf
Solucién:
Sustituir send = 2124 : Pues tg 521 =z —> % = arcigz
" ) —> O=2arctgz
4 _1l-z .
N 2z 0050—1”2 N :1_id;z_2_
£8) do=—2_dz
1-42 1422

Z_dz

l+z2 2 d P d

Luego: [= _ - ,

? 1422 +1;.Z.2_ 1+2°+2z41-2° 2+2z
1l+z 14722

| _
= I1+Z“Ln}1+z| +C

=Ln[l+1g4|+C

Calcular: J?:%%é?

Solucién:

Usar la sustitucién tg % =z —— df= 12dz2 y el tridngulo
+2
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Entonces: I=

:2‘%arctg§+C:%-arctg %‘tg—g— +C

@ Calcular: [= | —&
senx +tgx

Solucion:
Haciendo la sustitucién tg 5=z, dx = lidzzz 19 usando el triangulo anterior ob-
e 20 2
tenemos: [ = |- S — ZZ(“ - eSS4 ) .
~ade 1220122+ 22 {1+ 22)] (14 2°)

I = _dc
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senx dx
4cos x + 3senx

Calcular: =

Solucion:

Por fracciones parciales obtenemos:

Ln|2x+1|— Ln|z-—2|+-—— 2Ln(z +1)+3arctgz)+C

Ln‘Ztg +1‘ Lnltgz 2| Aln(tg? 2+1)+3+C

9. INTEGRALES DE FUNCIONES RACIONALES BE sen®x, cos®x, tg®x

Hacer la sustitucién: tgx =t = x=arctgt
v dx =
Y !
sen X = —Lt—
1
Ejemplo 1: Hallar: I= ) dx 57
a“sen® x — b~ cos~ x
dt
7
. 2 1+t dt 1 dt
olucion: = = ==
S o 2221 JCETC R I
TTE 2 z
1+t 1+t a
11 t-2
== —Ln|—¢
a® 22 t+k
a
__1 atgx -b +C

2ab 1! atgx + b

142



La Antiderivada v la Integral Indefinida

cos? x + sen? x d
———5—aX

Ejemplo 2: Calcular: |

i

C052 X — sena X

1,
R N e e 144
IR (1-2) (1 +£2)
1462 144
Por fracciones
parciales.

1

I

1 - 2sen? x cos® x 1“‘2'59“22X 1—%(1~COSZ 2x)
cos2x cos 2x cos2x

Luego: [

-é-—r—l—c.os‘? 2x 1

— 2 2
- cosZx dx cos2x

dx+—%— cos2x - dx

1f

sec 2x‘dx+%%sen2x

it

Do

Il

£+ Lnjsen2x +tg2x| + 1 sen2x

il

N

Ln|sec2x +1g2x| + Fsenx - cosx +¢

10. OTROS CASOS QUE SE PRESENTAN EN LA INTEGRAL jR (senx , cosx) dx

CASO1 ! Sise cumple: R (-senx,cosx)=—R (senx,cosx),

stitucién senx =1 .
se hace la sustitucio Cuando se cumple esta igualdad se dice que

1a funcién i es impar respecto a sen x,

CAS02 I Si se cumple: R (sen x,—cos x) = —R (sen x,cos x)

se hace la sustituciéon senx =t . T_
R esimpar respecto a cos x.
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CAS03 I Sise cumple: R (-senx,—cosx)=R (senx, cos)

se hace la sustitucién tgx =t. T_
R es par respecto a sen x y cos X.

Nota: Elcaso 3 es el mismo de 3.5.1

Ejemplos:

. _ 1
(1) Hallar: I= jmdx

1

Se tiene: R (senx,cosx)= ———=———on
a-cosx +b-senx

1 _ 1
a(-cosx)+b(-senx) ~  acosx +b sex

donde: R(-senx,-cosx)=

R no es par ni impar. Pero se puede aplicar la sustitucién

: 1-¢ 24t
tg&=t senx = —£L_ COS X = dx =
932 ’ 1442 1+¢2 7 1+12

2.dt
z
I= 12+t = 22 dt:i R Ty gt
a-l‘t Lp_2t a-—at” + 2bt —-a t —-—bt—l
1+t2 1+¢ T___
Completar cuadrados
z_zj @ __2 j_._l.__dt
a § .2 b, b2 _p? a 02l
oLt B ] (t,2)2____;a
Mmoo a a
t*-il*' bz+a‘2

t-by
a a a
[ 2
_ 1 Ln ot — b+ b% + a? iC t=tgX
\(bzﬂzz atAb+\/b2+a2
(2) Hallar: -
2+cosx)senx
Se tiene: R (senx,cosx)=s—>_b —
{2+ cosx)senx
: - = 1 =_ 1 -
donde: R(-senx,cosx) BT conx ooy ST oo ) ey R{sen x,cos x)

144




La Antiderivada v la Integral Indefinida

Lo cual indica que R es impar respecto de a sen x.

Hacer la sustitucion cosx =t
—senx dx =dt

R ” ; 7 ) e
. e e . - .
... . -

. L . - o . L e . e o

. S o o L
. . . .

. v L e i f?ﬁ%‘ L
- -

-
.

. , o
. ‘ .
33%",;@» o

. 1 : -
e - -
. . . - ; .
- ,
: .
G

-

{x +senx)

@ Calcular: [= dx . Hacer la sustituciéon:

—_
o]

9( = D% ol

1+ cos x

» 2arctgt + 252
_ 1+t 2
- b

2
1-t° 1+¢ =2 .4t

o 1+ — = 7
1442 1+t

- SG_’,I’IXZl 3
= |(2arctgt + -2 | dt !
P 2
1+t 1-1
* COS)C:—'—*Z-
1+1

=2 arctgtdt+Ln(1+t2)

por partes: U = arctgt dv=dt

du=——dt «— v =t

=2| t-arctgt - Tt?dt +Ln(1+4%)
+

=2t - arctgt
:Z-tg.%.’%

=x-tg%
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i .
@ Calcular: I[= 8x = dx «—— Reducir a seno y coseno
J1+tgx+tg=x

* senx

— COsS X dX

2
s
14+ Senx _ sen®x

cosx 2 x

Senx - cosx
dx

T ———— Multiplicar y dividir por 2

SenZXx__ s <«——Hacer: 2x=6 = x=
2 +sen2x

&
Ll
M= N
Q.
Y

_1 send o
=% | 91cens de <—— Dividir

1 do

_ 2
send +2

1 1 s
o Py do Sustituir 2 oo 2

1++t°

=Llg_ 1 . 2dt
2 2—’2+2 1+t
Y1t

. .
.

.

o %

- o
v .
. - -
. . - .
. - . .
o ,“{3% ng;‘;af:?‘ %r@%‘@"é
4. - . .
e L
T s . -
. -
%m ’aﬁg - - -
i . .
. ...
- o o i e L e
. .
. -
- .
i e
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3 —
Vigx—1
I=|—5x dx=Ln- _Niex 1 —garctgm+c
sen” x - cos” x /tg x+tgx+1 \/g

Otras Integrales:

an I:j\/_tg)zdx

Hacer \/Z[E; =t

22 dt

I:
1+22-2¢2

se integra por fracciones parciales

Se obtiene: I—J.l dt, 1+t* =1+t* 262~ 22 —(14+12)2 _3¢2
+t

I:—\71_—[Ln(senx+cosx~\)sen2x)+arcsen(senx—cosx)]+C
@ I= 1+senxdx:2(sen§—cos )+C , si sen%Jrcos%ZO

®

I= 1+ cosec xdx = 2 arcsen /senx +C

I= [ a =4 _ +2arctg cosieLn@JrC

2 1- cos%
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@ Calcular: = fgx B dx Reducir a seno y coseno
1+tgx +1tg“ x

* senx

— COS X dx
14 8eux sen” x

=
COS
05X OOBZ X

S iy N — Multiplicar y dividir por 2
1+senx-cosx

= | osenZx_ gy <«—— Hacer: 2x=6 = x=L1¢@
2 +sen2x 2
dx = 2do
-1 | _send Ci
=3 1 55ens de <«— Dividir
— 31 _ 2
2 1 senf + 2 do
o fgﬁ;{
~1pn_ 1 s 2
=5 o poeT dog Sustituir cond - th 4o - 24
* 1+¢2 7
=1lg_ 1 . 2dt
2 2t2 +2 1+f
b

ot
G R
.

.
.
.
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3
VI 1 /
I= ﬁMﬁrdx:Ln-r—————' gx 1| —_33arct92tgx+1+c
sen” x - cos” x 6tg2x+tgx+1 I

Otras Integrales:

@ I= tgx dx
Hacer tgx =t

Se obtiene: [

il

22 Gt 14tt =1 202 22 (14 £2)2 _ 312

144
I - 2t dt it fracci rcial
= \——5— se integra por fracciones parciales
1+1t)°- 2t
I:\—};[Ln(senx+cosx—\/sen2x)»+ arcsen{sen x —cos x)]
@ I= 1+senxdx=2(sen22‘-—cos—’2£)+C , si seni?f—+cos§20

@ I= 1+ cosec x dx = 2 arcsen fsenx +C

I= [ =—4_ +2arctg cosi—Ln—li—@+C

dx
X 3 x X 2 _ x
R seng\[cos X \/cos 5 1-,/cos 3
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Hallar las integrales:

©) &
x®(1+x2)

® [z
(1+x%)°

O P
®

EJERCICICS DIVERSOS

2 [ x
.%}xzi( x) @ jx \/;dx

dx x+2
3. 6 J‘——~———dx
J x4f1+x° +x 2 f17x2

dx

J xfxto2x%-1

® |t

T+x" +x
~

Respuestas:

s+ 5 - Larctgx @ 11 22 ~ /3 arctg 221

5x 3x 2 1_z4+72 \l@
@ 1 xex® g (Lex| donde z=13f——1_x

8 (1-x22 16 I-x| x

@ —1L 2+x3+2\f1+x3+x6
® ~34y1-xvx , x>0 3tn 3
— 2
1

1 (8_4x? 4 2 Larccos T2

E(S 4x°+3x7 )\ 1+x @ 2 2z

el

® ©

148

2
1 1+x\/§+x2 1 arctg 1-x
14x\/§+x 2«/5 x\/g

_2—141(15+10X+8X2)m+%arcsen\/;(0<x<1)

2 1= ki

(Ixl<1)

[x]
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INTEGRALES INDEFINIDAS

EJERCICIOS

GRUPO I: INTEGRALES INMEDIATAS

Calcular:

xZ Y1+ x% dx

2
X dx

J8x3427)%3

2
x-e * .dx

dx
x Lnx In{Lnx)

g
senx
AL dx
o Veos© x

d
SeNxX + COsSX
e

Sl st
%,f,senx —COS X
o

senx oy
J Jeos2x

™
COS X dx
sen2x

dx

: 2 4
J sen”Xx y/ctgx

SeNX-COsX

B a? senx + b? cos? x

dx

2 =
R sen? x + 2cos® x

o

arct
_L;Q.g_dy
14 x

ax

J larcsenx)® \/1 x°

o
cos X - dx

J y2+cosx

o
Senx cosx d

o sen4 X+ COS4 X

'2x~3x
9* ~4x

dx

o

i Ixz (2 - 3x? )2 dx

jx(l—x)w - dx
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~
1+ cos? x
1+ cos2x

[ (14 2x%)
x2(1+x2) dx

(3.0 _9.3%
'3__27_—01)‘

(cosar —cos2x) dx

" 2x - 1/arcsenx dx

2

J 1-x

1-x
Trx dx

1+x X2 dx

[ x + (arccos 3x)?
X + {arc co X
xriarecos X dx

J ‘/1 ~9x2

14 x%

J'emgf exlnlex?) ol g

_secx tgx

Jsec X+ 1

cos2x dx
4+ cos? 2x

En los siguientes integrales, previamente se divide antes de integrar.

150
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3+x
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x2 +1

4
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Para hallar las siguientes integrales se requiere:
1° Sumar y restar constantes que hacen falta para hallar antiderivadas conocidas.
2° Completar cuadrados para encontrar férmulas conocidas de integracién inme-

diata.

5x~3
R x2+6x+12

2x+10
2x%4+ Bx + 1

L

x=-2
~3x2+2x~+3

dx

+3
il dx

JyxZ+2x+2

Integrales por Partes:

861 X -sen2xdx

*’gjﬁ .x cos x dx

x - cos? xdx

2-bx

JJaxZ +9x+1

x'tgzdx

x2 - sen xdx

x" Lnxdx,n # -1

3x "1~dx

.\/x2+2x+2

[ 2x+5 dx

JJoxZs6x+2

4.3
X dx

J5x° +6x+18

3x 2
Z‘V 2 dx
x“~4x+5

\/;-anx dx
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x e ™ dx

x? e dx
[ 3 _x

x7 e dx
x? a* dx

e’ senx dx

e* - cos3x dx

~

arc cos x - dx

°

x-arc tgxdx

o

J

~
arcsenx Jy
x+1

Xxarctgx dx

1+ x?

3

arcsen Jx dx

1[l+xz
2

{arc senx)* dx

{arctg x)2 dx

sen(lnx)dx

°

cos (Lnx)dx

x* e’ senx-dx

senx - Ln(tgx)dx

jl_n(x +m)dx

x eaxctg X

=7 dX

P
arctg x
2118

w

dx

(1+x
L4

xe’ - dx
(x+1)

2

e?* sen?

x - dx
e‘[g dx

sen /3 dx

arc senx dx

N

arctgx
x2(1 +x? )
.2,
Xx“arctg x
T &
+ X

INTEGRACION POR FRACCIONES PARCIALES

2x+3
j(x~2)(x+5) dx

| [ SE——
J.(x +1)(x +2)(x +3)

DE FUNCIONES RACIONALES

A
j 1T2X dx
x (x“-1)

2

—3x+2
x23x dx
x(x“+2x+1)
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* 2
X

J x°+5x% + 8x+4

352 11
R (x2 -1

dx

(x2--2x+3) dx
(x-1)(x% - 4x% + 3x)

Jx+1

.
3
x7 -1
= dx
X+ x

[ x2 4
]3

X - dx
(x~~2)(x2 —4x+5)2

-

x3+1
(x-1P(x% +1)

.x5+2x3+4x+4 dx
_x4+2x3+2x2

dx ... Sug. Sumar y restar

2x% en el de-
nominader Y
factorizar
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1
J )2

INTEGRALES DEL TIPO

1
1+ senx + cosx

~

. S
1+ 2cosx

g
senx
1+senx

1

— e — (X
acosx + bsenx + ¢

[
coSX - cosa

1

senx - sena

1
5+ 4cosx

d

1

J a? + b2~ 2abcosx
3

D W
Jsenx +cosx + \[é

1
3cosx +senx +1

dx
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I S——r |
".(7+4x+x2)3/2 x

-1l ___q
J‘x(xz —a2 P X
dx

\;21 +4x - x?

I= jR(senx,cosx)dx

I 2ax ~ x%dx ,a>0

—_1
(xZ _16)72

dx

ol
——t X
cosx + 2senx + 3 X
ol
1~ acosx dx
R 1-2acos x + a°
[ 1
- CO8X
*'-‘”_‘—de
J {1~ cose.senx)
ol
senx
Senx + cos x
»
1
5-3cos x
R S
5+ 4 senx
o
2 - senx
2+ cosx
»
~
sen x
1-tgx
L 4
-
L dx
J1-sen™x
od
Cos X dx
Jsen” x —cos” x
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[ RESPUESTAS |

GRUPO 1:

£x x +24/x -2 Ln|x]|

——\/%—Ln |2 cos x ++/cos 2x |

%arc sen (x/—Z_senx)

-4 Yetg® x

—J1-x?
L1433 1
1 3 3 ﬁarcsenx
g\/8x +27 ’

12 %Lng/z(x+«/1+x2)
-=e

2

—1—1_,1’12 1+x

Ln(2+e*) 4 T=x
arctg e* %arc sen (\/-—3—' senx)
—2Ln(e™-1) %arctg (tg® x)
- -X , -2x 1 32

Ln(e +Vl+e ) 2(Ln2-1Ln2) 3% 4 9%
1 3
3 Lnx %x3—2x5¢3x7

5 -7
Ln|Ln (Lnx)|
Qx| (1ox?

2 11 12

A/ COSX

L1
4901-x)%  97(1-x)¥7

% 1 -sen2x

2 2 2 2
a“sen” x + b“ cos“ x
a? = b?

z_,2 J

a
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2x2 -12x -6 i
3Jx

%(tgx+x)+c

arctgx - £+ ¢

2(1.5)%
3x - Inl-5

+C

X cosa—%sen2x+c

c—cos (e*)

an+1x
3 +C, m#l vy

Ln|lnx{+c , st m=-1

In|Lnx| +c¢

arc sen % +c

2
—%—arcseni‘—+c
a

1 Il
2arc’[g 5 +cC

X -X

et +e* +¢
arc senx»\ll—x2 +cC
3

2
sln(x”+9)-ZTarctg$+c

%arctgx2 -+Ln (xT+1)+c

c—2\/1—x2 —%\/(arc senx)?

arcsenx+\/1——x2 +cC

1
1+x%

c—%[\/1—9x2 +(arc cos 3x)’ }

2[ -1 [ xee

arc senx + +cC

2+Lnx
2-Inx

(arc cos 4;—)2
2

1 sen2 X
= arc sen| ===
2 ( V2 )

LnZ(] 4 x2
etgx L U2 4 arctg x

L.n(sec x+\/sec2x+1)

\/5+sen2x
\/g—SQI’IZX

e

1
4\/gLn
x-4Lln|x+4|+c
-x—-6ln|x-3|+c

2

2‘2— 3x+Ln(x2+1)—3arctgx

3
%5 — x —arctg x

X — 2arctg x
—%x+—2~Ln [2x -1|
5Ln(x? +6x+12)~ 18 arctg "j;
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1Ln(2x2+5x+1)+15§£ﬁ Ln(4x+5_\/ﬁ)

2 4x+5+ﬁ7
1 2 _ 9 x-2
2Ln(x + X 6)+10Ln(x+3)+c

%Ln(6)<2 +7x—3)+§Ln( %}é—)%

Y L[ n(2x? +6x+9)——-arctg( 2x3+3 )+c

242
—J3+2x-x? +3arcsen(x£1)+c
—%—\/8—4x—4x2 +Zarc sen( 2X3+1) +c
Vax - x? +arcsen( 22)+c
2:Jox? —4 -1 1n|3x+ox? 4 |+e
—g—[Ln(llx -4x+17+1+ ¢ arctg 2x - 1:]+C
%Lnl8x+9+4m‘—%m+c
3Jx2+2x+2—4Ln(x+l+\/x2+2x+2}+c
%M+1—9§Ln(3x+l+m)+c

2 arctg 222 5x+3 T%Ln(5x2 +6x+18)+c¢

L1n(3x% +2x+3)- 7‘/- arctg( 3x+1)

45

%Ln(x2 —4x+5)+4arctg (x - 2)

_ v w2 2x+1
24 1-x~x“ —9arcsen B
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158

%—\/5x2~2x+1+8—\1/—§1_n(x\/5—71§+x}5x2 —2x+1)
Vx? +2x +2 +2Ln(x+1+\/x2 +2x+2)+c¢

%sean——é—xcost+c

X sen+Ccosx + x

2
x2 1 1
7} +4xsenx+8c052x+c

x-tgx—%+Ln]cosx|+c

c—x2 cos x +3xsenx +6xc0s X —6sen x

Xn+1

nil (L“X_nh)

%x3/2 (‘Lan-i Inx +§)

9
x— 1- x 1-x" 1 h %‘*‘X
X
1 1—x
-3X ——Ln]l X }+

x(Lnx)2 -2xlnx+2x+c

xLn(x? +1)-2x + 2 arctgx + ¢

c-%(Ln3x+3Ln3x+6Lnx+6)
c-e “(x+1)
c-e X (2+2x+x%)

eX(x® -3x% +6x-6)+c

2
Xl x 2x 2
( Lna  142¢ 118 )

e*(senx — cosx)

5 +C

3e"sen3x , e*cos3x
10 T 10 T€

x-arccosx—\/l—x2 +cC

x241
2

2Nx+1larcsenx+441-x +c
V1+x? arctgx—Ln(x+\/1+x2)+c
2(\/5—«/x-1 arcsen\/;)+c

x{arcsenx)? — Zarcsenxy 2—x2 —2x+¢

arctgx—iz‘—Jrc

;1 (arctgx)? — xarctx + %L‘n(l +x%)+e

(senlnx—coslnx)+c

o=

%(cosLnx+senLnx)+c

X225 4c
X+2

[(x? ~1)senx —(x-1)%cosx]e* +¢

[ntg % —cosx Lntgx

an(x+\/1+x2 )—\/1+x2

1+x? Ln(x+\/1+x2)~
_(I;X)earctgx
241+ x2

(1+ x) ™9

2\/1+x2
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(2-senZ2x —cosZx)
23\/; (\/;—1 )+c
3[(1 ~%§)cosax +2€’/;sen§’/;} tc

xarcse11x+1L (] XZ)+C

\{1—)(2

2
Lﬂ——‘ﬂgm—}c— arctgx — 1 (arctgx)* + ¢

o)

o e+ 17 1 2x -1
Ll’l——z———~—-~+:/—_%~arctg 5 *e
x-arctgx~—%(arctgx2)‘%{arctgx)z c x“—x+1 g
B e L
Lolkbc=2)bcr ol N R R
4
LI_,l'l ——————(x+2) 1 1+x| 1
27 (e (x+ 2 pln|i=x| garctgxic
Iln—=x _larcigxtc
4 (x+12%(x>+1) 2
X-2
2x+Ln— .
x“{x+2)
Larctg 2+ 2 Ln (2 (+c
g8y TN 2y
2
1
x —arctg x +Ln e
4x+7
D +In(x+1)+
X +4arctg (x—2)+k
x>-4x+1 2 gl )
Yx® 1 1
+5 arctgx——-—l+c

Jx-1 2
~2><—%+2Ln(x2 +2x+2)-2arcig(x+1)+c¢
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1 X +XJE+1 \/E \/E
—=In =+ +c
4\/§ x —xf 1 —x°
2-x Ln(x2+2) 1 X
- tq —X-
4()CEJMQ)ﬂL 5 4+\/,Z-arcg\/aﬂtc
L f—L + 1)+l Ln(x? +4)-—L —
nx n(x%+1) 65 { ) AR ¢
E gt i arctg % +¢

216 (x%+9) 36 (x2+9) T8

x -1 lL 1 2
———=ln|x+1|++In{l+x")+c
2(x2+9) 2 l I 4 ( )
-3—arctg (X+1)_5x3+15x2+18x+8+c
8 8 (x%+2x +2)2

13x - 159 £ 53

8(x%-6x+13) 16

-3
arctg 5=t

W | -
%(2x+a2) x* +a? ——%Ln(x+\[x2+az )+c

x2+4)+c

)21 +4x—x2 +k

Z

2 - x —a)y2ax - x2
a [arcsenx——“-wt(——)—z—————:,-kk
a a

—x* +4+c X +k |x|>4
ax 164/x% - 16 ’
4{\'1""/5"" 1j\/§]+c Ln’tgiz‘-+1,+c
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1 J3+tg3

LinPz,.

J3 7 J3-tg%
si —\/—§<tg%<\/§

arctg[tg%+1} +c

3Je

——cos a tg ; —cos¢ J

sena tg -—2cosa tg & F+1

X
S+ arctg [

%arctg(Ztg%) +c

5tg +4
2 arctg ————+ c

4 A jgx
Ln(2+cosx)+Jgarctg(ﬁtgz)+c

cos x{cos x — senx)

7 —%Lnlcosx—semd +c

%tgx+—2—1\/—5—arctg(\/§tgx) +c

l%tgx—l( A3 2tgx + 1
“g-ar ctg —=— N +c
Q/tgzx+tgx+1
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1. METODOS MAS SIMPLES DE INTEGRACION

¢ En los ejercicios del 01 al 27 hallar las integrales, usando la tabla de integrales y
aplicando las reglas elementales para la integracién.

01. |+/xdx 02. |"%x"dx 03. %
04. | 10" dx 05. |a*e*dx 06. |-
J J J 2Jx
07. Tg—’;‘ﬁ 08. |3,4x % 7dx 09. |(1-2u)du
o "~ 3 x 2
10. | (Vx +1)(x—Vx +1)dx 1, |EXE X gy
X
~ > 2
12. | (@2x12 +3x708 _5038) 4 13 |2 ) dz
[(1-x)7 (14 ) [V
4. | R 16, |
[ & 3,97 _2.3% (1 + cos? x
7. |t 18 |== U e
20. ;szzdx 21. | tg® xdx 22. | ctg®xdx
o COS™ X »8en x o o
23 .2$en2 Xdx 24 .————————(1 + 2x7)dx 25 '(1—+x)2dx
' J 2 ’ J x?(1+ x?) ) J x(1+x?)
26. %— 27. | (arcsen x + arccos x)dx
J cos2x +sen” x J

¢ En los ejercicios 28 al 105 hallar las integrales, aplicando el teorema sobre la in-
variancia de las férmulas de integracién.

2
28. jsenxd(senx) 29. Itgng(tg x) g0, |dx?)

w}l+x2
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31

34.

37.

40.

43.

46.

49.

52.

55.

58.

60.

63.

66.

69.

72.

5.

78,

(x+1)Pdx 32.
n5 G
(8-3x)° dx 35.
2x4x% +1dx 38.
X dx a1.
xZ+1
(6x — 5)dx 44
23x% -5x+6 '
[ cosx dx 47
S«fsenzdx '
‘(arctgx)2dx 50
1+x? ’
cos3x d(3x) 53.

(cosax —cos2x)dx  56.

-2
[cos(Zx—%)} dx
(" d(1+x2)
142 61.

) dx

2x -1 64.
[ x2ax 67
x2+1 ’
tg x dx 70.
ctg(2x +1)dx 73.
 (Inx)™

—de 76.
a® dx 79.

dx

J@x-3°

V8 - 2xdx
X\/1~x2dx

x*dx
V4 + x5

sen3

X cos x dx

3

cos”x sen2x dx

dx

{arcsen x) z \)1 —x?

d(1+Inx)

cos? (1 +Inx)

sen(2x - 3)dx

.
d(arcsen x)
arcsenx

dx
X +m

[" &% dx
e +1

ctgx dx

.
sen2x

2

J 1+cos“x

e*"*d(sen x)

a *dx

33.
36.
39.
42.
45.
48.
51.
54.
57.
59.
62.
65.
68.
71.
74.
7.

80.

o COS™ X

x3 dx

fi,xﬂ‘%-l

3
senx dx
2

=

-
.
ax

J coszx,ll +tgx

cos3x dx

cos(1-2x)dx

e* (sene” )dx

(2x - 3jdx

J x* - 3x-8

x dx
x2 41

-
&2 dx
2x 2

(4 +a
o

tg3x dx
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8i. e"zxdx
84. dx
J 1-25x2
87. | —&—
2x4+9
90. | —<c
o 02~X4
[ e*dx
B o
96 22x~1
3 s
"3 -1
99. | —dx
Jx +9
102. 1+x- x

JTX-‘

105. x +( arcosSx X +larcosBx)” o

J1- 9x2

+ En los ejercicios del 106 al 115 hallar las integrales, despejando la parte entera

82. e"xsxzdx
85. |—&
R 1+9x
[ x dx
88. J 1
.xzdx
9. R x4
o1, [-zax
J y1-4x
97. |(e* +1) dx
100. I X dx
+ X

103, | —dc
J‘(x-h/xz—l)z

de la fraccién bajo el signo de la integral.

106. ] Xi4dx
109. g’:idx

* 2
12, |20 g

x“+1

15, | xidx
xZ 41

¢ En los ejercicios del 116 al 132 hallar las integrales aplicando el método de des-
composicién de la expresién integrando y el método para despejar el cuadrado

perfecto.

164

107, |5y
[ (2x-1)

10, |*=—=>dx
* . 2

13, | =Ltax
J x“+1

dx
1. J.x(x +1)

83. [ d(é)v
2
-
86. gx
o 4 - x?
[ x dx
89. J x* 41
* 3
92. N
Ji-se
[ cosa dx
95. GZ+5€ﬂ2(Z
(14
98. | \/:%dx

1+ x

104, Zi_ ,larcszenx dx
yl-x

2
101, J"‘_“:"T’dx

108. A dx
a+ bx
-x+2

111. | S—dx

14, | 2 dx

J - X

dx
18. I(x +1)(2x —
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] o 2 ~
dx x°+1 dx

119. Je= 120. - xzildx 121. | Eawr
122, | —&— 123, | —&— 124, | &

Jx¥+3x-10 Jax?-9 J2-3x
125. | —%— 126. | —&— 127, j—%

J (x=-1)“+4 J x“+2x+3 J x-xc-25
128, | —<& 129, | ——2L 130, | ——L—

J 4x° +4x+5 J \[1»(2x+3)2 J Jax-3-«x*
131, | —& 132, ) —

o 1/8+6x—9x2 o \}27—6x‘9x2

¢ En los ejercicios 133 al 156 hallar las integrales aplicando férmulas trigonométri-
cas para transformar la expresién integrando.

133. | cos? xdx 134. Jsenzxdx 135. ]—ﬁi«
—COSX
[ dx 1-cosx "1+ senx
136. 1+senx 137. J.l +Cos X 138. i 1-senx dx
1 cos2x dx [

139. (tg2x+tg4x)dx 0. 141. ) cosx sen3x dx

142. JcosZ2x cos3xdx 143, lsenZxsenbxdx 144. |cosx cos2x cos3x dx
’Y ol . * 3
145, | = 146, | 12nX gy 147, | 55X gy
COS X J COsS X J COS X
[ cos® x dx [ sen® & 1 dx
. . 150.
148 sen4 X 149 J \/COSLZ da 50 o COS4 X
151. | cos® xdx 152. tg4 xdx 153. | sen®xdx
154. |sen® xdx 155. | tg® xdx 156, | —%&
o o A sen  x

2. METODOS PRINCIPALES DE INTEGRACION

Integracion por partes:

¢ En los ejercicios del 157 al 193 hallar los integrales.

157. Ixseandx 158. jxcosxdx 159. J-xe_xdx
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160. [ x3*dx 161. { x"Inxdx (n=-1) 162.
163. ] arccos xdx 164. |}arctg Jx dx 165.
166. | xtg®xdx 167. | xcos®xdx 168.
( X arctg x [ arcsen «/;
169. ] ———\/1+x2 dx 170. ] ——————‘\/1-; dx 171.
[ x 2dx ) x3 dx
172. | LY 173. | \/;—7 174.
175. | x%e ™ dx 176. | x3e*dx 177,
178. | x° sen x dx 179. | x%cos? x dx 180.
181, (255 g g2 [22x gy 183.
J x* J s
184. | (arctg x)% xdx 185. }e*senx dx 186.
187. |e® cosnxdx 188. }senInxdx 189.
~ 2 ~
190 |- 191, |Va? + x2dx 192.
L 1 - X 2 o
193. | x2%e*senx dx
Cambio de variable:
¢ Enlos ejercicios 194 al 229 hallar las integrales.
~ dK‘ » B 2 -~
194. VT {sustituyendo x +1=2°) 195. |
196. |23 ax 197. | —d 198.
Jx-2) J xyx+1 J
3 dx ~ JX_ >
199. ] Teve 200. ] X(X+1)dx 201. |
o dx ~ dx -~
202. ) 1+§/§<_+T 203. J —-———Wm 204. |

166

e

xarctg x dx

.
arcsen x
——dx

J yx+1

x?x9dx

In?xdx

(arc sen x) 2 dx

e3% (sen 2x — cos 2x)dx

cosln x dx

[ x % % dx
(x+2)?

(sustituyendo x = 2° )
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[ & dx Jx
205. | -_——_3’/;(%—1) 206. J‘«/}Jri’/; 207. jmdx

* _2x
208, | ==& (sustituyendo € * + 1 :z4) 209. jA‘X—

J feX+1 Jl+e*
210. J1+Inx dx 211, j'\J1+coszx.sen2x-c052xdx

xlnx
[ g x x dx Sax
212. e dx 213. j R 214, j-—-————(x)zc ~a)?

215, | —&— (sustituyendo x =1, 0 x=atgz,0 x=ashz)
x2 }X2+a2 Y z g

216. - {sustituyendo x = a sen z)

217. | :\/%—-_—;‘2 (sustituyendo x:%,o X = CO"SZ,O x=achz)
~ 2 ol _ 2 o
218, | YL gy 219. | ax 220, | —2—
J X J X J (r;|2+x2)3
ol _ 2 3 ~ o
221, | YO g 222, | —d 223, |
R X J x?yxZ-9 J xyfl+x?
224, | & 225. |x®v4-x%dx 228 .
(x*—a“) o R (x2+4) 4x2 11
1. | 4 228, | 29, | lxrllde
J x J Jx - x? J x(1+xe™)

+ En los ejercicios 230 al 234 hallar las integrales efectuando primero el cambio de
variables y luego integrando por partes.

230. je‘[;dx 231. Jser&/}dx 232, .[—9’“5——‘*2‘—
(1-x7%)®
2
233. j———"lfjg" dx 234, j—————x;:;tsz)dx
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Diversos Problemas:

+ En los ejercicios 235 al 180 hallar las integrales:

235. f(x+1)vxZ +2x dx 236. | (1+e>)%e*dx
~ .J; ol & "
237, | &= dx 238. |y dx 239. |Vl-e*e* dx
[ 2 [ 21 " 2x5 3x2
240. | x cosx“dx 241, J(2-3x4)5x3dx  242. > dx
R J J 1+3x7 —x
243, | e 244, | ——dx 245. dx
Y 1ex2 Je (B+re ) JeXyl-e
246, |22 gy 247, | -2l gx 28, | <o gy
JJiex? J Jox? -4 J Vx
- ° 2
249, de 250, | tnxdc 251 |X—xxl
J xy3-mn?x R x{1-1n%x) J i(x2+1)3
] (arctg x)" [ dp ( cos 2x
252. 253. - .
5 J 1+x° 53 R senzgocos‘z(p 254 J cos® x e
4 o .
255. Se;sgjx 256. \/’[QBX sectxdx 257 (1- tg3x)2 dx
.xsdx [ x dx ] x dx
%8 |5 9. | O
~ de - ) - 2
261, T 262. . xva+ x dx 263. | (\/senx + cosx)“ dx
264. | a™b™ dx 265, | —& 266. (o
R J Y5 2x+x? R \¢9x2—6x+2
267. d 268, |2 tbdx 269, |-rr2dc
J izx-oxZ 2 J JB+2x—x? Jx?r2xs2
 (x—3)dx " (3x - 1)dx " (3x - 1)dx
270, | ——rre 271, }— 272, | ——e
J3-2x-x? Jax?-ax+17 R «/x2+2x+2
[ (x-2)dx C 2x45 3-4x
273, | ——— 274. e
J x%-Tx+12 J ;9x2+6x+2 dx 215 J 2x%_3x+1
(4 - 3x) dx (2 5x)dx [ xdx
276. | = 277, | ———i— 278. | ———rr
J J5x?16x 418 J yY4x219x+1 J J3x2 _11x42
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279.

282.

285.

288.

291,

294.

297.

300.

303.

306.

309.

312.

315.

318.

321,

324.

J {l+sen

~ \/;dx
2x+3

.ln cos X d

COSZX

.cosz 3x d

sen 3x
L 4

dx
e*+1

.eZXZ +Inx dx

.
X COS X

T dx
sen - X

1-tgx

1+tgx
o

* .2
sen " x cosx

£

* 2
x%e*" dx

xsenx cos x dx

280.

283.

286.

289.

292.

295.

298.

301.

304.

307.

310.

313.

316.

319.

322.

325.

o

x2 cosmx dx

ctgx

Insenx
L4

dx
1-sen3x

ex 1

e’ 41
i 3+x° dx

1/2 +2x2

e *sen’x dx

dg
\,@ cos + seng

.Jl +cosx dx

senx

* 2

e x5 dx
2 2.5

«](x -a“)

— dx

«/4+6x2dx

X

>

x+1+1dx

x+1-1

“sz +2x dx

X

YIRS

281.
284.
287.
290.
293.
296,
299.
302.
305.

308.
311.

314.

317.

320.

323.

326.

arctg x dx

e?*x3 dx
1 x7 dx
(1+x%?

[ sen 2x dx

J 4 - cos? 2x

f _x
ee +)Cd)<

xarcsen x
T d
J1-x

(1+tgx)dx
sen 2x

senx dx

1+senx
L4

.lnlnx dx

X

\/1+2x2

+4

-
x3 dx
2

&

x4

*

&

x4 ,/x -3

dx

(24 x) 1+ x

n

x 7 dx
(1-x%)®
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x4 dx
327. ) m’
330. \/e *1dx
333. |arccos /x’il dx
[ dx
336. R cosgx,/sen 2x

3x%-1

J 2x vx

Cin(x+1)~Inx
x{x+1)

ln(x+\/1+x2)dx

328.

arctg x dx

dx

331

334.

329.

332.

335.

3. TIPOS PRINCIPALES DE LAS FUNCIONES INTEGRALES

Funciones fraccionarias racionales:

¢ En los ejercicios 337 al 346 hallar las integrales.

1) El denominar tiene solo distintas raices reales.

337.
340.

343.

345.

x dx

(x+1){2x+1)

—x
6x3 ~7x%-3x

32x dx

x dx

J(@2x-1)(4x?-16x+15)

" (2x2 _5)dx

J x4 -Bx%+6

338. j—?“—— 339.
2x*-3x-2
5 4
341, Ii—;i&idx 342,
x° ~4dx
344,
346.

[ 2x2 1 41x-91

(x~1)(x+3)(x—4) dx

[ x®-1
4x°3 ~x

x dx
J x*-3x%42

“x6~»2><4+3x’3 ~9x% 44
= 3 dx
x? -bx7+4z

2) El denominador tiene sélo raices reales; algunas rafces son mdltiples.

347.

350.

353.

356.

.(xz-- 3x +2)dx
x(x2+2x+1)
[ x3+1

3_ 2

dx

X
x2d>c
(x+2)% (x +4)2

x5 dx

(x-1% (x*-1)

- 2
x+2Y° dax
348, (XA_I) de
3 2
351. x¥ - bx +141x~5dx
J (x~2)
354 -x346x2+9x+7
"y x-2%x-5)
357 (x2 - 2x + 3)dx
) - 1(x? - 4x? +3x)

o

5. | ;’s‘:gfzdﬂ“;‘:z
352. .X4d_><x2

355. %(ijfdx

e,

170



La Antiderivada y la Integral Indefinida

39, [25-2xfre 360
) Fix-2° ‘
3) E
361. 4 362.
J x{x“+1)
* 2
364, |2 Sx-Sid g5
J (=1 (x*-2x+5)
367, |-y 368.
J (x“+ 1 {x" +x)
* 5,03
70. x7+2x" +4x+4
370 J o xteox®iox®
372, |2
1+x

4) El denominar tiene raices complejas multiples.

373.

376.

379.

~x3 +x-1
m 374.
(x+1)% dx
JixZ+2x12)® 317,
dx
Tx2) 380.

§) Método de Ostrogradski.

381.

384.

386.

389.

391.

x7+2
(xZ+x+1)2

[ x6 4 x4 -4x2-2
x3(x2+ 1)
x¥(x3+1)?

.x5~x4 ~26x2-24x-25
(x% +4x+5)2 (x2 +4)2

1 5-3x+6x%+5x% x4

x%oxt-2x342x% 4 x-1

382.

dx 387.

[ 3xZ2 41
(X2_1)3

o

denominador tiene distintas raices complejas.

x+12(x2+1)

dx
x(4+x%)%(1+x2)

(4x? -8x)dx
(x-1)%(x%+1)°

g
(x%+2x+10)°

363.

366.

369.

371.

375.

378.

383.

385.

388.

390.

392.

(5x? ~12)dx
(x? - 6x +13)2

2x dx
(1+x)(1+x2)2

ol
xZix+l

x%-2x? +x3

(2 -1)2 ax
253

(x+2) dx
(x?1+2x+2)°

3xtia
R xz(x2+1)3

9 dx

(I+x){(1+x

J 5x%(3-2x%)?
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Algunas funciones irracionales:
¢ Enlos ejercicios 393 al 414 hallar los integrales.

1) Funciones de la forma R (x, Vdﬁ, p /8}%’)

3. | m 394, Im 3. | (XH)%X j’:x”)%
396, .' Lox g 397, j :Jff dx 398, %-’idx
399, ..3}{%% 400, m
2) Binomios diferenciales x™ (a + bx™)F dx

a1 [Vx 1+ 30" ax 402 [x7 (14 x7)3 a
103 [— 104, [x5 Jd+x3)%dx 105, [

3 x3x2 41 R J 3\/1+x3
- - 4 ~3 4,
406. a07. | 12X g w8, [

dx
.4:}1+x4 J x° J ¥
a00. [e¥x g 410, |—gc arn f X g

. . 3
R x J x3\[1+x5 R X

412, | —< 413, .3x 1-x2)dx ad. |31+ ¥x dx
o x 1 1/1+x4 o ( ) o

Funciones trigonométricas:

¢ Enlos ejercicios 415 al 456 hallar las integrales.

415. [sen®xcos®xdx 416 |senix gy 217, | —&—
o o COS X o COsSX-sen-x
o 4 > 'l
418, |senx gy 49, | & 20 | —p&——
R COSZX' 9 o C053X'SQH3X 20 o sen4x COS4X
21, | oxd 422, | cosxdx 423. | cos®x dx
(1-cosx) R (l~<:os>c)2
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224, |ctg*x dx 425. | tg®x dx 426, |4
L4 L o g X
s, [ 128, [eosixrsentx g 9. |— s
) o sen® x ) J cos? x — sen’x ’ R (senx+cosx)2
430, | —9—— 431 | —— 432, | —L&
senx + cosx acos x + bsen x tgx . cos2x
[ cosZx dx [ dx [ dx
433. senx - cos3x 434. J 1+tgx 435. J 5-3cosx
[ dx 2 senx . [ sen 2x dx
436. J 5+ 4senx 437, J 2 +cosx dx 438. 1-tgx
- y o dx A -
439. J 4+tgxf—4c‘[gx 440. J {senx + 2secx)? 1. J 5-4senx + 3cosx
442. ¥ S— 43, | —&;
J 4 -3cos“ x + Ssen “x J 1+sen®x
[ dx [ dx [ dx
dad. J1- seh®x 445. Ja Zsen®x +b%cos® x 446. J sen Zx + tg x
a7, | —sesxde 448. | /1 +senx dx 49, | L2 gk
sen~x —Ccos” x R J senx cosx
~ 3 2X ~ o
a50. | NE0ZX gy 451, |-—E— 452, |—&—
J sen ®x o 4\/sen3x cos® x o \1—sen4x
453. |1+cosecx dx 454 _feosZx -3k 455, | —d
J o cos4x\/4fct92x J sen%\jcosgg
456. ,/tg x dx
Funciones hiperbolicas:
¢ En los ejercicios 457 al 475 hallar las integrales.
457. |chxdx 458. | shx dx 459. —l%
ch®x
460, |- % 461, |(shZax +shZax)dx 462 |sh®x dx
chx +shx
463. | thZx dx 464. | cth®x dx 465. |sh3x dx
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466. |ch3x dx 467. | th*x dx 468. | sh?x ch®x dx
~ 5 ' d rd d
469. | cth®x dx 470, | d 471, |
~» d}( ~> ~ de
| 7. Jth x dx . |25
* 2x
ar5. | &
sh™x

Funciones racionales de: x y +/ax 2ibxtc.

¢ En los ejercicios 476 al 499 hallar las integrales

476, | e AT7. | 478, | 2
JxyxZax+l J xyx%+dx-4 J xyx?r2x-1
-~ -~ ’2 o
419, |—=f— g0, | BT g« 481. d

J x1/2+xfx2 J X R (x«l)\/x2+x+1
482, | ——d— 483, |vxZ?-2x-1dx 484, |v3x®-3x+1dx
(2)(—3)\,4)<—x2
dx
>~Jx2‘x+1

485. | V1-4x-x2 dx 488. 487, | —&
R o X o xz(x+1/1+x2)
ol . 2 ] 2

488, | ——dx 489, x_dx 490, | Bx 30
J1eyx2i2x42 J ;}1-2x—x2 J Jx%2-2x+5
[ 3x2 _5x * 3x 3 dx ) x3 _x+1

491, | ——=—dx 492. | ———— 493, | ————=dx
J \/3—2x+x2 J \/x2+4x+5 o \fx2+2x+2
* o 3 " o 4 )

404, | 22845 g g5 | 496, d

J \/x2~4x—7 o xZ+4x+5 J (x3+3x2+3x+1)\/x2+2x—3

o 2
a7, | X g 498 499 (Zx + 3) de

) R 2+x* ’ R x31’2x2~2x+1 ' R (x2+2x+3)\/x2+2x+4

Diversas funciones:

¢ Enlos ejercicios 500 al 555 hallar las integrales

3
500. IML 501, | — & 502. ngx/a+xdx

(X’l)lz x - xz—I
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503.

506.

509.

511.

513.

516.

519.

522.

525.

528,

531

534.

537.

540.

543.

546.

ae™ +be ™

dx
1-x4

arctg(1+\/;) dx

e e dx
sen\/; dx

e 2,5
MERE SR
X

dx

x3J(1+x)3

dx

sen2x — 2 senx
R

xln(1+x3)dx

xZe* cos x dx

dx
5 4

J sen-xcos " x

\/tg2x+2 dx
[ xe* dx
)2

(1+x

'
X arctg x

Ja+x??

(23x+ex)dx

e4x_e2x+1

504.

507.

(x2 +3x +5)cos2x dx

514

517.

520.

523.

526.

529.

532.

535.

538.

541.

544.

547.

xl+;<d)c

1-x

(Inx —1) dx
InZx
2

xe* (x% +1) dx

sen 2x dx
4 4

J €OS X +sen x

505.
508.
510.
512.
. 515.

518.

821,
524.
527.
530.
533.

536.

539.
542.

545.

548.

a?-b2cos?x

x¥ dx
(xZ ~1)(x +2)

In{x +1) dx
«/x+1

x2 sh x dx

arcsen x dx
< z

(x> - 2x2 + 5)e>*dx

2 2

xInx

Tz .3

JxZ-1

dx

[eon 3 5
ysen” x cos” x

dx

1+senx +cosx

dx

(2x - 3/dx - x?

arctg x dx

x4

dx
(1-2%)*

tg x dx

J 1+tgx+tg2x

www.FreeLibros.org
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549. | sen®x dx

552, f——

R SGH4X+COS4X

3
senx XCos ™ X —senx
555, | e Senx XS X_SenX gy
cOs™ X

550.

553.

(3+x2)% x3 dx
1+x4)3

(x +sen x) dx
1+ cosx

x2-3x-10)%

2
554, jx mES:

xZ+1 ‘W

1. METODOS DE INTEGRACION EXACTA.

Aplicacion directa de la formula de Newton leibniz:

¢ En los ejercicios 556 al 583 calcular las integrales

1

556. j\/l+xdx 557.
0
9.
y-1
559. |5 560.
4
562. |(e* -1)%e*dx 563
0
e.
565. |——2 566.
J xy1-(lnx)?
1
n.g_ 1
568. | & 569.
a2_x2n
0

176
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. 3 1
__adc o dx —dx
571. Jw=acza 572. I2X3+3x_2 573. _[x2+4x+5
0 2 0
2 1 T
dx S S R .
574, |7 575. J mQ 576 T
1 -0,5 -z
7 3
577. | cos® x senx 2x dx 578. \/cos x —cos® x dx
6 .
2 N cos® x dx
579. Isen (ox + pg) dx 580. e
0

2
k3
sen

583.

cost sen(2t - %) dt

| 1 ) 1
S l—,“"" B Q_——.Al;} wla e

81. j-ctg‘} @ do
24

¢ Enlos ejercicios 584 al 593 hallar las integrales integrandolas por partes.

1 3 3
584. jxe X dx 585. | xcosx dx 586, | <%
o sen X
0 0 I
4
n 2. e—-1
587. J.x senx dx 583. | xlogy x dx -“ n{x + 1) dx
0 1 0
a«ﬁ a
%3 dx [ 2 2 2x .
590. J. T 591. |ya“ - x“ dx Je cos x dx
Q 0

Qe

e
593. J.lnsx dx
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594, Deducir las férmulas de recurrencia para calcular las integrales | cos™ x dx vy

Oe (Y7

sen'x dx (n es un entero positivo o cero) y calcular las integrales:

Oe [*YEY

o

2
a) jsen5x dx ; b) fcos®xdx; c) sen!lx dx
0

Oe tafa
v @ S i

595. Deducir la férmula de recurrencia para calcular la integral J senx cos” x dx

0
(m y n son enteros positivos o ceros; examinar los casos particulares de valores
pares e impares de my n).

0
596. Deducir la férmula de recurrencia y calcular la integral Ix”ex dx (nesunen-
-1

tero positivo).

597. Demostrar la férmula de recurrencia:
dx x + 2n-3 dx
L+xZ)" 2n-Da+x2)" T 2= | 14xF)n]

1
(n es un entero positivo) y mediante ésta calcular la integral J‘ dx
0

(1+x?)4"

e
598. Demostrar que si J,,, = J‘lnm x dx, se tiene dJ,, =e-md,, 1 (es un entero po-
: :
sitivo).

1
599. Hallar la integral Ix P(1-x)? dx (py q son enteros positivos).
0
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Cambio de variable en la integral definida:
¢ En los ejercicios 600 al 620 calcular las integrales.

9 1 8
[ Jx ‘«f;dx X dx
600. .-———&de 801. 5 602. | =
4 0 3
1 1 23
~ d x K _ 2
603. | =& s0a, [ Jerde 605. j Nx 27 dx g
: 1+ : PR ; 3+3(x-2)2
n "47E . 1
~ ~ 3 2
606. |sen®x dx 607. |cos’ 2x dx 608. Hu;x_)é_
o o + X
0 0 0
N 1 .
e 2 r [ 2 2
609. ﬁ*; dx 610, | L ax 611 |2 dx
L 4 X o X » X
1 J2 1
2
2 1
612. | —&— 613. |y -x2)3dx 614. | x24J1- x? dx
o X74fxc -1 o o
2 0
-In2 a 3
615. 1-e® dx 616 |—d 617. dk
o x+\/02—x2 o (x2+3)§—
0 0 0
1
5 N2 22
2,3 *
818. J. WX g 619, d 620. j.——%——
x J (2x2 +1x% 41 xyf(x2 ~2)®
2,5 0 _g_

Distintos problemas:

621. Calcular el valor medio de la funcién y = Ix + —\/1= en el intervalo [1, 4].
X

622. Calcular el valor medio de la funcién f(x) = 21 en el intervalo [1;1,5].

X7 +X

623. Calcular el valor medio de las funciones f(x)=senx y f(x)= sen’x en el in-
tervalo [0, n].
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624. Calcular el valor medio de la funcién f(x) = - x2+ T en el intervalo [0, 2].

625. ¢Para qué valor de a el valor medio de la funcién y =Inx en el intervalo (1, q]
es igual a la velocidad media con que varia la funcién en este intervalo?

+ En los ejercicios 626 al 642 calcular las integrales.

2 92 %
626. _[ & 627. J. X de 628, J‘ x? dx
X+ X (1+x x“-3x+2
1 0 0
¥ 2 +a
2
629. j e 630. j w g [
5 1 1
5 1+ x8y5 5 x+1+4(x+1) . a%+x
1 V3 . In5 o
632. j 2x+x2 dx 633. j.x5\/1+x2 dx  634. -"i;_x\/%ldx
e +
0 0 b
3 f. g.
635. 636. | == dx 637. |—dx
o \/x +5x+1 J cos”x J 2cosx +3
1 0 0
%. 1 16,
638. TiaT 1‘1)‘ 5 839. | (arcsen x)?* dx 640. arctg,/\/; -1ldx
J +sen“x R J
6 s ;
1 5
(3x +2) dx de
641. ____’ij‘_____g 642. . senzx cosbx2 ;
v (x% 4,4 +1)2 J acos”x+b"sen"x
0 (x“+4x 5
{abldx x

643. Mostrar que j'

0

reales distintos de cero.
X

s——- =%, donde a y b son cualesquiera nimeros
a?cos? x +b2sen®x

644. Resolver la ecuacién
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X
645. Resolver la ecuacién J' \/_ﬁ‘)‘cx_ =z
e” —~1
n2

646. Al quedarse convencido de la validez de las desigualdades % >Inx>1 para

dx
JIn

es menor que 1, pero mayor que 0,92,

b

4
X > e, mostrar que la integral j
3

1
647, Mostrar que £~ 0,523 < j
0

Z L=~ (,555

dx .
————e—ee
\)4—x2-x3 42

0,5
M&Nbﬂmmm905<:j de_ <2~0,523 (n>1)
0

JI —x 2n
649. Valiéndose de la desigualdad senx > x — 3‘; , que es vélida para x >0,y dela
3
desigualdad de Cauchy - Buniakovski, evaluar la integral J Jxsenx dx .
0

1
650. Mostar que 0,78 < J. < (),93

Jl+x4

0

X

2+l . dt en el

651. Hallar los valores maximos y minimo de la funcién J(x)= IW
- 2t+

Q
intervalo [-1, 1]

652. Hallar el punto extremo y los puntos de inflexién de la gréfica de la funcién
X

y:IU—DU—mzd.
0
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¢ En los ejercicios 653 al 665 demostrar la validez de las igualdades sin calcular las

integrales.
% 1
7 _a,5 . 7.8
653. j- xPsen?x dx =0 654. jﬁi—:—?—)ﬁ—o—f«u dx =0
cos ™ X

_182 -1

1 1 3
855. J.ecosxdx;Zjecosxdx 656. jcosxlnifi dx =0

-1 0 W.%

657. a) Mostrar que si f(t) es una funcién impar, j f(t) dt es una funcién par, es

decir, que ".f(t)dtz '[f(t) dt

X
b) ¢Serd la funcién j f(t) dt impar, se la funcién f(t) es par?

1

1
658. Demostrar la validez de la igualdad j] d‘t2 = j - dttz (x>0)
| + +
X 1
tg x ctg x
659. Demostrar la identidad fdtz dt ~=1
1+t H1+t?)
1 1
e €
sen 2X COoSs 2 X
660. Demostrar la identidad J. arcsen\/z dt + J arccos,\/E dt = —4”—
0 0

1 1
861. Demostrar la validez de la igualdad jxm(l - x)"dx = J-x”(l -x)"dx
0 0
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b b
662. Demostrar la validez de la igualdad J. fx)dx = j‘ fla+b—x)dx
a a

663. Demostrar que | flcosx)dx = § f{senx)dx. Aplicar el resultado obtenido

e [EYE
[>T [

para calcular las integrales sen?x dx .

Oe o)

cos? x dx y

e )=

664. Demostrar que:

™

jxf(senx)dx=+} J‘f(senx)dx :§-2><
0 0

flsenx)dx =m } f(senx)dx .

Oe ol
D e rofa

s

Aplicar el resultado obtenido para aplicar la integral j ﬁm—;—- dx
) 1+cos®x
4]
665. Mostrar que si la funcién f(x) es periédica cuyo periodo es igual a T, se tiene
a+T

que J f(x) dx no depende de a.
a
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1. METODOS MAS SIMPLES DE INTEGRACION.
EONS
o Z2Vx® +C 02. " 4 C 03. C-1
04 ~0,4343-10" +C  05. 22, C 06. Vx + C
07. 2+ c 08. ~4,1x*% 4+ C 09. u-u®+C
242 2 __px
1. £x“Vx +x+C 1. C ¢ +In|x|
12. C-10x7%2 +15x %2 — 3 62x1%8 13. z—ZInlz[—lJrC
g, 25 ;j{x 2 lx-b o 15.—%3x2+18x x+9xxl3 +3 2f+C
69,7 44 1
16. 7\)x S.ic 17. Jgarcsenx+C
18, 3x - 248 4 ¢ 19. L(tgx+x)+C 20. C - ctgx — tgx
2l tgx - x+C 22. C—clgx—x 23. x—senx +C
24, arctgx—%+C 25. In| x|+ 2arctgx + C 28, tgx +C
27. Zx+C 28. sen’x 4 C 2. 82X C
16
30. 2y1+x%+C 1. B, ¢ 32. C-——1
(2x - 3)
¢ 11 _ 3
CNRCRL e 3. C-5@8-3x)° 3. c-¥ 2
36. 3m3fa+bx +C 3. (< +1% +C 38 C-3y1-xB)?
39. 2J(x*+2)°+C 40 YxB+14C 41, 24 +x° +C
2. 3Yx*+1)* +C 3. 3x2-5x+6+C 44 lsen*x+C
45. secx +C 46. 33[senx +C 41. C - Zcos® x
48. Z4/(lnx)°® +C 19, 29° ¢ 50. C - —1—;
2(arcsen x)
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51. 2\1+tgx +C 52. sen 3x +C 53. tg(l+Inx)+C
54, %sean +C 55, xcosa — %sen 2x+C 56 C ——%—cos(Zx -3)

57. C - Lsen(1-2x) 58. —;-tg(zx - g-) +C 6 L(tgdx —secdx)+C

59. C - cos(e™) 60. In(1 + x%)+ C 61. In|arcsenx |+ C
62. In(x® ~3x +8)+C 63 iIn|2x-1[+C 64. Lin|cx +m|+C
85. Lin(x? +1)+C 66. 1In|x®+1]+C 67 Ine*+1)+C
68.—%—1 nEe? +a?)+C  69. C-In|cosx| 70. In|senx|+C
1. C——gln!cosi%xl 72. %ln]sen(2x+1)[+C 73. C = In(1 + cos? x)
74. Injlnx|+C 75. l“r:jrllirC,si m#-1vy ln(lnx|+C,si m=-1
76. %" 4 C 7. e 4 C 78. & C
na
9. C o 80. C <. 81. 0,5¢ e*” 4 C
' Ina : 3 o
82. C——é—e - 83. arcsen £ +C 84. %arcsen5x+C
85. Larctg3x +C 86. arcsenZ + C 87. E%arctg—‘ézx +C
88. %arcsen%intc 89. Larctg x2+C 90. Larcsen ia—z- +C
1 3 1 4 1 x

91. zarctg®-+C 92. carcsenx” +C 93. sarctg &+ C
94. ﬁ‘—cfe—“-z—x—+c 95. Larctg =%+ C 9. ¢e*+e*+C

n2 a a

3 2 x 2
97. Le** +3e® +3e* +x+C 98. arcsenx —4/1-x“ +C
99. %1 n(x? 9)—-arctg $+C 100. arcsenx + 4/1 — x?+C
101. —arctg x? - ln(x +1)+C 102. arcsen x + —— = +C

1-x

103. 2[x° - (x* -1)°]-x+C
104. C - 2\/1 ~x? - 32 (arcsen x)°
105. C -%[\/1 ~9x? 4 (arccos 3x)3] 106. x —4ln|x+4|+C

185
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107.%[x~—1n{2x+1|] 108.b[x—~ln(bx+aﬂ+c
109. C - x —6In|3 - x| 110. 2x + 3In|x - 2|+ C
1L Ix+2n(2x-1{+C 112 x +In(x% + 1)+ C
113. x — 2 arctgx + C 114, C - %;x[‘ - %xg w%x‘z - x-In|1-x]
115. X; —x +arctgx + C 1186. In x;l +C
11.|2x-3 1 b-x
17, Inj<4{ + C 118 Lin|2=24 © 19, 7-n[>=% . C
x-1 1 1. |x-2

120, x +Inf—|+ C 121. glnx 5 o c 122. Slnj— +C

1 2x -3 i 2+ x3 “~ 1 x -1 ~
123. -1—?-11'1 rE +C 124, Ej—glﬂ m + 125. -,j:arctg 5 +C
126. —\lfé—arctg X\/%l +C 127. %—arctglyézx +C 128, farctg 2x2+1 + C
129. %arcsen 2x+3)+C 130. arcsen (x — 2)+ C
131 —é—arcsen l,c 13 %arcsen 3)\(/?—:1 +C 133. 5+ «se—r}i +C
134, £ - 20 ¢ 135. C — ctg % 136. tg (X~ 1)+ C
137. 2tg5 - x+ C 138, 2tg($ + )~ x+ C  139. 2ig®x + C
140. In(2 +sen2x)+ C  141. C - -}‘:(C‘ﬁ;x +cos2x) 142. i%sen 5x +%senx +C
143. %gen3x~ﬁsen7x+c
144, %(2)( +sen2x +%sen4x +%sen6x) +C 145, In ' tg(f+3)+C
146. In(1 +senx) + C 147. COS X —Injcosx|+C 148 - -1+ C

149.

151.

154.

156.

186

2Jcos o (LOE;—“ -1+ C

senx—ﬁ%siJrC 152, %tggx—tgx+x+c

Sx~Llsen2x + -1

g 7} 55 L sendx +C

C - ctgx - £ctg 5x - Fctg Sx

SenX  Zsen-x
150. tg x + %tg?’x +C

163. C ~cosx + %ctggx —%COSBX

155. %tgzx +In|cosx|+C
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2. METODOS PRINCIPALES DE INTEGRACION.

Integracion por partes:

157. %sean——é—x cos2x + C 158. xsenx + cosx + C
159. C—e “(x+1) 160. 13;3 (xIn3-1)+C
n
2
161. ’jHll (lan-n‘;_l)JrC 162. = 2+1arctgx—3§—+C
163. xarccosx — /1 - x? + C 164. xarctg\/; ~Jx +acrt Jx +C
g
165. 24/x + 1 arcsenx + 41 - x +C 166. xtgx~i<;—+lnicosx] +C
167. %-‘Fi‘x senZx + +cos2x + C 168. C~51—Zlg (xve)
X
169. 1 + xzarctgx—ln(x+ \/I+ x2)+ C 170. 2(\/; —\/;"_jlk arcsen \/;)+C
171, xIn (x2 +1)-2x + 2arctgx + C 172. C ~ —%— + Larctg x
2(1+x7) 2
173. xz\/1+x2 -% (2+x2)3 +C
3
LIS LIRS SO S e 175. C—e X (2+2x + x2)
176. e *(x3 ~3x 2 + 6x - 6)+ C 77 0" (52— )hC
n¢ h%g  In°g
178. C — x 2 cos x + 3x %senx + 6xcos x — Hsen x
179. %XB +—g:xzsen 2x + xcos2x —Lsen2x+C 180, x(in?x -2Inx+2)+C
181. C-L1(In®x+3In®x + 6lnx + 6 182. C- Ein?+3nx+2)
x| ) 28\/~ &
183. x(arcsenx)2 + 2arcsenx -4J2 —x2 —2x +C.
x2+1 2 1 2 e (senx — cosx)
184. 5 (arctg x) —xarctgx+-2~ln I+x*)+C 185.-—§+-—+C
186. elsx {sen2x—~5cos2x)+ C
187. ;ax = (nsennx +acosnx)+C 188. %(senlnx—coslnx)JrC
a“ +n
189. g—(coslnx +senlnx)+C
187

www.FreeLibros.org
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190. C——’ZS 1-x2 +%arcsenx

X dx

(Poner dv = =

191. %\/(12 +x? 4-%ln(x+1}a2 +x2)+C 192 %—g-ax +C

193. %[(xz ~senx —(x-1)%cosxle* + C

2
y luego j 1-x? dx transformar a la forma J‘FE dx)
1-x

-

3]

Cambio de Variable:
194. 2[Vx+1-In{l+Vx+ 1]+ C
2Jx -1 3 2 11 4
195, == (5x~ +6x“ + 8x +16)+ C 196.C-2<x_2)2—x_2
i1 x-2
197. ln‘/x_+~1+1 +C 198. 2\/x~2+\/§arctg ——+C
199. 2[vx —In(1 +¥x)]+C 200. 2arctgx + C

201. 2(vx — arctg Vx)+ C

2 1
202. 3(x + 17 —=3(x + 1) + 3In |1+ Yx + 1|+ C
203. £[Jax+b —m In|\Jax +b +m|]+C

204, x+§‘6/~51—?—+3—3‘[2£+2\/;+33x+61n!\6/;-1{+c
205. 33x +3In|¥x -1+ C 206. 2vx — 4%x + 4In(1 + ¥x)+ C
207. g[\lﬁx5 +2%x% + 2l ¥x® - 1)1+ C 208 2(Be* -aNle* +1)° +C

200 N 1y c 210 2T+ Inx —In|lnx |+ 2In| T+ Inx 1]+ C

Jl+eX+1

211. 0.44J(1 + cosZ x)3 (3 - 2cos? x) + C 212. 1In® tgx + C
2
213. C—%\/a3—x3(203+x3) 214. 5—2;3+—2§74+4ln|x2—4l+c
<2_
x2+a2 2 2 2
215. C - 5 216. 92—arcseni~i a‘-x°+C
a?x a 2

188
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217.

219.

221.

223.

225.

2217,
228.

229.

230.
232.

234.

2.3
C - Llarcsen & 218. C—M
a [x] 3x°

\{l—xz
C- — arcsen x 220, —=L——+C
X 02\)(2-%-(12
2.5 2_
c -y x) 2. % ¢
45x X
M ic 224. C —

[ V15 + 2y4x? +1|
i(x2—2) 4 - x? + 2arcsenX + C 226. —L lnlx A +C
4 2 4415 |x\/1—5—2\/4x2+1|
2 —_
arccos L. — X L C (Se puede realizar la sustitucién x =+ )
|x} x x

2 arcsen \/; + C (Se puede realizar la sustitucién x = sen’z )

In Eie—x—x +C (Multiplicar el numerador y el dominador por €¢*, y poner
+ Xe

xe* =z)

2eV*(Jx ~1)+C 231. 3[(2 - ¥x2)cos¥x + 2¥x sen¥x] + C

X\/arc_ie%x + —é— In(1- xz) +C 233. xarctg x ——é—(arctg xz) —%(arctg x)2 +C

1-x

ln\ﬁ'il__2 - %arctgx - %(arctg x)2+C

+x

Diversos Problemas:

235.

238.

241.
244,
246.

2417,

L +2x® +C 288 L1+e®)3+C 237. 2¢V* 4 C
3
e X L C 239. C—%(l—ex)2 240. %senx2+C

k]
5

4
C-5(2-3x7)

C-In(8+e™) 245. C —arcsene ™

241+ x? +31n(x+\/1+x2)+C
112,/9x% —4 - 3In|3x + 9x% -4 ]+ C 248. 2seny/x +C

3
242. C—1In|14+3x° -x®| 243 ZIn(1+x?)+C

189
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249. arcsen™X L C 250. C—lln|1-In%x| 251 L+ In(x +Vx® 2 1)+
\/3 2 %21
n+l
252. (a—"‘;%%—«—%C,si n#-1 vy Lnlarctgx|,si n=-1.
253. C — 2ctg 2¢ 254. 2x —tgx + C 255. Ltg®x + C
256.-425 tg°x (5tg?x +9)+C 257. —%;(tgd*c +Incos?3x)+ C
258. X~ 4 x~In|x+1]+C 259. C ~ Ao -1
X = 2(){-‘1)['

260.

262.

263.

265.
266.

268.

270.

272.

274.
275. C
276. 2

271.

278.

279.

280.

J2+dx(x-1)
N C 26l xf1+2x %

2(3x - 2a)la+x)? + C

x .1 <
5 +4sen2x+

C-In[1-x++b 2x+k3‘]

1in(3x-1+vox% ~6x+2)+ C

2 x -1
C-8v5+2x—-x —SarcsenJg

C—y3-2x-x? 4arcsenx~2—1~

3 x? +2x+2~41n(x+1+\/;——2—;1ﬁé)+c

[ 3 .
% sen“x —cosx +C

271.

1
2

1+2x)° 4 C

a mx bﬂX

264 +C

" mlna+ninb

Z.cC

267. ——arcsen

\/,

In(x?2 +2x+2)+arctg(x + 1)+ C

ooloo

[L x? - 4x+17)+ larctgzx l}rC

2
273. InY=4" L ¢
[x - 3]

2Jox2 4 6x+ 2+ Lin (3x + 1+4J0x? + 6x+2)+ C

~In|2x% - 3x +1|
5x+3

a5 arctg

Z1n (5x2 +6x +18)+ C

%1n18x+9+4J4x2 +9x+1]-244x? +9x+1+C

-1
X=+

%\/3)(2 ~11x+2 +%%ln

X

2

— 45X+

11 2
3 5 +C

1y2x% + 3x '"Z?/"g‘l nix+3+x?+38)+C

(a—-x){x=b) —(a—«b)arcthZ:z +C  281. xarctgx —%ln 1+x%)+C
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282.

284.

286.

288.

290.

292.

294.

296.

298.

300.

302.

304.

307.

309.

310.

311,

314.

316.

%sean - %x cos2x +C 283. [(a)zx - 2)senwx + 2wx cos wx] + C
)
e® (Ix? - 2x? +4x-3)+C 285. tgx - In{cosx)+ tgx — x + C
7
In|lnsenx| + C 287. %{ln(i + x4 1~~?‘1——-~ e
+ X7
%(lni tg% + CoSs 3)() +C 289. %—tg (—} + %ﬁ} +C
1 1. 2+cos2x
C-ghng—=7 291. lnex+1+C
2ln(e?+e 2)+C 293. e +C
9,2 ) — ' i
%{-ez" +C 295. T};Bln (x+ 41+ x?) 4%(,\'2 — 201 xZ] +C
x =1 - x?arcsenx + C 297.C~%( 5 + ctg x)
sen-x
el - ZEn2ercotny, o 299. L{tgx +Intgx]) + C
In|sen x + cos x| + C 301,—%—ln|tg(§+%) +C
secx ~tgx +x+C 303. senx — arctgsen x + C
x2 2
\/élnltg%lJrC 305. Inx - Inlnx - Inx + C 306. E—J—;—Lc
2
C-te ™ (x"+2x% +2) 308. L(x? ~1y1+2x% +C
4
c- =3 Barcsenx
21-x2 2

1 2 2.5 2 2 2,3 4 [ 2 2 5
g\/(x —-a“) ~%—\[(x —-a“)” +a"Vvx° -a“ +a arcsen}—%+c

2 2 o3 23,2 _
————————V‘“x‘ 2.c 312, W8 Lo gyp NEEXTVT S0 o

24x° 2453 ' 120x°
2 2
VX7 3ExT Y 237(2;‘ e 315. £[{x° ~In ¥x® +1)]
X

x+4yx+1+4n{yl+x~1)+C 317, 2arctgf1+ x +C
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318.

320.

321.

324.

326.

327.

329.

330.

331.

333.

334.

336.

3. TIPOS PRINCIPALES DE LAS FUNCIONES INTEGRALES

=+ C 319. yx? + 2x In|x+1+4/x2 +2x |+ C
X + 1

X2 c

8
—é(—l—&z—)ﬁl + C (Es conveniente la sustitucién x =senu )
- X
%
2 (1+ x
W arctg,/% + C 322. cL o mw

%xz\/;c4 +4 —ln(x2 +x? +4)+C

;-3
C~%— ! ; »—%arcsen«/xS
\j « 3

o %2 3x 3arctg x

41+ x%)% 81+ x?) 8
arcsene ™ — \/;~e2" +C

2\e* ~1-2arcigyfe” -1+ C

C- ;an(l + %) (sustituyendo u =1+
X arccos ’xﬁl \/;x~ - arctg\/; +C

xln(x+\/1+x2)—\/1+x2 +C
«‘é——z—(tg2x+5),/tgx +C

Funciones fraccionarias racionales:

337.

339.

341 £

342.

1092

<)

325. 1

328. -

332.

335.

\Fmﬂ
nhx-1
N}"n

(x +] Jarctgx 2\/”
Jx

11
arctgx + .3 +C

%\3/ tg°x (5tg%x +11)+C

|x+1 1 o2
In \/_;+ +C 338 zIn[(x -2)"{2x +1]+ C

In =1 tix-4)®
(x-3)7
+—+4x+1 ESEES/5 S
(x+2)3

%—x+ln|x} ~ 1761n12x~1f - %ln12x+1] +C

+C 340. f’—lln|3x+1]+

ZIn|2x-3| - 1in|x] + C
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343. In|2x ~1| - 6In|2x - 3| + 5In|2x-5| + C 344, = _2+C
1 x—\/‘z_ 1 x~»\/§ __E lx‘x 2\/;“?)7)6&1 !
345. 2\/.:_Elr1“\/_2. kz\/?:l +C 346. % +1In e |+ +C
7. In| X+ -4 C 348. 4ln| x|~ 3ln|x-1[- - +C
349. 4o+ Infx +1+C 350.x+§+1n“‘_” +C
3L C-—t sl iln|x-2| 352. L+ Lin| X114 C
3(x-2)°  2x-2)
353. 2In |t | - 212, ¢ 354, —3 4+ In|x-5[+C
X+2] xZ16x+8 2(x-2)
2 =
355.§—w1n|x+1|~-9-x«3-(1~1—2-)—<§1'1+€
x+1)
(x+2)? 1 9 .31 1
356. —; +4(X71)2*4()(_1)+—8-1n|x~—11+—§1n|x+li+c
(x ~1){x~3) :
357. 1 +1In al Hx +C 358.%~%ln)x|+201n]x—3]—9411n]x~2|+C
1 1 1 1
359 Lin| 5| - L(1+ L) 5ty e C 360. C - "1
|x| 1 (x+1)? 1 2x—1+
361. In X2+1+C 362. 6ln———-‘x+l+\/§arctg 7 C
2 3
36 -1 lx 1] 1 t Zx+1 C 41 (x“~2x+5) 1 ; x -1
3 m + garctg T+ 36 NS + gare
365 (x+1)2+l LI arctgx+C 386 Ln|2X| - larctgx + C
nm rctg x . gin|g—| - sarctg
1 4 1 1 1 2 1
367. Zlnm—farctgx +C 368. §IH|X+11 - Z—ln(x +1)—m+c
2
Lpp sl S
369. 4[ln T + arctg x (X*1)2]+C
370. £~ 2x ~ 2 + 2In(x % + 2x + 2) - 2arctg(x +1) + C
2
371, In4 JF%arc;tg2 3‘/—arctg x‘/—+C

:

2,
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372.

373.

374.

375.

3717.

378.

379.

381,

382.

384.

386.

387.

388.

389. C

390.

392.

194

lnx—if——z—i—l— + iéa)rc‘[g X*[2 + C (En el denominador de la expresién inte-
4\/— x2 - x2 +1 ~x2

grando sumar y restar 2x2)

2-x ln(x2 +2) 1
+ - arctg-%= + C
4(x?+2) 2 4442 g[
L L 2.1 B S e
eln|x|=5ghn(x"+1)+ 9% In(x? +4) T C
13x - 159 53 -3 x7 +15x% +18x+ 8
—_— = C 376. arc*o(\drl - S C
8(x?-6x+13) 16 2 - 8(:d+2w2,“
X X 1
+ arctg® + C
216(x%+9)  36(x% 4 9)Z T Eag ey
1 x4 1]+in(l+x?)+C
2(x%+1) 2 4
1555+ 40x% + 33x TS Y I A I
L X L Doarctgx + C 380, & == +einf s 4 C
48(1+ x%)° 48 ¢ MR "2 x’w%)
2x+1 2, 4 93 2 ~
—2—— 1 2 arct ~2In 1y A B X D)
P Al (x“+x TS5 r2xC
3x? 12 B 2 e
=X +1n(X2 L carctgx+C 383 C - 6ln| 2L| - 1% . ox 1
(x-1)(x%+1) xZ41 2(x3 _ x4
1 [.2 1,_1+x 1.,X-2 1
——t——+Inyx“ +1+C 385, = = +=arctgx +C
xz(x2+1) 2 14x%2 4 k2,10 4 g
Z~ln x3 41 1 1 i C
3 x® 3% 3(x%+1)
x+1 3(x+1) 18(x+1) 1
arct: + + |+ C
648[ g x?42x+10  (x?42x+10)? |
Sarctg(x +1)+2- x+1 A b

8 8 x2.2x+2  4(x%4+2x+2)°

x 2x+5
- - t
8(x2+4) 2(x%+dx4+5) 16 igarciay y —arcig(x 2)

a7y 09,2 -1
O 57x" 410857432 5 3-Tx-zx® |-l s

arctg x 391.

8x(x?+1)? 8 2(x% - xZ—x+1) (x +1)2
1.4 5.2 3) ] i V3 +x+4/2
—5X 42X -2t e In |+
( 2 4 5/ %x3-2x52 86 | VB-xvy2 ¢
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Algunas Tunciones irracionales:

393, In—fen L5y
{1+

105 ¢
197,10 19/,( 3 gxg/:’? 2%2 )
394. 24/x — 3¥x - 8%« + 6%x + 481%x + 3In(1 + ¥x) +

T
2 In¥ (Yx ~Wx +2)- 10 arctg == + C

7 N
i 3, 4 z 5 2
395. 6{%(}<+1)2 ~glx+1)3 +-;1]—v(3< +1)0 ~vé{x+l) + 2 (x +1)6 4(x +1)31+C
396. In \/“];: ‘§- + Zarc[g\/1 +C 397. {\/;—2)dl~x»-arcsen\/;+(?

398, 63(1+ x)zgf‘%««-l:: VEESEY e

200 iuz -1} ~2u’ 3 1-x
398, Jn - o/ '« drw:; e+ donde u =
VA'U’Q’A,UQM J3 14 x

4040. —f4~4\/; l.c. Multiplicar el numerador v el denominador de la fraccién por

3
%’x -1, y sacar los multiplicadores fuera del signo de radical.

401. ~x\/x4~ xx/x +36 2«/;+“~<)\/~ Ux® +C

[ 2¥x+3 |
402. SL u x 2(1+%/?<>2J
— _ 5T
1103 2 w13l 3 2 J3 23\/x"+1+1
493. éln( X +1«1)~Z{ {\/(x +]) +8 X +1+1]+—2—a1ctg>< N +C
404 L1+ x%)® ~ 1Y x% 1 C
2, Yl
405. —é—ln“(;;rl J_arctg ?1+C donde u =¥ 1
N 4 4 a4 o4
406. L1n fioxt v ~larcg X4 C 407. 11n V! ’;”-%\F;‘ +C
V1+x - X x x x

408. -§-(4\/§+\/§-3)3‘/1 +¥x+C
——2\/._::_—1 2\/§arctg \/. +C donde u—\3/1+\/—
U +u+

409. 6u+ 2In
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410. 11 ——-)i‘—_i]——-vt—@arctg 1+2u . ¢, donde u=31+x5

5 n\fu2+u+1 5 ‘/§
all. C_%}1+x3 L1 P1+x3 +x 1 \/14 x5 x
\/\/ldrx +x\/1+x +x?

-arct 2
x V3 ST B xV3
5 3
1 1+ x4 1 1+x% 1 14+ x*
oz gy

u 1 u+1 2u-1 :3lfx
413. — In = 2‘/-arctg NG +C , donde u \/xz

2

414.12[3“13 3J— 39/_ {’F}rc donde u=1+%x

13

Funciones trigonométricas:

415. Tlgcos x(3cos? x-5)+C 4186. ;013x—colsx'+c
417. ln|tg x[— +C 418, tgx ++sen2x -2x+C

2sen X 4 Z

419, %(tg x —ctg?x )+ 2In|tg x| +C

420. (tg X~ 1)(tg x+10tg x+1) +C 421. 1 +C
3tg % cosx ~1
422. —% tg—;———ctg?’ £+C
423. 1~56— 1lzsen2x(cos4x+—2-coszx+15>+C
424. x-%ctg x+ctgx+C 425. ;}:tg4x-ltg3,x~ln|cosxl +C

cos X _1_ lt ‘
2sen ’x 2 92 2

426. x - %ctg7x + %ctg‘:’x - %ctg3x +ctgx+C 7. C-

1 1+tgx 1 1
428. El T gx +5senx cosx +C 429. C~W
:/_—_ ’ 1 l x +arctg$
430. Zn|tg(2+5)|+C 81 2|+ C
432, /e 433, n_Csenx_
. cos2x ' 1~ 4dsen?x

196
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434. S[x+In|senx+cosx|]+C 435. —%—arctg(Z tg%) +C

1
2

5192 +4

436. ~a ctg - +C

/
A4 Litgx
4317. ln(2+cosx)+\/§arctgl\/gtgz)wv

cos x{cosx - senx .
438. ﬁ——”—-#«é—lnicosx—»senxi +C

2
Sltgx +2)

439. L x -

S 1n|tgx+’7l+

3 i ~
—z£infcosx|+C

cos2x 15 4 4dsenZx +1
440. 15(4 +sen2x) + 15415 arcsen ok T ¢

441.

+C 442. Larctg(3tgx)+C 443. -Larctg (\/—Z-tg x)+C
2-1g% 3 V2

444, Ttgx -+ 5;1—,2- arctg(v/2tg x) + C 445, L-arctg -a—tbi)i +C

o i
Jtgx - 1| J3
15/tg2x+tgx+1 3

) +C para los valores de x que satisfacen la desigualdad

2tgx +1 +C

Na

446. C ~ %{ctg X + Jl— arctq( fax )J 447, In arctg

7

448. (sen~~ cos %

sen—z- + cos—:,f— >0, ~2(sen—— —cos % )‘r C para los valores de x que satisfacen

2

la desigualdad sen% 5 +C0s% < 0

449, 2., /tgx +C 450. CMQ%Z- ctg5x {Poner u=ctgx)
451. 44tgx + C 452. %ln(\fétgxf J1+2tg?x)+C
453. 2arcsen.fsenx +C

1 / x
454, C—%tgx(2+t92x)\/4——ctg2x 455, —=2 ~ + 2arctg cos% ~In : ﬁosi +C
coss 1~,fLos§

1 _ _
5 [In (sen x + cos x — \/sen 2x) + arcsen(sen x — cos x)] + C

456.

Funciones hiperbolicas:
457. shx+C 458. chx +C 459, thx+C

460. x +C 461. -Lsh2ax +C a2, Sdox ¢




Moisés Ldzaro Carrion

483. x ~thx+C  464. x —cthx +C 465. -,%ch Sx—chx+C
466. shx +1sh®x+C 467 x ~thx - +th®x + C
468, »%»shgx + l; sh®x +C
470, In|thx | +C 471 In|th&|+ C

14 Jox IS ! -
473. Lin .«»—«\/J-l«i— - arcty V’rth x4+ C 474, xthx ~Inchx+ C

27 - Jthx =

475, C— 2=

3sh”x

476, In— X
2+ x FZ\/X X +]

479, C— Lip|¥2rxoxied? g
x 2:/2

- ~ A ;
o L 78, arcser

480. In|x+1+v2x+x? |-t C
2

X+ 4J2x + x*

S
i

34 3x+24/3x% 4 x4 1)
x -1

481. C--Lin
NG

482 C”_l_in!x+6+\[60x lo%

J15 2x-3
483, 10— IWxZ —2x - 1-In|x-1+vx? - 2x - 1| ~C
484, L(x - 1)V3x? -3x +1 +~85,§1n%«j3x Bxr1e L 2x- a0

485. %[(x +2N1-4x-x? + Sarcseni%g} +C

A<

486. C - 5 ~2In]2x-1-2Vx? —x+1+|2In|x Vx? —x+1]
2(2xﬂ1-~2\/x2»x +1 "

198 S




La Antiderivada v La Integral Indefinida

508.

501

503.

Co 1 1.3 1
8x-1% 3= 106 -1 q1x-pH
SR AT
o [ S4x - 3a)F{a+ x)
1?1?11 c 52, 2SNl o
1--arctg(€'"x /{5’-)4-(3 504. Larcsenx - 22y1-x2 +C
m+ab Vb 2 2
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505.

507.

509.

Ix-1|(x+2)° 1. 1+xt 1
7"2X+61 W——+C 506.“4—1’1 1 x +-§arctgx+c
garctgx — - kin| |+ C 508. 2v/x + 1 [In|x +2| 2]+ C
(-é—x+%)cos2x (1 2y %x +%—)een2x+c 510. x%chx - 2xshx + 2chx +C

{
. .2
xarctg(l+vx)-vx +In| x+2Jx +2[+C 512, ln]“ﬁ"x

511. - arcsenx *, C
X X
513. 3¢ V< (Yx® —2¥x 1 2)+C
514, 3¢ 9% (Yx® ~5x% +20x - 603x2 +1203/x —120)+ C
515.(23)((% 3. x2+§x+——)+c 516. 2(sen/x —/x cos/x)+C
517. ——~—-———-"4<M+ arctg\/x 1+C
X
518.% »-’23\] 1v~—1n]x+\/x 1]+C

519.

< 5 2,3 f 2
In(x + r““‘1+x)z_\/(1+x5> CJuex®® s LC

5x 3x3 x

520. (-}Ix3~%x)\/x +1+3ln(x+\/x +1)+C
521. 3[In|u| - In(1+V1-u?)-arcsen ul+ C, donde u=¥x
15x2 + 5x - 2 15 T+x-1 2x+ 4/2X+ -1
522. T 8 In e +C 523. C - ~——-—-——\/§;+_+1
1|1y 2-0? 2741 _ .5
524. 15[2‘“22”“ \/—E;arctg 7 J+C, donde z = x
_41 X|. 1 tgx
525. C 4ln|tg2 e Z% 526. Larctg -+ C
527. 2 senle —X) |, C, donde « = arccosZ, si a? <b?;
b%sen2a sen{a +x ) b
21 arctg—tg—x——+C , donde « = arccos? | si a?>p?
a‘sena seno a
528. —;—XZln(1+x3)—%x2 +%ln(x2 —-x+1)~-%—ln(x+1)+i2§’—arctng/§1 +C
529. - +C 530, arctgyx? -1 - ln2x +C

200
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XZ
531. %e"[(x2 ~Deosx +(x-1)%senx]+C  532. —’E—Z—E;——~+—C
533, 2193, ¢ 534, 2(t 6ln|tgx| +C
R el (Lg x - ctg *x) + 2(tg Zx — ctg 2x) + Inftgx|+
535. arctg(tg2x)+ C 536. In| 1+ ig 5|+ C
537. arctg —8x In{y2+ tg 2x + tgx+C
2 4 tg 2x
y
2 a5 2 <_
it et 3 e gy X6 B0 15
538 - e 539. C Jfél P i
s
540. £+ C 541, 2xyl+e™ —4yl+e” —2ln¥te 1. o
X N/]wex w1
542, lin1+§2«mczgﬁx '~~7-1~;,-+C 543, C arc’tgxz +amngr X
6 x” 3x~ 6x < 20+ x°) 4 4(1+x°)
1 [x+1] arctgx
544,41n NCRPRRETIY: 4(“l)+C
45. x -1 1- _J Ly 1 L
3 092] 2% §+nZL1 ZX*Z(IWZX)Z+3(1~“2X}Q +C
545, arctgle* —e )+ C 547, Inl2S vlre e o
l-e +\/1ﬁe et
2 1+2tgx
548. x ﬁarctg N +C
549.E§X~isen2x+1gssen4x+ﬁsen32x+1024sen8x C
1.2.3 2 1 8 27 30 x-5
550. X +~271n(1+x )+(1+X2>2+C 551. o0 5 A8 T T 343ln . +C
552. C—%arctg(ﬁdg?x) 553. xtg5+C

1 x+2

554. Tz—arccos 7ot C (Dividir el numerador y el denominador por x? y realizar
x“ ¥

la sustitucién x +% =z).

555. ¢ %" X (x —secx)+C
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1. METODOS DE INTEGRACION EXACTA

Aplicacion directa de la formula de Newton-leibniz:

556. 2(v/8 - 1) 557. 75 558. -5(%16 - 1)
559. 7 560. Lcosgg 561. 12
562. 0,2(e - 1)° 563. 3In -2 564. 4
565. 2 566. 1+1lge 567. ¢ — e
568. = 569. 2 570. 4
571. 1n;3- 572. 0, 21n 573. an:rgx-;-
574. 1ind 575. £ 576.2
577. £ 578. 5 579. &
580. -0,083... 581. §+ug;_a+ig;-fi—ctga
582. 1 583. —/2/3 584. 1-2/e
585.7/2 -1 586 “0- 9 102 57 2 o
588. 2~ ;3 589. 1 590, 1410 o
591, 2= 592. £ 593. 6 - 2e
594.2) £ b) £201.1:0429; o S0dZ_ 25
595. Jypn = ey = N
Sin es impar, se tiene: J,, , = (m+n)((]\r}11,3(?éf)(};ﬁ: g)(m+ 1
si m es impar, se tiene: J, , = = M‘;T{}:ﬁé?}&i éﬁ(w 7
si m es pary n es par, se tiene:  J, | = (”(’;:l(':l\,’(ik'i ;)(’r’:;i)f’z)gz“;’l -z

[a¥alal
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] 1, 1) 1.5
596. (4)%{1 --i-(%!- TR T 1)} 597, 11+ 52
598.
599. o f!qq: - Poner x =sen®z y aplicar el resultado del ejercicio ......

Cambio de variable en la integral definida:

600. 7+ 2In2
9 32 . 5
601. 2*§ 602. == \ 603. 3 - 2in2
604. [n 5 605. 8 + 5=
606. %n . Poniendo x =2z transformamos la integral dada en 2 J-sen 52 dx
0
607. £ . Poner x =% 608. %
2 28 8
609. V2~ £+ In T 610. £
1 743 3
611 V3 - = 612. - {n + 2 - 8) 613. 27
V3 0 [a
614. 7% 815. 5> +In(2 - v3) 616. &
V3 S 1
617. 3o 618. & 819, arctg}
V6, mv2
620. —-7’+ 7[48
Distintos prcblemas:
621. £ 622. 2In$ ~ 0,365 623. £; 1
™
624. 2+ In—F 625. Para a = ¢ 626. $Ind
e“+1

2 13 5 53
627. 2 628. 8In3-15In2 + 13 629. 35(5+7%5°)
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630. 631 a[V2 ~In(+/Z +1)] 632. /3 ~ 4In(2 +V3)
848 . 7247

633. o5 634. 4 — 635. lﬂ—~—§-w

636. £ — 2 B37. Zarcig—- 638. 2%
t a2 ion o /3 gy 19 5

639. 2= 37" + 24 640. 182 - 243 641 2 -

602 1 ln‘ %) 643,

644. x =2 645. x =In4d 648,

647. Utilizar las relaciones 4 —x? 24— x% - x? 24 -2x%. que son validas para

648.

O0<x<l

Utilizar las desigualdades \/1 —xt < \;“ | - x" <1, donde ~1<x<1 vzl

649. 1,098 <[ < 1,110
650. Para evaluar la integral por abajo, utilizar la desigualdad 1+ x4 < (1+ xzﬁg Y
para evaluar por arriba, emplear la desigualdad de Cauchy - Buniakovski.

651. I{1) 1,66 es el valor maximo, I( %) ~ 0,11 es el valor minimo.

652. El minimo existe para x = 1{y = ~17/12) , los punios de inflexién son (2,-4/3)
v (4/3,-112/81).

653. 654. £55. 656.

657. @) Sustituir la variable de la integracién de acuerdo con la formula ¢ = —x , divi-

658

659.

663

664

204

dir el intervalo [a,~ x] teniendo en cuenta gue la integral de una funcién impar

sobre el intervalo [~a,a] es igual a cero.

b) No,si a#0;si,si a=0

.Poner t =1/z

660. 661. 662.
. Cada una de las integrales es igual a /4
.Poner x =7 —z. La integral es igual a 7 2/4 665.
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EJERCICIOS DIVERSOS 1:

666. Un acuario tiene 5 pies de longitud, 2 de ancho v 3 de profundidad v esté lleno
de agua. Calcule (a) la presién hidrostatica sobre el fondo del acuario: (b} la
fuerza hidrostatica sobre el fondo: {c) la fuerza hidrostatica sobre un extremo.

Los tanques de aimacenamiento que estan a la derecha tienen extremos vertica-
les con la forma exhibides en las figuras v estén llenos de agua. Explique cémo se
aproxima la fuerza hidrostatica sobre un extremo del tanque con una suma de
Riemann. ] uego exprese la fuerza como una integral de Riemann v evaltela.

667. +—— 10s—r

668. i A -

1ive] g
del agra

4 pies

669. 670.

8 ples

20 pies

671. Un canaldn se llena con un liquido cuya densidad es 840kg / m® . Los extremos

del canaldén son tridngulos equilédteros de 8m de lado y vértice hacia abajo.
Calcule la fuerza hidrostatica sobre uno de los extremos del canalén.

672. Un cubo de 20cm de lado estéd en el fondo de un acuario en que hay 1m de

agua. Calcules la fuerza hidrostética sobre (a) la cara superior del cubo y (b)
uno de los lados verticales.

673. Una alberca mide 20 pies de ancho por 40 de largo y su fondo es un plano in-
clinado; el extremo bajo tiene 3 pies de profundidad, v el hondo, 9 pies. Calcu-
le la fuerza hidrostéatica sobre (a) el extremo bajo; (b) el extremo hondo: (¢) uno
de los lados, y (d) el fondo de la alberca.
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‘ b
674. Emplee la féormula F = j pgxw(x)dx para demostrar que: F ={pgx)A,

a

donde x es la abscisa del centroide de la placa y A es su érea. La ecuacién indi-
ca que la fuerza hidrostética contra una regién vertical plana es igual a la que se
presentaria si la regién estuviera horizontal v a la profundidad de su centroide.

675. Se colocan las masas m; en los puntos P,. Halle los momentos M, vy My y el

centro de masa del sistema: m; =4 ; my =8 ; P (-1,2) ; P»(2,4)

¢ Dibuje la regién limitada por las curvas y estime visualmente la posicién del cen-
troide. Luego, encuentre las coordenadas exactas del centroide.

676.y=x27 v=0,x=2
677. y=e*, y=0, x=0, x=1

¢ Halle el centroide de la regién limitada por las curvas:

678. y=sen2x, y=0, x=0, x=7/2

679. y=senx, y=cosx, x=0, x=n/4

680. Halle el centroide de la regién limitada por las curvas: x =5 -y?, x =0

¢ Calcule los momentos M, v M y+ Y el centroide de masa de una ldmina con la

densidad y forma indicadas.

681. p=1 y 682. Halle el centroide de la regién limitada por
las curvas y =2 y y=x?, 0<x <2, has-
ta el tercer decimal. Dibuje la regién y mar-

que el centroide para ver si su respuesta es
razonable.
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683. Demuestre que el centroide de cualguier triangulo estéd en el punto de intersec-
cidn de sus medianas. [SUGERENCIAS: coloque los ejes de modo que los vérti-
ces estén en (0,0}, (0,b), v {¢,0). Recuerde que una mediana es el segmento
de la recta que va de un vértice al punto medio del lado opuesto. También, re-
cuerde que las medianas se intersecan en un punto que esta a dos tercios de a
longitud de la mediana, partiendo de los vértices).

¢ Halle el lugar del centroide de la regién que muestra cada figura, no por integra-
cién, sino localizando los centroides de los recténgulos v los tridngulos {de
acuerdo con el resultado del Ejer. 683) v aplicando la aditividad de los momen-
tos.

684.

685, Un cono de altura h v radio de la base r.

~ 7

687. La funcién de costo marginal C’'(x) se definié como la derivada de la funcién
de costo. Si el costo marginal para fabricar x unidades de un producto es

C'(x)= 0.006x? ~15x + 8 (en délares por unidad) v el costo fijo de arrangue es
C(0) = $1,500,000 , délares. aplique el teorema del cambio total para hallar el
costo de produccién de las primeras 2000 unidades.

688. £l costo marginal de produccién de x unidades de cierto producto es
74 +1.1x - 0.002x? + 0.00004 x> {en délares por unidad}. Encuentre el aumen-
to de costo si el nivel de produccién se eleva de 1200 unidades a 1600.

689. Se da una curva de demanda por p =450/(x +8) . Halle el superavit del con-
sumidor cuando el precio de venta es de 10 délares.

690. Una curva de oferta esta representada por p =5+ TIG\/ x . Calcule el excedente

de productor cuando el precio de venta es $10.

691. Una compafnfa modela la curva de demanda para un producto con

_ 800,000¢ */50%

ooooo— Use una grafica para estimar el nivel de ventas cuando el precio
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de venta es $16. Luego, encuentre aproximadamente el excedente de los con-
sumidores para este nivel de ventas.

692. Si el capital que tiene una empresa en el momento t es f(t), entonces la deri-
vada, f'(t), se llama flujo neto de inversién. Si el flujo neto de inversién es de

Jt millones de délares anuales (t representa nGmeros de anos), calcule el au-
mento de capital (la formacién de capital) desde el cuarto hasta el octavo ano.

693. Aplique la ley de Poiseuille para calcular el flujo en una arteria humana normal,
en donde podemos suponer que 7 =0.027, R=0.008cm, I=2cm, vy

P =4000dinas / cm? .

694. Se emplea el método de dilucién de colorante al fin de medir el trabajo cardia-
co, con 8mg de colorante. Las concentraciones del mismo, en mg/!, estan ex-

presadas por c(t) =+ t(lQ ~t), 0 <t <12, donde t se da en segundos. Determine

el trabajo cardiaco.

Respuesias:

666. (a) 187.5 Ib/ft? (b) 18751b (c) 562.5 b

667. 6.5x10°N 688. 1.56x 10°1b 689. 3.47 x 10%1b
670. 1000gar°N 671. 5.27x10°N

672.(a) 314N (b) 353N

673. (a) 5.63x10°Ib (b) 5.06x10%*b  (c) 4.88x10%b  (d) 3.03x10°Ib
674.

675.40, 12, (1,12} 676. (1.5, 1.2) 677. (1/(e - 1). (e + 1)/4)

678. (n/4,1/8) (2 -4)/142 - 1)1, 1/14W2Z - 1))

680. (2, 0) g 0,(0.2) 682. (0.781, 1.330)
683. 684. (0,%} 685. LnrZh

686.

687. $14,516,000 688. $43,866,933.33 689. $407.25

690. $4166.67 691.3727 ; $37,753

692. 16(2v/2 - 1)/3 ~ $9.75 millones 693. 1.19x 10 cm® / 5
694. $L/s

208
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EJERCICIOS DIVERSOS 2:

695.

696.

697.

698.

699.

700.

La funcién de costo marginal C'(x) se definid como la derivada de la fun-
cién de costo. Si el costo marginal para fabricar x unidades de un producio
es:

Clix)=10. 006x° ~1.5x +8 (en dolares por unidad) v el costo fijo de aman-

ue es C(0)=$1,500.000, délares, aplique el teorema del cambo iotal

ha lar el costo de produccion de las primeras 2000 unidades.

El costo marginal de produccion de:x unidades de cierio producto es
Is 3 N -

74 +1.1x - 0.002x% + 0.00004x> (en délares por- unidad). Encuentre el

aumento de costo si el nivel de produccitn se eleva de 1200 unidades a

1600

Se da una curva de demanda por p =450/ (x + 8. Halle el superavit del
consumidor cuando el precio de venta es de 10 ddlares.

Una curva de oferta esta representada por p = 5+—1~\/;< . Calcule el exce-
i

dente de productor cuando el precio de venta es $10.

Una compatia modela la curva de demanda para un producto con

800,000e *
x4 204

use una gréfica para estimar el nivel de ventas cuando el precio de venta es
$16. Luego, encuentre aproximadamente el excedente de los consumidores
para este nivel de ventas.

Si el capital que tiene una empresa en el momento t es f(t), entonces la de-
rivada, f'(t), se llama flujo neto de inversién. Si el flujo neto de inversién es
de vt millones de délares anuales (t representa nimero de anos), calcule el

aumento de capital (la funcién de capital) desde el cuarto hasta el octavo
ano.
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701.

702.

Aplique la ley de Poiseuille para calcular el flujo en una arteria humana nor-
mal, en donde podemos suponer que n =0.027, R=0.008cm, I=2cm, vy

P = 4000 dinas/cm2 .

Se emplea el método de dilucién de colorante a fin de medir el trabajo car-
diaco, con 8 mg de colorante. Las concentraciones del mismo, en mg/l, estén

expresadas por c(t) = %t(12 —1), 0<t <12, donde t se da en segundos. De-

termine el trabajo cardiaco.

Respuestas:

695.
696.
697.
698.
699.

700.

701.

702.

$14,516,000
$43,866,933.33
$407.25
$4166.67

3727 ; $37,753

16(242 ~1)/ 3 ~ $9,75 millones
1.19x10™% cm®/s

1
g L/s




APLICACIONES
DE LA
INTEGRAL DEFINIDA

1. AREA DE LAS REGIONES PLANAS EN COORDENADAS:
CARTESIANAS, PARAMETRICAS Y POLARES

1.1 AREA EN COORDENADAS CARTESIANAS

Para hallar el &rea de una regién R es necesario conocer las funciones que la

acotan vy los limites de integracién.

Las integrales a calcularse pueden ser con respecto a “x” o con respecto a “y”,

este criterio dependeré de la forma que tenga la regién.

Podemos resumir 4 casos:
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La region R es: La region K es:
R={(x,v)/0<y<f(x),a<sx<b} R={0q,u)/0<x<f(x),c<y=<d}

b dA=x-dy
dA:y-dmA:j v-dc ) v=fix)

a d
La funcién f:{a,b]-> R es continua en A= J- x-dy |, x=fly)
la.bl y f(x)20, ¥V xelab]. -

Laregla R es: La regién R es:
R={(x,y)/g(x)< f(x}),a<x<b} R={{xylaly)<flv).c<y=<d}

En el cuadro tener en cuenta las siguientes notaciones:

Enel Caso I:

La notacién dA=y-dx indica: el diferencial del area del rectdngulo es igual al

@

producto de su altura “y” multiplicado por su
base dx

base del rectangulo
altura del rectangulo

diferencial de drea (rectingulo elemental)
donde:

y = f{x) es una funcién definida en el intervalo cerrado [a,b] vy es continua en [a, b]
Geométricamente v = f(x) es una curva o recta con dominio [a,b].

Aan
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4

Siintegramos la ecuacion diferencial dA = v - dx desde “a” hasta “b”.

A-

b
Y

b
obtenemos: fdA:r f y e dx
J ‘
: { -l

dA . es el diferencial de area.

dx :  es el diferencial de x.

Eiemplo 1. Calcular el drea de la region R limitado per las graficas de:

={
Solucion:
Graficar la regién K.

4x

(1”2 > x>0 5x-5y-9=0, x>0

i . 5ix| - 5y+9=0 < B

1«-4)42 L ox<0 *5)\1*3},}“9:0 , x <0

+ X

El valor absoluto que aparece en cada funcién subdivide la funcién.

Debemos graficar cada funcién:




Moisés Ldzaro Carrién

Visto en un diagrama:

3 max
0 /1
f'>0 f<0
creciente decreciente

méx (f) = f(1)=2
min (f) = f(0)=0

b) Gréfico de g(x)= ‘4X2 , x<0 se

1+ x
opera de manera similar, obtenién-
dose:
méx (f)=f(-1)=2
min (f)= f(0)=0

c¢) Gréfico de:
5x-by-9=0, x=0

uipo

Ui

d) Gréfico de:
-5x-5y~-9=0, x<0

x 0 1 Jix)
(x)=y=
9 4 '
v E

x -2
X%

FOCY NN

a) Nos permite ver la disposicién de las funciones que son fronteras de la re-

gién. En este problema tenemos:

214
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—-4x
gx)=y=—7
. + X
Fronteras superiores
— = 4x
fix) =y =225
[dx)=y=x-2
Fronteras inferiores d
hix)=y=-x -2

b) nos permite intuir cémo se podréd INTEGRAR. Si la regién se barre vertical-
mente se integra respecto a x; pero si se barre horizontalmente, se integra
respecto a y. La eleccién de una u otra forma dependera de la disposicién de
las funciones frontera.

En este problema se integra con respecto a x, porque es més sencillo “barrer”
verticalmente.

c) nos permite intuir los limites de integracién. En este problema los limites de
integraciébn son: x=-3, x=0, x=3.

[T

d) nos permite visualizar si la regién es simétrica con respecto al eje “v” o con
respecto al eje “x”. Cuando la regién es simétrica con respecto a uno de los
ejes coordenados, bastara hallar el &rea de la mitad de la regién para luego
ser duplicado.

En este problema, la regién R es simétrica con respecto al eje Y.

Hallar los limites de integracién.

Los limites de integracién se hallan resolviendo sistemas de dos ecuaciones con
dos incégnitas.

En este problema se debe resolver los sistemas:

_ —4x {
v= 1+x% % = 1+ )’2
x4 [o-x-3
Las soluciones son: Las soluciones son:
_ 6 =(o0 -2
A“(_g’ﬁ) A‘(O’ 5)

5=(0.-3) 8-(s.9
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Céleulo del area por integrales definidas.

Porgue la regidn es simétrica con respecto al eje Y, bastara calcular
el area de la mitad de la region.

Como K=Ry Ry v K =Ky, entonces:
Areade K =2 (drea Ry ) «— dosveces el drea de K, .

4

Ll drea de Ry es:

3

ARy )= J' [f(x)—h{x)]dx

0

Ejemplo 2. Hallar el area de la regién S limitada por las gréficas:

(Vy:(x—2)2/3+1
S: ‘ x-6y+36=0

14)(4-3;}—18 =0
Soluciodn:

1. Graficar la regién S.

2. Hallar los limites de integracion.
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Gréfico:
5 Y
2o h=y=-tx46
| (SR > x
-6 0 2 3 4
=(x-2/%+1
Resolver los sistemas: y=lx=2)7"+ — A=(-6,5)
x-6y+36=0
x-6y+36=0
— B=(0,6)
4x+3y-18=0
[y =(x-27% 41 .
ST - C=(3,2)

dx+3y-18=0

N

3. ¢Cdémo integramos?, dcon respecto a x o con respecto a y?. Eso dependeréa de la
disposicién de las funciones - frontera.

En este problema, la disposicién de las funciones - frontera estdn dadas para in-
fegrar con respecto a x .

Nota:
Antes de integrar conviene dar una mirada a la regién S para tomar decisio-
nes sobre tres aspectos muy importantes:
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a) ¢De dénde a donde se va a integrar para hallar el area de la region 87

b) ¢El &rea de la regién S se calculard con una sola integral o con varlas integra-
les?

c) Al ubicarse en un punto interior de la regidn 8, dqué funciones frontera
estédn hacia arriba y hacia abajo?

Estas tres preguntas usted debe plantearse para hallar el drea de una regién cu-
yas fronteras son ecuaciones cartesianas en dos variables {x,y}.

Respondamos las tres preguntas para el presente problema:

a) Se integrard desde x = -6 hasta x=3.

b) Elérea de S, no se podra calcular con una sola integral. dPor qué?

Para responder esta pregunta sugiero al lector hacer mentalmente lo siguiente :

Tome una RECTA VERTICAL vy recorra verticalmente desde x =6 {que es el princi-
pio de la regién S) barriendo la region hasta x = 3 (que es el final de la regién S).

A medida que va recorriendo verticalmente, va mirando la funcién frontera de
arriba y de abajo. Si usted encuentra en este recorrido una “esquina” o un cam-
bio de funcidn, entonces trace una vertical, la cual definird una nueva subregidn.

Del ntmero de subregiones, dependera las veces que se van a integrar.

En el presente problema hay tres subregiones: S;. Sy y S5.
La regién S; es barrida desde el vértice A hasta el vértice B.
Laregion S, es barrida desde el vértice B hasta el vértice D.

La regién S3 es barrida desde el vértice D hasta el vértice C.

Como:  S=50USwS; v §n&=¢ ., Yizjv 5§ NS = recta vertical
Vi#j
= A(S)=A(S)) +A(Sy )+ A(S3)

L areade S.

Donde:
0

i A(Sn:j (f - gl
6

_ JO [Lx+6-(x-2% -1]ax
6
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0
= J. [—é—x+5~(x~2)2/3 1dX—:[31§x2+5x—

::%%[54478

2 i <
il A(Sz):f Exr6- {277 +1) Jox

_ 63
5% 2

Ejemplo 3. Hallar el area de la region:

S:{ v =dx
2x~y-4=0

S

Solucion:

r

—§-(x~—2)5/3 T)

-6

- J.z [“%X+5—(xm2)2/3]dxz[_% 2+5X~%(x—2)5/3 ]2

0

1) Graficar la regién S.

2) Hallar los limites de integracién resol-

viendo el sistema: abooy=ya

2x-y-4=0 - y=2x-4 .. ()

y=2x—4

(1) en (I):

(2x -4)* =4x
4x% ~16x+16 = 4x

[P S R




Moisés Lazaro Carrion

4x% - 20x+16=0

x2~5x+4 -0 ,
N

3) Célculo del area de S.
Se puede hallar de dos maneras:

a) Sideseamos integrar con respecto a x, tendremos dos subregiones S, v S .
Como: S=50USy , §nS, =4

Donde
o1
AS)= | [Vax-(-yax) Jax | A= jl [Vax - (2x4) Jdx
Vv -
-1 4 : ]
= [2\/4x]dx ZL [ 24x - 2x +4) |dx
Jo
4
(e =2-2x%2 _x? 1 4x
= | 4xdx 3 |,
- 4%( 4y 16+ mwfé,- oy
1 = J
=4 32‘_x3/2}O A= 213 2
AS;) =4

b) Si deseamos integrar con respecto a “y”, tendremos una sola integral:

4
AS)= | [ flv)-gl) Jdy
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De: v =4x , despejar x:x :z}yQ = g(y)
Donde:

| De:2x-4=0 . despejar x:x=3y+2=fly)

xy=1

Ejemplo 4. Hallar la regiéon de S y(xZ +1)=x
x=1
Solucidn:
1) Graficar la regién S. J

a) xy=1 —> y:i—

b) v(x?+1)=x — y=—=
x“+1

c) x=>1

2) Los limites de integracién son:
x=1y x - =+w

3) Elareade S, es:

~ +0 F_l__ .
A(S)—L E XZH]dx

= Lnx-2In(x® +1) ]

X >0

x=1

I il
= =
3 I3
—
g 5
| oe——
><(\7
— +><
o
- e
+
[NSI
-
o]
N
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=lnl+1iln2
:0+%
A(S)=+In2
Ejemplo 5. Hallar el rea de la region R, limitada por los gréficos de:

y:|x3~3x2~x+3|, x=3.5 ejex.

Solucién:

1. Graficar la regién R.
a) Gréfico de
y = x3-3x%-x+3
Y =[x+ Dlx~1)(x - 3)]

En primer lugar se gréfica.

f(x)= x%-3x% —x+3 por derivada

1) flx)=x>-6x-1

2) f'x)=0
]“ xq=1-Z~-02 S
= l "2 Y | ,
xz:lrei]:z 2.2
3 T ‘v\
Lo~
3) f10)>0

= x<-02 v x>22

4) f(x)<0
= -02<x<22

5) Améxde f:méax- f=(-0.2)=3.07
Iminde f:min-f=f(2.2)=-3.07
En segundo lugar, se grafica el valor absoluto.
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o . . o Loflxy LSt f0 =0
El grafico de f(x) nos conduce a graficar v = | fx)] = - : E \
i

- 3
Gy I Ca e

Lo Gnico que se hace es invernir

En el grdfico podemos apreciar que los puntos {punfos P el
xe=-=1, x=1, x =3, x=35 dividen a la region K en cua o mhrm;lonsg SO

analizar los sign

15 “15-18sx<-1-1 4 l<x<l 3 S
3
Analizar con x = -1.2 Anadrar con x = O natizar con x = 3.2
V= ) PRIt v = [l
entonces: enlonees; ERLONCES!
Y= B-D0e3) 1 ya b DD 3 | pe e bix- D=3 | v= e Dix-Dix-

2. Los limites de integracion, en orden, son

Como: R=R, Ry, WEy UR,
=  A(R)=A(R))+A(Ry)+ A(R3) + A(Ry)

RS
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| [=(x®-3x% = x+3) Jdx = 1.015625

3.5
= [x? - 3x? - x+3]dx = 1.265625

Luego: A(R)=10.28125

Ejemplo 6. Hallar el érea de la regién acotada por la funcién:
4 , six =20
1+e* .
f(x)= y el eje x.
4 , si x <O

| 1+e7™
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Solucion: b
] ) A=8 lim £ . dx
1. El gréfico de la region es: I

—X b
<8, im tnie ],

=8 lim (Ln(e™®+1)-Ln(e” +1))

bs-tu ’

= 8(Ln(0+1)-1n2)
~81n2

2. Como la regidn es simétrica respecto
al eje Y, entonces el area es:

no lte

U

A:ZJ 4. dx

b
=2 lim 4
b3 0 1+e*

como ¢ >0, ¥V xeR sepuede
multiplicar y dividir por .
. 1 = N

b Luego: j“exdx‘ J‘ler ; du

X
=2 lim —%-g— dx
b+ Jg e~ +1

Facil de Integrar - ‘

Ejemplo 7. Hallar el &rea de la regién limitada por las funciones:

2
y=x>eB 2" y=ax.

Solucioén:
1. Graficar las funciones.

2
a) Graficar yp=x°e5 %~

Tabulando algunos valores para x no es suficiente. Ayudémonos con la deri-
vada para hallar los méximos v minimos:
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De y:x3‘88—2X

8-2x> .3

2
v =3x? &8 1 x% .87 4y

Z
x268~2x (3—4)(2)

Analizar:
a) Y=0=x=0, x=3 x= 3
ap ) y es creciente:
= y >0
— 2 8 2x% (3 4X) 0
= 3-4x*>0
= xe(-£.5)
) y es decreciente
= v >0
— Xe<—oo —-_‘/2—5->u<\{2§,m>
3 minimo 3 méximo
& (%
3 5 R
DECREC. CRECIENTE DECREC.
mlmmo:y(,_zi)_;Béf?’ 065
~-431.5

29R

2. Limites de integracién.
Se obtienen resolviendo el siguiente

sistermna:
iS/'-.: x3 .8 2t (1)
v=4x ... @)

Igualar (1) con (2).

o 2 ’ S
xBTS 4k e x (6P e 4)=0

e x=0 v x2.e8% _g
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2 .
/U:x2 dv=x-e® % .dx Luego:
_ . _ 1 8-2x? 2 2 x=2
du=2x-dxe——v=-%e A=2[—%x2'eg’2x __%68~2x _sz}
x=0
18 1
0,2 _ 0,2 =2e” -0+
I:—~-}4-x2-e8 2x +3 j’x-eg 2 dx 8 8
1,2, 8-2x 1 8-2xF
=-gx"-e se
Ejemplo 8.

Calcular el &rea de la regién limitada por las lineas:
Lnx
y=7, y=x-Lnx.

Solucion:

1. Sin necesidad de graficar, podemos hallar los limites de integracién y luego inte-
grar.

LIMITES DE INTEGRACION.- Al igualar las ecuaciones obtenemos:

%izx-l_nx
X

Lnx =4x?Lnx , x>0

Inx-4x?-Lnx =0

——>Inx=0 = x=1

Lnx(1~4x2)=0/
\*»1—4x2=0 = x=

Nof=

2. El &rea, es el valor absoluto de la siguiente integral definida:

A= J;l/z [%—:ﬁ—x-Lnx]dx

=gy ~[x-Lnx-clx

Por partes
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. . oo x=1
=%(Lnx)z~r—%x2-Lnx+%xZ .
x=g

r 2 I
-1 11 1y" 1 1y, 1
=3 Lg(l-’%) RLn(2)+16_}

Ejemplo 9. Calcular el érea del tridngulo curvilineo limitado por el eje de orde-

nadas y las lineas y =tgx e y =Zcosx .

Solucion:

1. Hallemos la interseccién de las curvas:

{

tgx = 4£cosx

3

Do

senx — Zeosx | cosx # 0
cosx 3

3senx = 2cos® x
=2(1 -sen” x)
2sen’ x +3senx-2=0
(2senx~1){senx +2)=0

senx =

Ay o

X
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Ejemplo 10. Hallar el érea de la regidn comprendida entre la linea

y=x-€ ? ysuasintota.
Solucidn:
1. Graficar la curva y = x - @
a) Dominio: xe K

b) Hallar méximos y minimos.
2 2

b)) Derivar: y'=1-€¢ 2 +x-€ 2 -(-x)
x2
__en—_)—(l—x?)
/Y
T -
1
minimo =y{-1)=-e 2

1

maximo =y(l)=¢ 2

¢) ASINTOTA:

x2

im xe 2 =0 = y=0 esasintota horizontal
X =+
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El gréfico es:

2. El area es:
b 2
A=2 x-€ 2 -dx
0
2

I

=2 e’;z’

x=0
=2

Ejemplo 11. Hallar el 4rea de la figura comprendida entre la cisoide

3
yZ = Z(j—x y su asintota.

Solucién:

1. El gréfico de la cisoide es:

230




Aplicaciones de la Integral Definida

2. El area es:

Za
,‘ f
A=2. j X\l‘ﬁ%&“zj ax y hacer:
0 2 - X

P e ,N_L “5 i_, & 7
CLEE R r+yg arctgt

Hallar el area de la regién limitada por la linea x° yz =4(x-1) vy

Ejemplo 12.
la recta que pasa por sus puntos de inflexion.
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Soluciodn:
1. Graficar la linea x? yz =4{x-1)
a) Dominio: x-120
x>1

b) Es simétrica respecto al eje x, porque al cambiar y por —y, no varfa la ec.
¢) Derivar la funcién vy = -2-1/3—1

X
1
o2 fx—1.1
2% 1 *

X

X2

Analizar: ¢;) V=0 = x=2 .y
cp) V>0 = xe(l2)

c3) V<0 = xe(2+x)

Miximo
LN

e —_—

méximo = y(2)=1

d) Asintota horizontal: y =0
porque lim -2———~—‘>;*1 =0

X = 4o
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2. El rea es:

WJx-1 =
. ~1=1?
=4. jt-2t-dt g ,
J e x=t"+1
_g. 2 db = 2t - dt
241

£y
- LK
—S-Et-»arctgt 11:0

Py
:8[1/1+2§§~ardg‘(1+£§§» J

Ejemplo 13. Hallar el 4drea de la regién acotada por las lineas y = 2x% e’ e

y=-x>eX.

Solucién:

1. Limites de la integracién:
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y=2x%.¢e

yz—x3 e*

Resolver el sistema

2x? e* = —x% e¥

= x?e(2+x)=0 = x=0 v x=-2
2. Ll area es el valor absoluto de la siguiente integral:

O - - 'l
A= J' [ 2x2e* —(-x%e*) |dx

-2
0 0 R
=2- j x? . e+ J x°e*dx
-2 -1 j
—Por partes L Por partes
dos veces tres veces
_ 18 2
o2
3. El gréfico es:
h - %
[y=ce Donde:
/ a) lim 2x%e* =0
D X —» —o
-3 -2 0
b) lim -x*e* =0
X > —co

Ejemplo 14. Hallar el &rea comprendida entre la curva y=e™ - cosx v el se-
mieje x positivo.
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°Solucitn:

1. Limites de integracion:

Son los puntos dond

Hacer yv'=0 =

0
g Lo x e kA

-
1
=
i
&S

Los méximos v minimos estan e
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3. Eldreaes: A=3S5;+S;, donde:

o

a) ngj‘"e)‘-cosx-dx vooS=>
K

rafa

e

Es por partes circular

-X

(=] 1\7]?4

%<1+e 5)

~(senx —cosx)- e

:\,]»—A

b) Supongamos que S, es el drea entre una onda y el eje x, entonces x varia

entre (2k—1)§ Y (2k+1)§
Es decir: (2k — 1)% §(2k+1‘}§

Por tanto, el drea S estard expresado por la integral en valor absoluto:

(2k+1)
S, = j [e™ -cosx|-dx , k=1
(

2k - 1)%
x=(2k+1)%
%(senx cosx)e™ ™ T
x:(2k~-1)%
= 4((sen(2k +1)3 ~cos(2k + 1Z Je > E L( sen(2k 1) ~cos(2k - 1)5 Je 2
—(2k+1 - 2k-1)Z
R L TS TLE A s
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(2k+ 1)E k-1 (2k-1)Z
=3nf e LT
=i-Dfe " e ? ye?]
( e3ies |
En valor absoluto, el area de S, serd:  |[S, | = A P )

Sp i , es:

8

1 T
T
=cos hZ 3 .
2 Z( x z*
%e 2(254{%}‘——“ senhZ
2
| -Z
=l.¢72. z
=35-€ ctgh2
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PROBLEMAS RESUELTOS
AREAS DE COORDENADAS CARTESIANAS

Problema 01.

Caleular el drea comprendida
entre la curva,

L e
i sy £

g is e vt Ragt - x

a b

Solucién:

4 4 veces el drea encerrada

Por ser la iipsa una eurva

v {f ,_._ —
A:QJ J’Vu‘“ < dx
J‘/‘? x? dx

X =qasent

dx = qcostdf

e
j\/a -x* Va ? ~a%sen” ta(‘osidt ‘Q\/a (1 —sen’ L)acoﬂdt
0 J

= '{az cos” tdt = a” jcosg tdt = a® J-ii%fgidt =a® ‘L%Jr —}fseng 2t ] +C
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Problema 02.

Calcular el drea de la regién del plano limitado por la curva f(x ix -4x+3]y
el eje Ox .
x?-4x+3=0 x=1 x=3

x% —4x+3 si x<1

x? —4x+3 si- x23

JI —(x? - -4x+3) si 1<x<3

Solucion:

Problema 03.

Hallar el &rea de la figura limitada por: y = x? ,y=x,x=0,x=2

Puntos de corte de la pardbola y la recta y = x .

2
=X
Y x% =x x=0 x=1
y=x
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Solucidn:

De x =0 a x =1, la recta queda por encima de la pardbola.
1

B : .2 5t
a = [ et [ s ] b
O L. o) — !

Problema 04.

Hallar el &rea del recinto plano vy limitado por la parédbola y la tangentes a la curva
en los puntos de interseccién con el eje Ox .

Puntos de interseccién: 4x — x? =0 x{4-x)=0 (0,0 (4,0)

Scolucioén:

Ecuacién de la tangente a la pardbola en el punto (0,0):

Y =4-2x m=f(0)=4
v-0=(x-0) yp=4x
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Ecuaciéon de la tangente a la parabola en el punto (4,0):

Y =4-2x m=f'(4)=-4
y-0=(x-4) y=-4x+16 8

2 4
A:j [4x—(4x—x2)]dx+j [(~4x +16) - (dx — x2)]dx
2

En los problemas del 5 a 12 determine el érea de la regién acotada por las curvas
dadas:

Problema 05.

y=-x+3 , yz—%—x+% , x=-2 , x=1

Solucién:
Segin el gréfico: ’
a- [ [oxa- (et ™
= “XAS o\ g Xty ; :
) ; ;
A= I—2 (—§x+§)dx=[—%x +%x]_2=6u ) 1 x
Problema 06.

y=2x+4 , y=x-1 , y=-2 y y=2
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Solucién:
Y
x=%y-2 ) x=y+1 Del gréfico notamos que es una regién de
/ """""""""" / tipo II, por lo que debemos despejar la va-
/ / riable x.
X
/ y=2x+4 = x= %y 2
[ S ) "
/ / y=x-1 = x=yp+1

Problema 07.
x-2y=-5 , x+y=4 , Zx-y=5

Solucion:

Sean: Ly :x~-2y=-5 , Ly:x+y=4

v Ly:2x-y=5
5 Para realizar el grafico encontremos los puntos de
interseccion entre las rectas, resolviendo los siste-
mas de ecuaciones:
3

Ly :x-2y=-5 [Li:x 2y=-5
Ly:x+y=4 ’ Ly:2x-y=5

: - Ly:x+y=4
Ly:2x-y=5

Ast: LnLy=(13) , Linky=(55) . LynLy=(3.1)

Resolvemos el problema por los dos métodos:
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Método 1: (Tipol)  (Integracidén con respecto a la variable x)

Consideramos dos regiones, v.

v Lyt fx) a2 Lyrg{x)=4d -~ x

IY.{? . ZK’

el

A =drea de By +dreade Ky

Luego:
" -5 5
ol 7 i Z
A=2 -2 X —-5x | 3+3=6u
2072 i3

Método 2: (Tipo 1) {integracion con respecto a la variable y)

Y . R
Considerarmos dos regiones, y.
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Problema 08.

x=y% | x=2-y"
Solucion:
v Hallamos los puntos de interseccién entre las cur-
1x=2-y? ey vas: 12 =2-1p° = 20°=2 = yt1 luego los
\ puntos son (1,1) y (1,~1).
0 1 2 X

Como la regién es simétrica con respecto al eje X,
entonces:

[
—

1 1
AZZ.[ [(Z"VZ)—VZ]dy=4j‘ (1—y2)dy:%u2
0 0

Problema 09.
y= x> —4x , y=0
Solucion:
Intersecando la curva y = x% con y=0 (eje x)
xX-4x=0 = x(x>-4)=0 = x(x-2)(x+2)=0 = x=0, x=-2 , x=2

Determinaremos en qué intervalos y = x(x +2)(x — 2) es positivo o negativo. LLuego
el bosquejo de la gréfica es:

(Si se desea hacer un gréfico més detallado debemos hallar los méximos, minimos).

0 2
Luego: A= I [(x3 - 4x)-0)dx + I [0-(x> ~4x)ldx =4 +4 = 8u°
-2 0
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Problema 10.

2 o Y
v=x"-12x . y=x° .
T 16
Solucion: \\\ //\
Grafiquemos la curva v = x" ~12x . halle- A\fi E
mos puntos criticos, maximos y minimos. N
EN
.3 2 192 -3 c+ 2} P ) ~ .,j.’~--+ & :
L) = OX Sl TSN R LG JIEE / 3.7 I X
4
X =-2 = Punlo Miximo: (-2,16) 5
p.c. p=x" -12x
x=2 = Punto Minimo: (2,-16)
Caleulamos los puntos de interseccién entre las curvas:: 16

xPot2x=x? 2 x¥ o xF - 12x=0 = xix-4)x+3)=0
x=-3 = A(-3.9)

x=4 = B(4.16)

x=0 = C(00)

. 5. 9
Luego: A= J‘ [(x? =12x) - x%Jdx + | [x® —(x° ~12x)ldx
-3 O
T14 .2 1319 1.3 1.4 .. 2% 99 | 160 . 397,.2
A»sz OXT egxT ] igxT g +6x P s il

Problema 11.

x:x3, y=2x,y=x

Solucion
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v
2 ' 1
w2 (2x - xV)de -2 | (x—x2)dx
| 0 ¢
Y - L2 .
=i ~ A '2{)(3' »~—}£><Ui -2 %xa»wi 4 :%uz
LT x . -0 Jo
-1
2V7

Problema 12.

y=Lnx , y
Solucion:
Interseccion:
Inx=Ln?x = Inx(1-Inx)=0 = Inx=0 v Inx=1
v
, = x=1v x=e = (1,0),(e,1)
(v=In"x
|
1 € ¢
4 A= (L.nx—anx)dx=.[ Lnxdx -
1 1
0 | e x €
Lnxdx
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Problema 13.

Halle el area de la regién por debajo de la funcién f(x)={x] v encima del eje X,
Y x elx,b].

Solucion:

Notermnos que la funcién es seccionalmente continua, por ello:

v ol 5
A= fx)dx + j‘ Flxydx
L L
1 “r 4
4 e od e 5
3 — | : A= {x}der{ [xTdx 4 f [x]dx
: ; Jr 4 45
2 B : .
: s 5
1  — ) : A= 3dx + j 4 dx
: o 4
T 4 5 X

A =[3x]* +[4x]2 = (16 - 37)u*

Problema 14.

Halle el area de la regién comprendida entre la linea xy® =8 —4x v su asintota.

Solucion:
Como y==2 Zox =+ , enfonces x = es asintota de la curva
X X 50
dada.
Para integrar con respecto a vy despejamos
Ay 8
: X =—
: vé+4
o
A= 98
' L V4

¢ t
~161i Bt v
16t£1?ﬂ J.O 7 dy 16 Lnszarctanz]O

A=8lim ( arc tarx%~ arctanQ } = 47u?

f—>o
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Problema 15.

Bosqueje v encuentre el area de la regién limitada por la pardbola v = x?+4x-3
y las tangentes a la misma en los puntos (0,-3) y (4,-3).

Solucion:

Y= - x? +4x-3 = p1=—(x~ 2)2 , €s una pardbola con vértice en (2,1)

i) Calculo de L, : pasa por (0,-3)

v
5
V=-=2x-2)=m = m=-2(0-2)=4
b\ Liiy—(-3)=4(x-0) = L;:y=4x-3
e
N )

- if) Célculo de L, : pasa por (4,-3)

V=2x-2=m = my=-2(4-2)=-4

; Ly:v—-(-8)=-4(x-4) = Ly :y=-4x+13
Intersecando L; con Ly: 4x-3=-4x+13 = x=2 = P(2,5)

Nétese que la regién es simétrica; luego:

2 2
A:2J [(4x*3)—(—x2+4x—3)]dx=2j~ | Pdx=2x% | =100
0 0 -

Problema 16.

Sea A; el rea de la regién R; encerrada por la curva f(x)=4x - x? yelejeX v
A, el area de la regién R, encerrada por la curva f(x)=4x x? y y=mx.Sise

sabe que % =8, halle el valor de m.

Solucion:
fx)=dx-x* = -d=—(x-2F

Parébola de vértice (2,4).
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Rl

-

Intersecando la pardbola con el eje X:

Ay -x? =0 = xld-x)=0 = x -0 x =4

; 5 9., f
Ay = (G - x" =11
1 i
40 :
Intersecando la parabola v=4x - x”

Y= K

B

. CEE 7 0
=24 —m) -4 -m)” - Emd - m)”

o ‘ .
, = (4 - my” (2~ 2 (4 - m}‘%m) r%{f} m)‘ﬁu’z

Como: Z=8 = —==8 = @4-m’=8 = 4-m=2 = m=2
E

Problema 17.

Dada la regién R, limitada por f(x)= cos? x y el eje X; dada la regién R, acotada
1 2

por g(x)= 2a/\/; y el eje X. Determine el valor de a, si ambas regiones tienen la

misma area en el intervalo [0, 7] .

Solucién:

%
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T T
T 7
A = | cos®xdx=1 (1+cost)dx:i[x+§9‘lZ£J =Z

0 z ), 2 2 o~ 2

Ay = J‘ 2ax Vegx - 20[2x1’/2]g4a\/1;
0

AI:AZ = 127'354(1'\/}; = a:"\éi

Problema 18.
Si Alr) es el &rea de la regidn limitada por las curvas v=1, y=tanhx, x=0,

x =r, halle lim A(r)
X =>4
Solucion:

.
Y Alry= j (1- tanhx)dx =[x — Ln|cos hx|]j
0

y-1 =r—Ln|coshr|

V=tan hx
lim A{r)= lim (r —Ln|coshr|)
0 X >4 X =>4

= lim (ran(ey”’er))
x=1 X >+ 2

lim A(r)= lim {r-Ln[lgff’}J: lim (r~Ln(l+e®)+Ln(2e™))

X—>+w X—>+%

= lim (r-Ln(l+e? )+Ln2-rlne)=Ln2

X+

Problema 19.

Halle el &rea de la regién limitada por el eje x y la funcién

le , x>0

+e*

flx)=

I 2 x<0
1+e*

L2 i
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Solucioén:
oo t

A:J f(x)dx=2 | —%—-dx =4 lim dx
—o0 g 1+e t—w Jg 1+€%

Integrando por sustitucién:

¥ u=1l+e* = du=e*dx

Pero: e*=u-1 = du={u-1dx —= -4 =dx

dx du

0 e* +1 * (u_l)u

Luego:

Integrando mediante fracciones parciales:

Hek skt

—du_ ( . 1)OquLﬁ!u-H-Ln]uian

o

TEST u-1 u
*
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AREA EN COORDENADAS CARTESIANAS.

GRUPO 1

Hallar el &rea de cada region limitada por las graficas de las ecuaciones que se dan
a continuacion.

v=l2x-11 , x=0 , x=2 Rpta. 5/2
f=Jx . glx=x Rpta. 1/3
V=X y=2x-x* Rpta. 37/12
fo=x* . glx)=x Rpta. 1/2
o —x"+dx=3x , y-x®-3x%42x Rpta. 3;23
Vix+4=0 ejeY Rpta. 32/3
2 _ 3 2 -
x“-3x+y=0 , x°=-3x“+y=0 Rpta. 37/12
xy=1 , y(x2+1)=x
aladerechadelarecta x=1 Rpta. %—LnZ
1 —
y—x2+1 .ox=1 Rpta.ewlm-jf
-2 2
y= 7 Rpta. 7 £
8ab
y=a-senx , y=Dhb-cosx Rpta. ——
i 24—b2
VC! +
y= 4x? - x* Rpta. 35
v —dx=0 , y-2x+4=0 Rpta. 9
x2-6x+y:0 ) x2*2x—y:0 Rpta.%i
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Y= x% = 6x% +8x , eje X. Rpta. 8

4
Rpta. 3

Rpta. 222
Rpta.

Rpta.

v=lxf-4] | y=2

R. Los limites de integracién son: w\/tg , =2, - \/_2‘ . \/é .2, \/5

Hay tres regiones. La regién es simétrica respecto al eje Y.

v=e* ,y=e*  x=0,x=2 Rpta.€2+—‘817f2

y= x-e ™ ,vy=0 ylaordenada méaxima Rpta. %( —-\-é—}
Las dos ramas de (2x - y)* = x° , x = 4 Rpta_l%&

y=25-x%

3y? - 256x =0 Rpta. %

9x% -16y =0
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y=|x+1+]x|, v=0, x=-2, x=3 Rpta.
x3u><2+2xy~y2:0 , x=4 Rpta.%a
y:xz,y:8~f»x2,4x—y+12:0 Rpta. 64
a’ . 2
y=—— , eeX Rpta. n a
X"+ a
_ 2 _x° _
y=x" , y=% Y =2x Rpta. 4
2 2
y=>% , y=4~%x Rpta.%
p= L U:X—Z- Rpta. £ -1
x“+1 2 B
x2/3+y2/g=c52/3 Rpta.—g— ra?

Hallar el &rea de la regién comprendida entre la hipérbola equilétera

x? - y? =9, el eje OX y el didmetro. Rpta. %ImS

Calcular el &rea de las dos regiones que la parabola yz =2x divide al circulo

x2 +y2 =8 Rpta. 27 +~43~

P% +y2 =16 , x? =12(y-1) Rpta. 136—77—% ,
32, 4J4
R
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GRUPO 2

Calcular el area de la regién limitada por la curva C: x? y2 +x+1=0yla
recta vertical x = -4,

Sea la regién R:{(x,y)eR2/1§x§4 , OSyg—Lz}

X

i) Hallar el ndmero real "a" tal que la recta x = a, divide a R en dos subre-
giones de igual area.

ii) Hallar en ndmero real "b" tal que la recta vy =b, divide a R en dos subre-
giones de igual &rea.

Hallar el area de la regién limitada por la gréfica de f(x)= en el pri-

mer cuadrante del plano, su asintota vertical, el eje X ylarecta x =8,

Dada la funcién f(x) = x? - e*, se tiene:

L es la recta que pasa por el punto méaximo de f cuando x <0 .

£ es paralela a la recta tangente a f en el punto (1,e) . Hallar el area de la re-

gién encerrada por la gréfica de fy £.

Sea R la regién del plano limitado por las curvas descritas por las ecuaciones:
x2+v2 =4 x> +(y-5)=0: 3|x| =2y +6 .

Hallar el 4rea de R.

Sea la regién R:(x,y)/OSny2 -e"xz , 0<x<b.
Hallar: lim (Area(R)).

b->+®
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Determinar si es posible asignar un ntmero finito para representar la medida
del &rea de la regién acotada por la curva cuya ecuacién es y = M}T el eje
x5

X (x>2)ylarecta x = 2.

Hallar el &rea de la regién limitada por los ejes coordenados positivos v la

5 4
curva: (x2 + y2)° = (a®x> + b7y )2,

‘ 2z .. . . 2 2
La curva: x% -2 y2 = %— divide a la circunferencia x? + yz =g“ en tres re-

giones. Calcular las areas de dichas regiones.

Calcular el érea de la unién de regiones comprendidas entre la curva
y=¢€ " -senx y el semieje X positivo.

Rpta. ; -cotg h z

Hallar el &rea de la unién de regiones comprendidas entre las funciones
fix)=e™* cosx y g(x)=-e ™ -cosx cuando [0,+x).

ol

Rpta. (l+e ?2)-e - cotghZ
Hallar el &rea de la regién limitada por la linea cerrada yz =(1- x? )3 .

8
Rpta. i

2
Calcular las éreas de las regiones acotadas por las curvas Tt yz =1y
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Rpta. S, =S;=7 —@LnB—Z arcsen /%

S] = 2(/’[ - Sl )

. 1+ 2x
Dada la funcion y = -5~~)v5~»-;
x& - 2x ok

Hallar el érea de la region limitada por la curva, el eje de las abscisas v las
ordenadas x =2, x=3.

Rpta. 2In2-3

Hallar el drea de la region acotada en el pfimer cuadrante por la curva

y:m ylasrectas y =0, x=0, x:a.‘

Hallar el area de la regién acotada por la curva v = 3’-6)1;3 ylarecta y=2x

1.1
Rpta. z-7Ln3
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258

1 1

Hallar el érea de la regién limitada por las curvas y=——, y=—
X" —Xx X —-X
cuando x varfa en los siguientes intervalos:
a) -3<x<-2
b) 2<x<3
c) x=23
Solucién: a) —%Ln—%- b) %Ln% c) in2
Demostrar que el drea “sombreada” es Ty
% del &rea del paralelogramo ACDE. El A B=69)

segmento ED paralelo al segmento
AC es tangente a la parébola.

= -—x-_1
Rpta. LAC.y— X=7

Area Sombreada =125/6

Area paralelogramo = l%é

Calcular el area de la regién limitada por la curva x2 + y2 -8x-6y+21=0

ylasrectas y=2x; y=

- —28 - 12
,X—4,X—5,X~5.

N

Rpta.  Los limites de integracién son: x = %

Hallar el 4rea de la regién acotada por: x> +y-7=0, x?-y?>=1, x=0,
y=0.

Rpta. 13[ ( 2+5 )

Calcular el érea de la region formada por los puntos (x,y) del plano que ve-

rifican las siguientes condiciones: xZ + yz -36<0, y2 29x.

Rpta. 247-33
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12  AREADE UNA REGION LIMITADA POR UNA CURVA PARAMETRICA.
1. INTRODUCCION

Veamos la regién R en dos gréficas:

v c, x = x(t) v
A Criy=f() v =y(t)
) - te[a s ,13]
B x = x(t)
/ : .
LCaty=g() Cy:
| ; X v=y(t) .
a & b tefty 5]

En el primer gréfico, la regién R estd acotada por dos curvas &; y &, que se inter-
sectan en los puntos A y B. Si las curvas ¢; y ¢, estan expresadas pos sus corres-
pondientes ecuaciones cartesianas, entonces el drea de la regién R es:

b
Area (R) = j [ f(x)-glx) ] dx

En el segundo gréfico, se tiene la misma regién acotadas por las mismas curvas
¢, v &, cuyas ecuaciones paramétricas, respectivamente, se conocen.

En este caso, el area de la regién R se halla por una férmula que se deduce a
partir del Teorema de Green (Integrales curvilineas).

El &rea de la regién R encerrada por las curvas ¢, y &, es:

Cuando se quiere integrar sobre una curva

Area(R) = L + J. = 4 b cerrada C, 1a notacion usadaeszcj'
1 YC

(3,1 () (02 ¢
Integral a lo largo de la curva G,

Integral a lo largo de a curva C,

Donde €, es la concatenacién (yuxtaposicién) de €, que encierran a la regiéon R

siguiendo una orientacién antihoraria y la férmula de cada integral curvilinea esté
dada por:
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19
f (xdy — yalx)

o

Do

j -
J) -

Estas férmulas son vélidas, siempre que se cumplan las siguientes hipétesis:

f2
.‘. (xdy ~ pdx)
t

1

l\?]r—*

REMEMBRANZA

X =X
Sea la curva ¢: { tela, Bl
Ly=yl(t)

1. La curva ¢ es de clase C! si las funciones x(t), y(t) v sus derivadas x'(t), v'(t)
son continuas Viela,f].

2. Lacurva ¢, es REGULAR si:  [x'(£)]° +[v'(1)]2 #0 : Vtela, f]

Ejemplo 01. Hallar el drea de la regién encerrada por la curva ¢, donde.

X =a-cost
C:{ te[0,27]
y=a-sent

Solucioén:

1. El grafico de la curva C, es una circunferencia de radio a, a> 0.
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©
—

B2

=

Cuando £ recorre de 0 a 2s7la curva recorre desde (a,0) hasta (a,0) siguiendo el sentido antihorario

cerrandose la curva,

2. Una sola curva encierra la regién K (Circulo)

La curva ¢ (circunferencia) es REGULAR y de clase C' V1 , 0<i <27 . Ademas
Y

la curva tiene orientacion antihoraria cuando t recorre desde 0 hasta 27 (es el sen-
tido segiin la regién R, porque la reqgién R estd a la izquierda de ¢).

Luego, el &rea de la regién K encerrada por la curva C, esté dada por:

2r
Area (R} = %(i (xdy —ydx)
0

[IE

2r
J- [{acos t){acost dt)—(asen t)(~a-sent)dt]
0

27z
2 2
=—§— '[ [a° cos® t + a®sen’t]dt

0

L 2 27
==2aq dt
e |,

=rz-a?
Ejemplo 02. Hallar el érea de la regién encerrada por la curva
c x =a(2cost~cos2t)
' y=a(2sent -sen2t)
Solucién:

1. La curva se cierra en sentido antihorario cuando t varfa desde O hasta 27 es
decir t€{0,27].
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sl

i

0 Ty T EL7A on

2. El 4rea es:
2r
Area(A)z%Cj (x-dy—y-dx)
0
= 67a°

3. El célculo se puede abreviar cuando la curva es simétrica respecto a uno de los
ejes coordenados o cuando alguna curva-frontera de la regién es uno de los ejes
coordenados.

En este caso: la curva es simétrica respecto al eje X v el 4rea total de la regién R
es el doble del area de la regién R .

Laregién R, esté cerrada por la curva C que es la unién de C; con Cs, por lo tanto:

si ¢

entonces C.f
(D

A N ) L
Donde: € es el arco AB, cuyas ecuaciones paramétricas estan dadas en el problema.

> >
C1 Uty

I
i——-.

-+
r\:,’3——-.
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a | 1| xedv-vea
Cy

o

=11 (la-(2cost-cos2t)][a(2cost - 2cos 2t)] )

~{a(2sent —sen2t)]la{~- 2sent + 2sen2t]) dt

T

"% (1-cost)dt

b) Hallemos las ecuaciones paramétricas de €, que coincide con el segmento BA

Como BA es un segmento contenido en el eje X, cada punto es de la forma
(x,0) con —3a<x<a.

Hallemos las ecuaciones paramétricas del segmento BA que tenga sentido de B
hasta A.

Bastard hacer x =t y cémo y =0, entonces las ecuaciones paramétricas de la
curva €, son:

x=t
82:{ te[-3a,a]

y=0

dx=1-dt
donde:

dy=0

y la integral curvilinea a la lo largo de ¢&; es:

j =%j (x-dy~y-dx)
@2 -3a

a
=%J. (t-0-0-1)dt
-3a

0
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c) Por tanto, el drea de la regién Ry es:

Area (R,) <§ j jcz

=3a° 740

=3d° 7

d) Area (R)=2 Area (R;)

=64

Ejemplo 03. Determinar el drea encerrada por el lazo de la curva descrita por
x=t3-4t, y=t*-4.
Solucién:

Cuando se trata de hallar ¢l drea de una regién encerrada por un LAZO, todo lo que
se necesita es hallar los PUNTOS DOBLES.

Supongamos que (x(ty), v(ty)) = (x(ty) , v(ty))
(£ 4t 1) —4) = (£ 1, - 4)

Aty =ty —Bby (1)
1 -4=t5-4 ... 2)

£ 15 = d(t, ~ty)

i =t

{(tl~t2)(t12+t1t2+t§)=4(t1—t2)
(tl"tl) (t1+t2)=0
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Como se quiere t; #t,, entonces se reduce a:

(2t ty+12 =4 ) (1)
lk tl +t2 :0 e t- —“—'“tz ........................... (2}
(2)en(1): t5—t5+15 =4

=4 = (=2 v tp=-2

Sustituir en (2): 5 tp =2 =t =-2
to=-2 = t;=2

De esto podemos deducir que la variable t recorre el intervale -2 <t <2.
Cuando t=-2 = El primer punto del 1AZO es (0,0)
Cuando t=2 = El segundo punto del LAZ0 es (0,0)

En consecuencia el rea de la regién encerrada por el LAZO es:

o

oL 1’ 3
Area(R)=% | (x-dy-y-dx) Donde: {*=f, "
v 9 (y=t -4
.2 .
=1l -4 (20)-(2-4) (32 -4)]dt ,
Js Jdx = (32 - dya
2z Ldv =2t
:%— [-t* +8t° ~16]dt es simétrica
.9
2 >
=1.2 J' [-t* +8t2 —16] dt
0
5 g3 t=2
_._—-—%*'F-S‘t —16t [f:O

- _ 25
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Conclusion: Area (R)= 5 ,u

2. TEOREMA DE GREEN

[ ) ) . .
1. Sea w=A(x,y)dx+ B(x,y}dy una forma diferencial . donde

Alx,y) v Blx,y) son funciones reales de clase C! sobre un con-
junto abierto U R? .

2. Sea R una region cerrada y acotada (sub-conjunto de B?) con
FRONTERA una curva C cerrada, simple, REGULAR y de clase C! .

B~uvm~<4OTV~I
A

3. La curva C esté orientada en sentido antihorario.

Entonces:
TESIS:
J I ‘;A dx - dy = Cj (Alx, y)dx + BOGUIAY) oo, (1)

LINTEGRAL CURVILINEA DE L.A FORMA DIFERENCIAL
@ = A(x,y)dx + B(x,y)dy ALOLARGO DE LA CURVA €

"‘)
i P

= ) SOBRE LA REGION R.

INTEGRAL DOBLE DE LA FUNCION ( ED
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ACLARACIONES DEL TEOREMA DE GREEN

a) Se dice que las funciones reales en dos variables: A(x,y) v B(x,v) son de clase

. . . A cB . . .
C! | silas derivadas parciales %—9— y %; son continuas en el conjunto abierto U.

b) Se dice que una curva € cuyas ecuaciones paramétricas son x = x{t), y = y(t)

tela,B], es de clase C! si sus derivadas x'(t), y'{t) son continuas en el inter-
valo o <t < 8 en el que la curva esté definida.

¢) Intuitivamente, una curva C es cerrada y simple, cuando tiene una las siguientes
formas.

No son simples las siguientes curvas:

(>0

d) Intuitivamente, una curva C es regular cuando no tiene puntos angulosos (pun-
tas-agujas).

¢ D
No es regular en A No es regular en Es regular en todos los No es regular en
A,B,C puntos de la curva. ABCyD.
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f) Reemplazar en la integral curvilinea: x. vy, dx. dy en términos de t. Asi tendre-
mos:

) INTERPRETACION FISICA.
La forma diferencia (3 = A{x. y) - dx + B{x,y) - dy

0 = (Alx,v). Blx,v)). (dx - dy)

O =F{ ) rFt)dt

s
Entonces la integral W = { Flrit))yr't)dt
expresa el trabajo que desarrolla la fuerza F cuendo una particula se desplaza

por el camino r(t)desde el punto P =r (o} hasta el punto Q =7(7).

Il camino r(t)es la funcién vectorial

Fola, fl > R?

/Q E o P = (x(E), vit)

/’\4 El vector velocidad es r"{t) = (x'(t}, y'(t))

h) En la formula (1) si ¢ =0 wd, wegu.. 0w,

donde cada curva ; es regular de clase ct.
entonces:
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Cfca: J @+ j W j' w. donde w = A(x,y)dx + B(x,y)dy
¢ (S Gy ¢

“n

i) Sealafuncion F:R? —» IR

(x,y} ——> z=F(xy)

El diferencial de F es:  dF = { Cdx +-—-n dy

@ =Adx+B-dy

Si en la férmula (I II FA dx dy = Cj Alx,y)dx + Bi{x,y)dy .
se hace fff‘i{—%ri ., enfonces: a) B~-;—V y A= ~-»-;§«y
(S L_T.J‘

\—_"v““_"‘-/

4rea de la integral de linea sobre la

region R curva cerrada <, que es la
frontera de la region R

¢) Sila regién R esté limitada por la curva o, el eje Xy

las rectas x=a. x=b, el area de la regién K es

Y
AR)=— "- y(t)x' (t) - dt C esta parametrizada por:
o

rila, fl— R?
t - r(t)=(x(t),y(t)

d) Sila regién R esté limitada por la curva ¢, el eje ¥ y
las rectas v = ¢, y = d, el &rea de la region R es:

/4
A(R)= j x(t)y (t) - dt ¢ esta parametrizada por:

Fola, B> R?
t () =(x(t), y(t)

Nota: La integral de linea a lo largo de una recta horizontal o vertical es cero.
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Ejemplo 04. Hallar el area de la regién R, dado en el grafico adjunto.

/2

Solucion:

Vi
Aplicar la féormula dado en¢) A(R) = - j. vit) x'(t)dt

Pasos a seguir:

1. Debemos dar el sentido que corresponde a las fronteras de la regién K {dicho
sentido es tal que la regidn R esté a la izquierda).

b 2
2. Debemos parametrizar la elipse % + %f =1 desde el punto A hasta el punto B.

. .. . 2 2
e Una elipse dada por la ecuacion cartesiana %5 + -;ié- =1
a
. ) J X = acost
se parametriza haciendo
1 v =bsent

donde “t” es el &ngulo entre el eje OX y el radio vector op

x =4 cost
e Para el problema dado, sera
y = 2sent
donde O<t< % , porque A=(4cos0,2senl)=(4,0)
ZL ?% B=(4cos%,2sen%)=(0,2)
3. Célculo auxiliar: x'(t) = —asent
72
4. Aplicar la férmula: A(R) = - I (2sent)(—4sent)dt
0
7/2
=8 J sen’t =27
[§]
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Ejemplo 05. Hallar el érea de la regién limitada por
las gréficas de las ecuaciones: x = |y|, x? +y? = 8.

Solucion:

e Después de darle sentido a las fronteras de la regién
R, cerrando el circuito, se parametrizan cada frontera:

a) La parametrizacién del segmento OA es:

r{t)=(0,0)+¢t[(2,~2)-(0,0)] , O<t<1

r{ty=(2t,-2t), 0<t<1
b) La parametrizacién del arco AB es: rt) = (\/é_cost,x/ésent), —g’: <t S%
¢) La parametrizacién del segmento BO , es:

rt)=(2,2)+1t[(0,0)-(2,2)] , O<t<1

r{ty=(2-2t,2-2t),0<t<1

e El &rea de la region K es:

1

1 zl4
A(R):—%— J'O(xdy—ydx)Jr—:lz- j” (xdy~ydx}+% Io(xdy—ydx)
T

¢ Hacer los célculos auxiliares para obtener A(R) =27

Ejemplo 06.

x=4 -4t
Hallar el &rea de la regién limitada por la curva: ¢: { ) Y el eje X.
=22t

Solucién:

1. La gréfica de la curva es:

2. Los limites de integracién se hallan en
los puntos de interseccién con el eje X.
La interseccién de la curva con el eje X
se halla haciendo y=0.

Si y=0 = 0=2-2¢*

= t=%1
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La funcién vectorial continua que parametriza a la curva ¢ es:
Fi[-1,1] - R*®
t - T(t)=(4-4t,2-2%)

¢ En este caso, por la forma que tiene la regién, conviene aplicar la {6rmula dado
en c¢) del corolario.

1
A(R) = -«J ylt) x'(t)dt
-1

1
= I (2~ 2t%)(~4)dt

-1

L 2 r 3 t=l 29
TSJ’ (1-t®)dt =8| t-L | -3

1 L R | 3

Ejemplo 07. Hallar el area de la regidn .

Solucion:

Z _eixPyl=6x El area de la regién R, es:

y PX,y)
R (4]

e e
A(R) = (f xdy —ydx

Is) Cuw OA L AB

j‘a?+ j(:}%— J'GUL
OA  AB |

[NSHE

(:

1]
|

A(3,-3)

a) Para calcular la integral de linea jcu , debemos parametrizar el arco de circunfe-
[
rencia BO del siguiente modo.
Si tomamos como polo, el origen (0,0) vy OP es el radic vector, el punto (x,y)

J X =rcost

en coordenadas polares es (1) 1 donde r se obtiene de:

Y =rsent
x? +y2 =6x

r% = 6rcost
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Al reemplazar (2) en (1), obtenemos la funcién vectorial

F:10,7/2] —> R?

t —— F(t)=(6cos’t , 3sen 2t)

z]2 .
® fx dy — ydx = j [(6cos? £} (6cos2t) - (3senZt) (~12costsent)]dr
0

¢

7/2
= J 36cos’t dt =9
0

b) La integral de linea j o se obtiene parametrizando el segmento dirigido AB.

AB :
del siguiente modo: r{ty=A+t(B-A), 0<tx<1
t

1
Luego: J.xdy»ydx:'[ [(3+3t)(3)-(-3+31t)(3)] =18
< 0

AB

CONCLUSION: El &rea de la regién R, es: A(R) = % {97 +0+18} = %7[ +9

Ejemplo 08. Hallar el érea de la regién limitada por el lazo X%+ yg - 3axy =0

Solucion:
1. Parametrizar la curva con la sustitucién, v =tx. v
x3+£3x% ~3ax - tx =0
_ 3a
144 X
=
3 at2
1443

2. Como la curva forma un lazo, hallemos los puntos dobles, que van a ser preci-
samente los limites de integracién.
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Supongamos que: ( x(t;), y(t) ) =( x(tz). y(ty))
3 aty 3at12\: 3aty SGtS
1+tf’1+tf’J Tl 1etd

Igualar componentes y resolver las ecuaciones:

[%%:%% ....................... (1)
l fj‘tl; - fjfis ....................... (2)
J(t1(1+t§)=t2(1+t]3) = Lo =R(e) (1)
lt%(lwhtf’):tg’(l»‘rtf’) ................................................ (2)
(1) en (2): i—j(1+tf)= 15 (1+ )

= oty (L+8) = 5 (1+1))

= to(L+1) (t—ty)= 0 como t; =ty
= tity (1+£2)= 0
=

tl;:Oth:O v tlz‘l
No puede ser, porque D, ., =R —{-1}

En este caso, solo tenemos una tnica solucién real: t =0
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3. Ll érea de la regidn es:

X = 3at
] Tt
A’”gcf (x-dy—y-dx) C )
¢ £ Y= 3ar®
[ 1+18
+o0 En la forma diferencial: @ = x - dy -y - dx
=4 X2 . di ‘
2 1y Multiplicar v dividir por x?:
o . 2 dy—y-dx |
2 1+ 57 : .
1o =x2-d<%) . al dividir £
=1.94° 21132 r
2 JO ' ) N obtenemos: + =t

- 3% Fl 4 .
=5 area de A es:

Ejemplo 09. Hallar el &rea de la region limitada por la curva
C: x=1-cos2t, y=4cost yelejeY.

Solucién:

1. Al graficar la curva C se obtiene:

t 0 A % 37 n
x=1-cos2t 0 1 2 1 0
v =4-cost 4 (22 | 0 |22 | -4
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Cj x dy—ydx

(:} - 62

2.El area de la regién R, es: A(R) =

Noj—=

Si aplicamos el corolario, porque ¢, es un segmento vertical, la f6rmula se redu-
ce a la forma:

NRﬁ:jﬂﬂymw,dmﬁedy:yuwt

¢y

=- x-dy ... el signo - es porque estamos cambiando el sentido de la parame-
J0 trizacién de ¢, (que no sigue la direccién segin la regién R).

=—1 (1-cos2t)(-4sent)-dt
70

o
= (=4 -sent + 4sent - cos2t) - 4t
Jo

=14
3

2
7]

Ejemplo 10. Hallar el érea de la regién limitada por las gréficas de las curvas:
1

ey 2 ~2<t<4
t

Solucion:

1. El gréfico es:

B(9,4)
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2. Lacurva C; tiene orientacién horaria (-) y la curva €, tiene orientacién antihoraria

[ €q

2

Cyuls

(+), entonces al area de la regién R es: A(R) =1 4 xdy -ydx = %—k
|

a) El célculo de jw se hace con la parametrizacién de .
L',\X

Como la parametrizacién de ¢; no si-

4
o . .. @ = - xdy —ydx =~{(-3) =3
gue la direccién segin la region K, en- j j 9 y—) (-3)
tonces: €

b) El célculo de J‘(u se hace con la parametrizacién de €, , esto es:

t2
6
j‘w = j. xdy-pdx=15 CONCLUSION: A(R)=3+15=18
0
g

PROBLEMAS PROPUESTOS

AREAS DE REGIONES LIMITADAS POR CURVAS PARAMETRIZADAS

Hallar el &rea de la regién limi- Hallar el érea del lazo de la linea
tada por un arco de la cicloide x=3t2 y=3t-1.

x =aft -sent) y=a({l-cost) el
eje de las abscisas.

Hallar el area del lazo de la linea

Calcular el area de la regién limi- x=t% -1 , Y= 3t
tada por la astroide:

° x=a-cos3t, y:a-senst

Hallar el &rea de la figura limitada por la rama de la trocoide:

x=at-bsent O<b<a vy la tangente a la misma en sus
y=a-bcost T puntos interiores.

Hallar el &rea de la regién limitada por la curva con ecuaciones paramétricas
x=2t-1, y=12t - 4% yel eje X.
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Calcular el area de la regién encerrada por el lazo de la curva ¢, cuyas ecua-

ciones paramétricas son: x = £ - =1 -3t.

I8 ; Hallar el érea de la region limitada por la curva con ecuaciones paramétricas

woede e 4 L2 0y las lineas de las ecuaciones x =1y x=4.

ea de la regidon encerrada por el lazo de la curva €0 x =17 —~t,

ey el Aven de la regidn encerrada por la curvar  x=cosot.

G,y = Zsen‘d - tgé vy su asintota ( en esta caso 0<# < —21)

12} Hallar el 4rea de la reglon limitada por la curva ¢:

x=2-ctgd, y=2-sen’@, 0<f<r1 y elejeX.

LY

Hallar el 4rea de la regién acotada por la curva: X =5 -cos L.

y:b sen® i,

[3S]

(¢ Ry b?‘), {envoluta de la elipse).

= 5 eon?
iMlﬁ Calcular el &rea de la regién acotada por la curva: x =a-cost, y = —‘;—%—:

2
=t“+1
Hallar el &rea encerrada por el lazo de la curva: ¢ : " teR

=3 -3t

Giloo
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1.3 AREADE UNA REGION LIMITADA POR UNA CURVA
EN COORDENADAS POLARES

1. INTRODUCCION

Intuitivamente, la férmula que nos permite hallar el 4rea de una regién limitada
por una curva en coordenadas polares, se deduce a partir de la f6rmula que corres-
ponde al &rea de un sector circular.

Veamos:
a) Por regla de tres simples tenemos:
B Sial arco 27 corresponde el &rea 712 en-

tonces al arco 6. ¢Qué area corresponderé?.
/o

A 21 > 1’

8-> A

2
zree
A= 2x

A=L1,2g|r=radiodela
2 circunferencia.

AREA DEL SECTOR CIRCULAR
DE ARCO @Y RADIO r

8 b) El 4rea que corresponde al sector de arco
do es:

dA=1r-do , r={(0)

Por tanto, el drea que corresponde a la REGION
limitada por r = f(8) v los rayos ay fseré:

Donde la funcién f:[a,] - R escontinuaen [a,8] yr20, Véela. B}
8 — r=f(6)
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¢) Sea la regién Rz{(r,ﬁ)e H?Z/Oég(ﬁ)sf(é?),asﬁsﬂ}

donde las funciones:
file.pl—- R
v g:la, p]->R
son continuas en [a, A1.

Entonces el drea de la region K, es:

;Observaciéﬂ La férmula definida en b} se puede hallar aplicando suma de
Riemann.

Veamos:

Demostracion:

Deseamos hallar el drea de la regién R (ver fig. 2)

Fig. 2
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1. Consideremos una particién P de [«, ] definida por:

P={a=0y.6, .60,...61.0,. .6 =8
talque wa=6,s0 <...<0_ <t <. <t =/
donde: A#, =0, -0, ; ,i=12,.. .n

2. Sea: {_9 eld

i-1s

91.i=1.2. ... n

3. El 4rea del sector circular de radic f(4) v arco \Hl,esta dada por:
I — 2 o
| 10, } AG, 0.€l0, 6]

N]H

ésta area existe en cada intervalo {4, 5,

Como existen n intervalos, entonces la suma de las medidas de las éreas de los n
sectores circulares es:

4. Si " A" = max { AG i = LZ,...,n} . entonces:

B L2 I
Al 0 1 2L B A LT LG ‘
j=

Ejemplo 01. Encontrar el drea de la regidn acotada por la gréfica de
r=4cos26.
Solucién:

1. Hacer una breve discusién de la ecuacién para graficar la curva.

a) INTERSECCIONES: Con el eje polar, eje 7, eje 7 . eje 521

010 | % | n|%

r|4101-4] O
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b) SIMETRIAS: Cuando la ecuacién polar es funcién solo del coseno, siempre
existe simetria respecto al eje polar.
Para probar, bastaréd hacer el cambio (r,~€) vy se observaréd que la ecuacién

no varifa.

c) EXTENSION: Como el coseno es acotado, se tiene:

-l<cosé <1
= -4 <dcost <4
= ldcosf| <4
~ Este resultado nos indica que la curva esta

acotada por una circunferencia de radio 4.

d) LIMITES DE INTEGRACION: Si existen soluciones para la ecuacién r =0, se
obtendrén los limites de integracién.

Asi: 4cos36=0

cos36 =0
30=~’21+k7r
. kz
9-54‘?

La funcién coseno es decreciente en el primer cuadrante desde “4” hasta “0”,
luego r disminuye desde 4 hasta 0, cuando:

O<cos30<]l = -’2523020 = £>020

2. Para hallar el area total bastard calcular
el &rea de la regién limitada por un solo

pétalo.
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Z

A(R):z-ﬂ;’f do

..... J (4(0%»}0) -do
0

i

6

“léf cos® 3¢ df - Nw i%wiwgm“b() .

_4r

= A e

5 drea de la regién encerrada por un pétals

El 4rea total es: A =3 (ﬁ.;.) .

Ejemplo 02. Hallar el drea de la regién acotada por la gréfica de la ecuacion
2= 4sen20.

Solucién:

1. Breve discusién de la gréfica de la ecuacién:

a) INTERSECCIONES:

Con el eje polar, eje —f?l, con 'y con ~—427—
ol0]%]x]|-3
r 00} 0O

b) LIMITES DE INTEGRACION:

Si existen soluciones para r = 0, se obtendran los limites de integracién.

Veamos:

Sir=0 = 0=4sen28

0 =sen26
= 20=kn

_ kr

0=

Este resultado nos explica que el radio se reduce a cero cuando el arco es 0°,
’72 , T, 3”/2 . (que seréan los limites de integracién).
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c) EXTENSION:

Se cumple: r2>0

= 4-.sen26=0

= sen28 >0
= 0<20< v 2n<20<3nx
0<o<Z v z<O<if

En estos intervalos esté definida la curva.

c) SIMETRIAS:
Sélo existe simetria respecto al origen, porque al hacer el cambio (r,#) por
(r,7 +8) no cambia la ecuacién.

d) TABULACION:

Tabular en los intervalos 0 < 8 < % v r1<8< —3—271
x
2
k3
4
T 0
2
2
2. El 4rea es:
. También se puede hacer:
7
A=2.1 J' 2. do
0

) A=4-3["rdo
5 0
=j2 4 - sen20 do

0 =4,

=4
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Ejemplo 03. Encontrar el drea de la region que esta acotada por el rizo més pe-

queno de la grafica de la ecuacién r =1+ 3 sené .
Solucion:
1. Hacer una breve discusidn de la ecuacidn para graficar:
a) INTERSECCIONES:

010 (% | 2
r |11 4 -2

c) SIMETRIA:

Porque la funcién sélo depende de sen &, entonces es simétrica respecto al
eje .

Al hacer el cambio (r, # — ) no varia la ecuacién.

d) Como la curva es simétrica respecto al eje % y pasa por los puntos ( 4, % ) .

(~—2,3%); entonces bastara tabular desde —427— hasta % pasando por

_1
arcsen ( 3) .

6 | % | -7, | -200 | arcsen (-}45) | 250 | _10° | 45° | %
r | 2 | -11 | -002 0 02 |047]31] &
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0 = arcsen {- —15]

El &rea de la regién encerrada por el rizo més pequerio es:

csen —l
a=2-3 (" (3 2.0

Z

2

1
A- J’men( 3)(1+35er10)2 -do

z

2

—
—
—

Il

-]

T —

L arcsen (—%—) - 3\/5

|

Nota:  Tener en cuenta lo siguiente:

1) arcsen( ‘%) = —arcsen( %)

Ccos ( arcsen (-— 1

3]
—

Como podré observar el lector hasta el momento, hallar el drea no reviste dificultad

si se conocen los limites de integracién. El gran problema es hallar los limites de in-
tegracién.
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Si la regién esté encerrada por una curva, los limites de integracién se hallan te-
niendo en cuenta las siguientes recomendaciones:

1) Resolver la ecuacién r=90.

Se presentan dos casos: existe solucién o no existe solucion.
a) Si existen soluciones, dichas soluciones seran los limites de integracién.

b) Sino existe solucion y la curva es cerrada, entonces los limites de integracion
se pueden escoger los extremos de [0,27] o cualquier 8, en radianes y
O=6y+2r, Oy l0,27].

2) Observar las simetrias.

Ejemplo 04. Hallar el drea de la regidn encerrada por la curva
r? = a® cos 20 {lermniscata de Bernoulli).

Solucién:
1. Breve discusién de la ecuacién.

a) INTERCEPTOS: b) LIMITES DE INTEGRACION:

Si: r=0 = 0=a’-cos20
0 Vs T 3z
0 /2 é 0=cos268
riza| A || A 20-% + kr

g = % + %’L <— Limites

c) SIMETRIAS: Hay simetria respecto al eje polar (hacer el cambio por (r,-8)) y
respecto al origen hacer el cambio por {r, # + 7}, la ecuacién no se altera.

d) EXTENSION:

r?2 >0 , Yr o a? - cos26>0

cos26 >0
z . 3z < 9T
= ZSZQSZ Y 2£29_2
_z d 3z sz
= 4S9£% v %SQSJ‘

Son los limites de Integracion ——T
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e) TABULACION:

Aprovechando las simetrias, bastara tabular en el intervalo [O,ﬁ—]

2. Blacaes A4} ["r% do

0

ala

=2 J.Eaz cos20
0

Ejemplo 05. Calcular el drea de la regién limitada por las curvas r = 2a cosf vy

r=af{l+cos8).

Solucién:

Veamos:

1. Zacosf =a(l+cosb)
2cos@ =1+cosé
cosf =1

O=2kr—> <
2r
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2. Gréfico:

I =2(1 + cos 8)

Hay simetria respecto al eje polar.

Porque el circulo estd contenido dentro de la cardioide, el area es la diferencia de
las areas limitadas por las dos curvas.

Azg.% j‘oﬂ {[2acost9]2—- [0(1‘*“)59)]2}

Ejemplo 06. Calcular el &rea del interior de las curvas: r=asend vy
r=a{l +cos@), a>0.
Solucioén:
1. Graficar.
r=asené, esuna circunferencia de centro en (O , %) y radio %

r=a(l+cosf), es una cardioide.
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2. Limites de integracion.
La interseccién de las curvas se obtiene resolviendo.
a-sené = all+cosa)
sen@ =1+ cosd
send —cosd =1

= sen()-%/zg rcosf)l/z—g—:l/ég—

= sen(H.»@:__«@.
iR
O=lr+E(1+(-1 | = ;0_7
o

Ejemplo 07.

Encontrar el area de la regién que esté acotada por las gréficas
de las dos ecuaciones dadas:

r=2
r=3-2-cosf
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Solucion:
1. Graficar cada curva.

a) r=2 es una circunferencia de centro en el origen v radio 2.

b) r=3-2cos8.
b,)  Inlersecciones:

610\ %| 7| 3

rl1]1 2151 3

by} Si r=0 = 0=3-2cos8

cosd = ~2i , esta igualdad implica que no existe solucién .

Ve B8 maver que ung

El méaximo valor de coseno es 1. En este caso el conjunto solucién es
vacio. Geométricamente este resultado nos indica que ¢l radio r nunca
se reduce a cero.

¢) Extensién: Como : -1<cosf<l
Por -2 2>-2cos8 =2
Sumar 3 : 5>3-2cos6=>1
Este resultado implica que la curva es cerrada de radio minimo r =1 y radio

maximo r=5.

El gréfico es:
2. Hallar las intersecciones:

2=3~2cosf

%—:cos@

O0=2kr+%
Necesitamos:

6-%

0=-Z




Moisés Ldzaro Carrién

3. El rea de la regién que es interseccién de los planos encerrados por dos curvas
se halla sumando dos integrales, porque A es punto anguloso.

g

z .
A=2.1 13(3 A2cos€9)2-d¢9+2‘é—j 2% . do

0 £
_llz 1143 + 8z
3 2 3
_ 19z _ 1143
3 2
Ejemplo 08. Calcular el area de la regién que es interior a la curva r=a y

exterior a la curva r =a (1 ~cos8).

Solucioén:

1. El gréfico es:

2. La interseccién de ambas curvas se hallan resolviendo la ecuacién:

a=a(l-cosa)
1=1-cosb
cos =0

6= —’2’— +k , se necesitan

> D
Il

Il

Mlg NN
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3. Porque hay simetria respecto al eje polar, el area es:

A-2.1 r la? ~la(1-cosO) | do
2

e
B . . ) ‘ .
= j [a?‘ ~a®+2a° -cos@ ~a° =c0520} - dé

=a° [2 Acos<9~c052}»dc9
o {)
2 1 0=%
{QSenQW 2(9~‘~~-sen26q }6}-0

Ejemplo 09. Hallar el 4rea de la regidn que es interior a la curva r = 2sen26 vy

exterioralacurva r=1.

Solucion:
1. El gréfico es:

2. INTERSECCION:

1=2-sen2é

1

z= sen2fd
20 =k +(-1) Z

l————— Son las intersecciones

.z 5z 19 237
=159 157 55

Por la simetria existente, necesitamos sélo @ = T”Q— y ¢ =7 para integrar.

3. Fl 4rea es: A:&%j [(2sen26)? —1]do
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Ejemplo 10. Hallar el érea de la regién encerrada por las curvas r = 3 +cos44
yr=2-cosdf.
Solucién:

1. Discutir la ecuacion: r = 3+ cos46

a) Intersecciones:

010%™ | %
STaTa T a 4 r=23+cosdd

b) Veamos si el radio r se reduce a cero:
Hacer: r=0 = 0=3+cosdd

~3 =cos4d
Absurdo

Este resultado nos indica que el radio nunca es cero.

d) Simetria:
Es simétrica respecto al eje polar :  Cambiar por (r,—0)
Es simétrica respecto al eje & :  Cambiar por (r,7 - 6)

Es simétrica respecto al POLO : Cambiar por {r,z +6)

e) Monotonia: (Crecimiento y decrecimiento de la funcién).

Estudiemos la variacién de 8 y r en cada cuadrante:

~ Si 0<40< = 4>r>3 {(Decreciente)
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Si Z<df<nr = 32r22 {Decreciente)
&
e 4 o< L
7 "l
Si P {Creciente)
- Si = Jersd {Creciente}
:}[; < U<

{) Tabulaciéon:
Dando pocos valores v observando
la monotonia, ¢l i Dor-
diente es:

2. Discutir la ecuacion  r =2 - cosdt

Sugerencia: Analizar de manera similar.

3. Interseccién:

Igualar las dos ecuaciones y resolver

3+cosdb =2 —-cosdd

e A1
cosdd - 5
46 = 2kr + 22
. N 4
9"2”6

4. Calculo del Area: Porque hay simetfrfa respecio a 7, bastara calcular el area

desde 0 hasta 4 pasando por £ (punto anguloso).

Asi: A -

PO

7

[¢@-cosd)-do -3 [ 13+cos40)-do
0

[}

El érea total, serd: A =8A; = 32’7 VS\/:?:
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PROBLEMAS COMPLEMENTARIOS - RESUELTOS

Problema 01.- Determine los limites en forma que para regién acotada por el
circulo xZ +y% =4 ylarecta y = V2.

Solucion:
Se procede de la misma

manera para identificar las

regiones en coordenadas

rectangulares, esto se hace

un dibuja de la regién y se

traza el rayo de prueba.

El rayo L siempre entra en la regién por la recta y:«/—i y sale por la curva

x? + y2 =4 Estas ecuaciones en coordenadas polares son, para la curva.

(rcos 0)2 +(r sené’)2 =r? (cos2 g+ sen29) =4

r? =
r=2
y para la recta: rsend = x/§
_2
F=send

r=\[2_CSC9

El &ngulo minimo es la interseccién de la recta con la curva.

r=2=22

senf
_ V2 _x
0-arcsen—2—~z

y el &ngulo méximo es % la regién se especifica como:

R={(r,9)]%£9-’21,\/§csc€$r32}
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/2 2
y la integral doble: j‘j fr,0)dA = J j‘ f(r,Ordrd@
R /4 \[é csc

Area en coordenadas polares
Al igual que el coordenadas rectangulares, si f(x,y) =1, el resultado de la integral
doble es ¢l area de la region plana, esto es:

Area = J'! rdA
R

dénde dA =drdé =dodr. Y para los sélidos sobre la regién plana en el plano xy

limitado por la superficie f(x,y), la integral doble que da el volumen se transforma
en:

V= Ji[ f{rcos8,rsenf)rdA
R

donde la ecuacién de la superficie se convierte a coordenadas polares al sustituir
x=rcosf y y=rsend.

Problema 02.- Calcular el &rea entre los circulos de radio 1 vy radio 2 con el mismo
centro.

Solucioén:

Por facilidad, se considera que el centro de ellos en el origen (0,0), por lo que las
ecuaciones de ellos son:

x?+ y2 =1, y en coordenadas polares r = 1

x? + yz =4,y en coordenadas polares r = 2

Puesto que las ecuaciones de los circulos son
més sencillas en coordenadas polares que en
coordenadas rectangulares, se calcula el area
en coordenadas polares. Para el andlisis, se
hace un bosquejo de la regién (con winplot) y
se traza un rayo desde el origen que cruce la .
region.




Moisés Lazaro Carrién

El rayo entra por el circulo de radio 1 y sale por el circulo de radio 2, v el dngulo es
desde O hasta 27 para que el rayo pase por toda la regién. La regién se especifica
con:

R={{r0)]0<0<2, 1sr=<2}

Los limites para ambos, &y r son constantes, por lo tanto, se puede utilizar cual-
quier orden de integracién drd@ o dfidr . La infegral doble para el calculo del area

Problema 3.- Calcular el &rea de la superficie limitada por la curva r =1-cos@.

Solucién:

Se hace un bosquejo de la regién (con win-
plot en coordenadas polares) vy se traza un
rayo desde el origen.

En la figura se observa que el rayo, entra a
la regién por el origen y sale por la curva
r=1-cosf, 0 sea, que los limites son O y
1-cos@. Al girar el rayo para cubrir toda la
regién, el angulo varia de 0 a 27. La re-
gién se especifica como:

R={(r,6)|0<6<27,0<r<1-cost}

La integral doble para calcular el érea es:

27 pl-cos® 27 1-cosf 2r .
J’( J' rdr,d6 = [lﬂ o d@:j 1 (1-cos6)do
uO "

2 0 0
o2
= (%-c056+-;—c052 9>d6
JO
2T

= . (%—cosé-&—%-}-%cosZ@)d@

NOQ
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p 2r
_1 3 1
= [1‘9 —senf + —S—sen26 ]0

=27 _sen2r +sen0 -0 +~513—ser147r ~Lsen0 =

3
2 g 4

’2”/

El 4rea es 3 ru

2
5 .

Problema 04.- Calcular el area encerrada por la leminiscata r? =4cos 20

Solucion:

Se hace un bosquejo de la regién:
Se observa que la regién es simétrica, y el érea
es 4 veces la de la seccién del primer cuadrante.

Los limites de r son cero y v4cos260 . Al mover
el rayo (lado positivo del eje x), o sea 0°, hasta
el punto contrario, cuando r =0, el dngulo final

se calcula con r=0=+4cos20 , que da 9:—/}.

La regién se especifica con:

R=A{(r,0)|0<Or/4,0<r</4cos20}

Problema 05.- Determine el area de la regién por la curva o curvas, segin sea el
caso:

r =4senf

Solucion:

r =4sené@, se trata de una circunferencia con centro en (0,2) y radio 2.
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v B ) /2 . !
A=1 J. rfde =2 —;* Jl (dsend)* do
“Ja )
72 N
0.2) =16 J. sen“6dé
/ X 0
Z’T/:{j . ey - B /7”2
/ "'16! Ltgﬂ-iéidﬁf%ﬂ [ﬁ‘%senQ(f |
L 0 L ] J

Problema 06.- Determine el area de la regién limitada por la curva o curvas,
seqln sea el caso:

r=4send
Solucion:
r=4sen@ , se trata de una circunfe- Y
rencia con centro en (0,2) v radio 2. s
2 /2 \
A=1 j redd =| & j (4senf)de
2 X
a 0 i
w2
=16 j sen®6do
0
. r=1+cos(z-8) = r=1-cosé o
374 N
g -r=1+cos(-8) = -r=1+cosé
S7/6
La grafica tampoco es simétrica con respec-
to al polo, debido a que:
for 4

~r=1+cos¥, o

r=1l+cos{z+8) = r=1-cos@
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48

A=2] 31+ cos0 do = ;L

tof—

0
A=

(37[}1_42

vof

Problema 7.- r = 2cos48

Solucién:

(1+2cos0+ cosz)d() = J.

T
(1 +2cosl)+ %(1 +cos 2/))) dg
0

(2+4cos020)d0 = L] 30 + dsend) + Leen20] = 1[3(r-0)+4(0-0)+(0-0)]
21 Jo 72l 2 J

9

Para realizar la grafica analizamos la simetrfa con los ejes v el polo.

s Con respecto al eje polar: v = Zcosd{-0) =
* Conrespectoaleje 7/2: r=2cosd(r-6) =
*  Con respecto al polo: v =2cosd{r +8) =

ZARY

|
r(Z[-

Y

Z
3

-

o

N | dolN

ey
[y

L.-7fB

—/2

r=2cosdf, es simétrica.
r=2cos4d, es simétrica.

r=2cos40, es simétrica.

Determinando en periodo para el cual.

2cos46 =0 =—
= 491%

r=0 =

cosdd =0

N

= =1

)

7/8 7]
A=16(%J' (2cos46)do |
)
/8
:8.( 4cos® 46de

w8 1+ cos8a
- 32 .[O (1o} dp

- 16[9+—§15—sen8¢9];[/8 ~16(2 +0)

A =271u?
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Problema 08.- Dentro de 5 = 2sené viverade r=1

Solucion:

Note que r=2send es una circunferencia de radio 1 vy centro en {0,1). Mientras
que r = 1 determina una circunferencia de centeo en (0.0} v radio 1.

Interseccién entre las curvas: y
- 1 . . . — Dapn b J?,‘Z
2senf=1= senff=5 = =L ¢ P
L

g = %’1, esto implica que los puntos 2

de interseccidn son (1,7/6) vy

(1.57/6). .
X
Luego:
7 ,
A= [ e -1 ag
24
) z/2 q | 7/2 7/2
A=2l1 ([2send]? - [1]2)do | = (2send? 0 - 1)d6 = (l‘mizﬁ~ 1)d6’
2 /6 7/6 76 2

/2 ) _ .
B B i T o2 _ 2 oz i__ . 3,2
= J‘,7/6 (1-2coso)dd = 0 send@Jm,G =% 0 &+ 5 = (g—+*—£~)u

Problema 09.- Dentro de r = cos# vy fuera de 7 = J3 send.

Solucién:

Pero cuando r = 0 tenemos:

30D ssssonsssss g
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cosfd =0 = =% = (O.n‘)

J3senf=0 = send=0 = O=r1 = 0,7)

p/6 ) 7l2 .
A= % {cosz g - 3591’:29)0’{} + % J cos” 0do
“Jo 0
i/z o7 /6 9 ]2 9
o =1 1-4sen“6)do + cos® 9do
r:f,\/gsenﬁ 2 Jo ( Pn”6)de 2 0 ) )
’ or/6 72
_ + cos 26
P =1 (1_4l~c§’520)d9+%f Leeo928 g
<0 - ’ 0
< pr/6 wi2
Y 1 = -115 {2cos26-1)dB +71£ J (1+cos26)d6
«() 0
7 X
\ / ~1[sen20-01"° + 1[0+ Lsen20]"”
st = 5[ sen26 — ]0 +71—l, +5sen ]0
_1(43 1{zy_1 AN
- 2(‘2“*%)*4(2)" (V3 +2)u

Problema 10.- Dentrode r =1+ cos8 yfuerade r = cos@.

Solucioén:

Vemos que r = cosf representa una circunferencia de radio 1/2 y centro en (1/2,0).
Por otro lado, r =1+ cosé, representa un cardioide. Ahora determinamos los pun-
tos de interseccién: 1+ cosé =cosf <= 1=0, de donde concluimos que no exis-

te interseccién.
Pero cuando r = 0 tenemos:
l+cos@=0 = cosf=-1 = O=7 = (O,n)
cosd=0 = 0=% = (0,7/2)
/2

A=2 %j (1+c059)2d9—%j cos® 6d6
0 0

drea de la cardioide area del circulo
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& w!2 ) /3
= j (1 +2cosf + }_*_“5_5_2_9_)(19 J‘ li%’iz_‘l de 7/2 A
0 0 T Z el
7 /2
:—%J‘ (2+4c056+c0526)d9»%j (1 +cos20)do Pt

0 a 7 ) / >
= %[ 30 +4send + £ senﬁﬁ) g %‘L@ n —senZ(? ]

cos0

8m)-3{3) =’

t\:){»—«\

Problema 11.- Dentro de r? = cos26 y fuera de % = send

Solucion:
Segun la grafica vemos que ambas ecuaciones describen curvas que son simétricas,
por lo tanfo trabajarerncs sélo con la parte posm\/d Como r? = cos 26 , entonces

cos20>0=20¢ [ 5 } de donde f ¢ L —. T . lo que significa que esta cur-
va esté definida en ese intervalo. Por otro lado, tenemos que r? = sen26 implica.

sen20>0 = 20 <[0.7] = fe [0,2]

La interseccion entre las curvas ocurre cuan- | Ahora determinaremos el area de la regién
do 0=Z, pues: sombreada (de la derecha)
cosf =sen2d = tan20 =1 = 20~ Z i) Calculamos el area de la regién limita-
- T 7
da por r? =cos20 .
de donde 6 = %
Y
/2
7/4
R ki X
S r? = cos20 /4
/2 -t/
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/4 , n/4 /4
A :2(%—‘[ (x/c0529)2d0]—2{%"‘ cos29d9}—[—%sen26]g ::14;[1——012%:12
L Jo 0
ii) Calculamos el érea de la regién limitada por ambas curvas.

& a4 }

y A, =1 sen28dg + cos28d6 |
, 2 T [
/2 L Jo /8 |

¥ = cos 20—

- ,’;i-q\" . :%[ \/—+1+1 f} 1[2 \/—

%({ cos 29]’7/8 [sen20] i//é )

Luego, el &rea de la region sombreada a la
derecha (gréafico 1) es:

-0t/2
3 A -Ay=1-12 2)-

Por lo tanto el &rea de toda la regién sombreada seré:

Problema 12.- La regién es interior a las curvas r =3 +cos48 y r=2 —cos4d .

Solucion:

Ambas curvas son simétricas con respecto al eje polar, al eje 7y al polo. Luego, pa-
ra graficar las curvas tenemos:

6 |r=3+cosdf | r=2-cosdd
0 4 1
Z 2.5 2.5
T 2 3
z 2.5 2.5
Z 4 1
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/2

Podemos determinar el area de la region sombreada (mas oscura) y multiplicamos
ésta por 8 para obtener el drea total sombreada. Necesitamos hallar el punto de in-
terseccion entre las curvas (para obtener los limites de integracién. Asi,

3+cos48=2hcos49=——é~:>46=~23i v 46:%126?=% v 0=

wlN

Para nuestro caso empleamos @ = Z.

/6 ri4
A =1 J‘ (2 - cos 46)% d6 + J' (3+cos40)*dg
0 /6
/6 wl4
= % I (4 - 4v0s46 + cos® 40) d6 + J' (9 + 646 + cos® 40)do
0 7/6
/4

/6
j (4~ 4cos49+ll‘:§s—8—(’l)d9 + .[

1
2 0 /6

2

|

Continuar...

;
(9 +6cos40 +}-f—59—5€3ﬁ)d9J

seesse
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PROBLEMAS PROPUESTOS

GRUPO 1

Hallar el &rea de la regién sombreada.

r=1+2cosf

r=2(1-cosh) ‘,\

N
s

r=-6+cosf 3

r=1rcos(9\ r=1+cosf

ar r=2-2cosf
3
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i
Fl
. r=2
9 e
RN S, H
"= § T 5cosh ~12‘¢
T
— S
0
r = send cos?9
=12 send =2 - sent
z ~7=a T
2 / 7 or=a(l+cosd)
P po | T a°
J
f = a(cos6 + send)
2n z fid
R B 3
n Q°
r=send 1 L S
r=4send . cos?0 cos°B + sen'B
X
2 B
T 0°
In - 4
8 6
r=2 +cos20 12 = a%cos?0 + b?sen?s
r=2+send r=csch-2 a>0,b>0

no
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GRUPO 2

Encontrar el area de la regidn acotada por la grafica de la ecuacion dada.
r=3cos0

ro= 2 Zoost

r=3cos 36

Un pétalo de r = 2cos 34

Unpélalode r = mbi’i
Interiorde r=1-send

Inferior de 7 = -

Lazo intevior de v~ 1+ Zcosd

a{l~send)

r=a-senl3d

GRUPO 3

Encuentre el drea de la reqidn que estéd {uera de la curva v = Zag sené v de-
i Y

ntro de la curva r =a {1 1 cos@d).

Hallar el area de iz regidn que esta dentro de la curva r =4 - cos @ y fuera de

lacurva r=2.

Calcular el area de la region que esté dentro de la curva r =3 - cos@ v fuera

delacurva r =1+ cos#.

Hallar el area de la regién interior encerrada por las curvas: r =2 +cos26,
r=2-cos4d.

Encontrar el drea de la regién que es interior a r =2 +cos26 y exterior a
r=2+send.

Hallar el area de la regién limitada por la curva r = 2a - cos 3¢, que esta fue-
ra del circulo r=a.
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Hallar el &rea limitada por la curva x* + y* = x? + v?

!

Sugerencia: Conviene pasar a polares, obteniéndose: r° = ——1—
’ cos*0 + sen’6

Hacer los propio con los problemas: 18, 19, 20, 21.

Hallar el érea de la regién limitada por la lemniscata de Bernoulli:
2,2 2
( )

(x? + %) = a?(x® -y

Hallar el érea de la regién limitada por la lemniscata de Bernoulli que se halla

dentro de la circunferencia. 2x? + 2y2 =a?

Hallar el 4rea de la regién limitada por la curva (x? + y?)? = a®x? + b%y?
Hallar el area de la figura acotada por la linea (x? + v%)® = 4a®x v (x? - 1?)

Hallar el rea de la regién limitada por la linea r =a” -cosn@, ne Z°

Hallar el drea de la figura comprendida entre la parte externa e interna de la

)
‘.

linea r=a-sen

Respuestas:

NN
]

ofn

a

[V

72

Z(a? +b?)




