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Prefacio

Bienvenidos a esta nueva version de Matematicas III. Cdlculo de varias variables. Nos enorgullece ofrecerle una nueva
version revisada y mejorada de nuestros cldsicos y exitosos libros de texto.

Esta obra forma parte de una serie de cinco libros elaborados para cubrir de manera especifica los planes de estudio de
los cursos de matemadticas a nivel superior: cdlculo diferencial, cdlculo integral, cdlculo vectorial, dlgebra lineal y ecuaciones
diferenciales.

Al igual que en otras ediciones, hemos incorporado muchas de las ttiles y atinadas sugerencias que usted, estimado lector,
nos hace al utilizar esta obra en sus cursos.

En esta edicién se han introducido algunas caracteristicas nuevas y revisado otras. Encontrard lo que espera: un libro de
texto pedagdgico, matematicamente formal y accesible.

Estamos contentos y emocionados de ofrecerle algo totalmente nuevo en esta edicion, un sitio web: LarsonCalculus.com.
Este sitio ofrece muchos recursos que le ayudardn en su estudio del cdlculo. Todos estos recursos estdn a solo un clic de
distancia. Nuestro objetivo en todas las ediciones de este libro de texto es proporcionarle las herramientas necesarias
para dominar el cdlculo. Esperamos que, junto con LarsonCalculus.com, encuentre ttiles los cambios de esta edicion para
lograrlo.

En cada conjunto de ejercicios, asegurese de anotar la referencia a CalcChat.com. En este sitio gratuito puede descargar
una solucién paso a paso de cualquier ejercicio impar. Ademads, puede hablar con un tutor, de manera gratuita, dentro del horario
publicado en el sitio. Con el paso de los afios, miles de estudiantes han visitado el sitio para obtener apoyo. Utilizamos toda esta
informacién como ayuda para guiarlo en cada revision de los ejercicios y soluciones.

Heme  Aboul  Contaet  Purchase

Lo nuevo en esta edicion g LARSON

NUEVO LarsonCalculus.com

Este sitio web ofrece varias herramientas

y recursos para complementar su aprendizaje.
El acceso a estas herramientas es gratuito. T

Videos de explicaciones de conceptos o TE calculus Videos mfggmg-mmwgf;ﬁgg: CALCULUS
demostraciones del libro, ejemplos para explorar, ithisimbon e
vista de gréficas tridimensionales, descarga de

Calculus 108 Ensy Access Study Guide

Welcome to LarsonCalculus.com

¥ Worked-out Solutions

It Interactive Examples Bty Aosote Sty Gis

This 100% free eagy access study guide requines.

articulos de revistas de matemadticas y mucho mads. & Rotatable Graphs o usomar o pssswor 0 gocess the
NUEVA Apertura de capitulo ST Fritete Grapie S M
En cada apertura de capitulo se resaltan &, Deta Dowrioads g e vedads s e ot b
aplicaciones reales utilizadas en los ejemplos
y ejercicios. B Math Aricies
& Biographies
NUEVOS Ejemplos interactivos
Los ejemplos del libro estdn acompafiados
de ejemplos interactivos en LarsonCalculus.com.
Estos ejemplos interactivos usan el reproductor NUEVOS Videos de demostraciones
CDF de Wolfram y permiten explorar el cilculo Vea videos del coautor Bruce Edwards, donde explica
manejando las funciones o graficas y observando las demostraciones de los teoremas de Cdlculo, décima
los resultados. edicion, en LarsonCalculus.com.

vii
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NUEVO ;Cémo lo ve?

La caracteristica ;Como lo ve? en cada seccion presenta
un problema de la vida real que podra resolver mediante
inspeccion visual utilizando los conceptos aprendidos

en la leccion. Este ejercicio es excelente para el andlisis en
clase o la preparacién de un examen.

Comentario Revisado

Estos consejos y sugerencias refuerzan o amplian
conceptos, le ayudan a aprender cémo estudiar
matematicas, le advierten acerca de errores comunes,
lo dirigen en casos especiales o le muestran los pasos
alternativos o adicionales en la solucién de un ejemplo.

Conjuntos de ejercicios Revisados

Los conjuntos de ejercicios han sido amplia y cuidadosamente

examinados para asegurarnos que son rigurosos e
importantes y que incluyen todos los temas que nuestros
usuarios han sugerido. Se han reorganizado los ejercicios y
titulado para que pueda ver mejor las conexiones entre los
ejemplos y ejercicios. Los ejercicios de varios pasos son
ejercicios de la vida real que refuerzan habilidades para
resolver problemas y dominar los conceptos, dando a los
estudiantes la oportunidad de aplicarlos en situaciones de la
vida real.

FE Pignselo Enlus ejercicios 43 y 44, use un sistema algebraico 63, I f + cos 4] + sen 1K)

por afim de vep Ta funcion ; N L
vectorial r{f). Para cada u(?), haga una conjetura subre 1a trans- 64. Tiny | i + o i+ 7 k /\
formacidn (si 1a hay) de la grafica de (). Use un sistema alge- N N
braico por computadora para verificar su conjetura. 65. Ty { £+ 3ri + % K]
43, wizi = 2cosri + 2sen 1 — 7k - Int [
" T 66 Ifm‘:\lifﬁjfﬁk/\

(o oul) = 2eost 1)1 2sentj | M1k
() ) = Teos i | 2sensj | 2k 67 ]fl\z‘:g'i - ’k)
@ ull) = 2eos(—)i — Lsen(—7)j + H-Dk
@ ul) =1 + 2sen 1j + 2eon k

68 lim (v 1+ Li k)
s | 1 o+
@ ul)  Scos i+ Ssendj + bk
Movln A+ 054k
@ oul) =4+ 40— 2§ + 10k s conlinua,
@l =24+ 1) + 4k

1
/ N 9. r)=r+ j
@oul) =i 1751 {1 Ak @ =

14 Unidad 3 Funcionas vectoriales
A, 62, Dibujar una curva  Demuesue que la funcion vectorial
40wl =i - 05+ 50k e eos fi + & sen £ s cneuentra on ol
2 B v~ ¢ cos fi + 7 sen fj + 7k se encuentra on ¢l
7 ) / S cono 28 = x* + 2 Dibuje la curva
AL el sendi+ ‘—uns;——/)jﬂ—msw—)k . N o R
2 2 \2 2 Determinar un limite  En los ejercicios 63 a 68, evaltie el 1i-
42w = = Tsenti + 2eostj + Tsentk miLe isi existe.

Continuidad de una funcian vectorial En los ejercicios
69-74, determine ¢l (us) intervalofs) en que Ia funcion vectorial

; Sje ¥ positivo
L xty=0 =1

@oul) =i | £k oy = i+ Ji— 13
@ ull) = (=9 + (=% + H-Dk U vlr) = 1i + aresen 1§ — 2 — Dk
e . L. T2 () = 27 ¢7j 1 Infr 1k

Representar una grifica mediante una funcion vecto- . §
tial En lus efercicios 45-52, represente Ia curva plana por me- 73 M) = {7t tnd) o) = 8.V )
dio de urta fancién vectorial. (Hay muchas respuestas corectas.)
43 y=x+5 46. =y —5=0 DESARROLLO DE CONGEPTOS
AT y=hi-2p Roy=4-v Escribir una transformacion Fn los ejercicios 75-78,
19,0 4y 25 P4y 4 considere la funcién veclorial

E 2y Nt - i+
e 52_%‘\176:1 W) G-+ k.

° Dé una funcidn vectorial s(1) que sea la transformacion es-
Representat una gréfica mediante una funcian vectotial pecificada der.
Fn los ejercicios 3360, dibuje la curva en ol espacio vepresen- 75. Una teaslacion vettical tres unidades
tada por la interseccion de las supetficies. Después represente 7o, T
la curva por uma funcion vectorial utilizando el pardmetro g
dado. :

Parimetro 78. Una taslacion horizontal cinco unidades en diteccion del

¥ =208t
¥ =2sent jemplo de una funeion veclotial que esté de-
‘= _. 2 pero no sea continua en £ = 2
STLx by =4, xtz=2 x=1+sens
Kby ED 10 x—y 4 5 2+ sens 80. Comparar funciones ¢Cudles de las siguientes griti-
S 4y 4 X riprimer octinte ) cas reprosenta la misma grifica?!
5P+ v =05 ay =4 x = {primer vetante ) @ e {=deos o+ DI+ (Ssens + 2§ + 4K
. @) H i (—Acoss + Dj + (Ssens + 20k

1. Dibujar una curva Demmuestre que Ja funcisn vectorial ) . .

K@ =i | 2rcostj 27 sen 7k se encuentraen el cono 4¢t = @) piy = Reass = i+ =S sens — 2 + 4k

¥ + 2. Dibuje Ja curva

(= 3eos 2t — Ui + {Ssen2s — 2ij — 4k

,COMO LO VE? La grdfica muestra una funcién
vectorial r(f) para 0 <7 <27 y su derivada r'(¢)
para diferentes valores de .

(a) Para cada derivada que se muestra en la gréfica, deter-
mine si cada componente es positiva o negativa.

(b) ¢(Es suave la curva en el intervalo [0, 277]? Explique su
razonamiento.

Cambios en el contenido

El apéndice A (Demostracioén de teoremas seleccionados)
ahora se presenta en formato de video (en inglés) en
LarsonCalculus.com. Las demostraciones también

se presentan en forma de texto (en inglés y con costo
adicional) en CengageBrain.com.

Caracteristicas confiables

Aplicaciones

Se han elegido con cuidado ejercicios de aplicacion y
ejemplos que se incluyen para dirigir el tema: “;Cuando
usaré esto?”. Estas aplicaciones son tomadas de diversas
fuentes, tales como acontecimientos actuales, datos

del mundo, tendencias de la industria y, ademas,

estan relacionadas con una amplia gama de intereses,
entendiendo dénde se estd utilizando (o se puede
utilizar) el calculo para fomentar una comprensiéon mas
completa del material.

Desarrollo de conceptos

Los ejercicios escritos al final de cada seccién estan
disefiados para poner a prueba su comprension de
los conceptos bésicos en cada seccién, motivandole
a verbalizar y escribir las respuestas, y fomentando
las habilidades de comunicacién técnica que le seran
invaluables en sus futuras carreras.



Teoremas

Los teoremas proporcionan el marco conceptual del
célculo. Los teoremas se enuncian claramente y estdn
separados del resto del libro mediante recuadros de
referencia visual rdpida. Las demostraciones importantes
a menudo se ubican enseguida del teorema y se pueden
encontrar en LarsonCalculus.com.

Definiciones

Como con los teoremas, las definiciones se enuncian
claramente usando terminologia precisa, formal y estan
separadas del texto mediante recuadros para una referencia
visual rdpida.

Definicion de diferencial total
Siz = flx, y), y Ax y Ay son los incrementos en x y en y, entonces las diferenciales
de las variables independientes x y y son
dx = Ax y dy = Ay
y la diferencial total de la variable dependiente z es
0.

Jz 4
=“dx+ —dy= + .
dz =~ dx oy dy = f,(x,y) dx + f,(x,y) dy

Exploraciones

Las exploraciones proporcionan retos unicos para estudiar
conceptos que atn no se han cubierto formalmente en el
libro. Le permiten aprender mediante el descubrimiento e
introducir temas relacionados con los que esta estudiando
en ese momento. El explorar temas de esta manera le invita
a pensar de manera mas amplia.

Notas historicas y biografias

Las notas histdricas le proporcionan informacién acerca de
los fundamentos de célculo. Las biografias presentan a las
personas que crearon y contribuyeron al calculo.

Tecnologia
A través del libro, los recuadros de tecnologia le ensefian
a usar tecnologia para resolver problemas y explorar

Agradecimientos

Prefacio ix

conceptos del célculo. Estas sugerencias también indican
algunos obstaculos del uso de la tecnologia.

Proyectos de trabajo

Los proyectos de trabajo se presentan en algunas secciones
y le invitan a explorar aplicaciones relacionadas con

los temas que estd estudiando. Proporcionan una forma
interesante y atractiva para que usted y otros estudiantes
trabajen e investiguen ideas de forma conjunta.

- PROYECTO DETRABAJO

Esferas deformadas

En los incisos (a) y (b), encuentre el volumen de las esferas defor-
madas. Estos sdlidos se usan como modelos de tumores.
(a) Esfera arrugada (b) Esfera deformada

p=1+0.2sen80send p =1 +0.2sen 8fsen 4¢
0<0=2m0==¢p=m 0=s6=2m0=s¢p=m

Generada con Maple Generada con Maple

¥ PARA INFORMACION ADICIONAL  Para mds informacion
sobre estos tipos de esferas, consulte el articulo “Heat Therapy for
Tumors”, de Leah Edelstein-Keshet, en The UMAP Journal.

Desafios del examen Putnam

Las preguntas del examen Putnam se presentan en algunas
secciones. Estas preguntas de examen Putnam lo desafian y
le amplian los limites de su comprension sobre el célculo.

Queremos agradecer a todos los profesores que participaron en esta obra, sus aportacio-
nes y sugerencias fueron invaluables para el desarrollo de la misma.
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2 Unidad 1  Vectores en el espacio

1.1 Vectores en el plano

0
L
Punto
-~ terminal
P PO
Punto
inicial

Un segmento de recta dirigido.

Figura 1.1

—

Segmentos de recta dirigidos
equivalentes.

Figura 1.2

% Expresar un vector mediante sus componentes.

% Realizar operaciones vectoriales e interpretar los resultados geométricamente.

% Expresar un vector como combinacién lineal de vectores unitarios estandar o
canénicos.

Las componentes de un vector

Muchas cantidades en geometria y fisica, como el drea, el volumen, la temperatura, la masa
y el tiempo, se pueden caracterizar por medio de un solo nimero real en unidades de medi-
cién apropiadas. Estas cantidades se llaman escalares, y al nimero real se le llama escalar.

Otras cantidades, como la fuerza, la velocidad y la aceleracién, tienen magnitud y
direccién y no pueden caracterizarse completamente por medio de un solo nimero real.
Para representar estas cantidades se usa un segﬂsnto de recta dirigido, como se muestra
en la figura 1.1. El segmento de recta dirigido PQ tiene como punto inicial P y como pun-
to final O, y su longitud (o magnitud) se denota por|| @ . Segmentos de recta dirigidos
que tienen la misma longitud y direccién son equivalentes, como se muestra en la figu-
ra 1.2. El conjunto de todos los segmentos de recta dirigidos que son equivalentes a un
segmento de recta dirigido dado PQ es un vector en el plano y se denota por

v ="PQ.
En los libros, los vectores se denotan normalmente con letras minudsculas, en negrita,
como u, vy w. Cuando se escriben a mano, se suelen denotar por medio de letras con
una flecha sobre ellas, como w, V'y W.

Es importante notar que un vector en el plano se puede representar por medio de
un conjunto de segmentos de recta dirigidos diferentes, todos apuntando en la misma
direccién y todos de la misma longitud.

m Representar vectores por medio de segmentos

de recta dirigidos

Sea v el vector representado por el segmento dirigido que va de (0, 0) a (3, 2), y seau
el vector representado por el segmento dirigido que va de (1, 2) a (4, 4). Demuestre que
v y u son equivalentes.

Soluciéon Sean P(0,0) y O(3, 2) los puntos inicial y final de v, y sean R(1,2) y S(4, 4)
los los puntos inicial y final de u, como se muestra en la figura 1.3. Para demostrar que
PQ y RS tienen la misma longitud se usa la férmula de la distancia.

IPO| = VB =07 +2-07 =13

IRS| = V@ -1+ @ -2 = V13
Los dos segmentos tienen la misma direccion, por- ]
que ambos estdn dirigidos hacia la derecha y hacia i 4,4 s
arriba sobre rectas que tienen la misma pendiente.
— 2-0 _2 n
P PQ=——"=<> 3
endiente de PQ = 3.0 3
11,2 (3.2
2
y 5 0
. —~ 4-2 2
= — = = v
Pendiente de RS 113 1
Como @ y RS tienen la misma longitud y la 770.0) i ; ; j‘ x

misma direccién, puede concluir que los dos
vectores son equivalentes. Es decir, vy u son Los vectores u y v son equivalentes.
equivalentes. Figura 1.3 u



(vi,vp)
2T 0
1+ v
V= (v, v)
0,0)
f f f f
P 1 2 3 4

Posicion estandar de un vector.
Figura 14

y

0(-2,5) 67

P@3,-7)

Vector v dado por medio de sus
componentes: v = (—35,12).
Figura 1.5

1.1 Vectores en el plano 3

El segmento de recta dirigido cuyo punto inicial es el origen a menudo se considera
el representante mds adecuado de un conjunto de segmentos de recta dirigidos equiva-
lentes como los que se muestran en la figura 1.3. Se dice que esta representacion de v
estd en la posicién candnica o estandar. Un segmento de recta dirigido cuyo punto
inicial es el origen puede representarse de manera tinica por medio de las coordenadas
de su punto final Q(v,, v,), como se muestra en la figura 1.4.

Definicion de un vector en el plano mediante sus componentes

Si v es un vector en el plano cuyo punto inicial es el origen y cuyo punto final es (v;,
v,), entonces el vector v queda dado mediante sus componentes de la siguiente manera

V= <V1’ V2>

Las coordenadas v, y v, son las componentes de v. Si el punto inicial y el punto final es-
tan en el origen, entonces v es el vector cero (o vector nulo) y se denota por 0 = (0, 0).

Esta definicion implica que dos vectores u = (u,, u,) y v = (v, v,) son iguales si y solo
Siuy =v,yu,=v,.

Los procedimientos siguientes pueden usarse para convertir un vector dado me-
diante un segmento de recta dirigido en un vector dado mediante sus componentes o
viceversa.

1. Si P(p,, p,) y Q(q,, g,) son los puntos inicial y final de un segmento de recta dirigi-
do, el vector v representado por @, dado mediante sus componentes, es
(vi, vo) =g, = P1» 42~ Po)-

Ademais, de la férmula de la distancia es posible ver que la longitud (o magnitud)
deves

||V|| = \/(ql — p1)2 + (q2 — p2)2 Longitud de un vector

Vv + i

2. Siv = (v, v,), v puede representarse por el segmento de recta dirigido, en la posi-
cién candnica o estdndar, que va de P(0, 0) a Q(v,, v,).

A la longitud de v también se le llama la norma de v. Si ||v|| = 1, v es un vector
unitario. Y ||v|| = 0 siy solo si v es el vector cero 0.

| Forma en componentes y longitud de un vector

Determine las componentes y la longitud del vector v que tiene el punto inicial (3, =7)
y el punto final (-2, 5).

Solucidon Sean P(3, -7) = (p;, p,) y Q(=2, 5) = (g,, ¢,). Entonces las componentes
dev = (v, v,) son

vi=¢ —p=-2-3=-5

V) =gy —py =35 — (=7) = 12.
Asi, como se muestra en la figura 1.5, v = (=5, 12), y la longitud de v es

vl = V(=572 + 122
= /169
= 13.
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La multiplicacién escalar por un
vector v.
Figura 1.6

WILLIAM ROWAN HAMILTON
(1805-1865)

Algunos de los primeros trabajos
con vectores fueron realizados
por el matematico irlandés William
Rowan Hamilton. Hamilton dedicé
muchos afios a desarrollar un
sistema de cantidades semejantes
a vectores llamados cuaterniones.
No fue sino hasta la segunda mitad
del siglo XIX cuando el fisico
escocés James Maxwell (1831-
1879) reestructurd la teoria de

los cuaterniones de Hamilton,
dandole una forma dtil para la
representacién de cantidades como
fuerza, velocidad y aceleracion.
Vea LarsonCalculus.com para

leer mds acerca de esta biografia.

Operaciones con vectores

Definicion de la suma de vectores y de la multiplicaciéon por un escalar

Sean u = (u;, u,) y v = (v, v,) vectores y sea ¢ un escalar.
1. La suma vectorial de u y vesel vectoru + v = (u; + v, u, + v,).
2. El miltiplo escalar de ¢ y u es el vector
cu = (cuy, cu,).
3. El negativo de v es el vector
v = (-Dv = (-v;, ~v,).

4. La diferenciade uy ves

u-v=u+ (v)= (U —v, i, = vy).

Geométricamente, el multiplo escalar de un vector v y un escalar ¢ es el vector
que tiene |c| veces la longitud de v, como se muestra en la figura 1.6. Si ¢ es positivo,
cv tiene la misma direccidn que v. Si ¢ es negativo, cv tiene direccién opuesta.

La suma de dos vectores puede representarse geométricamente colocando los vec-
tores (sin cambiar sus magnitudes o sus direcciones), de manera que el punto inicial
de uno coincida con el punto final del otro, como se muestra en la figura 1.7. El vector
u + v, llamado el vector resultante, es la diagonal de un paralelogramo que tiene u
y v como lados adyacentes.

yd

Para hallar u + v, (1) hacer coincidir el (2) hacer coincidir el
punto inicial de v con punto inicial de u con
el punto final de u, o, el punto final de v.
Figura 1.7

La figura 1.8 muestra la equivalencia de las definiciones geométricas y algebraicas
de la suma de vectores y la multiplicacién por un escalar, y presenta (en el extremo de-
recho) una interpretacién geométrica de u —v.

(ku 1 kuz) o
1
(uy + vy, Uy +v,) }
(wyouy) - l
- u+v N N N A : ku, —-v
r A !
Lt ! } u u-v
: I : U
i / l
L/ 1
Ny, — ; u+(-v) v
— T 4
v u, K,
Suma vectorial Multiplicacién escalar Sustraccién de vectores
Figura 1.8

The Granger Collection, New York
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| Operaciones con vectores

Dados v = (-2, 5) y w = (3, 4), encuentre cada uno de los vectores.

1

a.,v b.w—v cv+2w

Solucion
a. 3v = (3(=2).5(5) = (- 1.3)
b.w—v= —v,w—v,)=3—(-2),4-5)=(5,-1)
¢. Usando 2w = (6, 8), se tiene
v+ 2w = (=2,5) + (6,8)
=(-2+6,5+38)
= (4, 13). m

La suma de vectores y la multiplicacién por un escalar comparten muchas propieda-
des con la aritmética ordinaria, como se muestra en el teorema siguiente.

EMMY NOETHER (1882-1935)

La matematica alemana Emmy
Noether contribuyé a nuestro
conocimiento de los sistemas
axiomaticos. Noether generalmente
se reconoce como la principal
matematica de la historia reciente.

1 PARA INFORMACION ADICIONAL
Para mds informacién acerca de Emmy

Noether, consulte el articulo

“Emmy Noether, Greatest Woman
Mathematician”, de Clark Kimberling,
en The Mathematics Teacher. Para ver
este articulo vaya a MathArticles.com.

Teorema 1.1 Propiedades de las operaciones con vectores
Sean u, vy w los vectores en el plano, y sean c y d escalares.
l.u+tv=v+u Propiedad conmutativa

2. u+v)+w=u+(v+w Propiedad asociativa
3.ut+t0=u Propiedad de la identidad aditiva
4. u + (—ll) =90 Propiedad del inverso aditivo

5. c(du) = (cd)u

6. (c + d)u =cu + du Propiedad distributiva

7. clu +v) =cu+cv Propiedad distributiva

8. 1(u) = u,0(u) =0

Demostracion La demostracion de la propiedad asociativa de la suma de vectores
utiliza la propiedad asociativa de la suma de nimeros reales.

(ll + V) +Tw= [<u1, u2> + <V1s V2>] + <W1’W2>
= (uy + vy, uy T vy) + (wy,wy)
=, +v) +wp, (4, +vy) + wy)
=(u,+ (v + w),uy, + (v, +wy))
= (U, uy) + vy +w,v, + w,)

u+(v+w

Las otras propiedades pueden demostrarse de manera similar.
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostracion de Bruce Edwards. i

Cualquier conjunto de vectores (junto con uno de escalares) que satisfaga las ocho
propiedades dadas en el teorema 1.1 es un espacio vectorial.* Las ocho propiedades son
los axiomas del espacio vectorial. Por tanto, este teorema establece que el conjunto de
vectores en el plano (con el conjunto de los ndimeros reales) forma un espacio vectorial.

*Para mds informacion sobre espacios vectoriales, consulte Elementary Linear Algebra, Ta. ed.,
por Ron Larson (Boston: Boston, Massachusetts, Brooks/Cole, Cengage Learning, 2013).

The Granger Collection, NYC
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Vectores en el espacio

TEOREMA 1.2 Longitud de un multiplo escalar

Sea v un vector y sea ¢ un escalar. Entonces

llevll = |e| V|- |c| es el valor absoluto de c.

Demostracion Como cv = [[{cv,, ¢v,)|, se tiene que

llev] = [Kevy, evu)ll
= V(ev))? + (evy)?
le|V/vi + vy

= lellIv]l-

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostracion de Bruce Edwards. i

En muchas aplicaciones de los vectores es util encontrar un vector unitario que
tenga la misma direccién que un vector dado. El teorema siguiente da un procedimiento
para hacer esto.

TEOREMA 1.3 Vector unitario en la direccion de v

Si v es un vector distinto de cero en el plano, entonces el vector

u = nh = LV
M~ M

tiene longitud 1 y la misma direccién que v.

Demostracion Como 1/]|v|| es positivo y u = (1/||v]|)v, se puede concluir que u
tiene la misma direccién que v. Para ver que |[u|| = 1, se observa que

il ==
uj| = — vl = Tl IVl = 5 vl = 1.
el H<||v|| ol V= e I

Por tanto, u tiene longitud 1 y la misma direccién que v.
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostracion de Bruce Edwards. i

Al vector u del teorema 1.3 se le llama un vector unitario en la direccion de v.
El proceso de multiplicar v por 1/||v|| para obtener un vector unitario se llama norma-
lizacion de v.

I Hallar un vector unitario

Halle un vector unitario en la direccién de v = (-2, 5) y verifique que tiene longitud 1.

Solucion Por el teorema 1.3, el vector unitario en la direccién de v es

v (s <_25>:<—25>
NG RN T IR WL TRV 7o

Este vector tiene longitud 1, porque




u+yv

Desigualdad del triangulo.

Figura 1.9

Vectores unitarios estandares o

candnicos iy j.
Figura 1.10

~~~_ (cos 0,sen 0)

.-
*
uw/ N

d

v psenf

\
'
I
t X
1

Angulo 0 desde el eje x positivo hasta

el vector u.
Figura 1.11

1.1 Vectores en el plano 7

Generalmente la longitud de la suma de dos vectores no es igual a la suma de sus
longitudes. Para ver esto, basta tomar los vectores u y v de la figura 1.9. Considerando
auy v como dos de los lados de un tridngulo, se puede ver que la longitud del tercer
lado es [[u + v||, y

lw+ vl < Juf + vl

La igualdad solo se da si los vectores u y v tienen la misma direccion. A este resultado
se le llama la desigualdad del triangulo para vectores. (En el ejercicio 77, seccion 1.3, se
pide demostrar esto.)

Vectores unitarios canonicos o estandares

A los vectores unitarios {1, 0) y 0, 1) se les llama vectores unitarios canénicos o es-
tandares en el plano y se denotan por

Vectores unitarios canénicos o estandares

i=(L0)y j=(0.1)

como se muestra en la figura 1.10. Estos vectores pueden usarse para representar cual-
quier vector de manera tnica, como sigue.

v =(v,v,) = (,0) +(0,v,) =v,(1,0) + v,{0, 1) = vji + v,
Al vector v = vji + v,j se le llama una combinacion lineal de iy j. A los escalares v, y

v, se les llama las componentes horizontal y vertical de v.

Expresar un vector como combinacion lineal
de vectores unitarios

Sea u el vector con punto inicial (2, —5) y punto final (-1, 3), y sea v = 2i — j. Exprese
cada vector como combinacién lineal de iy j.

a. u b. w = 2u — 3v

Solucion

a.u=I{q —p.g —py=(-1-23—-(=5)=(=3,8 = —3i + 8j
b. w=2u—3v=2(—3i+8j) —3(2i —j) = —6i + 16§ — 6i + 3j = —12i + 19j

Si u es un vector unitario y 0 es el dngulo (medido en sentido contrario a las ma-
necillas del reloj) desde el eje x positivo hasta u, el punto final de u estd en el circulo

unitario, y tiene
u = (cos 0, sen 0) = cos Oi + sen 0j Vector unitario

como se muestra en la figura 1.11. Ademds, cualquier vector distinto de cero v que
forma un dngulo con el eje x positivo tiene la misma direccién que u y puede escribir

v = ||v|{cos 6, sen8) = ||v| cos 0i + ||v|| sen 6j.

] Escribir un vector de magnitud y direccion dadas

El vector v tiene una magnitud de 3 y forma un dngulo de 30° = 7/6 con el eje x posi-
tivo. Exprese v como combinacién lineal de los vectores unitarios iy j.

Solucion Como el dngulo entre v y el eje x positivo es 6 = 77/6, puede escribir lo
siguiente.

3V3.

. . T, T 3.
V—||V||Cost91+||v||sen0j—300s61+3sen6J 5 S
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400 cos(-20°)
_/%

R —
400 cos(20°)

Fuerza resultante sobre el barco ejercida

por los dos remolcadores.

Figura 1.12

X X
0br

S

\j
k\lZOc’
(a) Direccion sin viento.
X

v, N
0~4-&

S

Viento Vi

(b) Direccién con viento.

Figura 1.13

Vectores en el espacio

Los vectores tienen muchas aplicaciones en fisica e ingenieria. Un ejemplo es la
fuerza. Un vector puede usarse para representar fuerza, porque la fuerza tiene magnitud
y direccién. Si dos o mds fuerzas estdn actuando sobre un objeto, entonces la fuerza re-
sultante sobre el objeto es la suma vectorial de los vectores que representan las fuerzas.

Hallar la fuerza resultante

Dos botes remolcadores estin empujando un barco, como se muestra en la figura 1.12.
Cada bote remolcador estd ejerciendo una fuerza de 400 libras. ;Cudl es la fuerza resul-
tante sobre el barco?

Solucion Usando la figura 1.12, puede representar las fuerzas ejercidas por el primer
y segundo botes remolcadores como

F, = 400(cos 20°, sen 20°) = 400 cos(20°)i + 400 sen(20°)j
F, = 400{cos(—20°), sen(—20°)) = 400 cos(20°)i — 400 sen(20°)j.
La fuerza resultante sobre el barco es
F=F, +F,
= [400 cos(20°)i + 400 sen(20°)j] + [400 cos(20°)i — 400 sen(20°)j]
= 800 cos(20°)i
=~ T752i.

Por tanto, la fuerza resultante sobre el barco es aproximadamente 752 libras en la direc-
cion del eje x positivo.

En levantamientos topograficos y en la navegacién, un rumbo es una direccion que
mide el dngulo agudo que una trayectoria o linea de mira forma con una recta fija norte-
sur. En la navegacion aérea los rumbos se miden en el sentido de las manecillas del reloj
en grados desde el norte.

Hallar una velocidad

>+ **> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Un avidn viaja a una altitud fija con un factor de viento despreciable y mantiene una
velocidad de 500 millas por hora con un rumbo de 120°, como se muestra en la figura
1.13(a). Cuando alcanza cierto punto, el avién encuentra un viento con una velocidad de
70 millas por hora en direccién 45° NE (45° este del norte), como se muestra en la figura
1.13(b). (Cudles son la velocidad y la direccién resultantes del avién?
Soluciéon Usando la figura 1.13(a), represente la velocidad del avién (solo) como

v, = 500 cos(120°)i + 500 sen(120°)j.
La velocidad del viento se representa por el vector

v, = 70 cos(45°)i + 70 sen(45°)j.
La velocidad resultante del avién (en el viento) es

v=v, +tv,
500 cos(120°)i + 500 sen(120°)j + 70 cos(45°)i + 70 sen(45°)j
~ —200.5i + 482.5j.

Para encontrar la velocidad y la direccion resultantes, escribav = ||v|/(cos 8i + sen 6 j).
Puede escribir|[v] = V/(—200.5)2 + (482.5)2 =~ 522.5,

—200.5, | 4825\ o e o\ s
V= 522.5( 5255 | + 5335 J> ~ 522.5[cos(112.6°)i + sen(112.6°j].
La nueva velocidad del avién, alterada por el viento, es aproximadamente 522.5 millas

por hora en una trayectoria que forma un dngulo de 112.6° con el eje x positivo.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

1.1 Ejercicios

con numeracion impar.

Representar un vector En los ejercicios 1-4, (a) dé el vector
v mediante sus componentes y (b) dibuje el vector con su punto
inicial en el origen.

1. y y
5,4
4 .49 4 (3.4)
3 v 3
2
T (1,2) | v

-2 -1

Vectores equivalentes En los ejercicios 5-8, halle los vecto-
res u 'y v cuyos puntos inicial y final se dan. Demuestre que u y
v son equivalentes.

5.u (3,2), (5,6) 6. u: (—4,0), (1,8)
v: (1,4), (3,8) v: (2,-1), (7,7)

7. u: (0,3), (6,—2) 8. u: (—4,—-1), (11,—4)
v: (3,10), (9,5) v: (10,13), (25, 10)

Escribir un vector en diferentes formas En los ejercicios
9-16 se dan los puntos inicial y final de un vector v. (a) Dibuje el
segmento de recta dirigido dado, (b) exprese el vector median-
te sus componentes, (c) exprese el vector como la combinacién
lineal de los vectores unitarios estindares i y j, y (d) dibuje el
vector con el punto inicial en el origen.

Punto Punto
Punto inicial final Punto inicial  final
9. (2,0) (5,5) 10. (4, —6) (3,6)
11. (8,3) 6,—1) 12. (0, —4) (=5,—1)
13. (6,2) (6,6) 14. (7, -1) (=3,-1)
15. (3.9) (1.3) 16. (0.12,0.60)  (0.84,1.25)

Representar miltiplos escalares En los ejercicios 17 y 18,
dibuje cada uno de los miltiplos escalares de v.

17. v = (3,5)
@2v () —3v (©2v @ 3v
18. v =(-2,3)

(@ 4v (b)) —3v  (c) Ov (d) —6v

Uso de operaciones vectoriales En los ejercicios 19 y 20,
halle (a) %u, (b) 3v,(c) v —u,y(d) 2u + 5v.

19. u=({4,9),v=(2,-5) 20. u= (-3, -8),v=(825)

Representar un vector En los ejercicios 21-26, use la figura
para representar graficamente el vector. Para imprimir una
copia ampliada de la grafica, vaya a MathGraphs.com.

21. —u y
22. 2u
23. —v
i N
24, v S~ /
25. u—v
26. u + 2v *

Hallar un punto final En los ejercicios 27 y 28 se dan el vec-
tor v y su punto inicial. Encuentre el punto terminal.

27. v = (—1, 3); Punto inicial: (4, 2)
28. v = (4, —9); Punto inicial: (5, 3)

Hallar una magnitud de un vector En los ejercicios 29-34,
encuentre la magnitud de v.

29. v =7i 30. v =—3i
31. v = (4,3) 32. v =(12,-5)
33. v = 6i — 5§ 34. v = —10i + 3

Encontrar un vector unitario En los ejercicios 35-38, halle
el vector unitario en la direcciéon de v y verifique que tiene lon-
gitud 1.

35. v = (3,12)
37.v=_(.3)

36. v=(—5,15)
38. v =(—62,34)

Encontrar magnitudes En los ejercicios 39-42, encuentre lo
siguiente.

@ | ul ® |v] © u+v]
u A% u-t+v

d P PR -

@ H Tu] H © H Kl H ® ‘||u+v||‘

39.u={1,-1),v=(-1,2) 40. u=<0,1),v=(3,—-3)
41.u=(1,3),v=,3) 2. u=(2,-4),v=1(55)

Usar la desigualdad del triangulo En los ejercicios 43 y
44, represente graficamente u, vy u + v. Después demuestre la
desigualdad del triangulo usando los vectores u'y v.

43. u=(2,1),v=(54) 4. u=(-3,2),v=(1,-2)

Encontrar un vector En los ejercicios 45-48, halle el vector v
de la magnitud dada en la misma direccion que u.

Magnitud Direccion
45. v/ =6 u=(0,3)
46. ||v[| = 4 u=(1,1)
47. |vll=5 u=(-1,2)
48. |v|| =2 u=(3,3)
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Encontrar un vector En los ejercicios 49-52, halle las com-
ponentes de v dadas su magnitud y el angulo que forman con
el eje x positivo.

9. [v|=3 6=0°
51. ||v] =2, 6=150°

50. [v| =5 0=120°
52.|v||=4, 6=35°

Encontrar un vector En los ejercicios 53-56, halle las com-
ponentes de u + v dadas las longitudes de u y v, y los angulos
que u y v forman con el eje x positivo.

3. Jul =1, 6, =0° 54. [ul =4, 6, =0°
Ivl=3, 6,=45 Ivl=2 =60
55. [ul =2, 6, =4 56. [u =5 6,=-05

vl =1, 6=2 Ivl=s5. 6,=05

DESARROLLO DE CONCEPTOS

57. Escalar y vector Explique, con sus propias palabras,
la diferencia entre un escalar y un vector. Dé ejemplos de
cada uno.

58. Escalar o vector Identifique la cantidad como escalar
o como vector. Explique su razonamiento.
(a) Lavelocidad en la boca de caiién de un arma de fuego.
(b) El precio de las acciones de una empresa.
(c) Latemperatura del aire en un cuarto.
(d) El peso de un automovil.

59. Usar un paralelogramo Tres de los vértices de un parale-
logramo son (1, 2), (3, 1) y (8, 4). Halle las tres posibilidades
para el cuarto vértice (vea la figura).

y

6ak

Sak

4 e (8,4)

3Ak

L e(1,2)

1+ e(3, 1)
——t—t—t—t+—t+—t+—t+—+++++t>x
-4-3-2-1 4123456728910

. ,COMO LO VE? Use la figura para determinar si
cada enunciado es verdadero o falso. Justifique su

respuesta.
b t
a d w
C S

u v
(a) a=—d (b) c=s
(c)atu=c¢c dv+w=—s
e)a+d=0 f)u—v=—-2b+1t)

Encontrar valores En los ejercicios 61-66, determine a y b
tales que v = au + bw, donde u = (1,2) y w = (1, -1).

61. v=2(2,1) 62. v =(0,3)
63. v = (3,0) 64. v = (3,3)
65. v=(1,1) 66. v=<(—1,7)

Encontrar vectores unitarios En los ejercicios 67-72, deter-
mine un vector unitario (a) paralelo y (b) normal a la grafica de
fen el punto dado. A continuacion, represente graficamente los
vectores y la funcion.

67. f(x) = x%, (3,9)
69. f(x) =%, (1,1)
71. f(x) = V25 — x2, (3,4)

72. f(x) = tan x, <f,1>

68. f(x) = —x2+5, (1,4)
70. f(x) = x3, (—2,-38)

Encontrar un vector En los ejercicios 73 y 74, exprese v me-

diante sus componentes, dadas las magnitudes de u y de u + v,

y los angulos que u y u + v forman con el eje x positivo.

73. ||l = 1,6 = 45°
[u+v]=+2,6=090°

74. ||lu = 4,6 = 30°
[u+v|=6,0=120°

75. Fuerzaresultante Fuerzas con magnitudes de 500 libras y
200 libras actiian sobre una pieza de la miquina a dngulos de
30° y —45°, respectivamente, con el eje x (vea la figura). Halle
la direccién y la magnitud de la fuerza resultante.

Figura para 75

Figura para 76

H’ 76. Analisis numérico y grafico Fuerzas con magnitudes de

180 newtons y 275 newtons actiian sobre un gancho (vea la
figura). El dngulo entre las dos fuerzas es de 6 grados.

(a) Si 6@ = 30° halle la direccién y la magnitud de la fuerza
resultante.

(b) Exprese la magnitud M y la direccién « de la fuerza resul-
tante en funciones de 6, donde 0° < 0 < 180°.

(c) Use una herramienta de graficacion para completar la tabla.

6 | 0° | 30° | 60° | 90° | 120° | 150° | 180°

M

o

(d) Use una herramienta de graficacién para representar las
dos funciones M y a.

(e) Explique por qué una de las funciones disminuye cuando
0 aumenta mientras que la otra no.



77.

78.

79.

80.

81.

82.

Figura para 82

Fuerza resultante Tres fuerzas de magnitudes de 75 li-
bras, 100 libras y 125 libras actian sobre un objeto a dngulos
de 30°, 45° y 120°, respectivamente, con el eje x positivo. Ha-
lle la direccién y la magnitud de la fuerza resultante.

Fuerza resultante Tres fuerzas de magnitudes de 400
newtons, 280 newtons y 350 newtons, actian sobre un objeto a
angulos de —30°, 45° y 135°, respectivamente, con el eje x po-
sitivo. Halle la direccién y la magnitud de la fuerza resultante.

Piénselo Considere dos fuerzas de la misma magnitud que
actdan sobre un punto.
(a) Si la magnitud de la resultante es la suma de las magni-

tudes de las dos fuerzas, haga una conjetura acerca del
angulo entre las fuerzas.

(b) Si la resultante de las fuerzas es 0, haga una conjetura
acerca del angulo entre las fuerzas.

(c) (Puede ser la magnitud de la resultante mayor que la suma
de las magnitudes de las dos fuerzas? Explique su respuesta.

Tension de un cable Determine la tensién en cada cable
que sostiene la carga dada.

(b)

/5000 libras\

Movimiento de un proyectil Un arma con una velocidad
en la boca del cafién de 1200 pies por segundo se dispara a un
dngulo de 6° sobre la horizontal. Encuentre las componentes
horizontal y vertical de la velocidad.

Carga compartida Para llevar una pesa cilindrica de 100
libras, dos trabajadores sostienen los extremos de unas sogas
cortas atadas a un aro en el centro de la parte superior del
cilindro. Una soga forma un dngulo de 20° con la vertical y la
otra forma un dngulo de 30° (vea la figura).

(a) Halle la tensién de cada soga si la fuerza resultante es
vertical.

(b) Halle la componente vertical de la fuerza de cada trabajador.

100 libras

Figura para 83

Mikael Damkier/Shutterstock.com

83.

» 84. Navegacion

1.1 Vectores en el plano 1

Navegacion Un avién vuela en direccién 302°. Su velo-
cidad con respecto al aire es de 900 kilémetros por hora. El
viento a la altitud del avién viene del suroeste a 100 kilome-
tros por hora (vea la figura). ;Cudl es la verdadera direccién
del avion y cudl es su velocidad respecto al suelo?

Un avién vuela a una
velocidad constante
de 400 millas por hora
hacia el este, respecto
al suelo, y se encuentra
con un viento de 50
millas por hora pro-
veniente del noroeste.
Encuentre la velocidad
relativa al aire y el :
rumbo que permitirdn al R
avion mantener su veloci- o
]
[ ]
L]

dad respecto al suelo y su
direccién hacia el este.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 85-90, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que demuestre que es falso.

85.

86.

87.
88.
89.
90.

91.

92.

93.

94.

95.

Siuy v tienen la misma magnitud y direccion, entonces uy v
son equivalentes.

Si u es un vector unitario en la direccion de v, entonces v =
[[v[u.

Siu = ai + bj es un vector unitario, entonces a*> + b* = 1.
Siv =ai + bj = 0, entonces a = —b.
ai + bj| = V2a.

Siuy v tienen la misma magnitud pero direcciones opuestas,
entoncesu + v = 0.

Si a = b, entonces |

Demostracion Demuestre que
u=(cos 0)i—(senf)j y v= (sen6)i+ (cos 6)j
son vectores unitarios para todo dngulo 6.

Geometria Usando vectores, demuestre que el segmento
de recta que une los puntos medios de dos lados de un tridangu-
lo es paralelo y mide la mitad de longitud del tercer lado.

Geometria Usando vectores, demuestre que las diagonales
de un paralelogramo se cortan a la mitad.

Demostracion Demuestre que el vector w = |ju|v +
| v||u corta a la mitad el 4ngulo entre u y v.

Usar un vector Considere el vector u = (x, y). Describa el
conjunto de todos los puntos (x, y) tales que |[u]| = 5.

DESAFIOS DEL EXAMEN PUTNAM

96. Un arma de artilleria de costa puede ser disparada a cual-

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.

© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

quier angulo de elevacion entre 0° y 90° en un plano ver-
tical fijo. Si se desprecia la resistencia del aire y la veloci-
dad en la boca de cafién es constante (= v,), determine el
conjunto H de puntos en el plano y sobre la horizontal que
puede ser golpeado.
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1.2 Vectores en el espacio

I8l

Plano xz Plano yz
i
/ y
x* Plano xy

Sistema de coordenadas tridimensional.
Figura 1.14

«« «COMENTARIO Las

. gréficas rotativas tridimensio-
nales que estdn disponibles en
LarsonCalculus.com pueden
ayudarle a visualizar puntos u
objetos en un sistema de coor-
denadas tridimensional.

4 Entender el sistema de coordenadas rectangulares tridimensional.
% Analizar vectores en el espacio.

Coordenadas en el espacio

Hasta este punto del texto, se ha utilizado principalmente el sistema de coordenadas bi-
dimensional. En buena parte de lo que resta del estudio del cdlculo se emplea el sistema
de coordenadas tridimensional.

Antes de extender el concepto de vector a tres dimensiones, se debe poder iden-
tificar puntos en el sistema de coordenadas tridimensional. Se puede construir este
sistema trazando en el origen un eje z perpendicular al eje x y al eje y, como se muestra
en la figura 1.14. Tomados por pares, los ejes determinan tres planos coordenados: el
plano xy, el plano xz y el plano yz. Estos tres planos coordenados dividen el espacio
tridimensional en ocho octantes. El primer octante es en el que todas las coordenadas
son positivas. En este sistema tridimensional un punto P en el espacio estd determinado
por una terna ordenada (x, y, z) donde x, y y z son:

x = distancia dirigida que va del plano yz a P
y = distancia dirigida que va del plano xz a P
z = distancia dirigida que va del plano xy a P

En la figura 1.15 se muestran varios puntos.

Z

Los puntos en el sistema de coordenadas tridimensional
se representan por medio de ternas ordenadas.

Figura 1.15

Un sistema de coordenadas tridimen- z z
sional puede tener orientacién levogira o
dextrégira. Para determinar la orientacién
de un sistema, se puede imaginar de pie
en el origen, con los brazos apuntando en x y
direccion de los ejes x y y positivo, y el eje z
apuntando hacia arriba, como se muestra

en la figura 1.16. El sistema es dextrégiro o Sistema Sistema
levéei . < dextrégiro levégiro
evogiro, dependiendo de qué mano queda -

Figura 1.16

apuntando a lo largo del eje x. En este texto
se trabaja exclusivamente con el sistema
dextrégiro.
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Distancia entre dos puntos en el espacio.

Figura 1.17
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Figura 1.18
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Muchas de las férmulas establecidas para el sistema de coordenadas bidimensional
pueden extenderse a tres dimensiones. Por ejemplo, para encontrar la distancia entre
dos puntos en el espacio, se usa dos veces el teorema pitagérico, como se muestra en la
figura 1.17. Haciendo esto se obtiene la formula de la distancia entre los puntos (x;, y,,

Z) Y (X2, Y25 20)-

d= (x2 - x1)2 + (y2 — y1)2 + (Z2 — 21)2 Férmula de la distancia

| Encontrar la distancia entre dos puntos
en el espacio

Encuentre la distancia entre los puntos (2, —1, 3) y (1, 0, =2).
Solucion
d

(I =224+ O0+1)2+(—2-23)? Férmula de la distancia
=J1+1+25

= V27

=33

Una esfera con centro en (x,, y,, z,) Y radio r estd definida como el conjunto de todos
los puntos tales que la distancia entre (x, y, 2) y (xX,, Yo Z) €s r. Puede usar la férmula de
la distancia para encontrar la ecuacién canénica o estandar de una esfera de radio r,
con centro en (X, ¥, Zp)- Si (x, y, z) es un punto arbitrario en la esfera, la ecuacion de la
esfera es

(x — x0)2 +0- )’0)2 +(z — ZO)Z = r? Ecuacion de la esfera

como se muestra en la figura 1.18. El punto medio del segmento de recta que une a los
puntos (x;, y;, 2;) ¥ (%, 5, 2,) tiene coordenadas

Férmula del punto medio

<x1+x2y1+y2zl+z2)
2 72 2 ’

| Encontrar la ecuacion de una esfera

Determine la ecuacion candnica o estdndar de la esfera que tiene los puntos
(5,-2,3)y(0,4,-3)

como extremos de un didmetro.

Solucidon Segin la férmula del punto medio, el centro de la esfera es

<5+0—2+43—3>_<§10> ormul del .
2 2 o =17 1.0). 6rmula del punto medio

Segun la férmula de la distancia, el radio es

r=\/<0—§>2+(4—1)2+(—3—0)2=\/?2\297.

Por consiguiente, la ecuacién candnica o estandar de la esfera es

5\2 97
_ = — 2 2 — 20
(x 2>+(y 12+ 7 1

Ecuacion de la esfera
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Vectores unitarios canonicos
o estandar en el espacio.

Figura 1.19

Q(‘Ip 4, q3)

V= <(11 —Pl,qz—P29113—P3>

Figura 1.20

Vectores en el espacio

En el espacio los vectores se denotan mediante ternas ordenadas v = (v}, v,, v5). El vec-
tor cero se denota por 0 = (0, 0, 0). Usando los vectores unitarios

i=(1,0,0), j=<0,1,0) y k=¢0,0,1)
la notacion de vectores unitarios candnicos o estandar para v es
v=vi+vj+vk
como se muestra en la figura 1.19. Si v se representa por el segmento de recta dirigido
de P(p,, p,, p3) a Q(q,, 9, q3), como se muestra en la figura 1.20, las componentes de

v se obtienen restando las coordenadas del punto inicial de las coordenadas del punto
final como sigue

V=V, V5 v3) ={q, — P1»92 ~ Pp 93 ~ P3)

Vectores en el espacio
Sean u = (u;, u,, u3) y v.= (v, v,, v5) vectores en el espacio, y sea ¢ un escalar.
1. Igualdad de vectores:u = v siy solo siuy = v, u, = v,y U3 = V.
2. Expresion mediante las componentes: Si v se representa por el segmento de
recta dirigido de P(p,, p,, p3) @ Q(q;, ¢,, q5), €ntonces
V= <V1, Vo, V3> = <q1 — P19 — P93 — p3>-
3. Longitud: ||v| = /v + v + v}

4. Vector unitario en la direccion de v: ”7:’” = (M) Vs vasv3), VFEO

5. Suma de vectores: v + u = (v, + u;, vy + Uy, v3 + us)

6. Multiplicacion por un escalar: cv = {cv,, cv,, cv5).

Observe que las propiedades de la suma de vectores y de la multiplicacién por un
escalar dadas en el teorema 1.1 (vea la seccién 1.1) son también vdlidas para vectores
en el espacio.

| Hallar las componentes de un vector en el espacio

+ + « <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre las componentes y la longitud del vector v que tiene punto inicial (=2, 3, 1)y
punto final (0, —4, 4). Después, halle un vector unitario en la direccién de v.

Solucion El vector v dado mediante sus componentes es

V= <QI _P1aQ2 _psz3 _p3> = <O - (_2)9 _4 - 3,4 - 1> = <29 _7’3>
lo cual implica que su longitud es

v = V22 + (=7)> + 32 = J62.

El vector unitario en la direccion de v es



/|

u=2v

Vectores paralelos.

Figura 1.21

Los puntos P, Q y R estdn en la misma

recta.
Figura 1.22
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Recuerde que en la definicion de la multiplicacién por un escalar vio que multiplos
escalares positivos de un vector v distinto de cero tienen la misma direccién que v, mien-
tras que multiplos negativos tienen direccién opuesta a la de v. En general, dos vectores
distintos de cero u 'y v son paralelos si existe algtin escalar ¢ tal que u = c¢v. Por ejemplo,
en la figura 1.21 los vectores u, v y w son paralelos, porque

u=2v. 'y w=-V.

Definicion de vectores paralelos

Dos vectores distintos de cero u y v son paralelos si hay algin escalar ¢ tal que
u = cv.

| Vectores paralelos

El vector w tiene punto inicial (2, —1, 3) y punto final (-4, 7, 5). ;Cudl de los vectores
siguientes es paralelo a w?

a. u=(3,-4,-1)
b. v =(12,-16,4)
Solucion Comience expresando w mediante sus componentes,
w=(-4-27—-(-1),5-3)=(-6,8,2)
a.Comou = (3, —4,—1) = —3(—6,8,2) = —3 w, puede concluir que u es paralelo
aw.
b. En este caso, se quiere encontrar un escalar c tal que
(12, —16,4) = ¢(—6, 8, 2).

Para encontrar c, iguale los componentes correspondientes y resuelva como se
muestra.

12=—-6¢c ™=> c=—-2
—16= 8 = c= -2
4= 2¢c ™ c= 2

Observe que ¢ = —2 para las primeras dos componentes y ¢ = 2 para el tercer com-
ponente. Esto significa que la ecuacioén (12, —16, 4) = ¢(-6, 8, 2) no tiene solucién
y los vectores no son paralelos.

| Usar vectores para determinar puntos colineales

Determine si los puntos

P(1,-2,3), 02,1,0) y R4,7,-6)
son colineales.

Solucion Los componentes de PO y PR son

PO=(2—-1,1—-(=2),0—3)=(1,3,-3)

PR=1{(4—1,7—(=2),—6 —3) =(3,9,—9).

Estos dos vectores tienen un punto inicial comun. Por tanto, P, Q y R estdn en la misma

recta si y solo si @ y PR son paralelos, ya que PR =3 @, como se muestra en la
figura 1.22. '
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Figura 1.23

Vectores en el espacio

Notacion empleando los vectores
unitarios canonicos

a. Exprese el vector v = 4i — 5k por medio de sus componentes.

b. Encuentre el punto final del vector v = 7i — j + 3k, dado que el punto inicial es
P(=2,3,5).

c. Determine el punto final del vector v = —6i + 2j — 3k. A continuacién, encuentre
un vector unitario en la direccién de v.

Solucion
a. Como falta j, su componente es 0 y
v=4i - 5k = (4,0, —5).
b. Necesita encontrar Q(q,, ¢,, g5) tal que
v=P0 =7 —j+ 3k
Esto implica que ¢, — (-2) = 7,9, —3 = -1y g3 — 5 = 3. La solucioén de estas tres
ecuaciones es ¢; = 5, g, = 2'y g3 = 8. Por tanto, Q es (5, 2, 8).
c¢. Observe que v, = =6, v, = 2'y v; = —3. Por consiguiente, la longitud de v es
IVl = V(=6)> + 22 + (=3)2 = V49 = 7.

El vector unitario en la direccion de v es

H=6i + 2j — 3k) = =% + 7j — k.

I Magnitud de una fuerza

Una cdamara de television de 120 libras estd colocada en un tripode, como se muestra
en la figura 1.23. Represente la fuerza ejercida en cada pata del tripode como un vector.

Solucion Sean los vectores F|, F, y F; las fuerzas ejercidas en las tres patas. A partir
de la figura 1.23 puede determinar que las direcciones de F,, F, y F; son las siguientes.

PO, =(0—0,—1-0,0—4)=(0,—1,—4)

NG 1 >_<\/§1 >
PQ2—<2‘0’2‘0’°‘4 =5t
A — _ﬁ_ 1 _ >_<_\@1_>
PQ3—< > 0,2 0,0 —4)= > o 4

Como cada pata tiene la misma longitud, y la fuerza total se distribuye igualmente entre las
tres patas, usted sabe que||F,|| = ||F,|| = ||F;||. Por tanto, existe una constante c tal que

V31 V31
F, =0, -1, -4), F2:C<2,2,_4 y F;=¢ —T,E,—4.

Sea la fuerza total ejercida por el objeto dada por F = (0, 0, —120). Entonces, usando
el hecho que

F=F +F,+F,
puede concluir que F,, F, y F; tienen todas una componente vertical de —40. Esto im-

plica que ¢(—4) = —40 y ¢ = 10. Por tanto, las fuerzas ejercidas sobre las patas pueden
representarse por

F, = (0, — 10, —40),
F, = (53,5, —40),

F; = (—53,5, —40).
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

1.2 Ejercicios

Representar puntos En los ejercicios 1-4, represente los
puntos en el mismo sistema de coordenadas tridimensional.

1. (@ (2,1,3) ®) (=1,2,1)
2. (@) (3,-2,5) ®) (,4,-2)
3. (@ (5,-2,2) ®) (5,-2,-2)
4. (a) (0,4, -5) (b) (4,0,5)

Encontrar coordenadas de un punto En los ejercicios 5-8,
halle las coordenadas del punto.

5. El punto se localiza tres unidades detrds del plano yz, cuatro
unidades a la derecha del plano xz y cinco unidades arriba del
plano xy.

6. El punto se localiza siete unidades delante del plano yz, dos
unidades a la izquierda del plano xz y una unidad debajo del
plano xy.

7. El punto se localiza en el eje x, 12 unidades delante del plano yz.

8. El punto se localiza en el plano yz, tres unidades a la derecha
del plano xz y dos unidades arriba del plano xy.

9. Piénselo ;Cudl es la coordenada z de todo punto en el
plano xy?

10. Piénselo (Cuadl es la coordenada x de todo punto en el
plano yz?

Usar el sistema de coordenada tridimensional En los
ejercicios 11-22, determine la localizacion de un punto (x, y, z)
que satisfaga la(s) condicion(es).

11.z=6 12. y=2
13.x= -3 14. 7= —3
15.y <0 16. x > 0
17. |y| =3 18. |x| > 4
19. xy >0, z=—-3 20. xy <0, z=4
21. xyz < 0 22. xyz >0

Determinar la distancia entre dos puntos en el espacio
En los ejercicios 23-26, halle la distancia entre los puntos.

23. (0,0,0),(—4,2,7) 24. (-2,3,2),(2,-5,-2)
25. (1,-2,4),(6,—2,-2) 26. (2,2,3),(4,-5,6)

Clasificar un triangulo En los ejercicios 27-32, encuentre las
longitudes de los lados del triangulo con los vértices que se in-
dican, y determine si el triangulo es un triangulo rectangulo, un
triangulo isosceles o ninguna de ambas cosas.

27. (0,0,4),(2,6,7),(6,4, —8)

28. (3,4,1),(0,6,2),(3,5,6)

29. (—=1,0,-2),(-1,5,2),(=3,—-1,1)
30. 4,-1,-1),(2,0,-4),(3,5,-1)

con numeracion impar.

31. Piénselo El tridngulo del ejercicio 27 se traslada cinco
unidades hacia arriba a lo largo del eje z. Determine las coor-
denadas del tridngulo trasladado.

32. Piénselo El tridngulo del ejercicio 28 se traslada tres uni-
dades a la derecha a lo largo del eje y. Determine las coorde-
nadas del tridngulo trasladado.

Encontrar el punto medio En los ejercicios 33-36, halle las
coordenadas del punto medio del segmento de recta que une
los puntos.

33. (3.4,6),(1,8,0)
35.(5,-9.7).(-2.3.3)

34. (7,2,2), (=5, -2, -3)
36. (4,0, —6), (8, 8,20)

Encontrar la ecuacion de una esfera En los ejercicios
37-40, halle la ecuacién estandar de la esfera.

37. Centro: (0,2, 5) 38. Centro: (4, —1,1)
Radio: 2 Radio: 5

39. Puntos terminales de un didmetro: (2, 0, 0), (0, 6, 0).
40. Centro: (3, 2, 4), tangente al plano yz.

Encontrar la ecuacion de una esfera En los ejercicios
41-44, complete el cuadrado para dar la ecuacion de la esfera
en forma canonica o estindar. Halle el centro y el radio.

41. x>+ y2+ 22— 2x+ 6y +8+1=0
2.2+ +22+9% -2y +10z+19=0
43. 9x2 + 9y2 + 922 — 6x + 18y + 1 = 0

44. 4x> + 4y + 472 —24x — 4y + 82— 23 =0

Expresar un vector en el espacio en su forma de compo-
nentes Enlos ejercicios 45-48, (a) encuentre las componentes
del vector v, (b) escriba el vector utilizando la notacion del vec-
tor unitario estandar y (c) dibuje el vector con su punto inicial
en el origen.
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Expresar un vector en el espacio en su forma de compo-
nentes En los ejercicios 49 y 50, halle las componentes y la
magnitud del vector v dados sus puntos inicial y final. Después,
encuentre un vector unitario en la direccion de v.

49. Punto inicial: (3, 2, 0)
Punto final: (4, 1, 6)

50. Punto inicial: (1, —2, 4)
Punto final: (2,4, —2)
Expresar un vector en formas diferentes  En los ejercicios 51
y 52 se indican los puntos inicial y final de un vector v. (a) Dibuje
el segmento de recta dirigido, (b) encuentre las componentes del
vector, (c¢) escriba el vector usando la notacion del vector unitario
estandar y (d) dibuje el vector con su punto inicial en el origen.
51. Punto inicial: (—1,2,3)
Punto final: (3, 3, 4)

52. Punto inicial: (2, —1, —2)
Punto final: (—4,3,7)

Hallar un punto terminal En los ejercicios 53 y 54 se dan el
vector v y su punto inicial. Encuentre el punto final.

53. v=(3,-5,6)
Punto inicial: (0, 6, 2)

54.v=(1,-31)

Punto inicial: (0, 2, %)

Encontrar multiplos escalares Enlos ejercicios 55y 56, halle
cada uno de los miltiplos escalares de v y represente su grafica.

55. v =(1,2,2) 56. v = (2, -2, 1)
(@) 2v. (b) —v (@ —v (b) 2v
© 3v (@ ov © v (@3

Hallar un vector En los ejercicios 57-60, encuentre el vector
z,dado queu = (1,2,3),v= (2,2, 1)y w = (4,0,—4).

58.z=5u—3v—%w
60. 2u +v—w+3z=0

57.z=u — v + 2w
59.2z - 3u=w

Vectores paralelos En los ejercicios 61-64, determine cuales
de los vectores son paralelos a z. Use una herramienta de grafi-
cacion para confirmar sus resultados.

61.z = (3,2, -5) 62.z =13 — 3 + 3k

(a) (—6,—4,10) (a) 6i — 4j + 9k
® (2.5 %) (b —i+ 3% -k
(c) (6,4,10) (c) 12i + 9k

(d) (1,-4,2) @ 3i—j+ %k

63. ztiene el punto inicial (1, -1, 3) y el punto final (-2, 3, 5).
(a) —6i + 8j + 4k (b) 4j + 2k

64. z tiene el punto inicial (5, 4, 1) y el punto final (-2, -4, 4).

(a) (7,6,2) (b) (14,16, —6)

Utilizar vectores para determinar puntos colineales En

los ejercicios 65-68, use vectores para determinar si los puntos
son colineales.

65. (0,—2,-5),(3,4,4),(2,2,1)
66. (4,-2,7),(-2,0,3),(7, -3,9)
67. (1,2,4),(2,5,0),(0,1,5)

68. (0,0,0),(1,3,-2),(2,-6,4)

Verificar un paralelogramo En los ejercicios 69 y 70, use
vectores para demostrar que los puntos son vértices de un pa-
ralelogramo.

69. (2,9,1),(3,11,4),(0,10,2),(1,12,5)
70. (1,1,3),(9,—1,-2),(11,2,-9),(3,4, —4)

Encontrar la magnitud En los ejercicios 71-76, halle la lon-
gitud de v.

71. v = (0,0,0) 72. v =(1,0,3)
73. v =3j — 5k 74.v=2i+5j -k
75. v =1i-2j — 3k 76. v = —4i + 3j + 7k

Encontrar vectores unitarios En los ejercicios 77-80, halle
un vector unitario a) en la direccion de v y b) en la direccion
opuesta a v.
77.v=1(2,-1,2)
79. v = 4i — 5j + 3k

78. v = (6,0,8)
80. v =>5i+3j—k

81. Usar vectores Considere dos vectores distintos de cero u
y v,y sean s y ¢ nimeros reales. Describa la figura geométrica
generada por los puntos finales de los tres vectores tv, u + v
y su + tv.
% ‘ j,CﬁMO LO VE? Determine (x, y, z) para cada
N\ figura. Después, encuentre la forma en componentes
del vector desde el punto en el eje x al punto (x, y, z).

(a) (b)
Z %
(Eheos) 4,0,8)
7.9) (-, y,2)
Yy
0,3,0) 0,4,0)
4,0,0)
(3,0,0)
X X

Hallar un vector En los ejercicios 83-86, encuentre el vector
v con la magnitud dada y en direccion de u.

Magnitud Direccion
83. |v| = 10 u=(0,3,3)
84. |v| = 3 u={(1,1,1)
85. v =3 u=2,-2,1)
86. ||v|| =7 u=(-4,6,2)

Representar un vector En los ejercicios 87 y 88, dibuje el
vector v y dé sus componentes.

87. v estd en el plano yz, tiene magnitud 2 y forma un dngulo de
30° con el eje y positivo.



88. v estd en el plano xz, tiene magnitud 5 y forma un angulo de
45° con el eje z positivo.

Hallar un punto usando vectores En los ejercicios 89 y 90,
use vectores para encontrar el punto que se encuentra a dos
tercios del camino de P a Q.

89. P(4,3,0),0(1,—3,3)
90. P(1,2,5),0(6,8,2)

91. Usodevectores Seanu=i+jv=j+kyw=au+ bv.
(a) Dibujeuyv.
(b) Siw = 0, demuestre que tanto a como b deben ser cero.
(c) Halleay btalesque w =1+ 2j + k.
(d) Demuestre que ninguna elecciondeaybdaw =i+ 2j +

92. Redaccion Los puntos inicial y final del vector v son (x,, y,,
z,) Yy (x,y, ). Describa el conjunto de todos los puntos (x, y, z)
tales que ||v|| = 4.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

93. Describir coordenadas Un punto en el sistema de
coordenadas tridimensional tiene las coordenadas (x, y,, z,)-
Describa qué mide cada una de las coordenadas.

94. Formula de distancia Dé la férmula para la distancia
entre los puntos (x,, ¥, z;) ¥ (X, ¥,, 25).

95. Ecuacion estandar de una esfera D¢ la ecuacion
canonica o estindar de una esfera de radio r centrada en

(%05 Yo» Z0)-

96. Vectores paralelos D¢ la definicién de vectores pa-
ralelos.

97. Usar un triangulo y vectores Sean A, By C los vértices
de un trigngulo. Encuentre AB + BC + CA.

98. Usar vectores Seanr = (x,y,z)yr, = (I, 1, ). Describa
el conjunto de todos los puntos (x, y, z) tales que ||r —r,|| = 2.

99. Diagonal de un cubo Halle las componentes del vector
unitario v en la direccién de la diagonal del cubo que se mues-
tra en la figura.

Z

X

Ivir=1

Figura para 99 Figura para 100

100. Cable de sujecion El cable de sujecién de una torre de
100 pies tiene una tensién de 550 libras. Use las distancias
mostradas en la figura y dé las componentes del vector F que
representa la tension del cable.

Losevsky Photo and Video/Shutterstock.com
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e « 101. Focos del auditorio

Los focos en un auditorio son discos de 24 libras y 18
pulgadas de radio. Cada disco estd sostenido por tres
cables igualmente espaciados de L pulgadas de longitud
(vea la figura).

(a) Exprese la tension T de cada cable en funcién de L.
Determine el dominio de la funcion.

(b) Use una herramienta de graficacion y la funcién del
inciso (a) para completar la tabla.

L |20 25|30 | 35|40 |45 | 50

T

~
)
~

Represente en la herramienta de graficacion el modelo
del inciso (a) y determine las asintotas de su grafica.

(d) Compruebe analiticamente las asintotas obtenidas
en el inciso (c).

Calcule la longitud minima que debe tener cada ca-
ble, si un cable estd disefiado para llevar una carga
mdxima de 10 libras.

~
@
~

102. Piéenselo Suponga que cada cable en el ejercicio 101 tie-
ne una longitud fija L = a y que el radio de cada disco es
1, pulgadas. Haga una conjetura acerca del limite lim 7Ty
justifique su respuesta. e

103. Soportes de cargas Determine la tensién en cada uno
de los cables de soporte mostrados en la figura si el peso de
la caja es de 500 newtons.

=10 pies—>

Figura para 103 Figura para 104

104. Construccion Un muro de hormigén es sostenido tempo-
ralmente en posicion vertical por medio de cuerdas (vea la
figura). Halle la fuerza total ejercida sobre la clavija en posi-
cién A. Las tensiones en AB 'y AC son 420 libras y 650 libras.

105. Geometria Escriba una ecuacién cuya grafica conste del
conjunto de puntos P(x, y, z) que distan el doble de A(0, -1, 1)
que de B(1, 2, 0). Describa la figura geométrica representada
por la ecuacion.
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1.3 El producto escalar o producto punto de dos vectores

cecececcecsosccsocc e .D % Usar las propiedades del producto escalar de dos vectores.

. % Hallar el angulo entre dos vectores usando el producto escalar.
++*COMENTARIO El pro- % Hallar los cosenos directores de un vector en el espacio.

ducto escalar tambi€n se conoce  ® Hallar la proyeccién de un vector sobre otro vector.

como producto punto o como % Usar los vectores para calcular el trabajo realizado por una fuerza constante.

producto interno.
El producto escalar

Hasta ahora se han estudiado dos operaciones con vectores, la suma de vectores y el
producto de un vector por un escalar, cada una de las cuales da como resultado otro vec-
tor. En esta seccion se presenta una tercera operacion con vectores llamada el producto
escalar. Este producto da como resultado un escalar y no un vector.

cecesesesssssssceees> | Definicion de producto escalar (producto punto)

++«COMENTARIO El pro- El producto escalar de u = (u,, u,) y v = (v, v,) es
ducto escalar de dos vectores
recibe este nombre debido a que
da como resultado un escalar; El producto escalar de u = (u, u,, u3) y v=(v;, v,, v3) €s
también se le llama producto
escalar o interno de los dos

U -V =y, + uy,.

-V =uyw tuy, T ousgvs.

vectores.
TEOREMA 1.4 Propiedades del producto escalar

Exploracion Sean u, v y w vectores en el plano o en el espacio, y sea ¢ un escalar.
Interpretacion de un producto l.u-v=v-u Propiedad conmutativa
escalar ) o

. 2.u-(v+w=u-v+u-w Propiedad distributiva
En la figura se muestran varios
vectores en el circulo unitario. 3.clw-v)=cu-v=u-cy
Halle los productos escalares 4.0-v=0
de varios pares de vectores. 5.v-v=|v|P

Después encuentre el dngulo
entre cada par usado. Haga una

conjetura sobre la relacién entre Demostracion Para demostrar la primera propiedad, sea w = (uy, uy, u3) y v = (v,
el producto escalar de v,, v3). Entonces
dos vectores y el dngulo entre UV = U, F Uy, +Ugvy = vy + vty + Vsl = V- L

los vectores.
90° Para la quinta propiedad, sea v = (v, v,, v;). Entonces

vev=v2+v2+v2=(WZFZ 022 = v

Se dejan las demostraciones de las otras propiedades al lector.
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostracion de Bruce Edwards. i

W Calcular productos escalares

Dadosu = (2,-2), v =(5,8) yw = (-4, 3).
a.u-v=(2-2)-(,8 =25 +(—2)(8) = -6

b. (u-v)w = —6(—4,3) = (24, —18)

c.cu-2v) =2-v)=2(-6)=—-12

d. [wlP=w-w=(-4,3)-(—-4,3) = (—4)(—4) + 3)(3) =25

Observe que el resultado del inciso (b) es una cantidad vectorial, mientras que los resul-
tados de los otros tres incisos son cantidades escalares. =
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Angulo entre dos vectores

El angulo entre dos vectores distintos de cero es el dngulo 6, 0 < 6 < 7, entre sus
respectivos vectores en posicidon canénica o estandar, como se muestra en la figura 1.24.
El siguiente teorema muestra cémo encontrar este dngulo usando el producto escalar.
(Observe que el dngulo entre el vector cero y otro vector no esta definido aqui.)

vV-u

0
<D

[
Origen

El 4dngulo entre dos vectores.
Figura 1.24

TEOREMA 1.5 Angulo entre dos vectores

Si 0 es el angulo entre dos vectores distintos de cero u y v, donde 0 < 6 < 77, entonces

u-v
cos 0 = 57—
[[ul[{fv]

Demostracion Considere el tridngulo determinado por los vectores u, vy v — u,
como se muestra en la figura 1.24. Por la ley de los cosenos se puede escribir

v = ulP = JulP + [[v[> = 2fulfv] cos 6.
Usando las propiedades del producto escalar, el lado izquierdo puede reescribirse como
lv-ulP=v-u-v-u
=(v—u- v—(v—u)-u
=V:'v—-—u*v—-v-utu-u
= VI[P = 20 - v + [ju]?
y sustituyendo en la ley de los cosenos se obtiene

IVIF = 2w - v+ flulP = fuf? + V[P = 2] v cos 6

—2u - v =—2|uf||v] cos 6
u-v
cos 0 = 5.
[lulffiv]

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostracion de Bruce Edwards. i

Observe en el teorema 1.5 que debido a que |[u|| y ||v|| son siempre positivas,
u - vy cos 0 siempre tendran el mismo signo. La figura 1.25 muestra las orientaciones
posibles de los dos vectores.

Direccion u-v<0 u-v=0 u-v>0 Misma
opuesta direccién
0 u 0 u 0 u
L) 0 u
*—>

u v v v v v
0= w2 <0< m 0= m/2 0<0<m/2 0=0
cos 0 = —1 —l<cosf<0 cosf=0 O<cosf<1 cosO=1

Figura 1.25
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cecccccctsteeeed>

El dngulo
entre u 'y v en el ejemplo 3(a)
también se puede escribir
aproximadamente como
118.561°.

espacio

De acuerdo con el teorema 1.5, se puede ver que dos vectores distintos de cero
forman un dngulo recto si y solo si su producto escalar es cero, entonces se dice que los
dos vectores son ortogonales.

Definicion de vectores ortogonales

Los vectores u 'y v son ortogonales siu - v = 0.

CEINNTS

Los términos “perpendicular”, “ortogonal” y “normal” significan
esencialmente lo mismo, formar dngulos rectos. Sin embargo, es comun decir que dos
vectores son ortogonales, dos rectas o planos son perpendiculares, y que un vector es
normal a una recta o plano dado.

De esta definicidn se deduce que el vector cero es ortogonal a todo vector u, ya que
0-u=0.Si0<6< 7, entonces se sabe que cos @ = 0 si y solo si § = /2. Por tanto,
se puede usar el teorema 1.5 para concluir que dos vectores distintos de cero son orto-
gonales si y solo si el dngulo entre ellos es 77/2.

| Hallar el angulo entre dos vectores

+ +++> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Siu=(3,-1,2),v=(4,0,2),w=(l,-1,-2)yz = (2,0, —1), halle el dngulo entre
cada uno de los siguientes pares de vectores.

a uyv b. uyw C.VyZ
Solucion

u-v —12+0+4 -8 —4
a. cos 6 = =

lulllvl = viav20 2 185 70

4 =~ 2.069 radianes

J70
U'W:3+1—4: 0 —0
ull|wl| V146 /84

Como u - w = 0,u y w sonortogonales. Asi, 0 = /2.

Como u - v < 0, 8§ = arcos

b. cos 6 = ||

c. cos = vez —8+0—-2_ —10 _
‘ Ivitlizl 2045 /100
Por consiguiente, § = . Observe que v y z son paralelos, con v = —2z. u

Cuando se conoce el dngulo entre dos vectores, el teorema 1.5 se reescribe en la
forma

u-*v= Hl.l” HVH cos 6 Forma alternativa del producto escalar

| Forma alternativa del producto punto

Dado que |ju]| = 10,

v|]| =7,y el dnguloentreu 'y ves /4, halle u - v.

Solucion Use la forma alternativa del producto escalar como se muestra

u - v = ul|]v]|cos § = (10)(7) cosg =352



I IR )=

co o Recuer-
de que «, By 7y son las letras
griegas alfa, beta y gamma,
respectivamente.

a =dnguloentre v e i
B =édnguloentre vy j
Y =dnguloentre vy k

<

27, v=2i+ 3+ 4k

Angulos de direccién de v.
Figura 1.27
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Cosenos directores

En el caso de un vector en el plano se ha visto que
es conveniente medir su direccién en términos del
angulo, medido en sentido contrario a las manecillas
del reloj, desde el eje x positivo hasta el vector.

En el espacio es mas conveniente medir la direccién
en términos de los dngulos entre el vector v distinto
de cero y los tres vectores unitarios i, j y k, como se
muestra en la figura 1.26. Los angulos «, By 'y son
los angulos de direccién de v, y cos «, cos By

cos 7y son los cosenos directores de v. Como

v+ i=|v|]i]cosa=|v]cos a x
y Angulos de direccién.

. Fi 1.26
Vei=(v,v,, vy - (1,0,0) = v, lgura

se deduce que cos a = v,/||v||. Mediante un razonamiento similar con los vectores uni-
tarios j y k, se tiene

cos o = N a es el dngulo entre v e i.
vl
V2

Ccos ,8 =1 Beseldnguloentre vy j.
vl

s - I dngul k

= 3 <ol Ano o v
Ccos vy ||V|| vy es el angulo entre v y K.

Por consiguiente, cualquier vector v distinto de cero en el espacio tiene la forma normalizada
v Vi, V) .
= o

vl vl vl

y como v/||v|| es un vector unitario, se deduce que

+ﬁk = cos ai + cos Bj + cos yk

cos? a + cos? B + cos?y = 1.

| Calcular los angulos de direccion

Encuentre los cosenos y los angulos directores del vector v = 2i + 3j + 4k, y demuestre
que cos> a + cos? B + cos? y = 1.

Solucién Como ||v|| = /22 + 32 + 42 = /29, puede escribir lo siguiente.

COSO[—Vl _ 2 |:> a = 68.2° A L . )
vl V29 - . nguloentrev e 1
Ivll /29
V2 3 . , .
COS = 1= = > = 56.1 A 1 tr
B ”V” \/E '8 nguloentrev y j

LI ~ 42.0° ’
. y= 0 Anguloentrev y k

COS’y:MZ 79

Ademas, la suma de los cuadrados de los cosenos directores es

4 9 16
cosZa+COSZB+coszy=E+79+E
29
)
=1.

Vea la figura 1.27.
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La fuerza debida a la gravedad empuja
la lancha contra la rampa y hacia abajo
por la rampa.

Figura 1.28

u=w, +w,
Figura 1.30

Proyecciones y componentes vectoriales

Ya ha visto aplicaciones en las que se suman dos vectores para obtener un vector resul-
tante. Muchas aplicaciones en la fisica o en la ingenieria plantean el problema inverso,
descomponer un vector dado en la suma de dos componentes vectoriales. El ejemplo
fisico siguiente permitird comprender la utilidad de este procedimiento.

Considere una lancha sobre una rampa inclinada, como se muestra en la figura 1.28.
La fuerza F debida a la gravedad empuja la lancha hacia abajo de la rampa y contra la
rampa. Estas dos fuerzas, w, y w,, son ortogonales y reciben el nombre de componentes
vectoriales de F.

F = w, + W, Componentes vectoriales de F
Las fuerzas w, y w, ayudan a analizar el efecto de la gravedad sobre la lancha. Por ejem-

plo, w, representa la fuerza necesaria para impedir que la lancha se deslice hacia abajo
por la rampa, mientras que w, representa la fuerza que deben soportar los neumaticos.

Definiciones de proyeccion y componentes vectoriales
Sean u y v vectores distintos de cero. Ademads, sea
u=w, +w,
donde w, es paralelo a vy w, es ortogonal a v, como se muestra en la figura 1.29.

1. A w, se le llama proyeccion de u en v o componente vectorial de u a lo largo
de v, y se denota por w, = proy, u.

2. A w, = u—wse le llama componente vectorial de u ortogonal a v.

0 es agudo. 6 es obtusa.

W

W, = proy, U = laproyeccionde U en V = componente vectorial de U en direccién de v
W, = componente vectorial de u ortogonal a v

Figura 1.29

| Hallar la componente vectorial de u ortogonal a v

Encuentre la componente del vector de u = (5, 10) que es ortogonal a v = (4, 3), dado que

w, = proy,u = (8, 6)

u=(510)=w, +w,

Solucion Como u = w, + w,, donde w, es paralelo a v, se deduce que w, es la com-
ponente vectorial de u ortogonal a v. Por tanto, tiene
W, =u— W,
(5,10) = (8,6)
= (—3,4).

Verifique que w, es ortogonal a v, como se muestra en la figura 1.30.



Observe
la diferencia entre los términos
“componente” y “‘componente
vectorial”. Por ejemplo, usando
las vectores unitarios candnicos
o estandar con u = u;i + wu,}j,

u, es la componente de u en la
direccion de i y u,i es la compo-
nente vectorial en la direccién i.

® 06 06 0 0 0 0 00 0 0 0 0 00

u=w, +w,
Figura 1.31

w, = proyv(F)

Figura 1.32
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Del ejemplo 5, puede ver que es facil encontrar la componente vectorial w, una vez
que ha hallado la proyeccién, w,, de u en v. Para encontrar esta proyeccion, use el pro-
ducto escalar como establece el teorema siguiente, el cual se demuestra en el ejercicio 78.

TEOREMA 1.6 Proyeccion usando el producto escalar

Si uy v son vectores distintos de cero, entonces la proyeccién de u sobre v esta
dada por

proy,u = <L:> v.
Iv]

La proyeccion de u sobre v puede expresarse como un multiplo escalar de un vector
unitario en la direccion de v. Es decir,

(R = CRt ) i = O

D Al escalar k se le llama la componente de u en la direccion de v. Por tanto,

k=""Y— [[ul| cos 6.
[Iv]

| Descomponer un vector en componentes
vectoriales

Determine la proyeccién de u sobre v y la componente vectorial de u ortogonal a v de
los vectores

u=3i-5+2k y v=T7i +j— 2k

Solucion La proyeccion de u sobre v es

u-v 12 14 2 4
= =|l—5)lv=(—)7Ti+j—2k)=—i+ =j — k.
W, = proy,u <”v”2>v (54)(71 j ) ol tgi— g

La componente vectorial de u ortogonal a v es el vector

4. 2. 4
w2=u—w1=(3i—5j+2k)—<fi+*j—*k

+ Tk
9 9 9 K

)59y, 2
o' 91"

Vea la figura 1.31.

| Calcular una fuerza

Una lancha de 600 libras se encuentra sobre una rampa inclinada 30°, como se muestra
en la figura 1.32. ; Qué fuerza se requiere para impedir que la lancha resbale cuesta abajo
por la rampa?

Solucion Como la fuerza debida a la gravedad es vertical y hacia abajo, puede repre-
sentar la fuerza de la gravedad mediante el vector F = —600j. Para encontrar la fuerza
requerida para impedir que la lancha resbale por la rampa, proyecte F sobre un vector
unitario v en la direccion de la rampa, como sigue.

v = cos 30°i + sen 30°j = ?i + Ej

Vector unitario en la direccion de la rampa
Por tanto, la proyeccion de F sobre v estd dada por
F-v 1 V3.1,
w, = proy, F = (”V”Z)V =F-vyv= (—600)<§>V = —300(21 + 2]).

Lamagnitud de esta fuerza es 300, y por consiguiente se requiere una fuerza de 300 libras
para impedir que la lancha resbale por la rampa. u
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Trabajo

El trabajo W realizado por una fuerza constante F que actia a lo largo de la recta de
movimiento de un objeto estd dado por

W = (magnitud de fuerza)(distancia) = ||F | | PQ||

como se muestra en la figura 1.33(a). Si la fuerza constante F no esta dirigida a lo largo
de la recta de movimiento, se puede ver en la figura 1.33(b) que el trabajo realizado W
por la fuerza es

W = proysgF|IPG] = (cos BF| [P0 = F - PO.

Trabajo = [|F||||PO .
o= el Trabajo = [proy 7 F [P

(a) La fuerza actda a lo largo de la recta (b) La fuerza actia formando un angulo 6
de movimiento. con la recta de movimiento.
Figura 1.33

Esta nocidn de trabajo se resume en la definicion siguiente.

Definicion de trabajo

El trabajo W realizado por una fuerza constante F a medida que su punto de apli-
—_
cacién se mueve a lo largo del vector PQ estd dado por las siguientes expresiones.

—_
W= ||proy@F|| POl En forma de proyeccién
2. W=F - @ En forma de producto escalar

EJEMPLO 8 Calcular trabajo

Para cerrar una puerta corrediza, una persona tira de una cuerda con una fuerza constan-
te de 50 libras y un dngulo constante de 60°, como se muestra en la figura 1.34. Encuen-
tre el trabajo realizado al mover la puerta 12 pies hacia la posicién en que queda cerrada.

Figura 1.34

Soluciéon Usando una proyeccion, se puede calcular el trabajo como sigue.

N I .
W = [|proy 55 F||[[PO] = cos(60°) [|[F|||PO| = 5(50)(12) = 300 pies-libras
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1.3 Ejercicios

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

Encontrar productos escalares En los ejercicios 1-8, en-
cuentre (a) u * v, (b) u - u, (¢) |[u]l% (d) (u- v)v,y (e) u- (2v).

1.u=(3,4),v=(-1,5) 2. u=(4,10),v =(—2,3)

3.u=(6,—4),v=(-3,2) 4. u=(—4,8),v={(,5)

5.u=(2,-3,4,v=(0,6,5) 6. u=1i,v=1i

7.u=2i—j+Kk 8. u=2i+j—2k
v=i-k v=i-3j+2k

Hallar el angulo entre dos vectores En los ejercicios 9-16,

calcule el angulo 0 entre los vectores (a) en radianes y (b) en
grados.

9. u=(1,1),v=1(2 -2)
1. u=3i +j,v=—2i+ 4j

. m\, (37, 3m\.
12. u—cos(g)l+sen(6>1,v—cos<4>1+sen<4>_]

10. u=(3,1),v=(2,-1)

13. u=<(1,1,1) 4. u=3i+2j+k
v=1(21,-1) v =2i — 3

15. u = 3i + 4j 16. u =2i — 3j + k
v=—2j+3k v=i-2j+k

Forma alternativa del producto punto En los ejercicios 17
y 18, utilice la forma alternativa del producto escalar de u - v.

17. |uf = 8,
18. ||u]| = 40,

v| = 5, y el dngulo entre u y v es /3.

|v|| = 25,y el dngulo entre u y v es 57/6.

Comparar vectores En los ejercicios 19-24, determine si u y
v son ortogonales, paralelos o ninguna de las dos cosas.

20. u = —3(i— 2j), v = 2i — 4j

22. u=—-2i+3j—k
v=2i+j—k

24. u = {(cos 6, sen 6, —1)

19. u = (4,3),v = <%, —%)

21.u=j+ 6k
v=i—-2j—k

23.u=(2,-3,1)

v=(-1,—-1,—-1) v = (sen 6, —cos 6, 0)

Clasificar un triangulo En los ejercicios 25-28 se dan los
vértices de un triangulo. Determine si el triangulo es un trian-
gulo agudo, un triangulo obtuso o un triangulo recto. Explique
su razonamiento.

25. (1,2,0), 0,0,0), (—2, 1,0)
26. (—3,0,0),(0,0,0), (1,2, 3)
27. (2,0, 1), (0, 1,2), (—0.5, 1.5, 0)
28. (2, -7,3),(—1,5,8), (4,6, — 1)

Hallar angulos de direccion En los ejercicios 29-34, en-
cuentre los cosenos directores de u y demuestre que la suma de
los cuadrados de los cosenos directores es 1.

29. u=1i+2j+2k 30. u=5i+3j—k

3. u=3i +2j—2k 32. u= —4i+ 3j+ 5k
33. u=(0,6,—4) 34. u=(-1,5,2)
Hallar la proyeccion de u sobre v En los ejercicios 35-42,

(a) encuentre la proyeccion de u sobre v, y (b) encuentre la com-
ponente del vector de u ortogonal a v.

35.u=(6,7),v={(1,4) 36. u=(9,7),v={13)
37. u=2i + 3j,v=>5i+j

38. u=2i—3j,v=3i+2j

39. u=(0,3,3),v=(-1,1,1)

40. u = (8,2,0),v=(2,1,—1)

41. u =2i +j+ 2k, v=3j+4k

42, u =1+ 4k, v=3i + 2k

DESARROLLO DE CONCEPTOS

43. Producto escalar Defina el producto escalar de los
vectores uy v.

44. \Vectores ortogonales D¢ la definiciéon de vectores
ortogonales. Si los vectores no son paralelos ni ortogona-
les. ; Como se encuentra el dngulo entre ellos? Explique.

45. Usar vectores Determine cudl de las siguientes expre-
siones estdn definidas para vectores distintos de cero u, v
y w. Explique el razonamiento.

(@ u-(v+w (b) (u-v)w

C©u-v+w (@ |uf « (v +w)

46. Cosenos directores Describa los cosenos directores y
los dngulos de direccién de un vector v.

47. Proyeccion Dé una descripciéon geométrica de la pro-
yeccion de u sobre v.

48. Proyeccion ;Que puede decir acerca de los vectores u
y v si (a) la proyeccion de u sobre v es igual au y (b) la
proyeccién de u sobre v es igual a 0?

49. Proyeccion Sila proyeccién de u sobre v tiene la mis-
ma magnitud que la proyeccién de v sobre u, ;se puede
concluir que |[u|| = ||v||? Explique.

ARY z
%‘ ;COMO LO VE? ;Qué se sabe acerca de 0, el angu-

lo entre dos vectores u y v distintos de cero, cuando

(@ u-v=0? b) u-v>0? c)u-v<0?

Origen
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51. Ingresos El vector u = (3240, 1450, 2235) da el niimero de
hamburguesas, bocadillos de pollo y hamburguesas con queso,
respectivamente, vendidas en una semana en un restaurante de
comida rdpida. El vector v = (2.25, 2.95, 2.65) da los precios (en
ddlares) por unidad de los tres articulos alimenticios. Encuentre
el producto escalar u - vy explique qué informacién proporciona.

52. Ingresos Repita el ejercicio 59 después de incrementar los
precios 4%. Identifique la operacién vectorial usada para in-
crementar los precios 4%.

Vectores ortogonales En los ejercicios 53-56, encuentre dos
vectores en direcciones opuestas que sean ortogonales al vector
u. (Las respuestas no son tnicas.)

53 u=—ji+3j
55.u=3,1,-2)

54. u = 9i — 4j
56. u = (4, —3,6)

57. Hallar un angulo Encuentre el dngulo entre la diagonal de
un cubo y una de sus aristas.

58. Hallar un angulo Encuentre el dngulo entre la diagonal de
un cubo y la diagonal de uno de sus lados.

59. Fuerza de frenado Un camién de 48,000 libras estd esta-
cionado sobre una pendiente de 10° (vea la figura). Si supone
que la tinica fuerza a vencer es la de la gravedad, determine (a)
la fuerza requerida para evitar que el camidn ruede cuesta aba-
joy (b) la fuerza perpendicular a la pendiente.

Peso = 48,000 1b

60. Fuerza de frenado Una camioneta deportiva de 5400 li-
bras esta estacionada sobre una pendiente de 18°. Si supone
que la tnica fuerza a vencer es la debida a la gravedad. Deter-
mine (a) la fuerza requerida para evitar que la camioneta ruede
cuesta abajo y (b) la fuerza perpendicular a la pendiente.

61. Trabajo Un objeto es jalado 10 pies por el suelo usando una
fuerza de 85 libras, la direccion de la fuerza es 60° sobre la
horizontal (vea la figura). Calcule el trabajo realizado.

No estd dibujado a escala

Figura para 61

Figura para 62

62. Trabajo Un coche de juguete se jala ejerciendo una fuerza
de 25 libras sobre una manivela que forma un dngulo de 20°
con la horizontal (vea la figura). Calcule el trabajo realizado al
jalar el coche 50 pies.

Ziva_K/iStockphoto.com

63. Trabajo Un carro se remolca usando una fuerza de 1600
newtons. La cadena que se usa para jalar el carro forma un
angulo de 25° con la horizontal. Encuentre el trabajo que se
realiza al remolcar el carro 2 kilémetros.

* «64. Trabajo

Se tira de un trineo Rt Ty
ejerciendo una fuerza

de 100 newtons en una
cuerda que hace un
angulo de 25° con la
horizontal. Encuentre

el trabajo efectuado al
jalar el trineo 40 metros.

- "

s ™ O 8

v\

;Verdadero o falso? En los ejercicios 65 y 66, determine si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué
0 dé un ejemplo que demuestre que es falso.

65. Siu-v=u-wyu#0,entoncesv=w.

66. Siuy vsonortogonales a w, entonces u + v es ortogonal a w.
Usar puntos de interseccion En los ejercicios 67-70, (a) en-
cuentre todos los puntos de interseccion de las graficas de las dos
ecuaciones, (b) encuentre los vectores unitarios tangentes a cada
curva en los puntos de interseccion y (c) determine los angulos
0° <0 <90° entre las curvas en sus puntos de interseccion.

68. y=x3 y=x/3
69. y=1—-x% y=x2—1 70. (y+12=x, y=x>—1

67. y=x% y=x/3

71. Demostracion Use vectores para demostrar que las diago-
nales de un rombo son perpendiculares.

72. Demostracion Use vectores para demostrar que un pa-
ralelogramo es un rectdngulo si y solo si sus diagonales son
iguales en longitud.

73. Angulo de enlace Considere un tetraedro regular con los
vértices (0, 0, 0), (k, k, 0), (k, 0, k) y (0, k, k), donde k es un
nimero real positivo.

(a) Dibuje la gréfica del tetraedro.

(b) Encuentre la longitud de cada arista.

(c) Encuentre el angulo entre cada dos aristas.

(d) Encuentre el dngulo entre los segmentos de recta desde el
centroide (k/2, k/2, k/2) a dos de los vértices. Este es
el dngulo de enlace en una molécula como CH, o PbCl,,
cuya estructura es un tetraedro.

74. Demostracion Considere los vectores u = {cos «, sen a, 0)
y v = {(cos 3, sen B, 0), donde > B. Calcule el producto escalar
de los vectores y use el resultado para demostrar la identidad

cos (¢ —3) = cos a cos 3 + sen a sen .

75. Demostracion Demuestre que |ju— v|* = |Ju|]?* + |IV||* -
2u-v.

76. Demostracion Demuestre la desigualdad de Cauchy-
Schwarz:
Ju v < [l Iv]].

77. Demostracion Demuestre la desigualdad del tridngulo
(o v[| < [ful] + v]].

78. Demostracion Demuestre el teorema 1.6.
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1.4 El producto vectorial o producto cruz de dos vectores

en el espacio

e e 000000000066 e e e .D % Hallar el producto vectorial de dos vectores en el espacio.
. W Usar el triple producto escalar de tres vectores en el espacio.
+« «COMENTARIO El pro-

ducto vectorial también se
conoce como producto cruz
0 como producto externo.

El producto vectorial

En muchas aplicaciones en fisica, ingenieria y geometria hay que encontrar un vector en
el espacio ortogonal a dos vectores dados. En esta seccién estudiard un producto que da
como resultado ese vector. Se llama producto vectorial y se define y calcula de manera
mds adecuada utilizando los vectores unitarios candnicos o estandar. El producto vecto-
rial debe su nombre a que da como resultado un vector. Al producto vectorial también se
le suele llamar producto cruz.

Exploracion

Propiedad geométrica del
producto vectorial Abajo se
muestran tres pares de vectores.
Use la definicién para encontrar
el producto vectorial de cada
par. Dibuje los tres vectores

en un sistema tridimensional.
Describa toda relacién entre los
tres vectores. Use la descripcion
para escribir una conjetura
acercadeu,vyu X v.

a. u=(3,0,3), v=(3,0—3)

Definicion de producto vectorial de dos vectores en el espacio

Sean

u=ui+tu,jtruk y v=vit+v,j+vk

vectores en el espacio. El producto cruz de u y v es el vector

u X v = (uy; — ugn)i — (uvy — ugv)j + (v, — wy)k.

Es importante hacer notar que esta definicién solo aplica a vectores tridimensionales.
El producto vectorial no estd definido para vectores bidimensionales.

Una manera adecuada para calcular u X v es usar deferminantes con expansion de
cofactores, como se muestra a continuacion. (Esta forma empleando determinantes 3 X 3
se usa solo para ayudar a recordar la férmula del producto vectorial, pero técnicamente
no es un determinante, porque las entradas de la matriz correspondiente no son todas
nimeros reales.)

i j k
UxXv=|u U U
Vi V203

—<— Poner u en la fila 2.

~— Poner v en la fila 3.

j k- i j
= u, uy|i—|u 2
Vs V3 Yy 2
u U, |, u U, |, u u
_ | % 3y — | " 35+ 1 2k
Vo V3 Vi V3 Vi Vs

= (uyvy — uw )i — (uyvy — up)j + (uv, — uy)k

Observe el signo menos delante de la componente j. Cada uno de los tres determinantes
se puede evaluar usando el modelo diagonal siguiente.

I><z=ad—bc.
A

Aqui estdn un par de ejemplos

2
3

4
-1

=@)(=1) ~@0)

4 0

=-2-12=-14

@)B3) = (0)(=6) = 12
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NOTACION PARA LOS PRODUCTOS
ESCALAR Y VECTORIAL

La notacién para el producto escalar
y para el producto vectorial la
introdujo el fisico estadounidense
Josiah Willard Gibbs (1839-1903).

A comienzos de la década de

1880, Gibbs construyd un sistema
para representar cantidades fisicas
llamado *“andlisis vectorial” El sistema
fue una variante de la teoria de los
cuaterniones de Hamilton.

e e 00 00

oo Observe

que este resultado es el negativo

del obtenido en el inciso (a).

®© 006 0606 0 06 0 000 0 0 0 0 00

Vectores en el espacio

I Hallar el producto vectorial

Dadosu =1i-2j + ky v = 3i + j— 2Kk, determine cada uno de los siguientes productos
vectoriales.

a uxyv b. vxu C. VXV
Solucion
i j k
auxv=|1 =2 1
3 1 -2
-2 1]. 1 11. 1 =2
_’ I —2" ‘3 —2’J ‘3 1"‘
=@d-Di—-(-2-3)j+0+6)k
=3i+ 55+ 7k
i J k
b. vxu=|3 1 -2
1 =2 1
:‘ 1 _2’1—‘3 —2‘.+‘3 1‘1(
—2 1 1P =2
=(1-4i-B+2)j+(-6—-1k
=-3i—-5j—7k
i J k
c.vxv=]|3 1 =2/=0 =
3 1 -2

Los resultados obtenidos en el ejemplo 1 sugieren algunas propiedades algebraicas
interesantes del producto vectorial. Por ejemplo, u X v = —(v X u) y vx v = 0. Estas
propiedades, y algunas otras, se presentan en forma resumida en el teorema siguiente.

TEOREMA 1.7 Propiedades algebraicas del producto vectorial

Sean u, vy w vectores en el espacio, y sea ¢ un escalar.
l.uxv=—(vxu)

2.ux(v+w) =@xv)+ (uxw)

3. c(uxv) =(cu) x v=ux(cv)

4. ux0=0xu=90

S5;uxu=90

6

.uc(vxw=@xv) - w

Demostracion Para demostrar la propiedad 1, sean u = ui + u,j + usky v = vii
+ v,j + v;k. Entonces

u XV = (uyy = u )i — (uvy — ugv)j + (uy, — uy )k

vxu= (V2M3 - Vsuz)i — (vius — V3u1)j + (V1u2 - Vzul)k

la cual implica que u X v = —(v X u). Las demostraciones de las propiedades 2, 3,5y 6

se dejan como ejercicios (vea los ejercicios 51 a 54).
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostracion de Bruce Edwards. i
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co e De las
propiedades 1 y 2 presentadas
en el teorema 1.8 se desprende
que si n es un vector unitario
ortogonal auy a v, entonces

ux v = x(ul[v]sen O)n.

Los vectores u y v son los lados
adyacentes de un paralelogramo.
Figura 1.35
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Observe que la propiedad 1 del teorema 1.7 indica que el producto vectorial no es
conmutativo. En particular, esta propiedad indica que los vectores u X vy v X u tienen
longitudes iguales pero direcciones opuestas. El teorema siguiente da una lista de algu-
nas otras de las propiedades geométricas del producto vectorial de dos vectores.

TEOREMA 1.8 Propiedades geométricas del producto vectorial

Sean u y v vectores distintos de cero en el espacio, y sea 6 el dngulo entre u y v.
1. u X v es ortogonal, tanto a u como a v.

2.
3. uxv =0 siy solosiuy vson multiplos escalares uno de otro.
4.

sen 6.

Jusc vl = Jlulf [[v]

|u x v|| = drea del paralelogramo que tiene u y v como lados adyacentes.

Demostracion Para probar la propiedad 2, observe que como cos 6 = (u - v)/
(|[al[[[¥])), se deduce que

[l vl sen & = [ju] [[v][ /T = cos*6

(u-v)?
ul ||v 1 — 50,
Il M/ 1 = v

PVl = (a - v)?

(uf +ui +u)vg + v +v3) — (uy, + uv, + uzp;)?

(w3 = uspy)® + (wyvy — up))® + (uy, — uy))?

fu x vl

Para demostrar la propiedad 4, vaya a la figura 1.35, que es un paralelogramo que tiene
v y u como lados adyacentes. Como la altura del paralelogramo es ||v|| sen 6, el 4rea es

Area = (base)(altura)
= [luf| [[vl[sen 6
= [lu x v|.
Las demostraciones de las propiedades 1 y 3 se dejan como ejercicios (vea los ejercicios

55y 56).

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostracion de Bruce Edwards. i

Tanto u X v como v X u son perpendiculares al plano determinado por u 'y v. Una
manera de recordar las orientaciones de los vectores u, vy u X v es compararlos con los
vectores unitarios i, j y k = i X j, como se muestra en la figura 1.36. Los tres vectores
u, vy u X v forman un sistema dextrogiro, mientras que los tres vectores u, vy v X u
forman un sistema levédgiro.

k=ixj uxv

Plano xy Plano determinado

poruy v

Sistemas dextrégiros.
Figura 1.36
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El vector u x v es ortogonal tanto a
ucomoav.
Figura 1.37

El 4rea del paralelogramo es
aproximadamente 32.19.

Figura 1.38

Utilizar el producto vectorial

« + + «[> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre un vector unitario que es ortogonal tanto a

u=i-4j+k
como a
v =2i + 3j.

Solucion El producto vectorial u X v, como se muestra en la figura 1.37, es ortogonal
tanto aucomo av.

i J k
uxv=1|1 —4 1 Producto vectorial
2 3 0
= —3i+2j+ 11k
Como
luxv|=V/(=3)+ 22+ 112 = /134

un vector unitario ortogonal tanto a u como a v es

uxv _ 3 - 2 i+ llk
lu x v V134 /1347 /134 n

En el ejemplo 2, observe que se podria haber usado el producto vectorial v X u para
formar un vector unitario ortogonal tanto a u como a v. Con esa opcidn, se habria obte-
nido el negativo del vector unitario encontrado en el ejemplo.

Aplicacion geométrica del producto vectorial

Demuestre que el cuadrilatero con vértices en los puntos siguientes es un paralelogramo
y calcule su 4rea.

A=(520 B=(2,6,1)
C=02,4,7) D =(5,0,6)

Solucion En la figura 1.38 se puede ver que los lados del cuadrildtero corresponden
a los siguientes cuatro vectores.

AB = —3i +4j + k CD =3i—4j — k= —A4B
AD = 0i — 2j + 6k CB = 0i + 2j — 6k = —AD

Por tanto, AB es paraleloa CD y AD es paralelo a CB, y se puede concluir que el cua-

drilatero es un paralelogramo con AB y AD como lados adyacentes. Ademads, como

i J k
AB x AD = |—3 4 1 Producto vectorial
0o -2 6

= 26i + 18j + 6k
el drea del paralelogramo es
4B x AD| = /1036 =~ 32.19.

(Es el paralelogramo un rectdngulo? Para decidir si lo es o no, se calcula el dngulo entre
los vectores AB 'y AD. -



Momento de F respecto a P.

Figura 1.39

X

Se aplica una fuerza vertical
de 50 libras en el punto Q.

Figura 1.40
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En fisica, el producto vectorial puede usarse para medir el momento M de una
fuerza F respecto a un punto P, como se muestra en la figura 1.39. Si el punto de apli-
cacién de la fuerza es Q, el momento de F respecto a P estd dado por

_
M = PO x F. Momento de F respecto a P

La magnitud del momento M mide la tendencia del vector @ al girar en sentido con-
trario al de las manecillas del reloj (usando la regla de la mano derecha) respecto a un
eje en direccién del vector M.

Una aplicacion del producto vectorial

Se aplica una fuerza vertical de 50 libras al extremo de una palanca de 1 pie de longitud
unida a un eje en el punto P, como se muestra en la figura 1.40. Calcule el momento de
esta fuerza respecto al punto P cuando 6 = 60°.
Solucion Si representa la fuerza de 50 libras como

F = —50k

y la palanca como

N 1 3
PO = cos(60°)j + sen(60°)k = 5‘] + %k.

El momento de F respecto a P estd dado por

i k
M=P0xF =gy % § = —25i. Momento de F respecto a P
0 0 -50
La magnitud de este momento es 25 libras-pie. u

En el ejemplo 4, note que el momento (la tendencia de la palanca a girar sobre su
eje) depende del dngulo 6. Cuando 6 = 7/2, el momento es 0. El momento es mdximo
cuando 6 = 0.

El triple producto escalar
Dados vectores u, vy w en el espacio, al producto escalardeuy v X w
u-(vxw)

se le llama triple producto escalar, como se define en el teorema 1.9. La demostracién
de este teorema se deja como ejercicio (ver el ejercicio 59).

TEOREMA 1.9 El triple producto escalar

Parau = uji + w,j + u:k, v=vii + v,j + viky w = wii + w,j + w3k, el triple
producto escalar estd dado por

u-(vxw =1|v, v, vl

E1 valor de un determinante se multiplica por —1 si se intercambian dos de sus filas.
Después de estos dos intercambios, el valor del determinante queda inalterado. Por tan-
to, los triples productos escalares siguientes son equivalentes.

u-(vxw=v-(wxu)=w-(mxyv)
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VX W Si los vectores u, vy w no estdn en el mismo plano, el triple producto escalar
u - (v X w) puede usarse para determinar el volumen del paralelepipedo (un poliedro en
el que todas sus caras son paralelogramos) con u, vy w como aristas adyacentes, como
se muestra en la figura 1.41. Esto se establece en el teorema siguiente.

TEOREMA 1.10 Interpretacion geométrica del triple producto escalar

El volumen V de un paralelepipedo con vectores u, v’y w como aristas adyacentes
estd dado por

V=lu-(vxw).

[[ProYy . wu|
Demostracion En la figura 1.41 se observa que el drea de la base es |[v x w|| y la

Area de 1a base = [[v x w] altura del paralelepipedo es ||proy, . ,ul|. Por consiguiente, el volumen es

Volumen del

paralelepipedo = [u - (v x w)] V = (altura)(drea de la base)
Figura 141
= [[proyy, wul[[v x w
_|u-(vxw) v x w]
lv < w|
= |u- (vxw).

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostracion de Bruce Edwards. i

| Calcular un volumen por medio del triple
producto escalar

Calcule el volumen del paralelepipedo mostra- 2
do en la figura 1.42 que tiene 3.-5.1) B 2‘*}

u=3i—-5j+k
v=2j— 2k =
J w I\
y ‘// y 3y
X 6 .
w=3i+j+k 0,2,-2)
como aristas adyacentes. El paralelepipedo tiene un volumen de 36.
.. . Figura 1.42
Solucion Por el teorema 1.10, tiene
V= |ll < (v x W)| Triple producto escalar
3 =5 1
=10 2 =2
3 1 1
2 =2 0o -2 0 2
= — (= +
3‘1 1‘ ( 5)‘3 1‘ (1)‘3 1’
= 3(4) + 5(6) + 1(—6)
= 36. =

Una consecuencia natural del teorema 1.10 es que el volumen del paralelepipedo es
0 si y solo si los tres vectores son coplanares. Es decir, si los vectores u = (u,, u,, us),
vV = (v}, V5, V3) Y W = (W, w,, wy) tienen el mismo punto inicial, se encuentran en el
mismo plano si y solo si

uy U Uz
u-(vxw =|v, v, v =0.
W, oW, Wy
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1.4 Ejercicios

numeracion impar.

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con

Producto vectorial de vectores unitarios En los ejercicios
1-6, calcule el producto vectorial de los vectores unitarios y di-
buje su resultado.

1. jxi 2. ixj
3.jxk 4. K % j
5.ixk 6. kxi

Hallar productos vectoriales En los ejercicios 7-10, calcule
(@uxv,(b)vxuy(c)vxv

7.u= —2i + 4
v =3i+2j+ 5k

9. u=(7,3,2)
v={(1,-1,5)

8. u=23i+ 5k
v=2i+3j—2k
10. u = (3, -2, -2)
v={(1,51)
Hallar productos vectoriales En los ejercicios 11-16, calcule
u X vy demuestre que es ortogonal tanto a u como a v.

11. u = (12, -3,0) 12. u=(-1,1,2)

v =1(=2,5,0) v =0,1,0)
13. u = (2,-3,1) 14. u = (—10,0,6)
v={(1,-2,1) v =¢(5,-3,0)
15.u=i+j+k 16. u=1i+ 6
v=2i+j—k v=-2i+j+k

Hallar productos vectoriales En los ejercicios 17-20, en-
cuentre un vector unitario que sea ortogonal tanto a u como a v.

17. u = (4, -3,1) 18. u = (-8, —6,4)

v=1(2,5,3) v =(10,—12,-2)
19. u=-3i +2j — 5k 20. u = 2k
v=i—j+4k v =4i + 6k

Area En los ejercicios 21-24, calcule el drea del paralelogra-
mo que tienen los vectores dados como lados adyacentes. Use
un sistema algebraico por computadora o una herramienta de
graficacion para verificar el resultado.

2l.u=j 2. u=itj+k
v=j+k v=j+k

23.u=(3,2,-1) 24. u=(2,-1,0)
v =<(1,2,3) v=1(-1,2,0)

Area Enlos ejercicios 25 y 26, verifique que los puntos son los
vértices de un paralelogramo, y calcule su area.

25. A(0,3,2),B(1,5,5),C(6,9,5),D(5,7,2)
26. A(2,—3,1),B(6,5,—1),C(7,2,2),D(3, —6,4)
Area En los ejercicios 27 y 28, calcule el drea del tridgngu-

lo con los vértices dados. (Sugerencia: %" u x v" es el area del
triangulo que tiene u y v como lados adyacentes.)

27. A(0,0,0), B(1,0,3), C(—3,2,0)
28. A2, -3,4), B0, 1,2), C(—1,2,0)

Elena Elisseeva/Shutterstock.com

e «29. Momento

Un nifio frena en una
bicicleta aplicando una
fuerza dirigida hacia
abajo de 20 libras sobre
el pedal cuando la ma-
nivela forma un dngulo
de 40° con la horizontal
(vea la figura). La ma-
nivela tiene 6 pulgadas
de longitud. Calcule el
momento respecto a P.

RUUAKIPHADAAVHARKLTAN

30. Momento La magnitud y la direccion de la fuerza sobre un
cigiiefial cambian cuando este gira. Calcule el momento sobre
el cigiiefial usando la posicién y los datos mostrados en la figura.

180 libras

2000 libras

~<~—12 pulg.

~—15 pulg. E

Figura para 31

Figura para 30

31. Optimizacion Una fuerza de 180 libras actia sobre el so-
porte mostrado en la figura.

(a) Determine el vector AB y el vector F que representa la
fuerza. (F estara en términos de 6.)

(b) Calcule la magnitud del momento respecto a A evaluando

(c) Use el resultado del inciso (b) para determinar la magni-
tud del momento cuando 6 = 30°.

(d) Use el resultado del inciso (b) para determinar el dngulo 6
cuando la magnitud del momento es méxima. A gse dngu-
lo, ;cudl es la relacion entre los vectores F y AB? (Es lo
que esperaba? ;Por qué si o por qué no?

Pp (e) Use una herramienta de graficacién para representar la
funcién de la magnitud del momento respecto a A para
0° <6 < 180°. Encuentre el cero de la funcién en el domi-
nio dado. Interprete el significado del cero en el contexto
del problema.



36 Unidad 1  Vectores en el espacio

32. Optimizacion Una fuerza
de 56 libras actda sobre la llave
inglesa mostrada en la figura.

42, Usar productos escalares y vectoriales Cuando u X
v=0 yu-v=0,;qué puede concluir de u y de v?

(a) Calcule la magnitud del DESARROLLO DE CONCEPTOS

momento respecto a O eva-
luando ||[OA x F|. Use una
herramienta de graficacién
para representar la fun-
cién de 6 que se obtiene.

43. Producto vectorial Defina el producto vectorial de los
vectores uy v.

44. Producto vectorial D¢ las propiedades geométricas

(b) Use el resultado del inciso (a) del producto vectorial.

para determinar la magnitud del momento cuando § = 45°. 45. Magnitud Si las magnitudes de dos vectores se dupli-

(c) Use el resultado del inciso (a) para determinar el dngulo 6 can, ;c6mo se modificar la magnitud del producto vecto-
cuando la magnitud del momento es maxima. ;Es la res-
puesta que esperaba? ;Por qué si o por qué no?

rial de los vectores? Explique.

Hallar un triple producto escalar En los ejercicios 33-46,

caleulew (v w). j,C(’]MO LO VE? Los vértices de un tridngulo en
3B.u=i d.u=(,11) k‘ el espacio son (x;, ¥, 1), (X5, Y5, 25) ¥ (X3, V3, 23)-
vV=ij v=1(2,1,0) Explique cémo encontrar un vector perpendicular al
w=k w=1{0,0,1) tridngulo.
35.u=(2,0,1) 36. u = (2,0,0) <
v =0,3,0) v=1(1,1,1)
w = (0,0,1) w = (0,2,2)

Volumen En los ejercicios 37 y 38, use el triple producto es-
calar para encontrar el volumen del paralelepipedo con aristas
adyacentes u, vy w.

., y
N
3.u=i+]j 38. u=(1,31) 43 h * Gy, 2)
v=j+k v =10,6,6) . rer
w=1i+Kk w=(—40—-4)
t i ¢Verdadero o falso? En los ejercicios 47-50, determine si el

enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que demuestre que es falso.

i 47. Es posible encontrar el producto vectorial de dos vectores en
> un sistema de coordenadas bidimensional.
'

48. Siuy v son vectores en el espacio que son distintos de cero y
no paralelos, entoncesu X v = v X u.

49. Siu#0yuXxv=vxw,entonces v =w.

C e . Si ‘v=u- XV =vVX =w.
Volumen En los ejercicios 39 y 40, encuentre el volumen del 50. Siu#0,u-v=u-w,yuxv=yvxw, entoncesv=w

paralelepipedo con los vértices dados. Demostracion En los ejercicios 51-56, demuestre la propie-

39. (0,0,0),(3,0,0),(0,5,1),(2,0,5) dad del producto vectorial.
(3,5,1),(5,0,5),(2,5,6),(5,5,6) S5Lux(v+w =@xv)+ (uxw)

40. (0,0,0),(0,4,0),(=3,0,0),(—1,1,5) 52. c(u x v) = (cu) x v=u x (cv)
(—3,4,0),(—1,5,5),(—4,1,5),(—4,5,5) 53.uxu=0 54.u-(vxw =@uxv) w

. 55. u X v es ortogonal tanto a u como a v.
41. Comparar productos escalares Identifique los produc- g

tos escalares que son iguales. Explique su razonamiento. (Su- 56. uxv = 0siy solosiuyvson miltiplos escalares uno del

e otro.
ponga que u, vy w son vectores distintos de cero).

57. Demostracion Demuestre que ||uxv|| = |[ul|||v|][siuyVv
@ u-(vxw (b) (vxw)-u son ortogonales.
(c) Wxv) -w d (ux-—w) - v .. _

58. Demostracion Demuestre que u X (v X w) = (u * W)V —
(&) u-(wxv) ® w-(vxu) (u-v)w.

(g (Fuxv)-w (h) (Wwxu)-v 59. Demostracion Demuestre el teorema 1.9.
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1.5 Rectas y planos en el espacio

I8

o, y,2)

L
P(xl,y;z.l)/ |
! v={a, bl, c)

# |: y

X

PO=tv *

X

Larecta L y su vector de direccion v.
Figura 1.43

(1,-2,4)

R

v=(2,4,-4)

El vector v es paralelo a larecta L.
Figura 1.44

4 Dar un conjunto de ecuaciones paramétricas para una recta en el espacio.
% Dar una ecuacion lineal para representar un plano en el espacio.

% Dibujar el plano dado por una ecuacién lineal.

% Hallar las distancias entre puntos, planos y rectas en el espacio.

Rectas en el espacio

En el plano se usa la pendiente para determinar una ecuacién de una recta. En el espacio
es mds conveniente usar vectores para determinar la ecuacién de una recta.

En la figura 1.43 se considera la recta L a través del punto P(x,, y,, z;) y paralela al
vector v = {a, b, ¢). El vector v es un vector de direccién o director de larecta L, y a,
by c son los nimeros de direccion (o directores). Una manera de desiribir larecta L es
decir que consta dc;todos los puntos Q(x, y, z) para los que el vector Pg es paralelo a v.
Esto significa que PQ es un multiplo escalar de v, y se puede escribir PO = tv, donde ¢
es un escalar (un nimero real).

PO = (x - X,y = ¥1,2 — 7y) = {at, bt,ct) = tv

Igualando los componentes correspondientes, se obtienen las ecuaciones paramétricas
de una recta en el espacio.

TEOREMA 1.11 Ecuaciones paramétricas de una recta en el espacio

Una recta L paralela al vector v = {a, b, ¢) y que pasa por el punto P(x,, y,, z;) se
representa por medio de las ecuaciones paramétricas

x=x +tat, y=y +bty z=2z +ct.

Si todos los nimeros directores a, b y ¢ son distintos de cero, se puede eliminar el
parametro ¢ para obtener las ecuaciones simétricas (o cartesianas) de la recta.

X=X YTV

= &
a b c

W Hallar las ecuaciones paramétricas y simétricas

Encuentre las ecuaciones paramétricas y simétricas de la recta L que pasa por el punto
(1,-2,4) y es paralelaa v = (2, 4, —4), como se muestra en la figura 1.44.

Ecuaciones simétricas

Soluciéon Para hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas de la recta, utilice las
coordenadas x; = 1,y, = =2y z; = 4, y los ntimeros de direcciona = 2, b =4y c = —4.

x=1+2t, y=—2+4t, z=4—4¢

Ecuaciones paramétricas
Como a, by c son todos diferentes de cero, un conjunto de ecuaciones simétricas es

x—1 y+2 z-4
2 4 —4

Ecuaciones simétricas =)

Ni las ecuaciones paramétricas ni las ecuaciones simétricas de una recta dada son
unicas. Asi, en el ejemplo 1, tomando # = 1 en las ecuaciones paramétricas se obtiene el
punto (3, 2, 0). Usando este punto con los nimeros de direcciona =2, b =4y c = —4
se obtiene un conjunto diferente de ecuaciones paramétricas.

x=3+2 y=2+4y z= -4t
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Ecuaciones paramétricas de una recta
que pasa por dos puntos

+ + «> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Encuentre un conjunto de ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos
-2,1,0) y (1,3,5.

Solucién Empiece por usar los puntos P(—2, 1, 0) y Q(1, 3, 5) para hallar un vector
de direccién de la recta que pasa por Py Q dado por

v=P0 = (1 —(=2),3—1,5-0) = (3,2,5) = {a, b, ¢)

Usando los nimeros de direccién a = 3, b = 2 y ¢ = 5 junto con el punto P(-2, 1, 0),
obtiene las ecuaciones paramétricas

co[>  x=-2+3t y=1+2r y 7z =5t n

Como ¢ varia sobre todos los nimeros reales, las ecuaciones
paramétricas del ejemplo 2 determinan los puntos (x, y, z) sobre la linea. En particular,
observe que ¢t = 0 y # = 1 dan los puntos originales (-2, 1, 0) y (1, 3, 5).

Planos en el espacio

Ya ha visto cdmo se puede obtener una ecuacién
de una recta en el espacio a partir de un punto
sobre la recta y un vector paralelo a ella. Ahora
verd que una ecuacién de un plano en el espacio
se puede obtener a partir de un punto en el plano

y de un vector normal (perpendicular) al plano. Py
Considere el plano que contiene el punto P(x,,
¥y» Z1) Y que tiene un vector normal distinto de cero Q0
como se muestra en la figura 1.45. Este plano cons- n-PO=0

ta de todos los puntos Q(x, y, z) para los cuales N
el vector PQ es ortogonal a n. Usando el producto
vectorial, se puede escribir

N El vector normal n es ortogonal
n- PO =0 atodo vector PQ en el plano.

(a,b.c) - (x —x,,y — y,.z —z,y = 0 Figura 145
ax_x1)+b(y_y1)+C(Z_Zl) =0

La tercera ecuacion del plano se dice que estd en forma canodnica o estandar.

TEOREMA 1.12 Ecuacion candnica o estandar de un plano
en el espacio

El plano que contiene el punto (x,, y;, 2 tiene un vector normal
1 1 1
n = {a, b, c)
puede representarse en forma canénica o estandar por medio de la ecuacion

alx — xl) + b(y — }’1) + clz — Zl) = 0.

Reagrupando términos se obtiene la forma general de la ecuacién de un plano en el
espacio.

ax+by+cz+d=0 Forma general de la ecuacién de un plano
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Un plano determinado por u 'y v.
Figura 1.46

=

El 4ngulo 6 entre dos planos.
Figura 1.47

1.5 Rectas y planos en el espacio 39

Dada la forma general de la ecuacién de un plano, es facil hallar un vector normal
al plano. Simplemente se usan los coeficientes de x, y y z para escribir

n = {a, b, c).

| Hallar una ecuacion de un plano en el espacio
tridimensional

Encuentre la ecuacién general del plano que contiene a los puntos

2,,D, 0,41 y (2 1,4).

Solucidon Para aplicar el teorema 1.12 necesita un punto en el plano y un vector que
sea normal al plano. Hay tres opciones para el punto, pero no se da ningiin vector nor-
mal. Para obtener un vector normal, use el producto vectorial de los vectores u 'y v que
van del punto (2, 1, 1) a los puntos (0, 4, 1) y (=2, 1, 4), como se muestra en la figura
1.46. Los vectores u y v dados mediante sus componentes son

u=(0—-2,4—1,1—-1)=(=2,3,0)
v=(=2-2,1—1,4—1)=(—4,0,3)

asi que
n=uxy
i j k
= (-2 3 0
—4 0 3
=9i + 6j + 12k
= {a,b,c)

es normal al plano dado. Usando los nimeros de direccién para n'y el punto (x,, y;, z;)
= (2, 1, 1), puede determinar que una ecuacién del plano es

a(-x_xl) + b(y _yl) + clz — Z]) =0

9(x - 2) + 6(y - 1) + 12(Z - 1) =0 Forma candnica o estdndar
9x + 6y + 12z — 36 =0 Forma general
3x+ 2y +4z—12=0. Forma general simplificada

En el ejemplo 3, verifique que cada uno de los tres puntos origi-
nales satisface la ecuacién

3x + 2y + 4z — 12 =0.

Dos planos distintos en el espacio tridimensional o son paralelos o se cortan en una
recta. Si se cortan, se puede determinar el angulo (0 < 6§ < 77/2) entre ellos a partir del
angulo entre sus vectores normales, como se muestra en la figura 1.47. Especificamente,
si los vectores n; y n, son normales a dos planos que se cortan, el dngulo 0 entre los
vectores normales es igual al dngulo entre los dos planos y estd dado por

In, - m,|

o Angulo entre dos planos
o

cos 6 =

Por consiguiente, dos planos con vectores normales n, y n, son
1. Perpendiculares sin, * n, =0

2. Paralelos si n, es un multiplo escalar de n,.
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Las
gréficas rotativas tridimensio-
nales que estan disponibles en
LarsonCalculus.com pueden
ayudarle a visualizar superficies
como las que se muestran en la
figura 1.48. Si usted tiene acce-
so a estas graficas, debe usarlas
para ayudar a su intuicién
espacial al estudiar esta seccién
y otras secciones en el texto que
tratan con vectores, curvas o
superficies en el espacio.

Hallar la recta de intersecciéon de dos planos

Encuentre el dngulo entre los dos planos dados por
x—2y+z=0y 2x+3y—2z=0,

y determine las ecuaciones paramétricas de su recta de interseccién (vea la figura 1.48).
Rectade <
interseccion [

)

0

Figura 1.48

Soluciéon Los vectores normales a los planos sonn, = (1,-2,1) yn, = (2, 3, -2). Por
consiguiente, el dngulo entre los dos planos estd determinado como sigue.

:|n1-n2|: | 6] __6
Iy [ins ] V6 V17 V102

Esto implica que el dngulo entre los dos planos es 8 = 53.55°. Puede hallar la recta de
interseccion de los dos planos resolviendo simultdneamente las dos ecuaciones lineales
que representan a los planos. Una manera de hacer esto es multiplicar la primera ecua-
cién por —2 y sumar el resultado a la segunda ecuacion.

x—2y+ z=0 = —2x+4y—2z=0
2x + 3y —2z=0 2x +3y—2z=0

cos 0 = (0.59409

4
Ty—d4z=0 = y=7

Sustituyendo y = 4z/7 en una de las ecuaciones originales, puede determinar que
x = z/7. Finalmente, haciendo t = z/7, se obtienen las ecuaciones paramétricas

x=t y=4ty z="Tt Recta de interseccion

lo cual indica que 1, 4 y 7 son los nimeros de direccion de la recta de interseccion.

Observe que los nimeros de direccidn del ejemplo 4 se pueden obtener a partir del
producto vectorial de los dos vectores normales como sigue.

i j ok
nxn,=|1 -2 1
2 3 =2

-2 1]. 1 1]. 1 -2

:‘ 3 —2"_‘2 —2‘”‘2 3"‘
=i+ 4f + 7k

Esto significa que la recta de interseccion de los dos planos es paralela al producto vec-
torial de sus vectores normales.
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Trazado de planos en el espacio

Si un plano en el espacio corta uno de los planos coordenados, a la recta de interseccion
se le llama traza del plano dado en el plano coordenado. Para dibujar un plano en el
espacio es ttil hallar sus puntos de interseccién con los ejes coordenados y sus trazas en
los planos coordenados. Por ejemplo, considere el plano dado por

3x + 2y + 4z = 12. Ecuacion del plano

Puede hallar la traza xy haciendo z = 0 y dibujando la recta

3x + 2y =12 Traza xy

en el plano xy. Esta recta corta el eje x en (4, 0, 0) y el eje y en (0, 6, 0). En la figura
1.49 se continda con este proceso encontrando la traza yz y la traza xz, y sombreando la
region triangular que se encuentra en el primer octante.

]

0,6,0)
y
(4,0,0)
x x

Z

X

Traza xy (z = 0): Traza yz (x = 0): Traza xz (y = 0):
3x + 2y =12 2y + 4z =12 3x +4z=12
Trazas del plano 3x + 2y + 4z = 12.

Figura 1.49

Si en una ecuacién de un plano estd ausente
una variable, como en la ecuacion 4

2a+z=1 RO

el plano debe ser paralelo al eje correspondien-
te a la variable ausente, como se muestra en la

1
figura 1.50. Si en la ecuacién de un plano faltan (2’ % 0) §
dos variables, este es . A/‘ y
ax+d=0
El plano 2x + z = 1 es paralelo
paralelo al plano coordenado correspondiente al eje y.
a las variables ausentes, como se muestra en la Figura 1.50
figura 1.51.
Z 2

| d
>y — -~y
x Ve
(00 :
a
El plano ax + d =0 El plano by + d =0 Elplano ¢z + d =0
es paralelo al plano yz. es paralelo al plano xz. es paralelo al plano xy.

Figura 1.51
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D= ||proy, PQ||

La distancia entre un punto y un plano.
Figura 1.52

tecssssssscccccccs>

co o En la so-
lucién, observe que el punto P
que se eligi6 en el ejemplo 5 es
arbitrario. Seleccione un punto
diferente en el plano para ve-
rificar que se obtiene la misma
distancia.

Distancias entre puntos, planos y rectas

Esta seccion concluye con el andlisis de dos tipos basicos de problemas sobre distancias
en el espacio: (1) calcule la distancia de un punto a un plano, y (2) calcule la distancia
de un punto a una recta. Las soluciones de estos problemas ilustran la versatilidad y
utilidad de los vectores en la geometria analitica; el primer problema usa el producto
escalar de dos vectores, y el segundo problema usa el producto vectorial.

La distancia D de un punto Q a un plano es la longitud del segmento de recta mas
corto que une a Q con el plano, como se muestra en la figura 1.52. Si P es un punto cual-
quiera del plano, esta distancia se puede hallar proyectando el vector @ sobre el vector
normal n. La longitud de esta proyeccion es la distancia buscada.

TEOREMA 1.13 Distancia de un punto a un plano
La distancia de un punto a un plano Q (no en el plano) es

55— [P0 - n
D = Joroy,P] = 5

donde P es un punto en el plano y n es normal al plano.

Para encontrar un punto en el plano dado por ax + by + cz + d = 0, donde a X 0, se
hace y = 0y z = 0. Entonces, de la ecuacién ax + d = 0 se puede concluir que el punto

(409
a
estd en el plano.

| Calcular la distancia de un punto a un plano

Calcule la distancia del punto Q(l, 5, —4) al plano dado por 3x—y + 2z = 6.

Soluciéon Sabe que n = (3, -1, 2) es normal al plano dado. Para hallar un punto en el
plano, hagay = 0y z = 0, y obtiene el punto P(2, 0, 0). El vector que va de P a Q estd
dado por

PO=(1-2,5-0,—4—0)

=(-1,5,-4).
Usando la férmula para la distancia dada en el teorema 1.13 tiene
o PO nl _[(-15. -4 -G -1 _[-3-5-8_ 16
] Jor1+4 V14 Jia
=

Del teorema 1.13 puede determinar que la distancia del punto Q(x,, y,, z,) al plano
dado porax + by + cz +d =0es

_ lalxy — x,) + by, = y1) + c(zy — 2)|

D

D |ax, + by, + cz, + d|

Distancia entre un punto y un plano
Ja@ F P

donde P(x,, y;, z;) es un punto en el plano y d = —(ax; + by, + czy).
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Distancia de un punto a una recta.
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Encontrar la distancia entre dos planos paralelos

Los dos planos paralelos dados por 3x —y + 2z—-6 =0y 6x—2y + 42+ 4 =0, se
muestran en la figura 1.53. Para encontrar la distancia entre los planos, elija un punto
en el primer plano, digamos (x,, y,, z,) = (2, 0, 0). Después, del segundo plano, puede de-
terminar que a = 6, b = -2, ¢ = 4y d = 4, y concluir que la distancia es
D |ax, + by, + cz, + d|
JE+ P+ &
_ [6(2) + (=2)(0) + (4)(0) + 4]
V6% + (—2)? + 42
16 8

=—=—==21l4. _
V36 /14

La férmula para la distancia de un punto a una recta en el espacio se parece a la de la
distancia de un punto a un plano, excepto que se remplaza el producto vectorial por la mag-
nitud del producto vectorial y el vector normal n por un vector de direccidn para la recta.

TEOREMA 1.14 Distancia de un punto a una recta en el espacio

La distancia de un punto Q a una recta en el espacio estd dada por

donde u es un vector de direccion para la recta y P es un punto sobre la recta.

Demostracion En la figura 1.54, sea D la distancia del punto Q a la recta dada.
Entonces D = ||PQ]|| sen 6, donde 6 es el 4ngulo entre u 'y PQ. Por la propiedad 2 del

teorema 1.8, se tiene |[ul| PO sen 6 = |u x PQ|| = |PQ x ul. Por consiguiente,
N PO xu
D = ||PQ|| sen 6 = [PO x u] a ” .

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostracion de Bruce Edwards. i

| Hallar la distancia de un punto a una recta

Encuentre la distancia del punto Q(3, —1, 4) a la recta dada por

x=—-2+4+3t y=-2ty z=1+ 4t

Solucion Usando los nimeros de direccién 3, =2 y 4, sabe que un vector de direccién
de la recta es u = (3, 2, 4). Para determinar un punto en la recta, haga r = 0 y obtiene
P=(-2,0,1). Asi

PO=(3-(-2,-1-0,4-1)=(5-1,3)
y se puede formar el producto vectorial
i j k
PO xu=|5 -1 3 =2i—11j — 7k = (2, — 11, —=7).
3 -2 4
Por dltimo, usando el teorema 1.14 se encuentra que la distancia es

p = PO xul _ Y11 _ e, 4s
V29

[l

Vea la figura 1.55.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

1.5 Ejercicios

Verificar los puntos de una recta En los ejercicios 1y 2,
determine si cada punto yace sobre la recta.

l.x=-2+ty=3t,z=4+1t

() (0,6,6) (b) (2,3,5)
x—3 y—=1 _

2. 5 T g ¢ +2
(a) (7,23,0) ) (1,-1,-3)

Hallar ecuaciones paramétricas y simétricas En los ejer-
cicios 3-8, encuentre conjuntos de (a) ecuaciones paramétricas
y (b) ecuaciones simétricas de la recta por el punto paralela al
vector o recta dado (si es posible). (Para cada recta, escriba los
nimeros de direccion como enteros.)

Punto Paralela a
3. (0,0,0) v={(3,15)
4. (0,0,0) v=(-231)
5.(-2,0,3) v =2i+4j— 2k
6. (—3,0,2) v =06j + 3k
7. (1,0,1) x=3+3t,y=5-2t,z=—-T7+1
8. (—3,5,4) £§i=33;=z—3

Hallar ecuaciones paramétricas y simétricas En los ejer-
cicios 9-12, encuentre conjuntos de (a) ecuaciones paramétri-
cas y (b) ecuaciones simétricas de la recta que pasa por los dos
puntos (si es posible). (Para cada recta, escriba los nimeros de
direccion como enteros.)

9. (5,-3,-2,(-3.%1)  10.(0,4,3),(—1,2,5)
11. (7, —2,6), (—3,0,6) 12. (0,0,25), (10, 10,0)

Hallar ecuaciones paramétricas En los ejercicios 13-20,
encuentre un conjunto de ecuaciones paramétricas de la recta.

13. Larecta pasa por el punto (2, 3, 4) y es paralela al plano xz y al
plano yz.

14. La recta pasa por el punto (-4, 5, 2) y es paralela al plano xy y
al plano yz.

15. Larecta pasa por el punto (2, 3, 4) y es perpendicular al plano
dado por 3x + 2y—z = 6.

16. Larecta pasa por el punto (-4, 5, 2) y es perpendicular al plano
dado por —x + 2y + z = 5.

17. La recta pasa por el punto (5, =3, —4) y es paralela a v = (2,
-1, 3).

18. Larecta pasa por el punto (—1, 4, —3) y es paralelaa v = 5i —j.

19. Larectapasa por el punto (2, 1,2) y es paralelaalarectax = —,
y=1+tz=-2+1t

20. Larecta pasa por el punto (-6, 0, 8) y es paralela a la recta x =
5-2t,y=-4+2t,z=0.

con numeracion impar.

Usar ecuaciones paramétricas y simétricas En los ejer-
cicios 21-24, determine las coordenadas de un punto P sobre la
recta y un vector v paralelo a la recta.

2l. x=3—t, y=—1+2t z=-2
22.x=4t, y=5—1 z=4+3¢
x+3 y z—-3

- +
=T _0E6_ s o =2 =

23. 4 2 5 8 6

Determinar rectas paralelas En los ejercicios 25-28, deter-
mine si algunas de las rectas son paralelas o idénticas.

25. L x=6—-3t, y=—-2+2t, z=5+4¢
Ly x=6t y=2—4t, z=13— 8¢

Ly x=10—6t, y=3+4t, z=7+8t¢
Lyx=—-4+6t, y=3+4, z=5—6t
26. L;: x=3+2t, y=—6t, z=1—2t
Lyx=1+2, y=—-1—1t 2z=3t
Lyx=—-1+2, y=3-10t, z=1—4
Lyx=5+2 y=1—1t z=8+3t
x—8_y+5 z+9
27. L;: T T 2 3
L.x+7:y—4=z+6
22 1 5
L.x+4_y—l_z+18
-8 4 -6
— J’_ J—
L4:x 2:y 3:z 4
-2 1 1.5
x—3 y—2 z+2
28. L;: > T T 2
x—1 _ y—1_ z+3
L ==
x+2 y—1_z-3
Ly = ="5 =1
x—3 y+1 z-2
Li =77

Hallar un punto de interseccion En los ejercicios 29-32,
determine si las rectas se cortan, y si es asi, halle el punto de
interseccion y el coseno del angulo de interseccion.

29. x=4t+2, y=3, z=—-t+1
x=2s+2, y=2s+3, z=s+1
30. x=-3t+1, y=4+1, z=2t+4
x=3s+1, y=2s+4, z=-s+1

x _ y—2 x—1 z+3
S=——=z+1 =y+2=

L T _—
X

-2 _y—-2_ x—=3_ _z+2
32. 3 T ¢ 3, 2 =y+5= 7

31.




Verificar puntos en un plano En los ejercicios 33 y 34, de-
termine si el plano pasa por cada punto.

B.x+2y—4z—-1=0

@ (=7,2,-1) ®) (5,2,2)
4. 2x+y+32-6=0
(a) (3,6,-2) () (—1,5,-1)

Hallar la ecuacion de un plano En los ejercicios 35-40, en-
cuentre una ecuacion del plano que pasa por el punto y es per-
pendicular al vector o recta dado.

Punto Perpendicular a
35. (1,3,=7) n=j
36. (0,—1,4) n =Kk
37. (3,2,2) n=2i+3j—-k
38. (0,0,0) n = —3i + 2k
39. (—1,4,0) x=—-1+2t,y=5—1t,z=3—2¢
40. (3.2,2) x;1:y+2:2j33

Hallar una ecuacion de un plano En los ejercicios 41-52,
encuentre una ecuacion del plano.

41. El plano que pasa por (0, 0, 0), (2,0,3) y (-3, -1, 5).

42. El plano que pasa por (3, -1, 2), (2, 1, 5) y (1, -2, -2).

43. El plano que pasa por (1, 2, 3), (3,2, 1) y (-1, -2, 2).

44. El plano que pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralelo al plano yz.
45. El plano que pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralelo al plano xy.

46. El plano contiene el eje y y forma un dngulo de /6 con el eje x
positivo.

47. El plano contiene las rectas dadas por

x—1
=y—4=
5 = z
y
x—2 y—1 z-12
-3 4 -1

48. El plano pasa por el punto (2, 2, 1) y contiene la recta dada por

49. El plano pasa por los puntos (2,2, 1) y (-1, 1, —1) y es perpen-
dicular al plano 2x — 3y + z = 3.

50. El plano pasa por los puntos (3, 2, 1) y (3, 1, =5), y es perpen-
dicular al plano 6x + 7y + 2z = 10.

51. El plano pasa por los puntos (1,-2,-1)y (2, 5, 6), y es paralelo
al eje x.

52. El plano pasa por los puntos (4, 2, 1) y (=3, 5, 7), y es paralelo
al eje z.
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Hallar una ecuacion de un plano En los ejercicios 53-56,
encuentre una ecuaciéon del plano que contiene todos los puntos
equidistantes de los puntos dados.

53. (2,2,0), (0,2,2) 54. (1,0,2), (2,0,1)
55.(=3,1,2), (6,—2,4) 56. (—5,1,—-3), (2,—1,6)
Comparar planos En los ejercicios 57-62, determine si los pla-

nos son paralelos, ortogonales o ninguna de las dos cosas. Si no
son ni paralelos ni ortogonales, halle el Angulo de interseccién.

57.5x =3y +z=4 58.3x+y—4z=3
x+4y +7z=1 —9x —3y+12z=4

59. x —3y+6z=4 60. 3x +2y —z=17
Sxty—z=4 x—4y+22=0

61. x — 5y —z=1 62.2x —z=1
5x =25y —5z=-3 4x +y + 8z =10

Trazar una grafica de un plano En los ejercicios 63-70, di-

buje una grafica del plano y sefiale cualquier intersecciéon.

63. 4x + 2y + 62 =12 64. 3x + 6y + 22 =6

65. 2x —y+3z=4 66. 2x —y+z=4

67.x+z=26 68. 2x +y =38

69. x =5 70. z =8

Planos paralelos En los ejercicios 71-74, determine si algu-

nos de los planos son paralelos o idénticos.

71. P;: =5x +2y —8=6 T72. P:2x—y+3z=38
Py 15x — 6y + 24z =17 Py 3x—5y—2z=6

tox—4dy+4z=9 Py 8x —4y+ 12z=5

3x -2y —2z=4 Py —4x -2y + 6z=11

:3x—2y+5z=10

—6x+4y —10z=5

—3x +2y+52=38

75x — 50y + 125z = 250

: —60x + 90y + 30z = 27

6x — 9y —3z=2

—20x + 30y + 10z =9

c12x — 18y + 62 =5

R

73.

SIS

74.

v v

*:U @,

Interseccion de planos En los ejercicios 75 y 76, (a) encuen-
tre el angulo entre los dos planos y (b) halle un conjunto de ecua-
ciones paramétricas de la recta de interseccion de los planos.

75.3x +2y —z=17 76. 6x — 3y +z=175
x—4y+2z=0 —xty+5z=5
Interseccion de un plano y una recta En los ejercicios 77-80,

encuentre el (los) punto(s) de interseccion (si los hay) del plano y
la recta. Investigue ademas si la recta se halla en el plano.

1 y+(B/2) z+1
77. 2% — 2y + 7 = 12, x75=y_7(i’/)=%

_ x—1_y_ z—-3
78. 2x + 3y = -5, 1 2T 6
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x— 1 + 1 : P4
79. 2+ 3y =10, T5—= y_2 =z—3 DESARROLLO DE CONCEPTOS (continuacion)
_ x—4 y+1 z+2 99. Vector normal Sean L, y L, rectas no paralelas que no
80. 5x + 3y = 17, 2 -3 5 se cortan. (Es posible hallar un vector v distinto de cero
tal que v sea perpendicular a ambos L, y L,? Explique su
Encontrar la distancia entre un punto y un plano En los razonamiento.

ejercicios 81-84, encuentre la distancia del punto al plano.

81. (0,0,0) 82. (0,0,0) Y i
b3y bz=12 Sxty—z=9 00 ¢COMO LO VE? Relacione la ecuacion general
S con su gréfica. Después indique qué eje o plano de la
83. (2,8,4) 84. (1,3,-1)

2x+y+z=5

3x—dy+57=6

ecuacion es paralelo a

(@ ax + by +d=0 ®) ax +d=0
Encontrar la distancia entre dos planos paralelos En los (© cz+d=0 d ax+cz+d=0
ejercicios 85-88, verifique que los dos planos son paralelos, y
halle la distancia entre ellos. (1) : (ii) <
85. x — 3y +4z =10 86. 4x —4y + 9z =17
x—3y+4z=6 4x — 4y + 9z = 18
87. —3x + 6y + 7z =1 88. 2x —4z=4
6x — 12y — 147 = 25 2x — 4z = 10 y y
Encontrar la distancia entre un punto y una recta En los * *
ejercicios 89-92, encuentre la distancia del punto a la recta dada )
por medio del conjunto de ecuaciones paramétricas. (iii) N (iv) N
89. (1,5,-2); x=4t—2, y=3, z=—t+1
90. (1,-2,4); x=2t, y=t—3, z=2t+2
91. (—2,1,3); x=1—1¢ y=2+1t z= -2t
92. 4,-1,5); x=3, y=1+31, z=1+1 , ,
Encontrar la distancia entre dos rectas paralelas En los ’ ’
ejercicios 93 y 94, verifique que las rectas son paralelas y halle
la distancia entre ellas.
93. L:x=2—1, y=3+21, z=4+1 101. Modelado de datos En la tabla siguiente se muestran
" ’ ’ gastos de consumo personal (en miles de millones de déla-
Ly x=3t, y=1—6f, z=4-73t res) de diferentes tipos de recreacién del 2005 al 2010, donde
9. L:x=3+61, y=-2+9, z=1—12¢ x es el gasto en parques de atracciones y lugares para acam-
Lyix=—1+4, y=3+61, z=—8f par, y es el gasto en entretenimiento en vivo (excluyendo de-

DESARROLLO DE CONCEPTOS

la ecuacién estandar de un plano en el espacio. Describa
qué se requiere para hallar esta ecuacion.

97. Interseccion de dos planos Describa un método
para hallar la recta de interseccion entre dos planos.

98. Planos paralelos y perpendiculares Describa un
método para determinar cudndo dos planos a.x + by +
c,z+d, =0,yax+ by + ¢,z + d, = 0son (a) paralelos

y (b) perpendiculares. Explique su razonamiento.

95. Ecuaciones paramétricas y simétricas. D¢ las Afio | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
ecuaciones paramétricas y simétricas de una recta en el % 364 | 390 | 424 | 447 | 430 | 452
espacio. Describa qué se requiere para hallar estas ecua-
ciones. y 153 16.6 174 | 175 17.0 17.3

96. Ecuacion estandar de un plano en el espacio Dé Z 164 | 18.1 | 200 | 205 | 20.1 | 214

portes) y z es el gasto en espectadores de deportes. (Fuente:
Oficina de Andlisis Economico EE.UU.)

un modelo para los datos estd dado por
0.46x + 0.30y —z = 4.94.

(a) Haga un cuarto renglén de la tabla usando el modelo
para aproximar z con los valores dados de x y y. Compare
las aproximaciones con los valores reales de z.

(b) Segun este modelo, cualquier incremento en el consumo
de los dos tipos de recreacion x y y corresponderia a qué
clase de cambio en gastos del tipo de recreacion z?



102.

103.

Diseno industrial La figura muestra un colector en la par-
te superior de un montacargas de grano que canaliza el grano
a un contenedor. Halle el dngulo entre dos lados adyacentes.

apulas 8 pulg.

M

8 pulg.

6 pulg.

Distancia Dos insectos se arrastran a lo largo de rectas
diferentes en el espacio. En el instante 7 (en minutos), el pri-
mer insecto estd en el punto (x, y, z) sobre larectax = 6 + ¢,
y =8 -1,z =3 + t. También en el instante 7 el segundo in-
secto estd en el punto (x, y, z) sobre larectax =1+ ¢,y =2
+ 1, z = 2t. Suponga que las distancias se dan en pulgadas.

(a) Encuentre la distancia entre los dos insectos en el instante
t=0.

ldp (b) Use una herramienta de graficacién para representar la

104.

distancia entre los insectos desde ¢ = 0 hasta r = 10.

(c) Use la gréfica del inciso (b), /qué se puede concluir acer-
ca de la distancia entre los insectos?

(d) ¢Qué tanto se acercan los insectos?
Encontrar una ecuacion de una esfera Encuentre la

ecuacion estandar de la esfera con el centro en (=3, 2, 4), que
es tangente al plano dado por 2x + 4y — 3z = 8.

105.

106.

107.

108.
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Encontrar un punto de interseccion Encuentre el
punto de interseccion del plano 3x —y + 4z = 7 con la recta
que pasa por (5, 4, =3) y que es perpendicular a este plano.

Encontrar la distancia entre un plano y una rec-
ta Demuestre que el plano 2x — y — 3z = 4 es paralelo a la
rectax = -2 + 2t,y = —1 + 4¢, z = 4, y encuentre la distan-
cia entre ambos.

Encontrar un punto de interseccion Encuentre el
punto de interseccion de la recta que pasa por (1, =3, 1) y
(3,4, 2), y el plano dado porx—y + z = 2.

Encontrar ecuaciones paramétricas Encuentre un
conjunto de ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por
el punto (1, 0, 2) y es paralela al plano dado porx +y + z =15,
y perpendicularalarectax=t,y=1+tz=1+ 1.

;Verdadero o falso? En los ejercicios 109-114, determine si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué
o dé un ejemplo que pruebe que es falso.

109.

110.
111.
112.

113.

114.

Siv =aji+ b,j + ¢ kescualquier vector en el plano dado por
ax + by + ¢,z + d, = 0, entonces a,a, + b,b, + c,c, = 0.

Todo par de rectas en el espacio o se cortan o son paralelas.
Dos planos en el espacio o se cortan o son paralelos.

Si dos rectas L, y L, son paralelas a un plano P, entonces L,
y L, son paralelas.

Dos planos perpendiculares a un tercer plano en el espacio
son paralelos.

Un plano y una recta en el espacio se intersecan o son paralelos.

Distancias en el espacio

En esta seccion ha visto dos férmulas para distancia, la distan-
cia de un punto a un plano y la distancia de un punto a una recta.
En este proyecto estudiard un tercer problema de distancias, la
distancia de dos rectas que se cruzan. Dos rectas en el espacio
son oblicuas si no son paralelas ni se cortan (vea la figura).

(a)

(b)

Considere las siguientes dos rectas en el espacio.
Lix=4+5t,y=5+52z=1—-4
Lyx=4+s,y=—-6+8s,z=7—3s

(i) Demuestre que estas rectas no son paralelas,

(i) Demuestre que estas rectas no se cortan, y por
consiguiente las rectas se cruzan.

(iii)) Demuestre que las dos rectas estan en planos pa-
ralelos.

(iv) Encuentre la distancia entre los planos paralelos
del inciso (iii). Esta es la distancia entre las rectas
que se cruzan originales.

Use el procedimiento del inciso (a) para encontrar la dis-

tancia entre las rectas.

Lix=2t,y=4t, 7= 06t
Lyx=1—-s,y=4+s5,z=—-1+s

(©)

(d)

Use el procedimiento del inciso (a) para encontrar la dis-
tancia entre las rectas.

Li:x=
Lyx=1+4s,y=—-2+s,z=—-3—3s

3t,y=2—t,z=—1+1¢

Desarrolle una férmula para encontrar la distancia de las
rectas oblicuas.

Lix=x +tat,y=y +bt,z=z +ct

Lyix=x,+ a,s,y =y, + b,s, 2=2, + cy8

Ly
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1.6 Superficies en el espacio

I8l

Cilindro circular recto:
2+yr=d?

Las rectas generatrices son paralelas
al eje z.
Figura 1.56

% Reconocer y dar las ecuaciones de superficies cilindricas.
% Reconocer y dar las ecuaciones de superficies cuadricas.
% Reconocer y dar las ecuaciones de superficies de revolucion.

Superficies cilindricas

Las primeras cinco secciones de esta unidad contienen la parte vectorial de los conoci-
mientos preliminares necesarios para el estudio del calculo vectorial y del calculo en el
espacio. En esta y en la proxima seccion se estudian superficies en el espacio y sistemas
alternativos de coordenadas para el espacio. Ya se han estudiado dos tipos especiales de
superficies.

1. Esferas: (x — x)> + (y — yo)* + (z — ) = r? Seccién 1.2
2. Planos:ax + by + ¢z +d =0 Seccién 1.5

Un tercer tipo de superficie en el espacio son las llamadas superficies cilindricas,
o simplemente cilindros. Para definir un cilindro, considere el cilindro circular recto
mostrado en la figura 1.56. Puede imaginar que este cilindro es generado por una recta
vertical que se mueve alrededor del circulo x> + y> = a? que se encuentra en el plano xy.
A este circulo se le llama curva generadora o directriz para el cilindro, como se indica
en la siguiente definicion.

Definicion de un cilindro

Sea C una curva en un plano y sea L una recta no paralela a ese plano. Al conjunto
de todas las rectas paralelas a L que cortan a C se le llama cilindro. A C se le llama
curva generadora o directriz del cilindro y a las rectas paralelas se les llama rectas
generatrices.

Sin pérdida de generalidad, puede suponer Las rectas Curva

que C se encuentra en uno de los tres planos generatrices generadora C

coordenados. En este texto se restringe la cortan a C'y son
paralelas a L.

discusion a cilindros rectos, es decir, a cilindros
cuyas rectas generatrices son perpendiculares
al plano coordenado que contiene a C, como

se muestra en la figura 1.57. Observe que las
rectas generatrices cortan a C y son paralelas a
larecta L.

Para el cilindro circular recto que se mues- Cilindro recto: las Tectas generatrices
tra en la figura 1.56, la ecuacion de la curva ge- . yana C y son perpendiculares
neradora en el plano xy es al plano coordenado que contiene a C.

X2+ 32 = a2 Figura 1.57

Para encontrar una ecuacién del cilindro, observe que se puede generar cualquiera
de las (rectas) generatrices fijando los valores de x y y, y dejando que z tome todos los
valores reales. En este caso, el valor de z es arbitrario y, por consiguiente, no estd in-
cluido en la ecuacién. En otras palabras, la ecuacién de este cilindro simplemente es la
ecuacion de su curva generadora.

x>+ y2 =a’ Ecuacién de un cilindro en el espacio

Ecuaciones de cilindros

La ecuacién de un cilindro cuyas rectas generatrices son paralelas a uno de los ejes
coordenados contiene solo las variables correspondientes a los otros dos ejes.
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Trazar un cilindro

Trace la superficie representada por cada una de las ecuaciones.

a. 7z = y? b. z=senx, 0 <x <27

Solucion

a. La gréfica es un cilindro cuya curva directriz, z = y?, es una parébola en el plano yz.
Las generatrices del cilindro son paralelas al eje x, como se muestra en la figura
1.58(a).

b. La gréfica es un cilindro generado por la curva del seno en el plano xz. Las genera-
trices son paralelas al eje y, como se muestra en la figura 1.58(b).

La curva directriz C

La curva directriz C
estd en el plano yz

estd en el plano xz

1
———
. y
1
R -
Cilindro: z Cilindro: z=senx
(a) Las generatrices son (b) Las generatrices son
paralelas al eje x. paralelas al eje y.
Figura 1.58 n

Superficies cuadricas

El cuarto tipo bésico de superficies en el espacio son las superficies cuadricas. Estas
son los andlogos tridimensionales de las secciones conicas.

Superficie cuadrica

La ecuacién de una superficie cuddrica en el espacio es una ecuacién de segundo
grado en tres variables. La forma general de la ecuacion es

Ax> + By> + Cz> + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + Iz + J = 0.
Hay seis tipos basicos de superficies cuddricas: elipsoide, hiperboloide de una

hoja, hiperboloide de dos hojas, cono eliptico, paraboloide eliptico y parabo-
loide hiperbdlico.

A la interseccién de una superficie con un plano se le llama traza de la superficie
en el plano. Para visualizar una superficie en el espacio, es util determinar sus trazas en
algunos planos elegidos inteligentemente. Las trazas de las superficies cuddricas son
conicas. Estas trazas, junto con la forma canénica o estandar de la ecuacion de cada
superficie cuddrica, se muestran en la tabla de las siguientes dos paginas.

En la tabla de las siguientes dos paginas se muestra solo una de las varias orienta-
ciones posibles de cada superficie cuddrica. Si la superficie estd orientada a lo largo de
un eje diferente, su ecuacién estdndar cambiard consecuentemente, como se ilustra en
los ejemplos 2 y 3. El hecho de que los dos tipos de paraboloides tengan una variable
elevada a la primera potencia puede ser ttil al clasificar las superficies cuddricas. Los
otros cuatro tipos de superficies cuddricas basicas tienen ecuaciones que son de segundo
grado en las tres variables.
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Elipsoide
x2 y2 Z2
; + ﬁ + ; =1
Traza Plano
Elipse Paralelo al plano xy
Elipse Paralelo al plano xz
Elipse Paralelo al plano yz

La superficie es una esfera cuando
a=b=c#0.

Hiperboloide de una hoja

x2 y2 Z2

e p e !
Traza Plano
Elipse Paralelo al plano xy
Hipérbola Paralelo al plano xz
Hipérbola Paralelo al plano yz

El eje del hiperboloide corresponde
a la variable cuyo coeficiente es
negativo.

Hiperboloide de dos hojas

2 a D
Traza Plano
Elipse Paralelo al plano xy
Hipérbola Paralelo al plano xz
Hipérbola Paralelo al plano yz

El eje del hiperboloide corresponde
a la variable cuyo coeficiente es
positivo. No hay traza en el plano
coordenado perpendicular a este eje.

Paralela al
plano xy




Superficies en el espacio

Cono eliptico

2oy 2
2 p a2

Traza Plano

Elipse Paralelo al plano xy

Hipérbola Paralelo al plano xz

Hipérbola Paralelo al plano yz

El eje del cono corresponde a la
variable cuyo coeficiente es negativo.
Las trazas en los planos coordenados
paralelos a este eje son rectas que

se cortan.

Paralelo al
plano xy

Paraboloide eliptico

2

X2y
SRR
Traza Plano
Elipse Paralelo al plano xy
Paribola Paralelo al plano xz
Paribola Paralelo al plano yz

El eje del paraboloide corresponde
a la variable elevada a la primera
potencia.

Paralelo al

~

Paraboloide hiperbélico

2 2

_y X
TR e
Traza Plano
Hipérbola Paralelo al plano xy
Pardbola Paralelo al plano xz
Pardbola Paralelo al plano yz

El eje del paraboloide corresponde
a la variable elevada a la primera
potencia.

?J

Paralelo al
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Para clasificar una superficie cuddrica, empiece por escribir la superficie en la for-

ma candnica o estandar. Después, determine varias trazas en los planos coordenados o
en planos paralelos a los planos coordenados.

I Trazar una superficie cuadrica

Clasifique y dibuje la superficie dada por
4x2 — 3y2 + 1222+ 12 = 0.

Solucion Empiece por escribir la ecuacién en forma candnica o estandar.

4x2 = 3y2+ 1222+ 12 =0 Escriba la ecuacién original.
2 2
X Y
—+=—=—72—-1=0 Divida entre —12.

-3 4

2 2 2

r_r_z =1 Forma canénica o estandar
K 4 3 1

De la tabla en las paginas 50 y 51 puede concluir que la superficie es un hiperboloide de
dos hojas con el eje y como su eje. Para esbozar la gréifica de esta superficie, conviene
hallar las trazas en los planos coordenados.

y2 x2
Traza xy(z = 0): — — = =1 Hipérbola
4 3
x2 ZZ
Traza xz(y = 0): 3 + T =—1 No hay traza
2 ZZ
Traza yz (x = 0)2 Z - T =1 Hipérbola

La grafica se muestra en la figura 1.59.

I Trazar una superficie cuadrica

Clasifique y dibuje la superficie dada por
x—y>—4z2=0.
Solucion Como x estd elevada solo a la primera potencia, la superficie es un parabo-
loide. El eje del paraboloide es el eje x. En la forma canénica o estdndar la ecuacién es
x =y* + 472 Forma candnica o estédndar

Algunas trazas utiles son las siguientes.

Trazaxy(z = 0)2 X = y2 Parédbola
Trazaxz(y = 0): x =4z Parébola
22
Paralelo al plano yz (x = 4): T + 1= 1 Elipse
Figura 1.60
La superficie es un paraboloide eliptico, como se muestra en la figura 1.60. u

Algunas ecuaciones de segundo grado en x, y y z no representan ninguno de los
tipos basicos de superficies cuddricas. He aqui dos ejemplos.

x2 + y2 +722=0 Un tnico punto
es un dnico punto, y la gréafica de
x>+ y2 =1 Cilindro recto circular

es un cilindro recto circular.
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X

Un elipsoide centrado en (2, — 1, 1).

Figura 1.61
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En el caso de una superficie cuddrica no centrada en el origen, puede formar la
ecuacion estandar completando cuadrados, como se muestra en el ejemplo 4.

Una superficie cuadrica no centrada en el origen

« ++ > Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Clasifique y dibuje la superficie dada por
X2+ 22+ 2 —4dx+ 4y —2z+3=0.

Solucion Empiece por agrupar términos y donde sea posible factorice.
¥ =4+ 207+ 2) + 22— 20=-3

Después, al completar el cuadrado de cada variable escriba la ecuacién en su forma
estdndar:

(> —dx+ )+2(y2+ 29+ )+ (2—-2z+ )=-3

(P —dx+4)+2(y2+2y+ D+ (2—-22+1)=-3+4+2+1
(x=22+2y+ 1)+ (z—1)2=4
(=22 (12, (1P

+ =
4 2 4 !

En esta ecuacion puede ver que la superficie cuddrica es un elipsoide centrado en el
punto (2, —1, 1). Su gréfica se muestra en la figura 1.61. n

Un sistema algebraico por computadora puede ayudar a visua-
lizar una superficie en el espacio.* La mayorfa de estos sistemas algebraicos por
computadora crean graficas tridimensionales dibujando varias trazas de la superficie
y aplicando una rutina de “linea oculta” que borra las porciones de la superficie si-
tuadas detrds de otras. Abajo se muestran dos ejemplos de figuras que se generaron
con Mathematica.

¢
1

1
% ~.~,-_;;7;/////',"'
’a'l'"’l’” [/ fas!
Y

P

) Generada con Mathematica
Generada con Mathematica

Paraboloide eliptico
yZ ZZ

=2 4+ =

T 272 ‘T 16 16

Paraboloide hiperbdlico
y 2 x2

Usar una herramienta de graficacion para representar una superficie en el espa-
cio requiere practica. En primer lugar, se debe saber lo suficiente sobre la superficie
en cuestiéon para poder especificar que dé una vista representativa de la superfi-
cie. También, a menudo se puede mejorar la vista de una superficie girando los ejes.
Por ejemplo, se observa que el paraboloide eliptico de la figura se ve desde un punto
mads “alto” que el utilizado para ver el paraboloide hiperbdlico.

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooocov

*Algunas graficadoras 3-D requieren que se den las superficies mediante ecuaciones paramétricas.
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Seccién Curva generadora
transversal o directriz y =r(z)
circular

X

Figura 1.62

s
/

Curva generadora

9x2=y3

Figura 1.63

Superficies de revolucion

El quinto tipo especial de superficie que estudiard recibe el nombre de superficie de
revolucion. Ahora verd un procedimiento para hallar su ecuacion. Considere la grafica
de la funcién radio

y = r(z) Curva generadora o directriz

en el plano yz. Si esta gréfica se gira sobre el eje z, forma una superficie de revolucion,
como se muestra en la figura 1.62. La traza de la superficie en el plano z = z, es un
circulo cuyo radio es r(z;) y cuya ecuacion es

x2+y? = [r(zo)]z. Traza circular en el plano: z = z,
Sustituyendo z, por z obtiene una ecuacidén que es vdlida para todos los valores de z.

De manera similar, puede obtener ecuaciones de superficies de revolucién para los otros
dos ejes, y los resultados se resumen como sigue.

Superficie de revolucion

Si la gréfica de una funcién radio r se gira sobre uno de los ejes coordenados, la
ecuacion de la superficie de revolucion resultante tiene una de las formas siguientes.
1. Girada sobre el eje x: y? + 22 = [r(x)]?
2. Girada sobre el eje y: x2 + 22 = [r(y)]?
3. Girada sobre el eje z: x2 + y? = [r(z)]?

I Hallar una ecuacion para una superficie
de revolucion

Encuentre una ecuacién para la superficie de revolucién generada al girar (a) la grafica
de y = 1/zen torno al eje z y (b) la gréifica de 9x> = y3 con respecto al eje y.

Solucion

a. Una ecuacidn para la superficie de revolucion generada al girar la grafica de
y=- Funcién radio

Z

en torno al eje z es

24y = [r(2)]? Girada en torno al eje z
1 2
X2+ y2 = Sustituir 1/z (2
y . ustituir 1/z por r(z).
Z

b. Para encontrar una ecuacion para la superficie generada al girar la grafica de 9x*> = y3
en torno al eje y, despeje x en términos de y. Asi obtiene

1
X = §y3/2 = r(y). Funcién radio

Por tanto, la ecuacién para esta superficie es

X2+ 2= [}”(y)]z Girada en torno al eje y
1 2
X2+ 2= (5)73/2) Sustituir %.\73/2 por r(y).
2 1 . .
xXc+z2 = §y* . Ecuacion de la superficie
La gréfica se muestra en la figura 1.63. n
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La curva generadora o directriz de una superficie de revolucién no es tnica. Por
ejemplo, la superficie

R+ P2=e W

puede generarse al girar la grafica de
x=e

en torno al eje y o la grafica de
z=e7

sobre el eje y, como se muestra en la figura 1.64.

z
z Curva generadora
Superfic en el plano yz
. Hzi=e® z=e™7
&

Curva generadora

en el plano xy
Zy

XxX=e

Figura 1.64

EJEMPLO 6 Hallar una curva generadora o directriz

Encuentre una curva generadora o directriz y el eje de revolucién de la superficie dada
por

X2+ 32+ 2=09.

Soluciéon La ecuacién tiene una de las formas siguientes.
x>+ = [r(z)]2 Girada en torno al eje z

y2 + 2= [r(x)]2 Girada en torno al eje x

2 4 2 = 2 i 1 ej
x z [r(y)] Girada en torno al eje y mJ
) ) 2 2, .2 _
Como los coeficientes de x*> y y* son iguales, L~ M Rt I

debe elegir la tercera forma y escribir

Curva generadora
en el plano yz

7=9-3y?

x4+ 22 =9 -3y

El eje y es el eje de revolucién. Puede elegir una
curva directriz de las trazas siguientes.

x*=9 - 3y2 Traza en el plano xy

2=9— 3y2. Traza en el plano yz

Por ejemplo, usando la primer traza, la curva
generadora es la semielipse dada por

x=J9 - 3y2. Curva generadora

La gréfica de esta superficie se muestra en la fi-
gura 1.65. Figura 1.65 w

Curva generadora
en el plano xy

x=+9-3y2
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

Ejercicios

Correspondencia En los ejercicios 1-6, relacione la ecuacion
con su grafica. [Las graficas estan marcadas (a), (b), (c), (d),

(e)y (H).]

(b) z
A
.\ 2t
2
4 I fe
. -3
(© : @
41 —A
2t

2. 15x% — 4y? + 1522 = —4

3.4x2 —y2 + 472 =4
5.4x2 =4y +72=0

4. y> = 4x> + 972
6. 4x> —y2+4z=0
Trazar una superficie en el espacio En los ejercicios 7-12,
describa y dibuje la superficie.
7.y=5
9.y2+272=9
11. 4x> + y> =4

8.z=2
10. y2 +z=6
12. y2 — 72 =16
Trazar una superficie cuadrica En los ejercicios 13-24,

identifique y dibuje la superficie cuadrica. Use un sistema alge-
braico por computadora para confirmar su dibujo.

2 2 2
.%+;—5+§—5=
15. 16x2 — y? + 1672 = 4 16. —8x> + 18y> + 187> =2

2

2
13.x2+%+z2=1 14 1

Y

17. 4> = y* = 2 =1 18.zz—x2—z=l

19. x2 —y + 72 = 20. z = x> + 4y?

21. x2 = y2+z=0 22. 3z = —y> + x?
2

2. 2=x2+2% 24. 32 = 2% + 22

9

con numeracion impar.

Uy

DESARROLLO DE CONCEPTOS
25. Cilindro Dé la definicion de un cilindro.

26. Traza de una superficie ;Qué es la traza de una su-
perficie? ;Cémo encuentra una traza?

27. Superficies cuadricas Identifique las seis superficies
cuddricas y dé la forma estdndar de cada una.

28. Clasificar una ecuacion ;Qué representa la ecuacién
z = x” en el plano xz? ;Qué representa en el espacio tridi-
mensional?

29. Clasificar una ecuacion ;Qué representa la ecuacién
4x> + 6y* — 3z = 12 en el plano xy? ;Qué representa en €l
espacio tridimensional?

T

LC()MO LO VE? Las cuatro figuras son graficas de
la superficie cuéddrica z = x> + y*. Relacione cada una
de las cuatro gréficas con el punto en el espacio desde
el cual se ve el paraboloide. Los cuatro puntos son

(0, 0, 20), (0, 20, 0), (20, 0, 0) y (10, 10, 20).

(2) N (b)

()

|

Encontrar una ecuacion de una superficie de revolu-
cion En los ejercicios 31-36, encuentre una ecuacién para la
superficie de revolucion generada al girar la curva en el plano
coordenado indicado sobre el eje dado.

Ecuacion Plano Eje de

de la curva coordenado revolucion
31. 22 =4y Plano yz Ejey
32. z =3y Plano yz Ejey
33.z2=2y Plano yz Eje z



Ecuacion Plano Eje de

de la curva coordenado revolucion
34. 2z = \/m Plano xz Eje x
35. xy=2 Plano xy Eje x
36. z=1Iny Plano yz Eje z

Encontrar una curva generadora En los ejercicios 37 y 38,
encuentre una ecuacién de una curva generadora dada la ecua-
cion de su superficie de revolucion.

37.x24+y2—27=0 38. x2 + z2 = cos?y

Hallar el volumen de un sélido En los ejercicios 39 y 40,
use el método de las capas para encontrar el volumen del sélido
que se encuentra debajo de la superficie de revolucion y sobre
el plano xy.

39. Lacurva z = 4x — x% en el plano xz se gira en torno al eje z.

40. Lacurvaz = seny (0 <y <) en el plano yz se gira en torno al
eje z.

Analizar una traza En los ejercicios 41 y 42, analice la traza

cuando la superficie

1 1
z =% 44y’
se corta con los planos indicados.

41. Encuentre las longitudes de los ejes mayor y menor, y las coor-
denadas del foco de la elipse generada cuando la superficie es
cortada por los planos dados por

@z=2 y (b)z=38.

42. Encuentre las coordenadas del foco de la pardbola formada
cuando la superficie se corta con los planos dados por

@y=4y (dx=2

Encontrar una ecuacion de una superficie En los ejerci-
cios 43 y 44, encuentre una ecuacion de la superficie que satis-
faga las condiciones e identifique la superficie.

43. El conjunto de todos los puntos equidistantes del punto (0,
2,0) y del plano y = —2.

44. El conjunto de todos los puntos equidistantes del punto (0,
0, 4) y del plano xy.

c|45_ Geografia.cooo.cooo.cooo.co

Debido a las fuerzas causadas por su rotacion, la Tiera es
un elipsoide oblongo y no una esfera. El radio ecuatorial
es de 3963 millas y
el radio polar es de
3950 millas. Halle
una ecuacion del
elipsoide. (Supon-
ga que el centro de
la Tierra estd en

el origen y que la
traza formada por el
plano corresponde al
Ecuador.) °

h o o 0o o
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46. Disefno de maquinas La parte superior de un buje de cau-
cho, disefiado para absorber las vibraciones en un automévil,
es la superficie de revolucion generada al girar la curva

z=3y+ 1
para 0 <y <2 en el plano yz en torno al eje z.

(a) Encuentre una ecuacién de la superficie de revolucion.

(b) Todas las medidas estdn en centimetros y el buje esta fijo
en el plano xy. Use el método de las capas para encontrar
su volumen.

(c) El buje tiene un orificio de 1 centimetro de didmetro que
pasa por su centro y en paralelo al eje de revolucién. En-
cuentre el volumen del buje de caucho.

47. Usar un paraboloide hiperbélico Determine la inter-

seccion del paraboloide hiperbdlico

_y ¥
T2

con el plano bx + ay —z = 0. (Suponga a, b > 0.)

48. Interseccion de superficies Explique por qué la curva
de interseccion de las superficies

x2+3y2—222+2y=4
y
2% + 6y? — 472 —3x =2
se encuentra en un plano.
¢Verdadero o falso? En los ejercicios 49-52, determine si el

enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que pruebe que es falso.

49. Una esfera es un elipsoide.

50. La curva generadora o directriz de una superficie de revolucién
es unica.

51. Todas las trazas de un elipsoide son elipses.
52. Todas las trazas de un hiperboloide de una hoja son hiperboloides.
53. Piénselo A continuacién se muestran tres tipos de superficies

“topoldgicas” cldsicas, la esfera y el toro tienen “interior” y “ex-
terior”. ; Tiene la botella de Klein interior y exterior? Explique.

C

Esfera Toro
Botella de Klein Botella de Klein

Denis Tabler/Shutterstock.com
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas
de los ejercicios con numeracion impar.

Ejercicios de repaso

Escribir vectores en formas diferentes En los ejercicios 1
y 2, sean u = PQ yv= PR (a) escriba u y v en la forma de
componentes, (b) escriba u como combinacion lineal de vecto-
res i y j unitarios estandar, (c) encuentre la magnitud de v, y
(d) encuentre 2u + v.

1. P=(1,2),0=(4,1),R=(5,4)
2.P=(-2,-1),0=(5,—-1),R=(2,4)

Hallar un vector En los ejercicios 3 y 4, encuentre las com-
ponentes del vector v dada su magnitud y el angulo que forma
con el eje x positivo.

3. vl =8, 6=160° 4. ||v| =3, 6=225°

5. Encontrar coordenadas de un punto Encuentre las
coordenadas del punto en el plano xy cuatro unidades a la de-
recha del plano xz y cinco unidades detrds del plano yz.

6. Encontrar coordenadas de un punto Encuentre las
coordenadas del punto localizado en el eje y y siete unidades a
la izquierda del plano xz.

Hallar la distancia entre dos puntos en el espacio Enlos
ejercicios 7 y 8, encuentre la distancia entre los puntos.

7. (1,6,3),(-2,3,5)

8. (=2,1,-5),4,—1,-1)

Hallar la ecuacion de una esfera En los ejercicios 9 y 10,
encuentre la ecuacion estandar de la esfera.

9. Centro: (3, -2, 6); diametro: 15.
10. Puntos terminales de un didametro: (0, 0, 4), (4, 6, 0).

Hallar la ecuacion de una esfera En los ejercicios 11 y 12,
complete el cuadrado para dar la ecuacion de la esfera en for-
ma candénica o estandar. Encuentre el centro y el radio.

1. x> +y>+ 722 —4x—6y +4=0

12. 24+ y2+ 22— 10x + 6y — 4z +34=0

Escribir un vector en formas diferentes En los ejercicios

13 y 14 se dan los puntos inicial y final de un vector, (a) dibuje

el segmento de recta dirigido, (b) encuentre la forma compo-

nente del vector, (c¢) escriba el vector usando notacion vectorial

unitaria estandar y (d) dibuje el vector con su punto inicial en

el origen.

13. Punto inicial: (2, —1, 3)
Punto terminal: (4,4, —7)

14. Punto inicial: (6,2,0)
Punto terminal: (3, —3, 8)
Usar vectores para determinar puntos colineales En los

ejercicios 15 y 16, utilice vectores para determinar si los puntos
son colineales.

15. (3,4,-1), (=1,6,9), (5,3,-6)
16. (5,—4,7), (8,—5,5), (11,6,3)

17. Encontrar un vector unitario Encuentre un vector unita-
rio en la direccién de u = (2, 3, 5).

18. Encontrar un vector unitario Encuentre el vector v de
magnitud 8 en la direccion (6, =3, 2).

Encontrar productos escalares En los ejercicios 19 y 20,
sean v = PR yu= PQ, encuentre (a) las componentes de u 'y
dev,(b)u-v,y(c)v-v.

19. P =(5,0,0), 0 = (4,4,0),R = (2,0,6)
20. P=(2,-1,3), 0 =(0,5,1), R=(5,5,0)
Encontrar el angulo entre dos vectores En los ejercicios

21-24, encuentre el angulo 0 entre los vectores (a) en radianes
y (b) en grados.

21. u = 5[cos(37/4)i + sen(37/4)j]
v = 2[cos(27/3)i + sen(27/3)j]
22, u=06i +2j—3k, v=—i+35j
23. u = (10,—5,15), v=(=2,1,-3)
24. u =(1,0,-3), v=(2,-2,1)
Comparar vectores En los ejercicios 25 y 26, determine si u
y v son ortogonales, paralelos o ninguna de las dos cosas.
25.u=(7,-2,3) 26. u = (—4,3,-6)
v=(-1,4,5) = (16, —12,24)
Encontrar la proyeccion de u sobre v En los ejercicios
27-30, determine la proyecciéon de u sobre v.
27.u=(7,9), v={(1,5)
28. u =4i +2j, v=3i+4j
29.u=(1,—-1,1), v=¢2,0,2)
30, u=5i+j+3k, v=2i+3j+k

31. Vectores ortogonales Encuentre dos vectores en direc-
ciones opuestas que sean ortogonales al vector u = (5, 6, =3).

32. Trabajo Un objeto es arrastrado 8 pies por el suelo aplican-
do una fuerza de 75 libras. La direccién de la fuerza es de 30°
sobre la horizontal. Encuentre el trabajo realizado.

Encontrar productos vectoriales En los ejercicios 33-36,
determine (a)uxv,(b) vxuy (c) vxw
33. u=4i+ 3j + 6k 34. u = 6i — 55 + 2k
v=>5i+2j+k v=—4i+2j+ 3k
35.u=(2,—4,—-4) 36. u = (0,2,1)
v=(1,1,3) v={(1,-3,4)

37. Encontrar un vector unitario Encuentre un vector uni-
tario que sea ortogonal tanto au = (2, -10, 8) como av = (4,
6, —8).

38. Area Encuentre el drea del paralelogramo que tiene los vec-
toresu = (3,-1,5) y v = (2, -4, 1) como lados adyacentes.



39. Momento Las especificaciones para un tractor establecen
que el momento en un perno con tamaio de cabeza de % de
pulgada no puede exceder 200 pies-libras. Determine la fuerza
maxima ||F|| que puede aplicarse a la llave de la figura.

7
3 pulg.

40. Volumen Use el producto escalar triple para encontrar el
volumen del paralelepipedo que tiene aristas adyacentes u =
2i+j,v=2j+kyw=-j+ 2k

Encontrar ecuaciones paramétricas y simétricas En los
ejercicios 41 y 42, encuentre el conjunto de (a) ecuaciones para-
métricas y (b) ecuaciones simétricas de la recta a través de los
dos puntos. (Para cada recta, dé los nimeros directores como
enteros.)

41. (3,0,2), (9,11,6) 42. (—1,4,3), (8,10,5)

Encontrar ecuaciones paramétricas En los ejercicios 43-46,
determine un conjunto de ecuaciones paramétricas para la
recta.

43. Larecta pasapor el punto (1, 2, 3) y es perpendicular al plano xz.

44. Larecta pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralela a la recta dada
porx =y =z

45. Lainterseccion de los planos 3x—3y—7z=-4yx—y+ 2z =3.

46. La recta pasa por el punto (0, 1, 4) y es perpendicular a u =
2,5, )yv=1(3,14).

Encontrar una ecuacion de un plano En los ejercicios
47-50, encuentre una ecuaciéon del plano.

47. El plano pasa por (=3, 4, 2), (-3,4, 1) y (1, 1, -2).
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48. El plano pasa por el punto (-2, 3, 1) y es perpendicular an =
3i—j+k
49. El plano contiene las rectas dadas por
x—1 x+ 1

=y =7+ =y—1=7—2.
—, TYyTitly o=y 1l=2-2

50. El plano pasa por los puntos (5, 1, 3) y (2, -2, 1), y es perpen-
dicular al plano 2x + y—z = 4.

51. Distancia Encuentre la distancia del punto (1, 0, 2) al plano
2x—3y + 6z = 6.

52. Distancia Encuentre la distancia del punto (3, -2, 4) al pla-
no 2x— 5y + z = 10.

53. Distancia Encuentre la distancia de los planos 5x — 3y + z
=2y5x—-3y+z=-3.

54. Distancia Encuentre la distancia del punto (-5, 1, 3) a la
rectadadaporx=1+1y=3-2tyz=5-1

Trazar una superficie en el espacio En los ejercicios 55-64,
describa y dibuje la superficie.

55. x+2y +32=6 56. y = z*

57.y =1 58. y =cosz
x2 y2

8. ctgta@=1 60. 16x2 + 16y2 — 922 =0
22 x2 oy 2

61. — — -+ 72=—1 62—+ — =1
6 9 ° 25 4 100

63. x2+z72=4 64. y2 + 72 =16

65. Superficie de revolucion Encuentre una ecuacion
para la superficie de revolucién generada al girar la curva
72 = 2y en el plano yz en torno del eje y.

66. Superficie de revolucion Encuentre una ecuacién para la
superficie de revolucién generada al girar la curva 2x + 3z = 1
en el plano xz en torno del eje x.
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Unidad 1  Vectores en el espacio

Solucion de problemas

Demostracion Utilizando vectores, demuestre la ley de
los senos: si a, by ¢ son los tres lados del tridngulo de la figu-
ra, entonces

_ sen B _ sen C
ol el -

Usar una ecuacion Considere la funcion

fx) = fx\/t“ + 14t

PP (a) Use una herramienta de graficacién para representar la

funcién en el intervalo 2 < x < 2.

(b) Encuentre un vector unitario paralelo a la grafica de fen el
punto (0, 0).

(c) Encuentre un vector unitario perpendicular a la grifica de
fen el punto (0, 0).

(d) Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta tangen-
te a la gréfica de fen el punto (0, 0).

Demostracion Utilizando vectores, demuestre que los
segmentos de recta que unen los puntos medios de los lados de
un paralelogramo forman un paralelogramo (vea la figura).

Demostracion Utilizando vectores, demuestre que las dia-
gonales de un rombo son perpendiculares (vea la figura).

Distancia

(a) Encuentre la distancia mds corta entre el punto Q(2, 0, 0)
y la recta determinada por los puntos P,(0, 0, 1) y P,(0,
1,2).

(b) Encuentre la distancia mas corta entre el punto Q(2,0,0) y
el segmento de recta que une los puntos P,(0, 0, 1) y P,(0,
1,2).

PP 10.

11.

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones

trabajadas de los ejercicios con numeracion impar.

Vectores ortogonales Sea P, un punto en el plano con
vector normal n. Describa el conjunto de puntos P en el plano
para los que (n + PR) es el ortogonal a(n — PR).

Volumen

(a) Encuentre el volumen del sélido limitado abajo por el pa-
raboloide z = x> 4 ¥, y arriba por el plano z = 1.
Encuentre el volumen del sélido limitado abajo por el pa-
raboloide eliptico

(b)

y arriba por el plano z = k, donde k > 0.
()

Demuestre que el volumen del sélido del inciso (b) es
igual a la mitad del producto del drea de la base por la

altura (vea la figura).

Volumen

(a) Use el método de los discos para encontrar el volumen de
la esfera x2 + y2 + 22 = /2.

2 2
(b) Encuentre el volumen del elipsoide ol 2

+

x 2 _
a? b? 2

+=5=1
c

Demostracion Demuestre la propiedad siguiente del pro-
ducto vectorial.

(uxv)xwxz)=uuxv-zw— (uxv-wz

Usar ecuaciones paramétricas Considere la recta dada
por las ecuaciones paramétricas

x=—t+3, y=%t+1, z=2t—1
y el punto para (4, 3, s5) para todo nimero real s.

(a) Dé€ la distancia entre el punto y la recta como una funcién
de s.

(b) Use una herramienta de graficacién para representar la
funcién del inciso (a). Use la grafica para encontrar un
valor de s tal que la distancia entre el punto y la recta sea
minima.

(c) Use el zoom de una herramienta de graficacion para am-
plificar varias veces la grafica del inciso (b). ;Parece que
la gréfica tenga asintotas oblicuas? Explique. Si parece

tener asintotas oblicuas, encuéntrelas.

Espiro Una pelota que pesa 1 libra y estd sujetada por una
cuerda a un poste, es lanzada en direccién opuesta al poste



Figura para 13

H’ 12.

13.

14.

por una fuerza horizontal u que hace que la cuerda forme un
angulo de 6 grados con el poste (vea la figura).

(a) Determine la tensién resultante en la cuerda y la magnitud
de u cuando 6 = 30°.

(b) Dé€ la tensién T de la cuerda y la magnitud de u como
funciones de 6. Determine los dominios de las funciones.

(c) Use una herramienta de graficacion para completar la tabla.

0 0° | 10° | 20° | 30° | 40° | 50° | 60°

T

u

(d) Use una herramienta de graficacién para representar las
dos funciones para 0° < 6 < 60°.

(e) Compare T'y |[u|| a medida que 6 se aumenta.

(f) Encuentre (siesposible) 1im T y lim |lu].;Sonlos
0—/2" 0—/2"

resultados que esperaba? Explique.

o &

Figura para 14

Remolcar Una barcaza cargada es jalada por dos lanchas
remolcadoras, y la magnitud de la resultante es de 6000 libras
dirigidas a lo largo del eje de la barcaza (vea la figura). Cada
cuerda del remolque forma un dngulo de 6 grados con el eje de
la barcaza.

(a) Determine la tension de las cuerdas del remolque si 6 = 20°.

(b) Dé€ la tension T en cada cuerda como una funcién de 6.
Determine el dominio de la funcién.

(c) Use una herramienta de graficacion para completar la tabla.

6 | 10° | 20° | 30° | 40° | 50° | 60°

T

(d) Use una herramienta de graficacion para representar la
funcién de tensién.

(e) Explique por qué la tensién aumenta a medida que 6 aumenta.
Demostracion Considere los vectores u = {cos a, sen «, 0)
y v = (cos 3, sen B, 0), donde « > B. Halle el producto vecto-

rial de los vectores y use el resultado para demostrar la iden-
tidad

sen(a — B) = sen a cos B — cos a sen B.

Sistema longitud-latitud Los Angeles se localiza a
34.05° de latitud norte y 118.24° de longitud oeste, y Rio de

15.

16.

17

18.

Solucion de problemas 61

Janeiro, Brasil, se localiza a 22.90° de latitud sur y 43.23°
de longitud oeste (vea la figura). Suponga que la Tierra es
esférica y tiene un radio de 4000 millas.

Meridiano
cero

Los Angeles

Ecuador

Rio de Janeiro

(a) Encuentre las coordenadas esféricas para la ubicacion de
cada ciudad.

(b) Encuentre las coordenadas rectangulares para la ubicacion
de cada ciudad.

(c) Encuentre el angulo (en radianes) entre los vectores del
centro de la Tierra a cada ciudad.

(d) Encuentre la distancia s del circulo maximo entre las ciu-
dades. (Sugerencia: s = rf.)

(e) Repita los incisos (a) a (d) con las ciudades de Boston,
localizada a 42.36° latitud norte y 71.06° longitud oeste,
y Honoluld, localizada a 21.31° latitud norte y 157.86°
longitud oeste.

Distancia entre un punto y un plano Considere el pla-
no que pasa por los puntos P, R y S. Demuestre que la distan-
cia de un punto Q a este plano es

[u- (v x w)

Distancia =
(|

dondeu = PR,v = PSy w = PQ.

Distancia entre planos paralelos Demuestre que la dis-
tancia entre los planos paralelos

ax +by+tcz+d, =0y ax+by+cz+d,=0

es

. . d, —d
Distancia = 7|2 L= 4 .
Ja? + br+ 2

Interseccion de planos Demuestre que la curva de in-
terseccion del plano z = 2y, y el cilindro x*> + y*> = 1 es una
elipse.

Algebra vectorial Lea el articulo “Tooth Tables: Solu-
tion of a Dental Problem by Vector Algebra”, de Gary Hosler
Meisters, en Mathematics Magazine. (Para ver este articulo,
vaya a MathArticles.com.) Después escriba un parrafo que ex-
plique cémo se pueden usar los vectores y el dlgebra vectorial
en la construccién de incrustaciones dentales.
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Unidad 2

Curvas planas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

2.1 Curvas planas y ecuaciones paramétricas

. COMENTARIO  Algunas

veces es importante distinguir
entre una grafica (conjunto

de puntos) y una curva (los
puntos junto con las ecuaciones
paramétricas que los definen).
Cuando sea importante hacer
esta distincidn, se harda de ma-
nera explicita. Cuando no sea
importante se empleard C para
representar la grafica o la curva,
indistintamente.

I IR IR =

% Trazar la grafica de una curva dada por un conjunto de ecuaciones paramétricas.

% Eliminar el parametro en un conjunto de ecuaciones paramétricas.

& Hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas para representar una curva.

% Entender dos problemas clasicos del calculo: el problema de la tautocrona y el
problema de la braquistocrona.

Curvas planas y ecuaciones paramétricas

Hasta ahora se ha representado una grafica mediante una sola ecuacién con dos varia-
bles. En esta seccidn se estudiardn situaciones en las que se emplean tres variables para
representar una curva en el plano.

Considere la trayectoria que recorre un objeto Ecuacién rectangular:
lanzado al aire con un dngulo de 45°. Si la velo- %2
cidad inicial del objeto es 48 pies por segundo, el YRt
objeto recorre la trayectoria parabdlica dada por

(24+/2,24+/2-16)

2 18
x .
y=—--+tx Ecuacién rectangular 9
72
] ] ] ] ] ] ]
3 © O)T | L L L A N x
como se muestra en la figura 2.1. Sin embargo, o 9 18 27 36 45 54 63 T2
1=

esta ecuacién no proporciona toda la informacién.
Si bien dice donde se encuentra el objeto, no

dice cudndo se encuentra en un punto dado (x, y).
Para determinar este instante, se introduce una
tercera variable ¢, conocida como parametro. EX- Movimiento curvilineo: dos variables
presando x y y como funciones de 7, se obtienen  de posicién y una de tiempo.

las ecuaciones paramétricas Figura 2.1

24./2¢

Ecuaciones paramétricas:
x=24+/21
y=—1612+24+/21

X Ecuacion paramétrica para x

—167% + 24/21.

y Ecuacion paramétrica para y

A partir de este conjunto de ecuaciones se puede determinar que en el instante r = 0
el objeto se encuentra en el punto (0, 0). De manera semejante, en el instante r = 1 el
objeto estd en el punto

(242,242 - 16)

y asi sucesivamente. (Mds adelante, en la seccioén 3.3, se estudiard un método para de-
terminar este conjunto particular de ecuaciones paramétricas, las ecuaciones de movi-
miento.)

En este problema particular de movimiento, x y y son funciones continuas de #, y a
la trayectoria resultante se le conoce como curva plana.

Definicion de una curva plana

Si fy g son funciones continuas de ¢ en el intervalo /, entonces a las ecuaciones
x=f y y=g

se les llama ecuaciones paramétricas, y a ¢ se le llama el parametro. Al conjunto
de puntos (x, y) que se obtiene cuando ¢ varia sobre el intervalo / se le llama la gra-
fica de las ecuaciones paramétricas. A las ecuaciones paramétricas y a la gréfica,
juntas, es a lo que se llama una curva plana, que se denota por C.




Ecuaciones paramétricas:

x=41>—4y y:t.flSIS%

Figura 2.3

2.1 Curvas planas y ecuaciones paramétricas 65

Cuando se dibuja (a mano) una curva dada por un conjunto de ecuaciones paramé-
tricas, se trazan puntos en el plano xy. Cada conjunto de coordenadas (x, y) estd determi-
nado por un valor elegido para el parametro ¢. Al trazar los puntos resultantes de valores
crecientes de ¢, la curva se va trazando en una direccidn especifica. A esto se le llama la
orientacion de la curva.

| Trazar una curva

Trace la curva dada por las ecuaciones paramétricas
x=f()=t>—4

y=80) =7

donde -2 << 3.

Solucion Para valores de ¢ en el intervalo dado,
obtiene, a partir de las ecuaciones paramétricas,
los puntos (x, y) que se muestran en la tabla.

t -2 -1 0| 1|2
x| 0 | =3|—-4|-3]|0
vyl -1 -3 0| 3 |1

SISV, [98]

Ecuaciones paramétricas:

x=t>-4 y }‘:é,—2§1S3

Al trazar estos puntos en orden de valores crecien-
tes de ¢ y usando la continuidad de 'y de g obtiene
la curva C que se muestra en la figura 2.2. Debe
observar las flechas sobre la curva que indican su
orientacién conforme ¢ aumenta de —2 a 3.

Figura 2.2

De acuerdo con el criterio de la recta vertical, puede ver que la grafica mostrada
en la figura 2.2 no define y en funcién de x. Esto pone de manifiesto una ventaja de las
ecuaciones paramétricas: pueden emplearse para representar graficas mds generales que
las gréaficas de funciones.

A menudo ocurre que dos conjuntos distintos de ecuaciones paramétricas tienen la
misma grifica. Por ejemplo, el conjunto de ecuaciones paramétricas

x=4rr—4 y y=ri, —ISISE

tiene la misma grafica que el conjunto dado en el ejemplo 1 (vea la figura 2.3). Sin
embargo, al comparar los valores de ¢ en las figuras 2.2 y 2.3, se ve que la segunda
gréfica se traza con mayor rapidez (considerando ¢ como tiempo) que la primera gréafica.
Por tanto, en las aplicaciones pueden emplearse distintas ecuaciones paramétricas para
representar las diversas rapideces a las que los objetos recorren una trayectoria deter-
minada.

> La mayorfa de las herramientas de graficacion cuenta con un

modo paramétrico de graficacion. Se puede emplear uno de estos dispositivos para
confirmar las graficas que se muestran en las figuras 2.2 y 2.3. ;Representa la curva
dada por las ecuaciones paramétricas

x=42 -8t y y=1-1, —%

=r=2

la misma grafica que la mostrada en las figuras 2.2 y 2.3? ; Qué se observa respecto
de la orientacion de esta curva?
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-3+ t=-0.75

Ecuaciones paramétricas:

! ,,\':#,D—l

Vi+1 r+1

X =

lf\
I I I

|
[

|
—
—_
o

Ecuacién rectangular:

y=1 7xz,x>0

Figura 24

Eliminacion del parametro

Al hecho de encontrar la ecuacién rectangular que representa la grafica de un conjunto
de ecuaciones paramétricas se le llama eliminacion del parametro. Por ejemplo, el
pardmetro del conjunto de ecuaciones paramétricas del ejemplo 1 se puede eliminar
como sigue.

Ecuaciones Despejar f de una Sustituir en la Ecuacién

paramétricas de las ecuaciones. otra ecuacion. = rectangular
x=12—4 t =2y x=(2y)?—4 x=4y>—4
y=1/2

Una vez eliminado el parametro, se ve que la ecuacién x = 4y*> — 4 representa una para-
bola con un eje horizontal y vértice en (-4, 0), como se ilustra en la figura 2.2.

El rango de x y y implicado por las ecuaciones paramétricas puede alterarse al pasar
a la forma rectangular. En esos casos el dominio de la ecuacion rectangular debe ajus-
tarse de manera que su grafica coincida con la grafica de las ecuaciones paramétricas.
En el ejemplo siguiente se muestra esta situacion.

| Ajustar el dominio

Dibuje la curva representada por las ecuaciones

X tr>—1

. 1 ot
N R e
eliminando el pardmetro y ajustando el dominio de la ecuacién rectangular resultante.

Solucion Para empezar despeje ¢ de una de las ecuaciones paramétricas. Por ejemplo,
puede despejar ¢ de la primera ecuacion.

1
X = —F—— Ecuacion paramétrica para x
t+1
) 1
Xt = —" Eleve al cuadrado cada lado.
t+1
1
tH1l==
x2
1
r=—-1
x2
— .X'2 A
1 =—> Despeje t.
X

Sustituyendo ahora en la ecuacion paramétrica para y, obtiene

t

= Ecuacién paramétrica para y
y 41 P para)
4= >3/ Sustituya (1 x2)/22
= Sustituya — X°)/x* para t.
YT =)0+ 1 y ’
y=1-— x2. Simplifique.

La ecuacion rectangular, y = 1 —x?, esté definida para todos los valores de x. Sin embar-
g0, en la ecuacién paramétrica para x se ve que la curva solo estd definida para 7 > —1.
Esto implica que el dominio de x debe restringirse a valores positivos, como se ilustra
en la figura 2.4. u



Ecuaciones paramétricas:
x=3cosf, y=4sen6

Ecuacion rectangular:
2 2

LY

9 16

Figura 2.5

>

Emplee
una herramienta de graficacion
en modo paramétrico
para elaborar las graficas de
varias elipses.
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En un conjunto de ecuaciones paramétricas, el pardmetro no necesariamente repre-
senta el tiempo. El siguiente ejemplo emplea un dngulo como parametro.

Emplear trigonometria para eliminar
un parametro

ceen > Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Dibuje la curva representada por

x=3cosf y y=4senf, 0=<6=<27m
al eliminar el pardmetro y hallar la ecuacion rectangular correspondiente.

Soluciéon Para empezar despeje cos 0 y sen 6 de las ecuaciones dadas.

X
cos 0 = 5 Despeje cos 6.
y
=2 .
sen 0 = 4 Despeje sen 6.

A continuacién, haga uso de la identidad
sen?6 + cos?0 =1

para formar una ecuacién en la que solo aparezcan x y y.

cos? 0 + sen?0 =1 Identidad trigonométrica
-\ 2 2
X y
- +{5] =1 Sustituya.
<%> (4) ’
x + Y 1 Ecuaci6 1
—+ == cuacion rectangular
9 16 :

En esta ecuacién rectangular puede verse que la gréfica es una elipse centrada en (0, 0),
con vértices en (0, 4) y (0, —4) y eje menor de longitud 2b = 6, como se muestra en la
figura 2.5. Observe que la elipse estd trazada en sentido contrario al de las manecillas
del reloj, ya que 6 vade 0 a 2. u

El empleo de la técnica presentada en el ejemplo 3 permite concluir que la grifica
de las ecuaciones paramétricas

x=h+acosf y y=k+bsenf, 0=<6=<2w

es una elipse (trazada en sentido contrario al de las manecillas del reloj) dada por

G- P, - K
a? b?

1.

La gréfica de las ecuaciones paramétricas
x=h+asenf y y=k+bcosh, 0=<86<=<22w

también es una elipse (trazada en sentido de las manecillas del reloj) dada por

G- (-0
a? b?

1.

En los ejemplos 2 y 3 es importante notar que la eliminacién del pardmetro es prin-
cipalmente una ayuda para trazar la curva. Si las ecuaciones paramétricas representan
la trayectoria de un objeto en movimiento, la gréifica sola no es suficiente para describir
el movimiento del objeto. Se necesitan las ecuaciones paramétricas que informan sobre
la posicion, direccion y rapidez en un instante determinado.
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<

Ecuacién rectangular: y = 1 — x?

Ecuaciones paramétricas:

Figura 2.6

PARA INFORMACION ADICIONAL
Para informacién adicional acerca de
otros métodos para encontrar ecua-
ciones paramétricas, vea el articulo
“Finding Rational Parametric Curves of
Relative Degree One or Two”, de Dave
Boyles, en The College Mathematics
Journal. Para ver este articulo, vaya a
MathArticles.com.

>

Hallar ecuaciones parameétricas

Los primeros tres ejemplos de esta seccidn ilustran técnicas para dibujar la grafica que
representa un conjunto de ecuaciones paramétricas. Ahora se investigara el problema in-
verso. ; Cémo determinar un conjunto de ecuaciones paramétricas para una grafica o una
descripcidn fisica dada? Por el ejemplo 1 ya se sabe que tal representacion no es tnica.
Esto se demuestra mds ampliamente en el ejemplo siguiente, en el que se encuentran dos
representaciones paramétricas diferentes para una grafica dada.

Hallar las ecuaciones paramétricas

Halle un conjunto de ecuaciones paramétricas para representar la graficade y = 1 —x2,
usando cada uno de los pardmetros siguientes.

d
a.r=x b. La pendiente m = c% en el punto (x, y)

Solucidén

a. Haciendo x = ¢ obtiene las ecuaciones paramétricas
x=ty y=1—-x>=1-17.

b. Para expresar x y y en términos del pardmetro m, puede proceder como sigue.

_dy

" dx
m= —2x Derive y = 1 — x2%.
X = —5 Despeje x.

Con esto obtiene una ecuacién paramétrica para x. Para obtener una ecuacion para-
métrica para y, en la ecuacién original sustituya x por —m/2.

y=1-— x? Escriba la ecuacion rectangular original.
m\2 )
y=1-— *5 Sustituya x por —m/2.
m2
y=1-— I Simplifique.

Por tanto, las ecuaciones paramétricas son

m ! m?
xX=—"7= =1—-—.
2 VY 4

En la figura 2.6 observe que la orientacién de la curva resultante es de derecha a
izquierda, determinada por la direccién de los valores crecientes de la pendiente m.
En el inciso (a), la curva tenia la orientacién opuesta.

Para usar de manera eficiente una herramienta de graficacién es
importante desarrollar la destreza de representar una grafica mediante un conjunto de
ecuaciones paramétricas. La razén es que muchas herramientas de graficacion solo tie-
nen tres modos de graficacion: (1) funciones, (2) ecuaciones paramétricas y (3) ecua-
ciones polares. La mayor parte de las herramientas de graficacion no estdn programadas
para elaborar la grifica de una ecuacidon general. Suponga, por ejemplo, que se quiere
elaborar la grafica de la hipérbola x> — y> = 1. Para hacer la gréfica de la hipérbola en el
modo funcidn, se necesitan dos ecuaciones:

y=Vx*—-1y y=—-Jx>—-1.

En el modo paramétrico, la grafica puede representarse mediante x = sec ty y = tan t.



CICLOIDES

Galileo fue el primero en llamar

la atencién hacia la cicloide,
recomendando que se empleara en
los arcos de los puentes. En cierta
ocasion, Pascal pas6 ocho dias
tratando de resolver muchos de los
problemas de las cicloides, problemas
como encontrar el area bajo un

arco y el volumen del sélido de
revoluciéon generado al hacer girar

la curva sobre una recta. La cicloide
tiene tantas propiedades interesantes
y ha generado tantas disputas entre
los matemdticos que se le ha llamado
“la Helena de la geometria” y “la
manzana de la discordia”.

% PARA INFORMACION ADICIONAL

Para mas informacion acerca de las

cicloides, consulte el articulo “The
Geometry of Rolling Curves”, de John
Bloom y Lee Whitt, en The American
Mathematical Monthly. Para ver este
articulo, vaya a MathArticles.com.

2.1 Curvas planas y ecuaciones paramétricas 69

Ecuaciones paramétricas de una cicloide

Determine la curva descrita por un punto P en la circunferencia de un circulo de radio
a que rueda a lo largo de una recta en el plano. A estas curvas se les llama cicloides.

Solucion Sea 6 el pardmetro que mide la rotacién del circulo y suponga que al inicio
el punto P = (x, y) se encuentra en el origen. Cuando 6 = 0, P se encuentra en el origen.
Cuando 6 = r, P estd en un punto maximo (7a, 2a). Cuando 6 = 2, P vuelve al eje x

en (2ma, 0). En la figura 2.7 ve que ZAPC = 180° — 6. Por tanto.
A BD
sen = sen(180° — 6) = sen(LAPC) = 7C =

cos 6 = —cos(180° — ) = —cos(LAPC) = %

lo cual implica que AP = —a cos 'y BD = a sen 6. o
Como el circulo rueda a lo largo del eje x, sabe que OD = PD = af. Ademais,
como BA = DC = a, se tiene

x=0D — BD =af —asenf
y=BA+ AP =a — acos 0.
Por tanto, las ecuaciones paramétricas son

x=al@—sen ) y y=a(l —cosb).

Cicloide:
x=a(0d —senbH)
y y=a(l —cos 0)
P :{" Y (na,2q) (3ra, 24)

Figura 2.7 n

Algunas herramientas de graficacién permiten simular el movi-
miento de un objeto que se mueve en el plano o en el espacio. Se recomienda usar
una de estas herramientas para trazar la trayectoria de la cicloide que se muestra en la
figura 2.7.

La cicloide de la figura 2.7 tiene esquinas agudas en los valores x = 2nwma.
Observe que las derivadas x'(6) y y’(0) son ambas cero en los puntos en los que 6 = 2nr.

x(0) = a(f — sen ) y(0) = a(l — cos )
x(0) =a —acos 6 y(0) = asend
x'2nm) =0 y'Q2nm) =0

Entre estos puntos, se dice que la cicloide es suave.

Definicion de una curva suave

Una curva C representada por x = f(f) y y = g(¢) en un intervalo [ se dice que es
suave si /' y g’ son continuas en / y no son simultineamente 0, excepto posible-
mente en los puntos terminales de /. La curva C se dice que es suave en partes si
es suave en todo subintervalo de alguna particién de 1.




70 Unidad 2

C

El tiempo que requiere un péndulo para
realizar una oscilacion completa si
parte del punto C es aproximadamente
el mismo que si parte del punto A.
Figura 2.8

JAMES BERNOULLI
(1654-1705)

James Bernoulli, también llamado
Jacques, era el hermano mayor de
John. Fue uno de los matematicos
consumados de la familia suiza
Bernoulli. Los logros matematicos
de James le han dado un lugar
prominente en el desarrollo inicial
del célculo.

Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas acerca de esta
biografia.

Curvas planas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Los problemas de la tautocrona y de la braquistocrona

El tipo de curva descrito en el ejemplo 5 estd relacionado con uno de los mas famosos
pares de problemas de la historia del calculo. El primer problema (Illamado el problema
de la tautocrona) empezdé con el descubrimiento de Galileo de que el tiempo requerido
para una oscilaciéon completa de un péndulo dado es aproximadamente el mismo ya
sea que efectie un movimiento largo a alta velocidad o un movimiento corto a menor
velocidad (vea la figura 2.8). Mas tarde, Galileo (1564-1642) comprendi6 que podia em-
plear este principio para construir un reloj. Sin embargo, no logré llegar a la mecéanica
necesaria para construirlo. Christian Huygens (1629-1695) fue el primero en disefiar y
construir un modelo que funcionara. En su trabajo con los péndulos, Huygens obser-
v6 que un péndulo no realiza oscilaciones de longitudes diferentes en exactamente el
mismo tiempo. (Esto no afecta al reloj de péndulo, porque la longitud del arco circular
se mantiene constante, dando al péndulo un ligero impulso cada vez que pasa por su
punto mas bajo.) Pero al estudiar el problema, Huygens descubrié que una pelotita que
rueda hacia atrds y hacia adelante en una cicloide invertida completa cada ciclo en exac-
tamente el mismo tiempo.

El segundo problema, que fue planteado por John Bernoulli en 1696, es el llamado
problema de la braquistocrona (en griego brachys significa corto y cronos, tiempo).
El problema consistia en determinar la trayectoria descendente por la que una particula
se desliza del punto A al punto B en el menor tiempo. Varios matematicos se abocaron
al problema, y un afio después el problema fue resuelto por Newton, Leibniz, L’Hopital,
John Bernoulli y James Bernoulli. Como se encontrd, la solucién no es una rectade A a B,
sino una cicloide invertida que pasa por los puntos A y B, como se muestra en la figura 2.9.

Una cicloide invertida es la trayectoria
descendente que una pelotita rodard
en el tiempo mds corto.

Figura 2.9

Lo sorprendente de la solucién es que una particula que parte del reposo en cual-
quier otro punto C, entre A y B, de la cicloide tarda exactamente el mismo tiempo en
llegar a B, como se muestra en la figura 2.10.

B

Una pelotita que parte del punto C tarda el
mismo tiempo en llegar al punto B que una
que parte del punto A.

Figura 2.10

% PARA INFORMACION ADICIONAL Para ver una demostracién del famoso problema
de la braquistocrona, consulte el articulo “A New Minimization Proof for the Brachis-
tochrone”, de Gaiy Lawlor, en The American Mathematical Monthly. Para ver este
articulo, vaya a MathArticles.com.

INTERFOTO/Alamy
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Ejercicios

2.1 Curvas planas y ecuaciones paramétricas 71

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

Uso de ecuaciones paramétricas En los ejercicios 1-18,
trace la curva que representa las ecuaciones paramétri-
cas (indique la orientacién de la curva) y, eliminando el
parametro, dé la ecuacion rectangular correspondiente.

1.x=2r—3, y=3t+1 2.x=5-4t, y=2+5¢

J.x=t+1, y=1¢ 4. x=2t?, y=1t*+1

t2

T2

T.x=Jt, y=t—35 8.x=¥1, y=8—1
t

t—3

5.x=¢0,y 6. x=12+1t, y=1>—1

9. x=r—-3, y=

10.x=1+%, y=t—1

1. x=2t, y=|t—2|

Rox=|t—1], y=1+2

13.x=¢', y=e'+1

4. x=e¢7, y=e"—-1

15. x =sech, y=cos, 0<6<m/2, w/2<O0=<m
16. x = tan?0, y = sec?6

17. x =8cos H, y = 8senf

18. x =3cosf, y=Tsen6

H’ Uso de ecuaciones paramétricas En los ejercicios 19-

30, use una herramienta de graficaciéon para trazar la
curva que representa las ecuaciones paramétricas (indi-
que la orientacion de la curva). Elimine el parametro y
dé la ecuacion rectangular correspondiente.

19. x = 6sen26 20. x = cos 6
y =4cos 260 =2sen26
2. x =4+ 2cos 0 22. x=—2 + 3cos 0
y=—1+sen6 y=—-5+3sen6
23. x = —3 +4cos 0 24. x = sec 0
y=2+5senf y = tan 6
25. x = 4sech 26. x = cos3 6
y=3tan 6 y = sen’ @
27.x=17, y=3Int 28. x=1In2t, y=1>
29. x=e¢ ', y=¢& 30. x =¢%, y=¢

Comparacion de curvas planas En los ejercicios 31-34,
determine toda diferencia entre las curvas de las ecuaciones
paramétricas. ;Son iguales las grificas? ;Son iguales las orien-
taciones? ;Son suaves las curvas? Explique.

31. (a) x =1t (b) x = cos 0
y=2t+1 y=2cosf+1
() x=¢"" (d) x=¢
y=2e "+ 1 y=2"+1

32. (a) x =2cos 0 (b) x = V42 — 1/]1|

y = 2senf y =1/t
© x= 1 ) x=—V4—e
y=J4—1 y=eée
33. (a) x = cos 0 (b) x = cos(—6)
y = 2sen? y = 2sen?(—0)
O<O<m O0<O<m
M. @x=t+1,y=r b x=—1t+1,y=(—1)

PP 35. Conjetura

(a) Use una herramienta de graficacion para trazar las curvas
representadas por los dos conjuntos de ecuaciones para-

métricas.
x =4cost x =4 cos(—1)
y = 3sent y = 3 sen(—1)

(b) Describa el cambio en la grafica si se cambia el signo del
pardametro.

(c) Formule una conjetura respecto al cambio en la gréfica
de las ecuaciones paramétricas cuando se cambia el signo
del pardmetro.

(d) Pruebe la conjetura con otro conjunto de ecuaciones pa-
ramétricas.

36. Redaccion Revise los ejercicios 31-34 y escriba un pdrrafo
breve que describa como las graficas de curvas representadas
por diferentes conjuntos de ecuaciones paramétricas pueden
diferir aun cuando la eliminacién del pardmetro dé la misma
ecuacién rectangular.

Eliminacion de un parametro En los ejercicios 37-40, eli-
mine el parametro y obtenga la forma estandar o canénica de
la ecuacién rectangular.

37. Larecta pasa por (x;,y,) y (x5, ¥,):
x=x +10,—x), y=y +1(y,—y)
38. Circunferencia:x = h + rcos 6, y =k + rsenf
39. Elipse: x = h + acos 0, y=k+ bsenf
40. Hipérbola: x =h +asecf, y =k + btan 6

Escribir un conjunto de ecuaciones paramétricas En los
ejercicios 41-48, emplee los resultados de los ejercicios 37-40
para hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas para la
recta o para la cénica.

41. Recta: pasa por (0, 0) y (4, —7)

42. Recta: pasapor (1,4)y (5, -2)

43. Circulo: centro: (3, 1); radio: 2

44. Circulo: centro: (-6, 2); radio: 4

45. Elipse: vértices (x10, 0); focos: (8, 0)

46. Elipse: vértices: (4, 7), (4, —3); focos: (4, 5), (4,-1)
47. Hipérbola: vértice: (+4, 0); focos: (£5, 0)

48. Hipérbola: vértices: (0, =1); focos: (0, +2)
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Hallar ecuaciones paramétricas En los ejercicios 49-52,
halle dos conjuntos diferentes de ecuaciones paramétricas para
la ecuacion rectangular.

49. y=6x—5
51. y = &3

50. y=4/(x— 1)
52. y =x?
Hallar ecuaciones paramétricas En los ejercicios 53-56,

encuentre un conjunto de ecuaciones paramétricas para la
ecuacion rectangular que satisface la condicion dada.

53. y=2x—5,t=0enel punto (3, 1)

54. y=4x+ 1,t = —1enel punto (=2, —7)

55. y = x%,t = 4 enel punto (4, 16)

56. y =4 — x>,t = 1 enel punto (1,3)

H’ Graficar una curva plana En los ejercicios 57-64, emplee
una herramienta de graficacién para representar la curva des-
crita por las ecuaciones paramétricas. Indique la direccion de

la curva e identifique todos los puntos en los que la curva no
sea suave.

57. Cicloide: x = 2(0 — sen ), y = 2(1 — cos 0)

58. Cicloide:x = 0 +sen 6, y =1 —cos 6

59. Cicloide alargada: x = 6 — %sen 0, y=1- %cos 0
260 —4sen 0, y=2—4cosf

60. Cicloide alargada: x
61. Hipocicloide: x = 3 cos*f, y = 3sen’0

62. Cicloide corta: x =260 —sen 6, y=2 —cos#f
63. Brujade Agnesi: x =2cotf, y=2sen’0

64. Folio de Descartes:  x = 3t/(1 + £), y=32/(1 +7)

DESARROLLO DE CONCEPTOS

65. Curva plana Enuncie la definicién de una curva dada
por ecuaciones paramétricas.

66. Curva plana Explique el proceso del trazado de una
curva plana dada por ecuaciones paramétricas. ;Qué se
entiende por orientacion de la curva?

67. Curva suave Establezca la definicion de una curva
suave.

%. ;COMO LO VE? ;Qué conjunto de ecuaciones pa-
ramétricas corresponde con la grafica que se muestra
en seguida? Explique el razonamiento.

(a) x =1t (b) x =£2

y=t2 y=t

Curvas planas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Correspondencia En los ejercicios 69-72, asocie cada con-
junto de ecuaciones paramétricas con su grafica correspon-
diente. [Las graficas estan etiquetadas (a), (b), (c), (d).] Expli-
que su razonamiento.

(a) Y (b) Y
4
-4
(© " (d) "

69. Curva de Lissajous:x = 4cos 0§, y = 2sen260

70. Evoluta de una elipse:x = cos> 6, y = 2sen> 0

71. Involuta de un circulo: x =cos 6 + 6senf,y = senf — 60 cos 6

72. Curva serpentina: x = cot 6, y = 4 sen 6 cos 0

73. Cicloide corta Un disco de radio a rueda a lo largo de
una recta sin deslizar. La curva trazada por un punto P que
se encuentra a b unidades del centro (b < a) se denomina ci-

cloide corta o acortada (vea la figura). Use el dngulo 6 para
hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas para esta curva.

Figura para 73

Figura para 74

74. Epicicloide Un circulo de radio 1 rueda sobre otro circulo
de radio 2. La curva trazada por un punto sobre la circunfe-
rencia del circulo mds pequefio se llama epicicloide (vea la
figura). Use el dngulo 6 para hallar un conjunto de ecuaciones
paramétricas de esta curva.

;Verdadero o falso? En los ejercicios 75-77, determine si la
afirmacion es verdadera o falsa. En caso de que sea falsa, expli-
que por qué o dé un ejemplo que muestre que es falsa.

75. La gréfica de las ecuaciones paramétricas x = 2y y = > es la

rectay = x.
76. Siy es funcion de ¢ y x es funcion de ¢, entonces y es funcion
de x.

77. La curva representada por las ecuaciones paramétricas x = ¢
y y = cos t se puede escribir como una ecuacién de la forma

y =f(.



78. Traslacion de una curva plana Considere las ecuaciones
paramétricas x = 8 costyy = 8 sen .

(a) Describa la curva representada por las ecuaciones para-
métricas.

(b) (Cémo se representa la curva por las ecuaciones
paramétricas x = 8 cosr + 3y y = 8sent + 6 compara-
da con la curva descrita en el inciso (a)?

(c) (Coémo cambia la curva original cuando el coseno y el
seno se intercambian?

Movimiento de un proyectil En los ejercicios 79 y 80,
considere un proyectil que se lanza a una altura de / pies sobre
el suelo y a un angulo 0 con la horizontal. Si la velocidad ini-
cial es v, pies por segundo, la trayectoria del proyectil queda
descrita por las ecuaciones paramétricas x = (v, cos )t y
y =h + (vysen 0)t — 16¢%

HU 79. La cerca que delimita el jardin central en un parque de béisbol
tiene una altura de 10 pies y se encuentra a 400 pies del plato
de home. La pelota es golpeada por el bate a una altura de
3 pies sobre el suelo. La pelota se aleja del bate con un dngulo
de 6 grados con la horizontal a una velocidad de 100 millas por
hora (vea la figura).

FY Yy Y

S 400 pies

QLV

(a) D€ un conjunto de ecuaciones paramétricas para la tra-
yectoria de la pelota.

(b) Use una herramienta de graficacion para representar la
trayectoria de la pelota si § = 15°. (Es el golpe un home
run?

(c) Use una herramienta de graficacion para representar la
trayectoria de la pelota si 0 = 23°. ;Es el golpe un home
run?

(d) Halle el angulo minimo al cual la pelota debe alejarse del
bate si se quiere que el golpe sea un home run.

HU 80. Una ecuacion rectangular para la trayectoria de un proyectil es
y =35+ x—0.005x%

(a) Elimine el pardmetro ¢ de la funcién de posicién del mo-
vimiento de un proyectil para demostrar que la ecuacién
rectangular es

x2 4+ (tan O)x + h.

_ 16sec?6
-

Vo

(b) Use el resultado del inciso (a) para hallar &, v, y 6. Halle
las ecuaciones paramétricas de la trayectoria.

(c) Use una herramienta de graficacion para trazar la gréfica
de la ecuacion rectangular de la trayectoria del proyectil.
Confirme la respuesta dada en el inciso (b) y dibuje la
curva representada por las ecuaciones paramétricas.

(d) Use una herramienta de graficacién para aproximar la al-
tura maxima del proyectil y su rango.
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Cicloides

En griego, la palabra cicloide significa rueda, la palabra hipocicloi-
de significa bajo la rueda, y la palabra epicicloide significa sobre
la rueda. Asocie la hipocicloide o epicicloide con su grafica. [Las
graficas estan marcadas (a), (b), (c), (d), (e) y (f).]

Hipocicloide, H(A, B)

Trayectoria descrita por un punto fijo en un circulo de radio B que
rueda a lo largo de la cara interior de un circulo de radio A.

A—B
x=(AfB)cost+Bcos( 2 )t

y=(A—B)sent—Bsen(A;B)z

Epicicloide, E(A, B)

Trayectoria descrita por un punto fijo en un circulo de radio B que
rueda a lo largo de la cara exterior de un circulo de radio A.

)
B)t

A+
y:(A-i-B)sent—Bsen(

+
x = (A-i-B)cost—Bcos(A

I. H(8,3) II. £(8,3) II. H(8,7)
IV. E(24,3) V. H(24,7) VI. E(24,7)
(@) Y (b)

(© Y ) y

Ejercicios basados en “Mathematical Discovery via Computer
Graphics: Hypocycloids and Epicycloids”, de Florence S. Gordon
y Sheldon P. Gordon, College Mathematics Journal, noviembre de
1984, p. 441. Uso autorizado por los autores.
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30 +

x=24+/2¢
y=—1612 + 24+/2¢

20 +

\45"
} I I X
10 20 30

En el momento #, el dngulo de elevacion
del proyectil es 0.

Figura 2.11

(f(t+ A1), g(t + Ap)

LAy
0. 50 :
~

La pendiente de la recta secante
que pasa por los puntos (f(), g(1))
y (it + A1), (gt + Ap) es Ay/Ax.
Figura 2.12

% Hallar la pendiente de una recta tangente a una curva dada por un conjunto de
ecuaciones parameétricas.

% Hallar la longitud de arco de una curva dada por un conjunto de ecuaciones
paramétricas.

% Hallar el area de una superficie de revolucién (forma paramétrica).

Pendiente y rectas tangentes

Ahora que ya sabe representar una grafica en el plano mediante un conjunto de ecuacio-
nes paramétricas, lo natural es preguntarse cémo emplear el cdlculo para estudiar estas
curvas planas. Considere el proyectil representado por las ecuaciones paramétricas

x =242t y y=—1612+ 2421

como se ilustra en la figura 2.11. De lo visto en la seccién 2.1, sabe que estas ecuaciones
permiten localizar la posicién del proyectil en un instante dado. También sabe que el obje-
to es proyectado inicialmente con un dngulo de 45°, o una pendiente de m = tan 45° = 1.
Pero, ;como puede encontrar el angulo 6 que representa la direccion del objeto en algin
otro instante #? El teorema siguiente responde a esta pregunta proporcionando una for-
mula para la pendiente de la recta tangente en funcién de z.

TEOREMA 2.1 Forma paramétrica de la derivada

Si una curva suave C estd dada por las ecuaciones
x=f0 y y=g@

entonces la pendiente de C en (x, y) es

dy _dy/dt dx

dx dx/dt dt # 0.

Demostracion En la figura 2.12, considérese Ar > 0 y sea
Ay =gt + A —g(r) y Ax=f@+ A1) — f(2).

Como Ax — 0 entonces Az — 0, se puede escribir

dy _ i B

dx  Ax—0 Ax

— i U AD — g()
= lim .
a0 f(t + Ar) — £(1)
Dividiendo tanto el numerador como el denominador entre At, se puede emplear la de-
rivabilidad de f'y g para concluir que

dy _ o Lelt+ A1) — g(0)]/As
dx  a=o[f(t + A — f(1)]/At

lfm gt + Ar) — g()
At—0 At

g L Atz — /(0

At—0 A

_ 8@
112

_ dy/dt

" dx/dt

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de esta demostracion de Bruce Edwards. ™|




Exploracion

La curva del ejemplo 1 es
una circunferencia. Emplee la
férmula

% = —tant
para hallar su pendiente en los
puntos (1, 0) y (0, 1).

2.3)
t

I~

I

N ——

En (2, 3), donde r = 4, la grifica es
concava hacia arriba.
Figura 2.13
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| Derivacion y forma paramétrica

Halle dy/dx para la curva dada por x = senty y = cos f.

Solucion
dy _ dy/dt
dx  dx/dt
—sent
B cos t
= —tant

Como dy/dx es funcién de ¢ puede emplear el teorema 2.1 repetidamente para hallar
las derivadas de orden superior. Por ejemplo,

dx

dx/dt

Segunda derivada
dx*  dx

il ]
dy d[d] d | dx

d
— Tercera derivada
d®  dx

d [d_zy}
d3y [d_zy] _dildxe
dx? dx/dt ~

| Hallar pendiente y concavidad

Para la curva dada por
1
x=Jty y=Z(t2—4), t=0

halle la pendiente y la concavidad en el punto (2, 3).
Solucién Como

dy _dy/dr _ (1/2)t A
dx dx/dt (1/2)t /2

se puede hallar que la segunda derivada es

Forma paramétrica de
la primera derivada

d d
*[dy/dx] *[2‘3/2] Forma paramétrica de la
@ — dt — dt — (3/2)t1/2 - segunda derivada
dx? dx/dt dx/dt  (1/2)t /2
En (x, y) = (2, 3), se tiene que ¢ = 4, y la pendiente es
dy
= = (4 3/2 — .
@ 8

Y cuando ¢ = 4, la segunda derivada es

d?y

5= =12>0

por lo que puede concluirse que en (2, 3) la grafica es concava hacia arriba, como se
muestra en la figura 2.13. u

Como en las ecuaciones paramétricas x = f(f) y y = g(#), no se necesita que y esté
definida en funcién de x, puede ocurrir que una curva plana forme un lazo y se corte a si
misma. En esos puntos la curva puede tener mas de una recta tangente, como se muestra
en el ejemplo siguiente.
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Recta tangente (¢ =1/2)

Recta tangente (1 = —m/2)

Esta cicloide alargada tiene dos rectas
tangentes en el punto (0, 2).

Figura 2.14

Una curva con dos rectas tangentes en un punto

*> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
La cicloide alargada dada por
x=2t— msent 'y y=2— mcost

se corta a si misma en el punto (0, 2), como se ilustra en la figura 2.14. Halle las ecua-
ciones de las dos rectas tangentes en este punto.

Solucion Comox =0yy = 2cuando = +7/2,y

dy _dy/dt _ wsent
dx dx/dt 2 — mwcost

tiene dy/dx = —w /2 cuando t = — /2 y dy/dx = /2 cuando ¢t = 7 /2. Por tanto, las dos
rectas tangentes en (0, 2) son

T T
y — 2= —<5>x Recta tangente cuando t = 7;‘
y
T T
y—2=|7|x Recta tangente cuando ¢ = -
2 2 =

Sidy/dt = 0y dx/dr # 0 cuando t = t,, la curva representada por x = f(t) y y = g(¢)
tiene una tangente horizontal en (f(z,), g(¢,)). Asi, en el ejemplo 3, la curva dada tiene
una tangente horizontal en el punto (0, 2 — ) (cuando # = 0). De manera semejante, si
dx/dt = 0y dy/dt # 0 cuando 7 = t,, la curva representada por x = f(f) y y = g(¢) tiene
una tangente vertical en (f(¢,), g(t)).

Longitud de arco

Se ha visto cémo pueden emplearse las ecuaciones paramétricas para describir la trayec-
toria de una particula que se mueve en el plano. Ahora se desarrollard una férmula para
determinar la distancia recorrida por una particula a lo largo de su trayectoria.

La férmula para hallar la longitud de arco de una curva C dada por y = h(x) en el
intervalo [x, x,] es

s—f\th]m

e

Si C estd representada por las ecuaciones paramétricas x = f(1) yy = g(¢),a<t<b, y si
dx/dt = f'(¢) > 0, se puede escribir

_ Xy @ 2
S_L]‘/1+<dx>dx
. dy/dt 2
—f 1+ d /dt dx
\/dx/dt (dy/dt)? dxd
(dx/dt dt

=£

=j PO+ @] d.




e o o o o o

ARCO DE UNA CICLOIDE

La longitud de un arco de una
cicloide fue calculada por vez
primera en 1658 por el arquitecto
y matemadtico inglés Christopher
Wren, famoso por reconstruir
muchos edificios e iglesias en
Londres, entre los que se encuentra
la Catedral de St. Paul.

y

Ve
<,

“,
2

4
‘ > x
76 e
-6

x=15cos t—cos 5t

y=>5sent—sen 5t

Un punto en la circunferencia
pequeiia es el que traza una
epicicloide en la medida que el
circulo pequefio rueda alrededor

de la circunferencia grande.
Figura 2.15
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TEOREMA 2.2 Longitud de arco en forma paramétrica

Si una curva suave C estd dada porx = f(f) y y = g(#), y C no se corta a si misma en
el intervalo a <t < b (excepto quizds en los puntos terminales), entonces la longitud
de arco de C en ese intervalo estd dada por

= f S (Y - f O Ol

Al aplicar la férmula para la longitud de arco a una curva, hay
que asegurarse de que la curva se recorra una sola vez en el intervalo de integracién.
Por ejemplo, el circulo dado por x = cos t y y = sen ¢ recorre una sola vez el intervalo
0 <1 <27, pero recorre dos veces el intervalo 0 <7 < 477,

En la seccidén anterior se vio que si un circulo rueda a lo largo de una recta, cada
punto de su circunferencia trazard una trayectoria llamada cicloide. Si el circulo rue-
da sobre otro circulo, la trayectoria del punto es una epicicloide. El ejemplo siguiente
muestra como hallar la longitud de arco de una epicicloide.

Calcular la longitud de arco

Un circulo de radio 1 rueda sobre otro circulo mayor de radio 4, como se muestra en la
figura 2.15. La epicicloide trazada por un punto en el circulo mas pequeiio estd dada por

x=35cost—cos5t y y=S5sent— sen5t.

Halle la distancia recorrida por el punto al dar una vuelta completa alrededor del circulo
mayor.

Soluciéon Antes de aplicar el teorema 2.2, debe observar en la figura 2.15 que la
curva tiene puntos angulosos en t = 0y r = 77/2. Entre estos dos puntos, dx/dt y dy/dt
no son simultdneamente (. Por tanto, la porcién de la curva que se generade t = 0 a
t = 1r/2 es suave. Para hallar la distancia total recorrida por el punto, calcule la longitud
de arco que se encuentra en el primer cuadrante y multiplique por 4.

T (e, (dy)? | |
s =4 — | + = dt Forma paramétrica de la longitud de arco
o dt dt

=4f (—5sent + 5sen5t)2 + (Scost — 5cos 5t)2 dt
0

/2
=20f 2 — 2sentsen S5t — 2 cos tcos Stdt
0
/2
=20 f V2 — 2cos 4t dt Identidad trigonométrica
0

/2
=20 f V4 sen? 2t dt Férmula del doble de un dngulo
0

/2
40f sen 2t dt
0

w/2

— ZO[COS 2t]
0

= 40

Para la epicicloide de la figura 2.15, una longitud de arco de 40 parece correcta, puesto
que la circunferencia de un circulo de radio 6 es

2mwr = 127 = 37.7. u
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Area de una superficie de revolucion

La férmula para el drea de una superficie de revolucién en forma rectangular puede
usarse para desarrollar una férmula para el 4rea de la superficie en forma paramétrica.

TEOREMA 2.3 Area de una superficie de revolucién

Si una curva suave C dada por x = f(f) y y = g(#) no se corta a si misma en un
intervalo a@ <t < b, entonces el drea S de la superficie de revolucién generada por
rotacién de C, en torno a uno de los ejes de coordenadas, estd dada por

b
dx\? dy>2
. = — + 4 Ci6 al eje x: =
1. S ZWL g(1) (dt) (dt dt  Revolucién en torno al eje x: g(f) = 0

b 2 2
2. § = 27Tf £ (%) + (%) dt  Revolucién en torno al eje y: f(1) = 0

Estas férmulas son faciles de recordar si se considera al diferencial de la longitud
de arco como

dx\2 dy\?
ds = — + =) dt
’ (dt> (dt)
Entonces las férmulas se expresan como sigue,

b b
1. §= Zﬂf g(t) ds 2. S=2m| f(H)ds

| Hallar el area de una superficie de revolucion

y (3 3 \/3) Sea C el arco de la circunferencia x> + y> = 9 que va desde (3, 0) hasta
3 29 9 <§ 3 \/§)
2 2
2 c
como se ve en la figura 2.16. Encuentre el 4drea de la superficie generada por revolucién

Ity 3.0) de C alrededor del eje x.
— —:~ — I o= Soluciéon C se puede representar en forma paramétrica mediante las ecuaciones
i

~1 x=3cost y y=23sent, 0<t< /3.

o (El intervalo para ¢ se obtiene observando que ¢ = 0 cuando x = 3y t = /3 cuando
x = 3/2.) En este intervalo, C es suave y y es no negativa, y se puede aplicar el teorema
-3% 2.3 para obtener el drea de la superficie
Esta superficie de revolucion /3 5 5 Férmula para el drea
tiene una superficie de 9. § = 27TJ0 (3 sen) V(=3 sen ) + (3 cos 1)* di de una superficie de

Figura 2.16 /3 revolucién
= 67Tf sent</9(sen? t + cos? 1) dt
0

/3
6 f 3sentdt Identidad trigonométrica
0

w/3
— 1877[005 t]

0

1
_187T<5 - 1)

= 9.



2.2 Ejercicios

con numeracion impar.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

Hallar una derivada En los ejercicios 1-4, halle dy/dx.
l.x=¢y=7-6¢ 2.x=31,y=4—1

3. x =sen?f, y = cos? 0 4. x =2e% y=e 02

Hallar pendiente y concavidad En los ejercicios 5-14, halle
dyldx y d?y/dx?, asi como la pendiente y la concavidad (de ser po-
sible) en el punto correspondiente al valor dado del parametro.

Ecuaciones paramétricas Punto
S.x=4t,y=3t—2 t=3
6.x=ﬁ,y=3t—1 r=1
TJ.x=t+1,y=1>+3t t=-—1
8. x=1>+5t+4,y=4 t=0

T
9. x =4cos 6, y=4sen 6 0=Z
10. x = cos 6, y = 3 sen 6 6=0
1. x =2 +secH, y=1+ 2tan 6 ()zg
12.x=Vt,y=Vr—1 r=2
13. x = cos®6, y = sen>d e=f
14. x=6—sen 6, y=1—cos b 0=

Hallar ecuaciones de rectas tangentes En los ejercicios
15-18, halle una ecuacién para la recta tangente en cada uno de
los puntos dados de la curva.

15. x =2cotf, y = 2sen?6,

(2 onfa)

V32
16. x =2 —3cos 0, y=3+ 2senb,
+
(19,25, (£ )

17.x=1£—4, y=1 -2t (0,0),(-3,—1),(=3,3)
18.x=r+2 y=7+1 (2,0),(3,—2),(18,10)

PP Hallar una ecuacion de una recta tangente En los ejerci-

cios 19-22, (a) use una herramienta de graficacion para trazar
la curva representada por las ecuaciones paramétricas, (b) use
una herramienta de graficacion para hallar dx/dt, dy/dt y dy/dx
para el valor dado del parametro, (c) halle una ecuacién de la
recta tangente a la curva en el valor dado del parametro, y (d)
use una herramienta de graficacién para trazar la curva y la
recta tangente del inciso (c).

Ecuaciones paramétricas Punto
19. x=6t, y=1>+4 t=1
20.x=t—2,y=%+3 t=1
2l. x=t>—t+ 2, y=13—3t t=—1
22. x=3t— £, y=2°" t=i

Hallar ecuaciones de rectas tangentes En los ejercicios
23-26, halle las ecuaciones de las rectas tangentes en el punto en
el que la curva se corta a si misma.

23. x =2sen2t, y=3sent

24, x =2 — qrcost, y=2t— arsent

25.x=1>—t, y=8—-3t—1

26. x=1>—6t, y=1>

Tangencia horizontal y vertical En los ejercicios 27 y 28,

halle todos los puntos de tangencia horizontal y vertical (si
los hay) a la porcion de la curva que se muestra.

27. Evolvente o involuta de 28. x = 26
un circulo: y=2(1 — cos)
X =cosf + Osenb
y = senfl — 6cos 0
y
10+
8 -+
6Ak
4Ak
zak
A x
| 2 4 6 8 10 12

Tangencia horizontal y vertical En los ejercicios 29-38, ha-
lle todos los puntos de tangencia horizontal y vertical (si los
hay) a la curva. Use una herramienta de graficaciéon para con-
firmar los resultados.

29. x=4—1, y=1¢

30. x=t+1, y=1>+ 3t

3l.x=t+4, y=1 -3¢

R.ox=1>—1t+2, y=1—-73t

33. x=3cosfH, y=3senf

34. x =cos 6, y=2sen?260

35. x=5+3cosf, y=—2+senf

36. x = 4cos?6, y=2senf

37. x =sech, y=tan6

38. x = cos?0H, y =cos b

Determinar concavidad En los ejercicios 39-44, determine
los intervalos de 7 en los que la curva es céncava hacia abajo o
concava hacia arriba.

39.x=3% y=1—1

40.x=2+¢ y=r+7¢

41. x =2t +1In¢t, y=2t—Int

42. x=17 y=Int

43. x =sent, y=cost, O0<t<

44. x =4 cost, y=2sent, 0<t<2w
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Longitud de arco  En los ejercicios 45-50, halle la longitud de Ae 58. Bruja de Agnesi Considere las ecuaciones paramétricas
arco de la curva en el intervalo dado.

45.
46.

47.

48.
49.

50.

Ecuaciones paramétricas Intervalo
x=3t+5, y=7-2t -1 <tr<3
x=6t2, y=2 1<t<4
x=e'cost, y=e'sent OSIS%T
x = arcsent, y = InJ1 — ? OStS%
x=Jt y=3t—-1 <t=<1
IS 1
=1, ==+ — l=tr=2
* Y70 6

Longitud de arco En los ejercicios 51-54, halle la longitud de
arco de la curva en el intervalo [0, 27].

51.
52.
53.
54.

HU 55.

A s6.

fl s7.

Perimetro de una hipocicloide: x = a cos*6, y = a sen6
Circunferencia de un circulo: x = a cos 6, y = a sen 6

Arco de una cicloide: x = a(f —sen ), y = a(1 — cos )
Evolvente o involuta de un circulo: x = cos 6 + 6 sen 6,

y=senf—6cos 6.

Trayectoria de un proyectil La trayectoria de un proyec-
til se describe por medio de las ecuaciones paramétricas

x=1(90cos30%¢ y y=(90sen30°)t — 162
donde x y y se miden en pies.

(a) Utilice una herramienta de graficacion para trazar la tra-
yectoria del proyectil.

(b) Utilice una herramienta de graficacion para estimar el al-
cance del proyectil.

(c) Utilice las funciones de integracion de una herramienta
de graficacién para aproximar la longitud de arco de la
trayectoria. Compare este resultado con el alcance del
proyectil.

Trayectoria de un proyectil Si el proyectil del ejercicio
55 se lanza formando un dngulo 6 con la horizontal, sus ecua-
ciones paramétricas son

x=(90cos O)t y y=(90sen 0)r— 162

Use una herramienta de graficacién para hallar el dngulo que
maximiza el alcance del proyectil. ;Qué dngulo maximiza la
longitud de arco de la trayectoria?

Folio de Descartes Considere las ecuaciones paramétri-
cas

4t 412

(a) Use una herramienta de graficacion para trazar la curva
descrita por las ecuaciones paramétricas.

(b) Use una herramienta de graficacién para hallar los puntos
de tangencia horizontal a la curva.

(c) Use las funciones de integracién de una herramienta de
graficacion para aproximar la longitud de arco del lazo
cerrado. (Sugerencia: Use la simetria e integre sobre el
intervalo 0 <1< 1))

T T
x=4cotf y y=4sen?d, —— <6< _.
2 2
(a) Emplee una herramienta de graficacion para trazar la cur-
va descrita por las ecuaciones paramétricas.

(b) Utilice una herramienta de graficacién para hallar los
puntos de tangencia horizontal a la curva.

(c) Use las funciones de integracién de una herramienta de
graficacion para aproximar la longitud de arco en el inter-
valo7/4<0<7/2.

59. Redaccion

HU (a) Use una herramienta de graficacion para representar cada
conjunto de ecuaciones paramétricas.

x=t—sent, y=1-—cost, 0=<¢t=<27w

x=2t—sen(2), y=1—cos(2t), 0<t<m

(b) Compare las graficas de los dos conjuntos de ecuaciones
paramétricas del inciso (a). Si la curva representa el mo-
vimiento de una particula y ¢ es tiempo, ;qué puede infe-
rirse acerca de las velocidades promedio de la particula
en las trayectorias representadas por los dos conjuntos de
ecuaciones paramétricas?

(c) Sin trazar la curva, determine el tiempo que requiere la
particula para recorrer las mismas trayectorias que en los
incisos (a) y (b) si la trayectoria estd descrita por

X = %t — sen (%t) y y=1- cos(%t).

60. Redaccion

HU (a) Cada conjunto de ecuaciones paramétricas representa el
movimiento de una particula. Use una herramienta de
graficacion para representar cada conjunto.

IA
-~
IA

27
2

Primera particula: x = 3 cos?, y = 4sent, 0

IA
~
IN

Segunda particula: x = 4 sent,y = 3 cost, 0

(b) Determine el nimero de puntos de interseccion.

(c) (Estardn las particulas en algiin momento en el mismo
lugar al mismo tiempo? Si es asf, identifique esos puntos.

(d) Explique qué ocurre si el movimiento de la segunda
particula se representa por

x=2+3sent, y=2—4cost, 0=t <2

HU Area de una superficie En los ejercicios 61-64, dé una inte-
gral que represente el area de la superficie generada por revo-
lucién de la curva alrededor del eje x. Use una herramienta de
graficacion para aproximar la integral.

Ecuaciones paramétricas Intervalo

6l. x=3t, y=t+2 0<sr=<4
1

62.x=1t2,y=t+3 0<tr=<3

w

63. x = cos’> 0, y = cos6 OSGSE

64. x=0+senf, y= 6+ cos 6 OSGSg



Area de una superficie En los ejercicios 65-70, encuentre el
area de la superficie generada por revoluciéon de la curva alre-
dedor de cada uno de los ejes dados.

65.x=2t, y=3t, 0<tr=<3
(a) Ejex (b) Ejey

66. x =1 y=4-2t 0=r=<2
(a) Ejex  (b) Ejey

67.x=5cosh, y=5senf, 0<60<—,¢jey

68. x =313 y=1r+1, 1<1<2, ey
69. x =acos’f, y=asen’d, 0 <6< ejex
70. x =acosh, y=bsenf, 0 <60 <27m

(a) Ejex (b) Ejey

DESARROLLO DE CONCEPTOS

71. Forma paramétrica de la derivada D¢ la forma pa-
ramétrica de la derivada.

Matematica mental En los ejercicios 72 y 73, determine
mentalmente dy/dx.

72. x=1t, y=3 73. x=1t, y=6tr—15

74. Longitud de arco Dé la férmula integral para la longi-
tud de arco en forma paramétrica.

75. Area de una superficie D¢ las férmulas integrales
para las dreas de superficies de revolucién generadas por
revolucion de una curva suave C alrededor (a) del eje x y
(b) del eje y.

%. LC()MO LO VE? (a) Utilizando la grifica de f,
determine si dy/dr es positiva o negativa dado que
dx/dt es negativa, y (b) determine si dy/dt es positiva
o0 negativa dado que dy/dr es positiva. Explique su
razonamiento.

® 7 (ii) ’

4 67
5
\ ]
2 34
——f—F—>=x *
1 2 3 4

—+
-

[
w

77. Integrar por sustitucion Mediante integracién por susti-
tucién demuestre que si y es una funcién continua de x en el
intervalo a < x < b, donde x = f(r) y y = g(#), entonces

f ydx = fzg(t)f’(t) dr

a

donde f(t,) = a, f(t,) = b, y tanto g como f” son continuas en
(1, 1]

2.2 Ecuaciones paramétricas y calculo 81

78. Area de una superficie Una porcién de una esfera de
radio r se elimina cortando un cono circular con vértice
en el centro de la esfera. El vértice del cono forma un
angulo 20. Halle el drea de superficie eliminada de la
esfera.

Area  Enlos ejercicios 79 y 80, halle el drea de la regién. (Use
el resultado del ejercicio 77.)

79. x = 2sen? 6 80. x = 2cot
y = 2sen’ftan6 y = 2sen?$
0=<90 <g O0<O<m
y y
SIS
A /1/\
t } t g P t t } } X
—2 -1 1 2 -2 -1 1 2
RS ! —1t
al ol

H’ Areas de curvas cerradas simples En los ejercicios 81-
86, use un sistema algebraico por computadora y el resultado
del ejercicio 77 para relacionar la curva cerrada con su area.
(Estos ejercicios fueron adaptados del articulo ‘“The Surveyor’s
Area Formula”, de Bart Braden, en la publicacion de septiem-
bre de 1986 del College Mathematics Journal, pp. 335-337, con
autorizacion del autor.)

@) 3ab  (b) ima® () 2ma®

(d) mab (e) 2aab (f) 6ma?

81. Elipse:(0 < ¢t < 2m) 82. Astroide: (0 < ¢ < 2m)
x=bcost X = acos®t
y=asent y=asen’t

y y

O\
\V |

83. Cardioide: (0 < ¢t < 27)  84. Deltoide: (0 <t < 2m)

x = 2acost — acos?2t x = 2acost+ acos?2t
y =2asent — asen?2t y =2asent — asen?2t
y y

-y |
g, >
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85. Relojde arena: (0 < ¢ < 27) 86. Lagrima: (0 < ¢ < 2m)
X = asen2t x = 2acost — asen2t

y=bsent y=bsent

y y

Centroide En los ejercicios 87 y 88, halle el centroide de la
region limitada por la grafica de las ecuaciones paramétricas y
los ejes de coordenadas. (Use el resultado del ejercicio 77.)

87.x=1, y=4—1 88. x=V4—1, y=Jt

Volumen En los ejercicios 89 y 90, halle el volumen del sélido
generado por revolucion en torno al eje x de la region limita-
da por la grafica de las ecuaciones dadas. (Use el resultado del
ejercicio 77.)

89. x
90. x

6cosf, y==6senb

cosf, y=3sen6, a>0

91. Cicloide Emplee las ecuaciones paramétricas
x=al@-senf) y y=a(l-cosh),a>0

para responder lo siguiente.
(a) Halle dy/dxy d*y/dx*.
(b) Halle las ecuaciones de la recta tangente en el punto en el

que 6 = /6.
(c) Localice todos los puntos (si los hay) de tangencia hori-
zontal.

(d) Calcule dénde es la curva céncava hacia arriba y dénde
es concava hacia abajo.

(e) Halle la longitud de un arco de la curva.

92. Uso de ecuaciones paramétricas Emplee las ecuacio-
nes paramétricas

1
x=rJ3 y y=3t—§t3

para los incisos siguientes.

(a) Emplee una herramienta de graficacion para trazar la cur-
va en el intervalo -3 < < 3.

(b) Halle dy/dx y d*y/dx>.

(c) Halle la ecuacidn de la recta tangente en el punto (\/§ , %)

(d) Halle la longitud de la curva.

(e) Halle el area de la superficie generada por revolucién de
la curva en torno al eje x.

93. Evolvente o involuta de circulo La evolvente o involuta
de un circulo estd descrita por el extremo P de una cuerda que
se mantiene tensa mientras se desenrolla de un cafiete que no
gira (vea la figura). Demuestre que la siguiente es una repre-
sentacion paramétrica de la evolvente o involuta.

x=r(cos®+ Osen ) y y=r(send— 6Ocos6).

Curvas planas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Figura para 93

Figura para 94

94. Evolvente o involuta de un circulo La figura muestra
un segmento de cuerda sujeto a un circulo de radio 1. La cuerda
es justo lo suficientemente larga para llegar al lado opuesto del
circulo. Encuentre el drea que se cubre cuando la cuerda se
desenrolla en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

H’ 95. Uso de ecuaciones paramétricas

(a) Use una herramienta de graficacion para trazar la curva

dada por
17 2t
e Y T ep

donde 20 <1 <20

(b) Describa la gréfica y confirme la respuesta en forma ana-
litica.

(c) Analice la rapidez a la cual se traza la curva cuando ¢
aumenta de —20 a 20.

H’ 96. Tractriz Una persona se mueve desde el origen a lo largo del

eje y positivo tirando un peso atado al extremo de una cuerda
de 12 metros de largo. Inicialmente, el peso estd situado en el
punto (12, 0).

(a) En el ejercicio 90 de la seccion 8.7 se demostré que la
trayectoria del peso se describe mediante la siguiente
ecuacion rectangular

— / — 42
y= —121n(12mx> — J144 = 22

X

donde 0 < x < 12. Use una herramienta de graficacién
para representar la ecuacién rectangular.

(b) Use una herramienta de graficacion para trazar la gréfica
de las ecuaciones paramétricas

L

x = 12 sech oY

t
=t — 12tanh —

y 12
donde ¢ = 0. Compare esta grafica con la del inciso (a).
(Qué grafica (si hay alguna) representa mejor la
trayectoria?

(c) Emplee las ecuaciones paramétricas de la tractriz para
verificar que la distancia de la interseccion con el eje y de
la recta tangente al punto de tangencia es independiente
de la ubicacion del punto de tangencia.

/Verdadero o falso? En los ejercicios 97 y 98, determine si
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explique por qué
o dé un ejemplo que demuestre que es falsa.
. d2 7 t
97. Six = f(t)y y = g(#), entonces 7;; = ]g”’((t))"
98. La curva dada por x = %, y = 7 tiene una tangente horizontal
en el origen puesto que dy/dt = 0 cuando ¢ = 0.
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2.3 Coordenadas polares y graficas polares

0 = dngulo dirigido

Eje
polar

Coordenadas polares.
Figura 2.17

COORDENADAS POLARES

El matemitico al que se le atribuye
haber usado por primera vez las
coordenadas polares es James
Bernoulli, quien las introdujo en
1691. Sin embargo, ciertas evidencias
sefialan la posibilidad de que fuera

Isaac Newton el primero en usarlas.

Comprender el sistema de coordenadas polares.

Expresar coordenadas y ecuaciones rectangulares en forma polar y viceversa.
Trazar la grafica de una ecuacion dada en forma polar.

Hallar la pendiente de una recta tangente a una grafica polar.

Identificar diversos tipos de graficas polares especiales.

Coordenadas polares

Hasta ahora las graficas se han venido representando como colecciones de puntos (x, y) en
el sistema de coordenadas rectangulares. Las ecuaciones correspondientes a estas grafi-
cas han estado en forma rectangular o en forma paramétrica. En esta seccion se estudiard
un sistema de coordenadas denominado sistema de coordenadas polares.

Para formar el sistema de coordenadas polares en el plano, se fija un punto O, lla-
mado el polo (u origen), y a partir de O se traza un rayo inicial llamado eje polar, como
se muestra en la figura 2.17. A continuacion, a cada punto P en el plano se le asignan
coordenadas polares (r, ), como sigue.

r = distancia dirigida de O a P
0 = angulo dirigido, en sentido contrario al de las manecillas del reloj desde el eje polar

hasta el segmento OP

La figura 2.18 muestra tres puntos en el sistema de coordenadas polares. Observe que en
este sistema es conveniente localizar los puntos con respecto a una reticula de circunfe-
rencias concéntricas cortadas por rectas radiales que pasan por el polo.

[SIR]
[SIR]

ZENWZENY
B Y

6

o /o= 1ix
3n (3’_%)

2 2
() (b) (©
Figura 2.18

L0

En coordenadas rectangulares, cada punto (x, y) tiene una representacion dnica.
Esto no sucede con las coordenadas polares. Por ejemplo, las coordenadas

(r,0) y (r,2m+ 0)

representan el mismo punto [ver los incisos (b) y (c) de la figura 2.18]. También, como r
es una distancia dirigida, las coordenadas

(r,0 y (—r,0+m
representan el mismo punto. En general, el punto (7, 6) puede expresarse como

(r,0) = (r, 6 + 2nm)

(r,0)=(—r,0+ 2n + 1)m

donde n es cualquier entero. Ademads, el polo estd representado por (0, 6), donde 6 es
cualquier dngulo.
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) (r,6)
(x,y)
: |
Ay
Polo \ 0 i
: ’Eje polar
(Origen) x (eje x)

Relacion entre coordenadas
polares y rectangulares.

Figura 2.19
s
2Ak
T
JIRENEY
[ ]
.6)=(2, _(3 «/3)
r A) ( 7) (e (2,12
2 o | >
(x,y)=(=2,0)
_1Ak
_2Ak

Para pasar de coordenadas polares
a rectangulares, se toma x = r cos 6

yr=rsen6.
Figura 2.20

y

T
L0
(x,y)=1(0,2)
wo=(2.2)
. 1+
(=11
2 ! 2

Para pasar de coordenadas rectangulares

a polares, se toma tan 6 = y/xy

r=vET
Figura 2.21

Curvas planas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Transformacion de coordenadas

Para establecer una relacién entre coordenadas polares y rectangulares, se hace coincidir
el eje polar con el eje x positivo y el polo con el origen, como se ilustra en la figura 2.19.
Puesto que (x, y) se encuentra en un circulo de radio r, se sigue que

2 =x>+y.
Para r > 0, la definicién de las funciones trigonométricas implica que

tan@zx, cos0={ y sen@zx.
X r r

Si r < 0, estas relaciones también son validas, como se puede verificar.

TEOREMA 2.4 Transformacion de coordenadas

Las coordenadas polares (r, ) de un punto estdn relacionadas con las coordenadas
rectangulares (x, y) de ese punto como sigue.

Polar a rectangular Rectangular a polar

x=rcos 6 tan9=X
X
y =rsen 6 r2=x2+y?

| Transformar coordenadas polares
a rectangulares

a. Dado el punto (r, 0) = (2, m),
x=rcos@=2cosm=-2 'y y=rsenf =2senwm =0.
Por tanto, las coordenadas rectangulares son (x, y) = (-2, 0).

b. Dado el punto (r, 6) = (\/§, / 6),

T 3 T V3
x—\@cos6—2 y y—ﬁsen6— 7

Por tanto, las coordenadas rectangulares son (x, y) = (3 /2, J3/ 2).
Vea la figura 2.20.

Transformar coordenadas rectangulares a polares

a. Dado el punto del segundo cuadrante (x, y) = (-1, 1),
y 3
=2 = _1 ===
tan 6 t —> 0 1

Como 6 se eligi6é en el mismo cuadrante que (x, y), se debe usar un valor positivo
para r.

r= V¥ Ty
SRUGIE O
- V2

Esto implica que un conjunto de coordenadas polares es (r, 6) = (ﬂ, 37/ 4).

b. Dado que el punto (x, y) = (0, 2) se encuentra en el eje y positivo, se elige 0 = /2

y ¥ = 2,y un conjunto de coordenadas polares es (r, 0) = (2, 7/2).

Vea la figura 2.21. u
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(a) Circulo: r = 2

ST

(¢) Recta vertical: r = sec 0

Figura 2.22
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Graficas polares

Una manera de trazar la grafica de una ecuacion polar consiste en transformarla a coor-
denadas rectangulares, para luego trazar la grafica de la ecuacién rectangular.

| Trazar ecuaciones polares

Describa la gréfica de cada ecuacion polar. Confirme cada descripcién transformando la
ecuacion a ecuacion rectangular.

a.r=2 b.0=7§T c. r=secb

Solucion

a. La gréfica de la ecuacion polar r = 2 consta de todos los puntos que se encuentran a
dos unidades del polo. En otras palabras, esta grafica es la circunferencia que tiene
su centro en el origen y radio 2. [Vea la figura 2.22(a).] Esto se puede confirmar
utilizando la relacion r> = x> + y? para obtener la ecuacién rectangular

X+ y2 =22 Ecuacién rectangular

b. La grifica de la ecuacién polar § = 77/3 consta de todos los puntos sobre la semi-
rrecta que forma un dngulo de 77/3 con el semieje x positivo. [Vea la figura 2.22(b).]
Para confirmar esto, se puede utilizar la relacién tan 0 = y/x para obtener la ecua-
cién rectangular

y = ﬁx. Ecuacién rectangular

c. La grafica de la ecuacion polar r = sec 0 no resulta evidente por inspeccién simple,
por lo que hay que empezar por pasarla a la forma rectangular mediante la relacién

r = sec 0 Ecuacién polar
rcos 0 =1
x =1 Ecuacion rectangular

Por la ecuacion rectangular se puede ver que la gréifica es una recta vertical. [Vea la
figura 2.22(c).] B

Dibujar a mano las graficas de ecuaciones polares complicadas
puede ser tedioso. Sin embargo, con el empleo de la tecnologia la tarea no es dificil.
Si la herramienta de graficacién que se emplea cuenta con modo polar, tsela para trazar
la grafica de las ecuaciones de la serie de ejercicios. Si la herramienta de graficacién
no cuenta con modo polar, pero si con modo paramétrico, puede trazar la grafica de
r = f(0) expresando la ecuacién como

x = f(6) cos 6
y = f(0) sen 6.
Por ejemplo, la grafica de r = %0 que se muestra en 6

la figura 2.23 se gener6 con una herramienta de grafi-
cacién en modo paramétrico. La grafica de la ecua-
cion se obtuvo usando las ecuaciones paramétricas

. -9 9
==0 0
x =5 fcos
_1 0 sen 6
Yy=5 -6
con valores de 6 que van desde —4 hasta 4. Esta E,Splral de Arquimedes.
Figura 2.23

curva es de la forma r = af y se denomina espiral
de Arquimedes.
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Una for-
ma de bosquejar la grafica de
r = 2 cos 36 a mano, es elabo-
rar una tabla de valores.

T 7| T 27
61016 3 2|73
rl2lol-2]0] 2

Si se amplia la tabla y se
representan los puntos
graficamente se obtiene la curva
mostrada en el ejemplo 4.

Trazar una grafica polar

+ » » «> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Dibuje la grafica de r = 2 cos 36.

Solucion Para empezar, exprese la ecuacién polar en forma paramétrica.

x=2cos360cosf y y=2cos30senb

Tras experimentar un poco, encuentre que la curva completa, la cual se llama curva
rosa, puede dibujarse haciendo variar a 6 desde 0 hasta p, como se muestra en la figura
2.24. Si traza la grafica con una herramienta de graficacién, verd que haciendo variar a 6
desde 0 hasta 247, se traza la curva entera dos veces.

T T
2 2

05052

3
Figura 2.24 o

Use una herramienta de graficacion para experimentar con otras curvas rosa. Observe
que estas curvas son de la forma

r=acosnf o r=asennb.

Por ejemplo, las curvas que se muestran en la figura 2.25 son otros dos tipos de curvas

rosa.
m

— R T T T T T T

e

Generadas por Mathematica

Curvas rosa.
Figura 2.25
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Pendiente y rectas tangentes

Para encontrar la pendiente de una recta tangente a una grafica polar, considere una
funcién derivable » = f(0). Para encontrar la pendiente en forma polar, se usan las ecua-

ciones paramétricas
x=rcos=fO)cosh y y=rsend=f(9) senb.

Mediante el uso de la forma paramétrica de dy/dx dada en el teorema 2.1, se obtiene
dy _ dy/do _ f(0) cos 6 + £/(0) sen B
dx  dx/d9  —f(0) senf + f(6) cos 0

con lo cual se establece el teorema siguiente.

r
2

Recta tangente
TEOREMA 2.5 Pendiente en forma polar
Si fes una funcion derivable de 6, entonces la pendiente de la recta tangente a la
grafica de r = f(6) en el punto (r, 6) es

dy _ dy/do _ f(6) cos 6 + £(6) sen 6

dx dx/dO  —f(0) sen® + f(6) cos 6

(r,6)

Recta tangente a la curva polar.

siempre que dx/dy # 0 en (r, 0). (Vea la figura 2.26.)

3r

2 En el teorema 2.5 se pueden hacer las observaciones siguientes:

d d.
1. Las soluciones ' — () dan una tangente horizontal, siempre que @ # 0.

Fi 2.26
igura 20
. dx . . dy
2. Las soluciones 20 0 dan una tangente vertical, siempre que 20 # 0.
Sidy/dfy dx/d6 simultdineamente son 0, no se puede extraer ninguna conclusién res-
pecto a las rectas tangentes.
| Hallar rectas tangentes horizontales y verticales
Halle las rectas tangentes horizontales y verticalesa r = sen 0, 0 < 0 < 7.
Solucidon Para empezar, exprese la ecuacién en forma paramétrica.
x =rcosf = sen 6cos 0
y
y = rsenf) = sen fsen § = sen’ 0
Después, derive x y y respecto de 6 e iguale a 0 cada una de las derivadas.
V3
z d 3
2(1,E) £=cos20—sen20=00520=0 > 02%’%
2 d
?Z = 2senfcosf =sen20=0 > 0= O,g
V2 3n 1 V2 & 3 . .
54 4 Por tanto, la grafica tiene rectas tangentes verticales en
(ﬂ E) (ﬁ 3;7)
n | | 0 24 2 4
©,00
3 : y tiene rectas tangentes horizontales en

2

Rectas tangentes horizontales y verticales

ar=sen0.
Figura 2.27

0,0) (1757)

como se muestra en la figura 2.27.
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Hallar las rectas tangentes horizontales
y verticales

Halle las rectas tangentes horizontales y verticales a la grafica de » = 2(1 — cos 6).
Solucion Use y = rsen 6, y entonces derive respecto de 6.

y = rsenf

= 2(1 — cos ) sen@
d
d%o) = 2[(1 — cos H)(cos 6) + send (senb)]

= 2(cos 0 — cos? § + sen?6)

= 2(cos O — cos26 + 1 — cos? h)
—2(2cos? 60 —cos 6 — 1)
—2(2cos 6 + 1)(cos 6 — 1)

Igualando dy/d6 igual a 0, puede ver que cos 6 = —% y cos 6= 1. Se concluye que
dy/df = 0 cuando 6 = 0, 27/3, 47w/3 y 2m. De manera semejante, al emplear
X = rcos 0, tiene

X =rcos 6
= 2(1 — cos 6) cos 0
= 2cos 8 — 2cos? 0

dx
= =— +
0 40 2senf + 4 cos Osenf

=2senf(2cos 6 — 1).

Haciendo dx/d6f igual a 0, puede ver que sen = 0y cos 6 = % Se concluye que
dx/df = 0 cuando 0 = 0, 7, /3 y 5 /3. A partir de estos resultados y de la grafica
que se presenta en la figura 2.28, se concluye que la grifica tiene tangentes horizontales
R en (3,2mw/3) y (3, 47 /3), y tangentes verticales en (1, 7/3), (1, 57/3) y (4, 7). A esta
grifica se le llama cardioide. Observe que cuando # = 0 ambas derivadas (dy/d6 y
dx/d6) son cero (es decir, se anulan). Sin embargo, esta tnica informacién no permite
saber si la grafica tiene una recta tangente horizontal o vertical en el polo. Pero a partir
de la figura 2.28 se puede observar que la gréfica tiene una cuispide en el polo. u

Rectas tangentes horizontales y verticales
de r =2(1 —cos 6).
Figura 2.28

El teorema 2.5 tiene una consecuencia importante. Suponga que la grafica de
r = f(0) pasa por el polo cuando 0 = a y f'(a) # 0. Entonces la férmula para dy/dx se
simplifica como sigue.

dy _fl@)sena + fl@cosa _ fla)sena +0 _ sena _ an o
T dx  fla)cosa — f(@)sena  fla)cosa — 0 cosa

| Por tanto, la recta 6 = a es tangente a la gréfica en el polo (0, a).

T—t : % ) 0 TEOREIMA 2.6 Rectas tangentes en el polo

/| Sif(a) = 0y f'(a) # 0, entonces la recta § = a es tangente a la grafica de r = f(0)

en el polo.

3 El teorema 2.6 es ttil porque establece que las raices de r = f(6) pueden usarse

2 para encontrar las rectas tangentes en el polo. Observe que, puesto que una curva polar
Esta curva rosa tiene, en el puede cruzar el polo méas de una vez, en el polo puede haber mds de una recta tangente.
polo, tres rectas tangentes Por ejemplo, la curva rosa f(0#) = 2 cos 36 tiene tres rectas tangentes en el polo, como
O=7/6,0=7/2y0=>57/6). se ilustra en la figura 2.29. En esta curva, f(6) = 2 cos 360 es 0 cuando 6 es /6, w/2 'y

Figura 2.29 57 /6. La derivada f'(0) = —6 sen 30 no es 0 en estos valores de 6.



Caracoles

r=a=+ bcos6
r=a=xbsenf
(@>0,b>0)

Curvas rosa

n pétalos si n es
impar; 2n pétalos
sinespar(n>2)

Circulos y
lemniscatas

Generada con Maple.

Graficas polares especiales
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Algunos tipos importantes de graficas tienen ecuaciones que son mds simples en forma
polar que en forma rectangular. Por ejemplo, la ecuacién polar de un circulo de radio a
y centro en el origen es simplemente » = a. Mds adelante se verdn las ventajas que esto
tiene. Por ahora, se muestran abajo algunos tipos de graficas cuyas ecuaciones son mas
simples en forma polar.

IR

ol

%<1

Caracol con
lazo interior

r
2

r = acos nb
Curva rosa

[SIE]

3
2

r=acos 6
Circulo

>

[
2
0 T
3
2
a
—=1
b

Cardioide (forma
de corazén)

3

2

r = acosnf
Curva rosa

[SIE]

r = asin 0
Circulo

SE

3r

2

1<%<2

Caracol con hoyuelo

r = asen nf
Curva rosa

r
2

r> = a’sen20
Lemniscata

2
T 0
3
2
%22

Caracol convexo

YD
O\

3

2

r = asen nf

Curva rosa
r
2
bid 0
a
3n

2

r2 = a®cos 20
Lemniscata

Las curvas rosa descritas arriba son de la forma r = a cos nf o
r = a sen nf, donde n es un entero positivo mayor o igual a 2. Use una herramienta
de graficacién para trazar las graficas de

r=acosn o r =a sennf

con valores no enteros de n. ;Son estas graficas también curvas rosa? Por ejemplo,

trace la grafica de

2
r=cos-0, 0=0<=6m

3

PARA INFORMACION ADICIONAL  Para més informacién sobre curvas rosa y otras curvas

relacionadas con ellas, vea el articulo “A Rose is a Rose . . .”, de Peter M. Maurer, en The
American Mathematical Monthly. La gréifica generada por computadora que se observa al lado
izquierdo, es resultado de un algoritmo que Maurer llama “La rosa”. Para ver este articulo vaya
a MathArticles.com.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

2-3 EiEI'CiCiOS con numeracion impar.

Transformar polar a rectangular En los ejercicios 1-10, re- Transformar rectangular a polar En los ejercicios 33-42,
presente graficamente el punto dado en coordenadas polares y transforme la ecuacion rectangular a la forma polar y trace su
halle las coordenadas rectangulares correspondientes. grafica.
3B.r=4 4. r=—
L (8, 3) 2. (—2, 5—“)
2 3 35. r =3 send 36. r = Scos 6
3 T
3. (—4, —7> 4. (0, —?> 37.r=10 38. 6= %T
5. (7 5777> 6. (_2 HJ) 39. r =3sec6 40. r = 2csc 6
4 6 41. r = sec ftan 6 42. r = cot fcsc 6
7. (V/2,2.36) 8. (-3, -1.57)
9. (—4.5,3.5) 10. (9.25,1.2) AE Graficar una ecuacion polar En los ejercicios 43-52, use
una herramienta de graficacion para representar la ecuacion
Transformar rectangular a polar En los ejercicios 11-20 se polar. Halle un intervalo para 6 en el que la grifica se trace
dan las coordenadas rectangulares de un punto dado. Localice solo una vez.

grificamente el punto y halle dos conjuntos de coordenadas po-

lares del punto con 0 < 0 < 277. 43. r=2=Scos 0 44. 1 =3(1 — 4cos 6)
45. r =2 + sen 6 46. r =4 + 3 cos 0
11. (2,2) 12. (0, —6) 2 2
47. r= ——— 48. r=—7—
13. (—3,4) 14. (4, —-2) 1+ cos @ 4 — 3senf
15. (_1’ —\/§) 16. (3’ _ﬁ) 49. r = 2005<ﬁ) 50. r =3 sen(ﬁ)
17. (3. -2) 18. (3v2,3.2) 2 2
19. G’ %) 20. (0, —5) 51. r2 =4 sen226 52, r2 = 10
21. Trazar un punto  Represente grficamente el punto (4, 3.5) 53. Verificar una ecuacion polar Convierta la ecuacién
si el punto estd dado
(a) en coordenadas rectangulares r=2(hcos 6 + ksen6)
(b) en coordenadas polares. a la forma rectangular y verifique que sea la ecuacién de un
PP i o circulo. Halle el radio y las coordenadas rectangulares de su
22. Razonamiento grafico centro.
(a) En una herramienta de graficacion, seleccione formato de i i i
ventana para coordenadas polares y coloque el cursor en 54. Formula para la distancia
cualquier posicion fuera de los ejes. Mueva el cursor en sen- (a) Verifique que la férmula para la distancia entre dos pun-
tido horizontal y en sentido vertical. Describa todo cambio tos (1}, 0,) y (1, 6,) dados en coordenadas polares es
en las coordenadas de los puntos.
(b) En una herramienta de graficacion, seleccione el forma- d = r12 + r22 —2rr, (;()5(191 — 02),
to de ventana para coordenadas polares y coloque el cursor
en cualquier posicion fuera de los ejes. Mueva el cursor en (b) Describa las posiciones de los puntos, en relacién uno
sentido horizontal y en sentido vertical. Describa todo con otro, si 6, = 6,. Simplifique la férmula de la distancia
cambio en las coordenadas de los puntos. para este caso. ;Es la simplificacién lo que se esperaba?
(c) ¢Por qué difieren los resultados obtenidos en los incisos Explique por qué.
(a)y (b)? (c) Simplifique la férmula de la distancia si 6, — 6, = 90°. (Es
la simplificacién lo que se esperaba? Explique por qué.
Transformar rectangular a polar En los ejercicios 23-32, (d) Seleccione dos puntos en el sistema de coordenadas pola-
transforme la ecuacion rectangular a la forma polar y trace su res y encuentre la distancia entre ellos. Luego elija repre-
grafica. sentaciones polares diferentes para los mismos dos puntos
y aplique la férmula para la distancia. Analice el resultado.
23, 2+ y2=9 24, > —y>=9
) s ) 5 _ Formula para la distancia En los ejercicios 55-58, use el re-
B.x*+y =a 26. x* +y* = 2ax = 0 sultado del ejercicio 54 para aproximar la distancia entre los
27.y =38 28. x =12 dos puntos descritos en coordenadas polares.
29. 3x —y+2=0 30. xy = 4
. 55. (1, 5—”) (4, 71) 56. (8, 7—”), (5,
cyT=% 6 3 4

32. 2+ y2)2—-9(x2 -y =0 57. (2,0.5), (7,1.2) 58. (4,25), (12,1)
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Hallar pendientes de rectas tangentes En los ejercicios 59 H’Asintotas En los ejercicios 89-92, use una herramienta de

y 60, halle dy/dx y las pendientes de las rectas tangentes que se graficacion para representar la ecuacion y demostrar que la
muestran en las graficas de las ecuaciones polares. recta dada es una asintota de la grafica.
59, =2 + 3sen6 60. r = 2(1 — sen6) Nombre de la grafica  Ecuacién polar Asintota
LA 89. Concoide r=2—secf x=—1
i (5’ E) 90. Concoide r=2+csch y=1
91. Espiral hiperbélica r=2/0 y=2
92. Estrofoide r = 2cos260sec 6 x= -2

DESARROLLO DE CONCEPTOS

93. Comparar sistemas coordenados Describa las di-
ferencias entre el sistema de coordenadas rectangulares y

H’ Hallar pendientes de rectas tangentes En los ejercicios el sistema de coordenadas polares.
61-64, use una herramienta de graficacion y (a) trace la grafica
de la ecuacion polar, (b) dibuje la recta tangente en el valor
dado de 6 y (c) halle dy/dx en el valor dado de 6. (Sugerencia:
Tome incrementos de 6 iguales a 77/24.)

94. Transformacion de coordenadas Dé las ecuaciones
para pasar de coordenadas rectangulares a coordenadas
polares y viceversa.

_ _ =T 95. Rectas tangentes ;C6mo se determinan las pendientes
61. r =3(1 —cos 0),0 = B
2 de rectas tangentes en coordenadas polares? ;Qué son las
62. r=3—2cos0,0=0 rectas tangentes en el polo y como se determinan?

63.r=3sen0,0=7§7 -
O . ;COMO LO VE? Identifique cada gréfica polar

especial y escriba su ecuacion.
Rectas tangentes en el polo En los ejercicios 69-76, repre-

&z
2
0
12 3
sente una grafica de la ecuacion polar.

69. r = 5senf 70. r = 5cos 0 0 @@ 0
71. r = 2(1 — sen6) 72. r = 3(1 — cos 0) ’ T -

73. r = 4 cos 36 74. r = —sen 560
75. r = 3 sen 20 76. r = 3 cos 26

T
4. r=4,0="
64. r ,0 1

(a) z
Tangencia horizontal y vertical En los ejercicios 65 y 66, 2
halle los puntos de tangencia horizontal y vertical (si los hay) a
la curva polar.
65.r=1—senf 66. r = asenf
Tangencia horizontal En los ejercicios 67 y 68, halle los pun- ) 0
tos de tangencia horizontal (si los hay) a la curva polar.

3

(b)
67. r=2csch+ 3 68. r = asen 0 cos?6
© (d

(ST

2

|
T

97. Trazar una grafica Trace la grifica de r = 4 sen 0 sobre el

Trazar una grafica polar En los ejercicios 77-88, represente intervalo dado.

una grifica de la ecuacion polar.

T T T T
< < — — < < - < < —
77.r =8 78.r =1 @O0=f0=y My=f=m (©=5=0=7
79. r = 4(1 + cos 6) 80. r =1+ senf A 98. Para pensar Utilice una herramienta graficadora para repre-
81.7=3 — 2cos 6 82.r=5—4senf sentar la ecuacion polar r = 6[1 + cos(0 — ¢)] para (a) ¢ = 0,
6 (b) d = 7w/4y (c) d = m/2. Use las graficas para describir
83. r=3csch 84. r = S senf — 3cos 8 el efecto del angulo ¢. Escriba la ecuacién como funcién de
send — 3 cos § sen 6 para el inciso (c).
85. r =126 86. r = % 99. Curvarotada Verifique que sila curva correspondiente a la

ecuacioén polar r = f(0) gira un dngulo ¢, alrededor del polo,
87. r2 = 4 cos 20 88. r2 = 4senf entonces la ecuacion de la curva girada es r = f(0 — ¢).
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100. Curva rotada La forma polar de una ecuacién de una
curva es r = f(sen 6). Compruebe que la forma se convierte
en

(a) r = f(—cos 0) si la curva gira 7/2 radianes alrededor del
polo en sentido contrario a las manecillas del reloj.

(b) r = f(—sen 6) si la curva gira 7 radianes alrededor del
polo en sentido contrario a las manecillas del reloj.

(¢c) r = f(cos 0) si la curva gira 37/2 radianes alrededor del
polo en sentido contrario a las manecillas del reloj.

Curva rotada En los ejercicios 101-104, use los resultados de
los ejercicios 99 y 100.

H’ 101. Dé€ la ecuacién del caracol r = 2 — sen 6 después de girar

la cantidad indicada. Utilice una herramienta de grafica-
cién para representar el giro del caracol para (a) 0 = 7/4,
b)0=m/2,(c)0 =7y (d)6 =37/2.

H’ 102. D¢ una ecuacion para la curva rosa r = 2 sen 26 después de

girar la cantidad dada. Verifique los resultados usando una he-

rramienta de graficacion para representar el giro de la curva

rosapara(a)§ = 7/6,(b) 6 = 7/2,(c) 0 =27/3y(d) 0 = 7.
103. Dibuje la grafica de cada ecuacion.

(@ r=1-senf (b)r=1—sen(0—§)

104. Demuestre que la tangente del dngulo (0 < ¢ < 77/2) entre
la recta radial y la recta tangente en el punto (r, 6) en la gra-
fica de r = f(0) (vea la figura) estd dada por

tan =

/ ‘
dr/de|
2
2

Curva polar

r=f0)

Recta tangente

v .
t\ -7 Recta radial

Eje polar

H’ Encontrar un angulo Enlos ejercicios 105-110, use los resul-

tados del ejercicio 104 para hallar el angulo ¢y entre las rectas
radial y tangente a la grafica en el valor indicado de 0. Use una
herramienta de graficacion para representar la ecuacion polar,
de la recta radial y la recta tangente en el valor indicado de 6.
Identifique el angulo .

Ecuacién polar Valor de 0
105. » = 2(1 — cos 6) 0=m
106. r = 3(1 — cos 6) 0=377T
107. r = 2 cos 36 6="7
108. r = 4 sen 20 6=1¢
109. r = I—LCOSO 0= 2?77.
0. r =5 6="¢

Tomado de Millington & Barnard Collection of Scientific Apparatus, ca. 1855 The University of Mississippi M

Curvas planas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

:Verdadero o falso? En los ejercicios 111-114, determine si
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explique por qué
0 dé un ejemplo que muestre que es falsa.

111. Si(ry, 6))y (r,, 0,) representan el mismo punto en el sistema

de coordenadas polares, entonces |r;| = |r,).

112. Si(r,, 6,) y (r,, 0,) representan el mismo punto en el sistema
de coordenadas polares, entonces 6, = 6, + 2n para algin
entero n.

113. Si x > 0, entonces el punto (x, y) en el sistema de coorde-
nadas rectangulares (o cartesianas) puede representarse
mediante (7, #) en el sistema de coordenadas polares, donde
r= x2+ y2y 0 = arctan (y/x).

114. Las ecuaciones polares r = sen 20, r =
r = sen (—26) tienen la misma grafica.

—sen 20 y

Arte anamorfico

El arte anamorfico parece distorsionado, pero cuando se ve desde
un particular punto de vista o con un dispositivo como un espejo
parece que estd normal. Use las siguientes transformaciones ana-
morficas

3 37

T
= = —— _ " < <
r=y+16 'y 6 pes 4_9_4

para dibujar la imagen polar transformada de la grafica rectangular.
Cuando se observa la reflexién (en un espejo cilindrico centrado en
el polo) de una imagen polar desde el eje polar, el espectador ve la
imagen rectangular original.

@y=3 Mx=2 @y=x+5 x*+(y-5=5

Este ejemplo de arte anamoérfico es de la Coleccidon
Millington-Barnard en la Universidad de Mississippi.
Cuando se observa el reflejo de la “pintura polar”
transformada en el espejo, el espectador ve el arte
distorsionado en sus proporciones adecuadas.

" PARA INFORMACION ADICIONAL Para m4s informacién
sobre arte anamorfico, consulte al articulo “Anamorphisms”, de
Philip Hickin, en Mathematical Gazette.

Oxford, Mississippi
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2.4 Areay longitud de arco en coordenadas polares

Hallar el area de una regién limitada por una grafica polar.
Hallar los puntos de interseccién de dos graficas polares.
Hallar la longitud de arco de una grafica polar.

Hallar el area de una superficie de revolucion (forma polar).

Area de una region polar

El desarrollo de una férmula para el drea de una regién polar
se asemeja al del drea de una region en el sistema de coordena-
das rectangulares (o cartesianas), pero en lugar de rectangulos
se usan sectores circulares como elementos bdsicos del drea.
En la figura 2.30, observe que el drea de un sector circular de
radio r es %Orz, siempre que 6 esté dado en radianes. 9
Considere la funcién dada por r = f(6), donde f es conti- T
nua y no negativa en el intervalo & < 6 < 8. La region limitada
por la grafica de fy las rectas radiales 6 = o'y 6 = 3 se mues- El drea de un sector
tra en la figura 2.31(a). Para encontrar el drea de esta regién, circulares A = 562,
se hace una particién del intervalo [«, ] en n subintervalos Figura 2.30
iguales

a=0<6<0,<---<6, ,<0,=p.

A continuacién se aproxima el drea de la region por medio de la suma de las dreas de los
n sectores, como se muestra en la figura 2.31(b).

ST

Radio del i-ésimo sector = f(6,)

; : Boa_,,
n

; Angulo central del i-ésimo sector =

- j()Ae[f 6)1°

Tomando el limite cuando n — oo se obtiene

-o
-7 — e I X 2
- A= nlggozl; [f(6)]* A6
0 1 ("
\ -1 [oras
@ lo cual conduce al teorema siguiente.

[SIE]

TEOREMA 2.7 Area en coordenadas polares

Si fes continua y no negativa en el intervalo [a, B],0 < B — a < 2, entonces
el drea de la regién limitada (o acotada) por la grafica de r = f(0) entre las rectas
radiales # = a'y 8 = 3 estd dada por

B
-2 f NOIRT

1 (?
=—f r2 do. 0<B-as<2m

Se puede usar la misma férmula del teorema 2.7 para hallar el drea de una region li-
(b) mitada por la grafica de una funcién continua no positiva. Sin embargo, la férmula no es
Figura 2.31 necesariamente valida si toma valores tanto positivos como negativos en el intervalo [«, B].
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El drea de un pétalo de la curva rosa
que se encuentra entre las rectas radiales
0=—-mw/6y0=m/6es3m/4.

Figura 2.32

SIS

El area entre los lazos interior y
exterior es aproximadamente 8.34.
Figura 2.33

Encontrar el area de una region polar

*> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Encuentre el drea de un pétalo de la curva rosa dada por r = 3 cos 36.

Solucion Enla figura 2.32 puede ver que el pétalo al lado derecho se recorre a medi-
da que 6 aumenta de — 77/6 a /6. Por tanto, el drea es

1 P 1 e Use la férmula para el arez
= — 2 = = 2 s a para el drea
A= 2Ja redo = 2 fﬁ/6 (3 cos 30) do en coordenadas polares.
_ 9 (™ 1+ cos66 40 Identidad
2 — 2 trigonométrica
_ 2[0 | sen 60}#/6
4 6 —/6
_ <f z)
6

= T' .

Para hallar el 4rea de la regién comprendida dentro de los tres pétalos de la curva
rosa del ejemplo 1, no puede simplemente integrar entre 0 y 27r. Si lo hace asi, obtiene
97/2, que es el doble del drea de los tres pétalos. Esta duplicacion ocurre debido a que
la curva rosa es trazada dos veces cuando 6 aumenta de 0 a 2.

Hallar el area limitada por una sola curva

Halle el area de la regién comprendida entre los lazos interior y exterior del caracol
r=1-2sen0.

Solucion En la figura 2.33, observe que el lazo interior es trazado a medida que 6
aumenta de /6 a 57r/6. Por tanto, el drea comprendida por el lazo interior es

1 sm/6 2 Use la formula para el drea
Al - 5 (1 — 2Zsen 0) d6 en coordenadas polares.
/6
1 57/6
=f (1 — 4sen 0 + 4sen” 6) do
2 /6
1 5/6 | — 2 .
== [1 — 4sen 0 + 4(&0)] do ld,“”“dad: y
2) .6 2 trigonométrica
1 57/6
= ZJ (3 —4sen 6 — 2cos 26) do Simplifique.
/6
1 5m/6
*[30 + 4cos 6 — sen 20]
2 /6
1
5(277 - 3.3)

33

_77-—7

De manera similar, puede integrar de 57/6 a 137/6 para hallar que el drea de la regién
comprendida por el lazo exterior es A, = 21 + (3\@ /2). El 4rea de la regiéon com-
prendida entre los dos lazos es la diferencia entre A, y A;.

A=A, — A, = <2w+3‘[>—<w—3f>:w+ 33 ~834
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Caracol: r=1—-2cos 60

Tres puntos de interseccion (1, 7/2),
(—=1,0)y (1,37/2).
Figura 2.34
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Puntos de interseccion de graficas polares

Debido a que un punto en coordenadas polares se puede representar de diferentes ma-
neras, hay que tener cuidado al determinar los puntos de interseccién de dos graficas.
Por ejemplo, considere los puntos de interseccién de las graficas de

r=1—2cos0 y r=1

mostradas en la figura 2.34. Si, como se hace con ecuaciones rectangulares, se trata de
hallar los puntos de interseccién resolviendo las dos ecuaciones en forma simultdnea,
se obtiene

r=1—2cos 6 Primera ecuacién
I1=1-—2cos 6 Sustituir » = 1 de la segunda ecuacién en la primera ecuacion.
cos =0 Simplificar.
w37 _
0= 2 5 Despeje 6.

Los puntos de interseccion correspondientes son (1, 7w/2) y (1, 37/2). Sin embargo, en
la figura 2.34 se ve que hay un fercer punto de interseccién que no aparecio al resolver
simultdneamente las dos ecuaciones polares. (Esta es una de las razones por las que es
necesario trazar una grafica cuando se busca el drea de una regién polar.) La razén por
la que el tercer punto no se encontrd es que no aparece con las mismas coordenadas en
ambas gréficas. En la gréfica de r = 1, el punto se encuentra en las coordenadas (1, 7),
mientras que en la gréifica de

r=1—2cos 6

el punto se encuentra en las coordenadas (-1, 0).

Ademas de resolver simultdneamente las ecuaciones y dibujar una grafica, consi-
dere que puesto que el polo puede representarse mediante (0, 8), donde 6 es cualquier
angulo, el polo debe verificarse por separado cuando se buscan puntos de interseccion.

El problema de hallar los puntos de interseccién de dos gréficas polares se puede
comparar con el problema de encontrar los puntos de colisién de dos satélites cuyas
Orbitas alrededor de la Tierra se cortan, como se ilustra en la figura 2.35. Los satélites
no colisionan mientras lleguen a los puntos de interseccién en momentos diferentes (va-
lores de 6). Las colisiones solo ocurren en los puntos de interseccidn que sean “puntos
simultdneos”, puntos a los que llegan al mismo tiempo (valor de 6).

Las trayectorias de los satélites pueden
cruzarse sin causar colisiones.

Figura 2.35

PARA INFORMACION ADICIONAL Para mds informacién sobre el uso de la tecnologia
para encontrar puntos de interseccion, consulte el articulo “Finding Points of Intersection of
Polar-Coordinate Graphs”, de Warren W. Esty, en Mathematics Teacher. Para ver este articulo
vaya a MathArticles.com.
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Hallar el area de la region entre dos curvas

Halle el drea de la region comun a las dos regiones limitadas por las curvas siguientes.

r —6cos 0 Circunferencia

r=2—2cos 6. Cardioide

Solucion Debido a que ambas curvas son simétricas respecto al eje x, puede trabajar
con la mitad superior del plano, como se ilustra en la figura 2.36. La regién sombreada
en gris oscuro se encuentra entre la circunferencia y la recta radial

circunferencia

o=""

3
Puesto que la circunferencia tiene coordenadas (0, 7r/2) en el polo, puede integrar entre
/2y 27 /3 para obtener el drea de esta region. La regién sombreada en gris claro estd
limitada por las rectas radiales # = 27/3 y § = 1 y la cardioide. Por tanto, el drea de
esta segunda region se puede encontrar por integracién entre 277/3 y 7. La suma de estas
dos integrales da el drea de la regién comun que se encuentra sobre la recta radial 6 = .

Regi6n entre la cardioide y Regién entre la circunferencia

las rectas radiales 6 = 27/3  ylarectaradial @ = 27/3y 0 = 7

A 1 2m/3 1 T
Circunferencia: Cardioide: ‘ — = J (—6 cos 0)2 de + f (2 — 2 ¢cos 0)2 dé
r=—-6c¢cos 0 r=2-2cos 6 2 2 /2 2 27/3
Figura 2.36

I
—_
00

27/3 T
f 00529d0+1f (4 — 8cos O+ 4cos?0) do
w/2 2 2m/3

2m/3 T
9f (1+c0520)d0+f (3 —4cos 6+ cos20)do

/2 2m/3
2m/3 T
=9[e+sen20} +[30—4sen0+sen29}
2 /2 2 27/3
(2w V3 0w V3
—9<3 2 2>+<317 2w+2ﬁ+4>
_om
2

Por tltimo, multiplicando por 2 se concluye que el area total es

57 =15.7. Area de una regién dentro de la circunferencia y la cardioide

Para verificar que el resultado obtenido en el ejemplo 3 es razonable, note que el drea
de la regidn circular es

mr? = 9. Area de la circunferencia

Por tanto, parece razonable que el drea de la regién que se encuentra dentro de la circun-
ferencia y dentro de la cardioide sea 5. u

Para apreciar la ventaja de las coordenadas polares al encontrar el drea del ejemplo 3,
considérese la integral siguiente, que da el drea en coordenadas rectangulares.

—3/2 0
A:f V2ST =26 — 2 — 2x + 2dx + V=x% = 6xdx

2 4 -3/2

Emplee las funciones de integracion de una herramienta de graficacién para comprobar
que se obtiene la misma 4rea encontrada en el ejemplo 3.
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°e Cuando
se aplica la férmula de la lon-
gitud de arco a una curva polar,
es necesario asegurarse que la
curva esté trazada solo una vez
en el intervalo de integracion.
Por ejemplo, la rosa dada por
r = cos 36 esta trazada una sola
vez en el intervalo 0 <0 < 77,
pero estd trazada (se recorre) dos
veces en el intervalo 0 < 6 < 277,

i

Il

]

Figura 2.37
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Longitud de arco en forma polar

La férmula para la longitud de un arco en coordenadas polares se obtiene a partir de la
férmula para la longitud de arco de una curva descrita mediante ecuaciones paramé-
tricas.

TEOREMA 2.8 Longitud de arco de una curva polar

Sea funa funcién cuya derivada es continua en un intervalo a < 6 < 8. La longitud
de la grafica de r = f(6), desde # = « hasta @ = 3, es

B P :
= f [OF + [/ T do :f m @@

| Encontrar la longitud de una curva polar

Encuentre la longitud del arco que vade # = 0 a § = 27 en la cardioide
r=f(0=2—-2cos 6
que se muestra en la figura 2.37.

Solucion Como f'(9) = 2 sen 6, puede encontrar la longitud de arco de la siguiente
manera.

B
s = f \/[f( 0)]2 + [f/(g)]z dae Férmula para la longitud de arco de una curva polar
o

2
- f J (2 = 2cos 6)2 + (2sen 6)2d6
0

2
= Zﬂj V1 —cos 0d6o Simplifique.

0

2 0
=2 \/E f 2 sen? E do Identidad trigonométrica

0

2
_ 9 0 4
—4JO sen2d0 senEEOpalaOS(JSZm‘
2

= 8[—cos g]o
=8(1+1)
=16

Empleando la figura 2.37, puede ver que esta respuesta es razonable mediante compa-
racion con la circunferencia de un circulo. Por ejemplo, un circulo con radio % tiene una
circunferencia de

S = 15.7.

Observe que en el quinto paso de la solucidn, es legitimo escribir

6 0
2V _ u
2 sen ’ ﬂsenz

en lugar de
/ 0 0
2V _ v
2 sen ’ V2 |sen 2‘

porque sen(6/2) para 0 <6 < 21r. u
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.................[>

e Al aplicar
el teorema 2.9, hay que verifi-
car que la grifica de r = f(0) se
recorra una sola vez en el inter-
valo a <6 < . Por ejemplo, la
circunferencia dada por

r = cos 6 se recorre solo una
vez en el intervalo 0 < 0 < 7.

Curvas planas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Area de una superficie de revolucion

La versidn, en coordenadas polares, de las formulas para el drea de una superficie de
revolucién se puede obtener a partir de las versiones paramétricas dadas en el teorema
2.3, usando las ecuaciones x = rcos @y y = rsen 6.

TEOREMA 2.9 Area de una superficie de revolucién

Sea funa funcién cuya derivada es continua en un intervalo o < 6 < 8. El drea de la
superficie generada por revolucion de la graficade r = f(0), desde 6 = ahasta§ = 3,
alrededor de la recta indicada es la siguiente.

B
1. § = wa £(6) sen O~/[ f(O) > + [f(0)]> d6

Alrededor del eje polar

2. S=2m fﬁf(e) cos O~/ [ fO)]* + [f(0)]*db

Alrededor de la recta 6 = izT

] Hallar el area de una superficie de revolucion

Halle el drea de la superficie obtenida por revolucién de la circunferencia r = f{6) = cos 0
alrededor de la recta & = /2, como se ilustra en la figura 2.38.

2
2

@
_

2
2

Toro
pellizcado

(a) (b)
Figura 2.38

Solucion Puede usar la segunda féormula dada en el teorema 2.9 con f'(6) = —sen 6.
Puesto que la circunferencia se recorre solo una vez cuando § aumenta de O a 7, se tiene

Férmula para el drea de una
superficie de revolucién

B
S =2 f £(6) cos 0T FO)]2 + [f(0)]> do

= 277[ cos O(cos 0)/cos? 6 + sen? 6d6
0

Identidad trigonométrica

27Tf cos? 6dO
0

Identidad trigonométrica

=’rrf (1 + cos26) do
0

sen 260"
+7
”[0 2 ]
2

= . =

0
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

2.4 Ejercicios

Area de una region polar En los ejercicios 1-4, dé una inte- Hallar puntos de interseccion Enlos ejercicios 25-32, encuen-

gral que represente el drea de la region sombreada que se mues-
tra en la figura. No evaliie la integral.

1. r = 4senf 2. r =cos?26

2
2

[SIE]

Il
T

3. r=3—2senf

4. r =1 — cos 20

Hallar el area de una region polar En los ejercicios 5-16,
determine el drea de la region.

5. Interior de r = 6 sen 6 6. Interior de r = 3 cos 6
7. Un pétalo de r = 2 cos 36 8. Un pétalo de r = 4 sen 30

9. Un pétalo de r = sen 260 10. Un pétalo de » = cos 50

tre los puntos de interseccion de las graficas de las ecuaciones.

25.r=1+cos 0

r=1—-cos 6

26. r = 3(1 + senb)
r= 3(1 — senf)

@ o

.r=1+cos 6

r=1—senf

.r=2—3cos 6

r = cos 6

2 r
2 2
0 0
1

29. r=4 — 5sen 6

r=3sen O

31. r=

N N

r =

30. r=3 +sen 0

r=2csc6

PP Redaccion En los ejercicios 33 y 34, use una herramienta de

11.
12.
13.
14.
15.
16.

Interiorde r = 1 —sen 6

Interior de r = 1 —sen 6 (arriba del eje polar)
Interiorde r =5 + 2 sen 0

Interior de r = 4 —4 cos 6

Interior de r* = 4 cos 26

Interior de r* = 6 sen 20

graficacion para hallar los puntos de interseccion de las grafi-
cas de las ecuaciones polares. En la ventana, observe como se
van trazando las graficas. Explique por qué el polo no es un
punto de interseccion que se obtenga al resolver las ecuaciones
en forma simultanea.

33. r=cos b 34. r = 4senf

r=2— 3senf

r=2(1 + senb)

PP Hallar el area de una region polar En los ejercicios 17-24,

. . PP Hallar el area de una region polar entre dos curvas En
use una herramienta de graficaciéon para representar la ecua-

cién polar y encuentre el area de la region indicada.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

Lazo interior de
Lazo interior de
Lazo interior de

Lazo interior de

r=1+2cos#
r=2-4cosf
r=1+2senf
r=4-6sen6

Entre los lazos de r =1 + 2 cos 0
Entre los lazos de r = 2(1 + 2 sen 6)
Entre los lazos de r = 3 — 6 sen 0

Entre los lazos de r = % + cos 6

los ejercicios 35-42, use una herramienta de graficacion para re-
presentar las ecuaciones polares y halle el area de la region dada.

35. Interior comtinar =4sen20yr =2

36. Interior comtn a r = 2(1 + cos 6) y r = 2(1 — cos 6)
37. Interior comtinar =3—-2senfyr=-3 + 2sen 6
38. Interior comtinar =5-3senfyr=5—3cos 0
39. Interior comiinar =4senfyr =2

40. Interior comtinde r =2 cos @y r = 2 sen

41. Interior r = 2 cos 6 y exterior r = 1

42. Interior » = 3 sen 6 y exterior »r = 1 + sen 6
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Hallar el area de una regioén polar entre dos curvas En
los ejercicios 43-46, encuentre el area de la region.

43. Enelinterior de r = a(l + cos 0) y en el exterior de » = a cos 6
44. En el interior de r = 2a cos 0 y en el exterior de r = a
45. Interior comtinar =a(l + cos @)y r = asen 6

46. Interior cominar =acosfyar = asen6, dondea>0

«47. Radiacion de unaantenas e ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o o o o o

La radiacién prove-
niente de una antena
de transmisién no

es uniforme en todas
direcciones. La inten-
sidad de la transmision
proveniente de una
determinada antena se
describe por medio del
modelo r = a cos? 6.

(a) Transforme la
ecuacion polar a la
forma rectangular.

(b) Utilice una herramienta de graficacion para trazar el
modelocona =4ya=6.

(c) Halle el area de la regién geografica que se encuentra
entre las dos curvas del inciso (b).

. Area Eldreaen el interior de una o mds de las tres circunfe-
rencias entrelazadas

N
=]

r=2acosf, r=2asen® y r=a
esta dividida en siete regiones. Determine el drea de cada re-
gioén.

49. Conjetura Halle el drea de la regién limitada por

r = acos(nb)

para n = 1, 2, 3,... Con base en los resultados, formule una
conjetura acerca del drea limitada por la funcién cuando n es
par y cuando n es impar.

50. Area Dibuje la estrofoide

a aa
—— <0< .

= -2
r = sec6 cos 0, > >

Transforme estas ecuaciones a coordenadas rectangulares. En-
cuentre el drea comprendida en el lazo.
Hallar la longitud de arco de una curva polar En los ejer-
cicios 51-56, encuentre la longitud de la curva sobre el intervalo
indicado.

Ecuacion polar Intervalo
51. r =8 0=<6=<27m
52.r=a 0<6=<27
53. r =4senf 0<6=mw
54. r = 2acos 6 —gsosg
55.r=1+sen6 <60<27w
56. r = 8(1 + cos 6) <0<2mw

Curvas planas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

ldP Hallar la longitud de arco de una curva polar En los

ejercicios 57-62, utilice una herramienta de graficacion para
representar la ecuacion polar sobre el intervalo dado. Emplee
las funciones de integracion de una herramienta de graficacion
para estimar la longitud de la curva con una precision de dos
decimales.

Ecuacion polar Intervalo
57.r =20 0<6< g
58. r = sec 0 Osﬂsg

1
59. r = 5 T<60<2mw
60. r = ¢ < T
61. r = sen (3 cos ) 0<0<w

o
In
IA
3

62. r = 2 sen (2 cos 6)

Hallar el area de una superficie de revolucion En los ejer-
cicios 63-66, encuentre el area de la superficie generada por re-
volucién de la curva en torno a la recta dada.

Ecuacién polar Intervalo Eje de revolucion
63. r = 6cos 0 0=<6c=< %T Eje polar
64. r = acos 0 0s6=7 9=
65. r = 0s9=7T  6=7
66. r = a(l + cos 6) 0<b<m Eje polar

Hu Hallar el area de una superficie de revolucién En los ejer-

cicios 67 y 68, use las funciones de integracion de una herra-
mienta de graficacion para estimar, con una precision de dos
cifras decimales, el area de la superficie generada por revo-
lucion de la curva alrededor del eje polar.

67. r=4cos26, 0 < 95%

68. r=0, 0<0<mw

DESARROLLO DE CONCEPTOS

69. Puntos de interseccion Explique por qué para en-
contrar puntos de interseccion de gréficas polares es nece-
sario efectuar un andlisis ademds de resolver dos ecuacio-
nes en forma simultdnea.

70. Area de una superficie de revoluciéon Dé las
férmulas de las integrales para el drea de una superficie de
revolucion generada por la grafica de r = f(0) alrededor
(a) delejex
(b) delarecta = /2.

71. Area de una region Para cada ecuacién polar, dibuje
su gréfica, determine el intervalo que traza la gréfica solo
una vez y encuentre el drea de la region acotada por la
gréfica utilizando una férmula geométrica e integracion.

(a) r=10cos 0 (b)r =5senf

BESTWEB/Shutterstock.com



2.4 Areavy longitud de arco en coordenadas polares

72. ;COMO LO VE? ;Qué grifica, trazada una sola
—\ vez, tiene la longitud de arco mds grande?
3 T
(a) 2 (b) 5
0 0
2 2

73.

74.

75.

e @

76.

= @

77. Coénica

Area de la superficie de un toro  Determine el drea de la
superficie del toro generado por revolucién de la circunferen-
cia r = 2 alrededor de la recta r = 5 sec 6.

Area de la superficie de un toro  Encuentre el 4rea de la
superficie del toro generado por revolucién de la circunferen-
ciar = aentorno alarectar = b sec 0, donde 0 < a < b.

Aproximar un area Considere la circunferencia r = 8 cos 6.

(a) Halle el area del circulo.

(b) Complete la tabla dando las dreas A de los sectores circu-
lares entre § = 0 y los valores de 6 dados en la tabla.

6 |02|04]06|08 1011214

(c) Use latabla del inciso (b) para aproximar los valores de 6

. . 113
para los cuales el sector circular contiene 7,5 y ; del
drea total de la circunferencia.

Use una herramienta de graficacién para aproximar, con
una precision de dos cifras decimales, los dngulos 6 para

. . 113 p
los cuales el sector circular contiene 4, ; y 3 del drea total
de la circunferencia.

(e) ¢Los resultados del inciso (d) dependen del radio del
circulo? Explique su respuesta.

Aproximacion de un area Considere la circunferencia
r=3sen6.
(a) Halle el area del circulo.

(b) Complete la tabla dando las dreas A de los sectores circu-
lares entre § = 0y los valores de 6 dados en la tabla.

6| 02|04]06|08| 1011214

A

(c) Use latabla del inciso (b) para aproximar los valores de 6
para los cuales el sector circular contiene %, i y % del drea
total de la circunferencia.

Use una herramienta de graficacion para aproximar, con
una precisién de dos cifras decimales, los dngulos 6 para
los cuales el sector circular contiene g, § y 3 del drea total
de la circunferencia.

(Que seccion cénica representa la siguiente ecua-
cién polar: ¥ = a sen 6 + b cos 6?

78.

80.

81.

82.

AE ©

101

Area Encuentre el area del circulo dado por

r=sen 6 + cos 6.

Compruebe el resultado transformando la ecuacion polar a la
forma rectangular y usando después la féormula para el drea del
circulo.

Espiral de Arquimedes La curva representada por la
ecuacion r = a6, donde a es una constante, recibe el nombre
de espiral de Arquimedes.

(a) Use una herramienta de graficacion para trazar la gréfica
de r =6, donde 0 = 0. ; Qué ocurre con la graficade r = af
a medida que g aumenta? ;Qué pasa si 6 < 0?

(b) Determine los puntos de la espiral r = af (a >0, 6 = 0),
en los que la curva cruza el eje polar.

(c) Halle la longitud de r = 6 sobre el intervalo 0 < 6 < 277.
(d) Halle el drea bajo la curva r = 6 para 0 <6 < 27.

Espiral logaritmica La curva descrita por la ecuacion
r = ae®®, donde a y b son constantes, se denomina espiral
logaritmica. La figura siguiente muestra la grafica de r = ¢”°,

—27 <0 < 27r. Halle el drea de la zona sombreada.

ST

Y
C

Figura para 80 Figura para 81

Area Lamayor de las circunferencias mostradas en la figura
es la grafica de r = 1. Halle la ecuacién polar para la circunfe-
rencia menor, de manera que las dreas sombreadas sean igua-
les.

Folio de Descartes La curva llamada folio de Descartes
puede representarse por medio de las ecuaciones paramétricas

3t 342

(a) Convierta las ecuaciones paramétricas a la forma polar.
(b) Dibuje la gréfica de la ecuacion polar del inciso (a).

Use una herramienta de graficacién para aproximar el
drea comprendida en el lazo de la curva.

:Verdadero o falso? En los ejercicios 83 y 84, determine si
la afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explique por qué
0 dé un ejemplo que demuestre que es falsa.

83.

84.

85.

Sif(6) > 0 para todo 6 y g() < O para todo 6, entonces las gra-
ficas de r = f() y r = g(0) no se intersecan.

Sif(0) = g(0) para § = 0, w/2 y 37/2, entonces las graficas de
r = fi0) y r = g(6) tienen cuando menos cuatro puntos
de interseccion.

Longitud de arco en forma polar Use la férmula para la
longitud de arco de una curva en forma paramétrica para obte-
ner la férmula de la longitud de arco de una curva polar.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas
de los ejercicios con numeracion impar.

Ejercicios de repaso

Correspondencia En los ejercicios 1-6, relacione la ecua-
cién con su grafica. [Las graficas estan etiquetadas (a), (b), (c),

d), (e) y ()]
(a) Y (b) y

(@ "

()

1. 4x2 + y2 =4
3. y2= —4x
5. x2+ 4y2 =

2. 4x2—y2=4
4. y2—4x2=4
6. x> =4y

Identificar una conica En los ejercicios 7-14, identifique
la coénica, analice la ecuacion (centro, radio, vértices, focos,
excentricidad, directriz y asintotas, si es posible) y trace su
grafica. Use una herramienta de graficacion para confirmar
los resultados.

7. 16x> + 16y2 — 16x + 24y — 3 =0

8 y2—12y —8x+20=0

9. 3x2 = 2y2+24x + 12y +24 =0

10. 5x> 4+ y2—=20x + 19 =0

11, 3x2+2y> = 12x + 12y + 29 =0

12, 12x2 — 12y2 = 12x + 24y — 45 =0

13. x> —6x—8 +1=0

14. 9x% + 25y> + 18x — 100y — 116 = 0

Hallar una ecuacion de una parabola En los ejercicios 15
y 16, determine una ecuacion de la parabola.

15. Vértice: (0,2) 16. Vértice: (2, 6)

Directriz: x = —3 Foco: (2, 4)

Hallar una ecuacion de una elipse En los ejercicios 17-20,

determine una ecuacion de la elipse.

17. Centro: (0,0)
Foco: (5,0)
Vértice: (7, 0)

18. Centro: (0,0)
Eje mayor: vertical

Puntos de la elipse:
(1,2),(2,0)

20. Focos: (0,+7)
Longitud del eje mayor: 20

19. Vértices: (3,1),(3,7)

Excentricidad: %

Hallar una ecuacion de una hipérbola En los ejercicios 21-
24, determine una ecuacion de la hipérbola.

21. Vértices: (0, +8) 22. Vértices: (£2,0)
Asintotas: y = +£32x

24. Centro: (0,0)
Vértices: (0, 3)

Focos: (0, 6)

Asintotas: y = +2x
23. Vértices: (£7, — 1)
Focos: (9, —1)

25. Antena satelital La seccién transversal de una gran ante-
na parabdlica se modela por medio de la grifica de

x2

Y =500 100 = x < 100.

El equipo de recepcion y transmision se coloca en el foco.
(a) Determine las coordenadas del foco.
(b) Encuentre el drea de la superficie de la antena.

2 2
26. Usar una elipse Considere la elipse % + % =1
(a) Determine el area de la region acotada por la elipse.
(b) Encuentre el volumen del sélido generado al girar la re-
gi6én alrededor de su eje mayor.

Usar ecuaciones paramétricas En los ejercicios 27-34,
trace la curva representada por las ecuaciones paramétricas
(indique la orientacién de la curva) y dé las ecuaciones rec-
tangulares correspondientes mediante la eliminacion del pa-
rametro.

27.x=1+8,y=3—-4 28.x=t—6,y=1>

29. x=¢ —1,y=¢" 30. x=e¢¥, y=1t+4
31. x =6cos H, y=>06sen6

32. x =2+ 5cost, y =3+ 2sent

33. x=2+sech, y=3+tan 6

34. x =5sen* 0, y = 5cos*

Hallar las ecuaciones paramétricas En los ejercicios 35 y
36, encuentre dos conjuntos diferentes de ecuaciones paramé-
tricas para la ecuacién rectangular.

35.y=4x+3 36. y=x>—2



H’ 37. Motor rotatorio EIl motor rotatorio fue inventado por Fé-
lix Wankel en la década de los cincuenta. Contiene un rotor
que es un tridngulo equilatero modificado. El rotor se mueve
en una cdmara que, en dos dimensiones, es un epitrocoide.
Use una herramienta de graficacién para trazar la cdmara que
describen las ecuaciones paramétricas.

x = cos36 + 5cos 6

y
y =sen36 + 5sen 6.

38. Curva serpentina Considere las ecuaciones paramétricas
x=2cotfyy=4senfcosh,0<6 <.

HU (a) Use una herramienta de graficacion para trazar la curva.
(b) Elimine el pardmetro para demostrar que la ecuacién rec-

tangular de la curva serpentina es (4 + x?)y = 8x.

Hallar pendiente y concavidad En los ejercicios 39-46, de-

termine dy/dx y d*y/dx?, y l1a pendiente y concavidad (si es posi-

ble) para el valor dado del parametro.

Ecuaciones paramétricas Parametro
39. x=2+5t, y=1—4¢ tr=3
40.x=t—-6, y=~7 t=5
41.x=%, y=2t+3 t=—1
1

42.x=?, y=7 t= -2

T
43. x =5+ cosf, y=3+4senb 0=g

T
44. x = 10cos 6, y = 10sen 6 6=Z

T
45. x =cos’ 0, y=4sen’0 0=§
46. x =¢', y=e¢' r=1

H’ Hallar una ecuacion de una recta tangente En los ejerci-

cios 47 y 48, (a) use una herramienta de graficacion para trazar
la curva representada por las ecuaciones paramétricas, (b) use
una herramienta de graficacion para hallar dx/do, dy/d6 y
dyldx, para el valor dado del parametro, (c) halle una ecuacion
de la recta tangente a la curva en el valor dado del parametro,
y (d) use una herramienta de graficacion para trazar la recta
tangente a la curva del inciso (c).

Ecuaciones paramétricas Parametro
T
47. x =cotf, y = sen2f OZE
48 x:ltanﬂ = 6sen g="2
TET Y 3

Tangencia horizontal y vertical En los ejercicios 49-52, en-
cuentre todos los puntos (si los hay) de tangencia horizontal y
vertical a la curva. Use una herramienta de graficacion para
confirmar los resultados.

49. x=5—-1 y=2
50. x=t+2, y=£-2t

Ejercicios de repaso 103

51.x=2+2senf, y=1+cosf
52. x =2 — 2cos 6, 2sen26

Longitud de arco En los ejercicios 53 y 54, determine la lon-
gitud de arco de la curva sobre el intervalo que se indica.

Ecuaciones paramétricas Intervalo
S3.x=724+1, y=4°7+3 0<tr=<2
54. x =6cos 6, y==06senf 0<s60=mw

Area de una superficie En los ejercicios 55 y 56, determine
el drea de la superficie generada por revolucion de la curva en
torno (a) al eje x y (b) al eje y.

55.x=1t, y=3t, 0<st=<2

56. x =2cosfH, y=2senb, OSOSg

Area En los ejercicios 57 y 58, encuentre el drea de la region.

57. x =3senf 58. x = 2cos 6
y=2cos b y = sen 60
T T
—— <0< — 0<s6O=<mw
2 2
y y
44 3+
34 2+
-3 -2 -1 1 2 3
T } } } } T X -1
-3 -2 -1 1 2 3
-1 = _zak
,2Ak _3Ak

Transformar coordenadas polares a rectangulares En
los ejercicios 59-62, represente graficamente el punto en coor-
denadas polares y determine las coordenadas rectangulares co-
rrespondientes al punto.

3 T
59. <5, 2) 60.( 6, 6>
61. (/3,1.56) 62. (=2, —2.45)

Transformar coordenadas rectangulares a polares En
los ejercicios 63-66 se dan las coordenadas rectangulares de un
punto. Represente graficamente el punto y determine dos pares
de coordenadas polares del punto para 0 < 6 < 2.

63. (4, —4)
65. (—1,3)

64. (0, —7)
66. (— /3, —/3)
Transformar coordenadas rectangulares a polares En

los ejercicios 67-72, convierta la ecuacion rectangular a la for-
ma polar y trace su grafica.

67. x> +y> =25 68. x> —y> =4
69. y=9 70. x = 6
71. x> =4y 72. >+ > —4x =0
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Transformar coordenadas polares a rectangulares En
los ejercicios 73-78, convierta la ecuacién polar a la forma rec-
tangular y trace su grafica.

73. r = 3 cos 0 74. r = 10
75. r = 6sen 6 76. r = 3csc 6
37

77. r = —2sec ftan 6 78. 0 = —

4

H’Trazar una ecuacion polar En los ejercicios 79-82, use una

herramienta de graficacion para representar la ecuacion polar.
__3

cos(0 — m/4)

80. r = 2 sen 0 cos? 0

81. r = 4 cos 26 sec 6

82. r = 4(sec 6 — cos 0)

79. r =

Tangencia horizontal y vertical En los ejercicios 83 y 84,
encuentre todos los puntos de tangencia horizontal y vertical (si

los hay) a la curva polar.
83. r=1-—cosf 84. r=3tan 6

Rectas tangentes al polo En los ejercicios 85 y 86, repre-
sente una ecuacion polar y encuentre las tangentes en el polo.

85. r=4sen30 86. r = 3 cos 46

Trazar una grafica polar En los ejercicios 87-96, represente
una grafica de la ecuacién polar.

T
87.r=6 88.0=E
89. r = —sec 6 90. r = 5csc 6
91. r2 = 4 sen?260 92. r =3 —4cos 6
93. r =4 —3cos 0 94. r = 460
95. r = —3cos 26 96. r = cos 560

Hallar el area de una region polar En los ejercicios 97-102,
encuentre el area de la region.

97. Un pétalo de r = 3 cos 56

98. Un pétalo de r = 2 sen 66

99. Interiorde r =2 + cos 0
100. Interior de r = 5(1 —sen 0)
101. Interior de r* = 4 sen 26

102. Interior cominar=4cosfyr =2

H’ Hallar el area de una region polar En los ejercicios 103-
106, use una herramienta de graficacion para representar la
ecuacion polar. Encuentre analiticamente el area de la region
dada.

103. Lazo interior de » = 3 — 6 cos 0

104. Lazo interiorde r = 2 + 4 sen 0

105. Entre los lazos de r = 3 — 6 cos 6

106. Entre los lazos de r = 2 + 4 sen 0

Curvas planas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Hallar puntos de interseccion En los ejercicios 107 y 108,
determine los puntos de interseccion de las graficas de las ecua-
ciones.

108. r =1 + sen 6

3sen 6

107. r =1 — cos 0

r=1+sen 6 r

Hallar la longitud de arco de una curva polar En los ejer-
cicios 109 y 110, encuentre la longitud de la curva sobre el in-
tervalo dado.

Ecuacion polar Intervalo
109. r = 5cos 6 %TSOSW
110. » = 3(1 — cos 6) 0<6=<m

H’ Hallar el area de una superficie de revolucion En los

ejercicios 111 y 112, use una herramienta de graficaciéon para
representar la ecuacion polar. Dé una integral para encontrar
el drea de la region dada y use las funciones de integracion de
una herramienta de graficacion para aproximar el valor de la
integral con una precision de dos cifras decimales.

Ecuacion polar Intervalo Eje de revolucién
1. r =1+ 4cos 6 0593%7 Eje polar
T T
= < < — = —
112. r = 2sen 0 0_0_2 0 2

Trazar e identificar una conica En los ejercicios 113-118,
determine la excentricidad y la distancia del polo a la directriz
de la conica. Después trace e identifique la grafica. Use una he-
rramienta de graficacion para confirmar los resultados.

6 2
113°r_1—sen0 114°r_1+cos(9

6 4
lls'r_3+200s0 116'r_5—3sent9

4 8
07 r =S eneo U8 r = S s 0

Hallar una ecuacion polar En los ejercicios 119-124, deter-
mine una ecuacion polar de la cénica con foco en el polo. (Por
conveniencia, la ecuacion de la directriz estd dada en forma
rectangular.)

Coénica Excentricidad Directriz
119. Parabola e=1 x=4
120. Elipse e = % y=-—-2
121. Hipérbola e=3 y=3
Coénica Vértice o vértices
122. Pardbola (2%)
123. Elipse (5,0), (1, m)
124. Hipérbola (1,0),(7,0)
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Solucion de problemas

Uso de una parabola Considere la pardbola x> = 4y y la

cuerda focal y = %x + 1

(a) Dibuje la gréfica de la pardbola y la cuerda focal.

(b) Demuestre que las rectas tangentes a la parabola en los
extremos de la cuerda focal se intersecan en dngulo recto.

(c) Demuestre que las rectas tangentes a la pardbola en los
extremos de la cuerda focal se cortan en la directriz de la
pardbola.

Uso de una parabola Considere la pardbola x> = 4py y
una de sus cuerdas focales.

(a) Demuestre que las rectas tangentes a la parabola en los
extremos de la cuerda focal se cortan en dngulos rectos.

(b) Demuestre que las rectas tangentes a la pardbola en los
extremos de la cuerda focal se cortan en la directriz de la
pardbola.

Demostracion Demuestre el teorema 2.2, la propiedad de
reflexion de una pardbola, como se ilustra en la figura.

y

Trayectorias de vuelos Un controlador de trafico aéreo
ubica a la misma altitud dos aviones que vuelan uno hacia el
otro (vea la figura). Sus trayectorias de vuelo son 20° y 315°.
Un avidn estd a 150 millas del punto P con una velocidad de
375 millas por hora. El otro se encuentra a 190 millas del pun-
to P con una velocidad de 450 millas por hora.

y

20°

) 150 mi
190 mi 45° /

P

(a) Determine las ecuaciones paramétricas para la trayecto-
ria de cada avién donde 7 es el tiempo en horas y corres-
ponde al instante en que el controlador de trafico aéreo
localiza a los aviones.

(b) Use el resultado del inciso (a) para expresar la distancia
entre los aviones como funcion de ¢.

Use una herramienta de graficacién para representar la
funcién del inciso (b). {Cudndo serd minima la distancia
entre los aviones? Si los aviones deben conservar una dis-
tancia entre ellos de por lo menos 3 millas, ;se satisface
este requerimiento?

=

FE )

Solucion de problemas 105

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones
trabajadas de los ejercicios con numeracion impar.

Estrofoide La curva descrita por las ecuaciones paramétri-
cas
1 -1 (1 — 12

X(f)=ﬁ y ¥ = 52

se denomina estrofoide.

(a) Determine una ecuacion rectangular de la estrofoide.
(b) Determine una ecuacion polar de la estrofoide.

(c) Trace una gréfica de la estrofoide.

(d) Determine la ecuacion de las dos rectas tangentes en el
origen.

(e) Encuentre los puntos de la grifica en los que las rectas
tangentes son horizontales.

Hallar una ecuacion rectangular Encuentre una ecua-
cion rectangular para la porcién de la cicloide dada por las
ecuaciones paramétricas x = a(f —sen 6) y y = a(6 — cos 6),
0 <60 <, como se muestra en la figura.

y

Espiral de Cornu  Considere la espiral de Cornu dada por

x(r) = L tcos(%uz> du 'y y() = L tsen(mTz) du.

Use una herramienta de graficacién para representar la
espiral en el intervalo —7 <t < 7.

(b) Demuestre que la espiral de Cornu es simétrica respecto
al origen.

(c) Encuentre la longitud de la espiral de Cornu desde t = 0
hasta + = a. ;Cudl es la longitud de la espiral desde
t = -mhastat = 7?

Usar una elipse Considere la regién limitada por la elipse
con excentricidad.
(a) Demuestre que el drea de la regién es mab.

(b) Demuestre que el volumen del sélido (esferoide oblato)
generado por revolucién de la regién en torno al eje me-
nor de la elipse tiene un volumen de V = 47%b/3 y el drea
de la superficie es

2
S = 2ma® + w(b*> ln(1 + e>’
e 1—e

(c) Demuestre que el volumen del sélido (esferoide prolato)
generado por revolucién de la regién alrededor del eje ma-
yor de la elipse es V = 472b/3 y el drea de la superficie es

S =2mb* + 2#(%) arcsen e.
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9. Area Seanay b constantes positivas. Encuentre el drea de 14. Usar una hipérbola Considere la hipérbola
la regién del primer cuadrante limitada por la gréfica de la 5 5
ecuacion polar AR S
a> b?
ab T
r=———"—#¥— 0<60<—.
(asen 6 + b cos 6) 2 con focos F, y F,, como se ilustra en la figura. Sea T la recta

tangente en un punto de la hipérbola. Demuestre que los rayos

10. Usa’r un triangulo rectangulo  Considere el tridngulo de luz incidente en un foco son reflejados por un espejo hiper-
rectangulo de la figura. bdlico hacia el otro foco.
1 [e3
(a) Demuestre que el drea del triangulo es A(a) = 5 f sec? 6d6. ¥ ¥
0
o B
(b) Demuestre que o = f sec? 0.d6. A
0 M
(c) Useelinciso (b) para deducir la férmula para la derivada - X (IR .
de la funcién tangente. Fi /b AN [9) a fc
y
(-1,0) (1,0) Figura para 14 Figura para 15
o . 15. Cisoide de Diocles Considere un circulo con radio « tan-
1 gente al eje y a la recta x = 2a, como se ilustra en la figura.
1 Sea A el punto en el cual el segmento OB corta el circulo. La
cisoide de Diocles consiste de todos los puntos P tales que
. : OP = AB.
Figura para 10 Figura para 11

(a) Determine una ecuacién polar de la cisoide.

11. Hallar una ecuacion polar Determine la ecuacién polar . . .
del . de todos 1 o). el prod p) (b) Encuentre un conjunto de ecuaciones paramétricas para
el conjunto de todos los puntos (r, ), el producto de cuyas la cisoide que no contengan funciones trigonométricas.

distancias desde los puntos y es igual a 1, como se observa en . L
P yesig (c) Halle la ecuacion rectangular de la cisoide.

la figura.
12. Longitud de arco Una particula se mueve a lo largo de la H’ 16. Curva mariposa Use una herramienta de graficacién para
) P ) 8 trazar la curva que se muestra abajo. La curva estd dada por

trayectoria descrita por las ecuaciones paramétricas x = 1/t
yy = (sen 1)/t, con 1 <t < %, como se muestra en la figura. = et _ o 40 + s 0
Determine la longitud de esta trayectoria. r=e cos sen s

y

(Sobre qué intervalo debe variar 6 para generar la curva?

13. Hallar una ecuacion polar Cuatro perros se encuentran
en las esquinas de un cuadrado con lados de longitud d. Todos
los perros se mueven en sentido contrario al de las manecillas
del reloj a la misma velocidad y en direccién al siguiente pe-
10, como se muestra en la figura. Encuentre la ecuacién polar
de la trayectoria de un perro a medida que se acerca en espiral
hacia el centro del cuadrado.

% PARA INFORMACION ADICIONAL Para mds informacién
sobre esta curva, consulte el articulo “A Study in Step Size”, de
Temple H. Fay, en Mathematics Magazine.

H’ 17. Trazar ecuaciones polares Use una herramienta de grafi-
cacion para representar la ecuacion polar r = cos 56 + n cos 6
para 0 <6 < 7 y para los enteros desde n = =5 hastan = 5.
(Qué valores de n producen la porcién de la curva en forma de
“corazén”? ;Qué valores de n producen la porcioén de la cur-
va en forma de “campana”? (Esta curva, creada por Michael
W. Chamberlin, fue publicada en The College Mathematics

d Journal.)
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3.1 Funciones vectoriales

% Analizar y dibujar una curva en el espacio dada por una funcién vectorial.
% Extender los conceptos de limite y continuidad a funciones vectoriales.

Curvas en el espacio y funciones vectoriales

En la seccion 2.2 se definié una curva plana como un conjunto de pares ordenados (f(7),
g(#)) junto con sus ecuaciones paramétricas

x=f() y y=g

donde fy g son funciones continuas de 7 en un intervalo /. Esta definicién puede extender-
se de manera natural al espacio tridimensional como sigue. Una curva en el espacio C
es un conjunto de todas las demds ordenadas (f(t), g(¢), h(f)) junto con sus ecuaciones
paramétricas

x=f(0), y=g(n y z=h()

donde f, g y h son funciones continuas de 7 en un intervalo /.
Antes de ver ejemplos de curvas en el espacio, se introduce un nuevo tipo de fun-
cion, llamada funcién vectorial. Este tipo de funcion asigna vectores a nimeros reales.

Definicion de funcién vectorial

Una funcidn de la forma

r() = f(Oi + g(0)j Plano

r(0) = f(Oi + g(0j + h(Hk Espacio

es una funcién vectorial, donde las funciones componentes f, g y /4 son funciones

y ') del pardmetro 7. Algunas veces las funciones vectoriales se denotan como
2

é r(r) = (f(1), (1) Plano

r(t))
r(z,)

l'(t) = <f(l‘), g(t), h(l‘)> Espacio

Curva en un plano Técnicamente, una curva en el plano o en el espacio consiste en una coleccién de
puntos y ecuaciones paramétricas que la definen. Dos curvas diferentes pueden tener la
misma grafica. Por ejemplo, cada una de las curvas dadas por

r(f) =senti+costj y r(t) =senr?i + cost?j

Z

Curva en el espacio
r(t,)

tiene como grafica el circulo unitario, pero estas ecuaciones no representan la misma
curva, porque el circulo estd trazado de diferentes maneras.

Es importante que se asegure de ver la diferencia entre la funcién vectorial r y las
funciones reales f, g y h. Todas son funciones de la variable real #, pero r(f) es un vector,
mientras que f(t), g(t) y h(f) son nimeros reales (para cada valor especifico de f).

y Las funciones vectoriales juegan un doble papel en la representacion de curvas. To-
mando como pardmetro ¢, que representa el tiempo, se puede usar una funcién vectorial
para representar el movimiento a lo largo de una curva. O, en el caso més general, puede
usar una funcidén vectorial para trazar la grdfica de una curva. En ambos casos el punto
final del vector posicidn r(¢) coincide con el punto (x, y) o (x, y, z) de la curva dada por

La curva C es trazada por el punto final las ecuaciones paramétricas, como se muestra en la figura 3.1. La punta de flecha en la

del vector posicién r(z). curva indica la orientacion de la curva apuntando en la direccién de valores crecientes
Figura 3.1 de z.

r(t))

1

1

1

:

1
-
X



r(f) =2 cos ti— 3 sentj

La elipse es trazada en el sentido
de las manecillas del reloj a medida
que ¢ aumenta de 0 a 2.

Figura 3.2

En 1953, Francis Crick y
James D. Watson descubrieron la

estructura de doble hélice del ADN.
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A menos que se especifique otra cosa, se considera que el dominio de una funcién
vectorial r es la interseccion de los dominios de las funciones componentes f, g y /. Por
ejemplo, el dominio de r(f) = 1Inti + /1 — tj + tkes el intervalo (0, 1].

I Trazar una curva plana

Dibujar la curva plana representada por la funcién vectorial

r(f) =2costi —3sentj, 0<t<2m Funcién vectorial

Solucidon A partir del vector de posicién r(7), se pueden dar las ecuaciones paramétricas
x=2cost y y= —3sent.

Despejando cos ¢y sen ¢, y utilizando la identidad cos® ¢ + sen® t = 1, se obtiene la
ecuacion rectangular
2 2

X

5 % = 1. Ecuacién rectangular
La gréfica de esta ecuacion rectangular es la elipse mostrada en la figura 3.2. La curva
estd orientada en el sentido de las manecillas del reloj. Es decir, cuando t aumenta de 0
a 21, el vector de posicion r(7) se mueve en el sentido de las manecillas del reloj, y sus
puntos finales describen la elipse.

I Trazar una curva en el espacio

 « « <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Dibuje la curva en el espacio representada por la funcién vectorial

r(f) =4costi +4sentj+tk, 0<t<d4dnm Funcién vectorial

Solucidon De las dos primeras ecuaciones

paramétricas 4,0,47) 4
A7 T
x=4cost y y=4sent ;
. T—
obtiene
x> + y? = 16. Funcién vectorial

Esto significa que la curva se encuentra en un
cilindro circular recto de radio 4, centrado en el -
eje z. Para localizar en este cilindro la curva, use
la tercera ecuacién paramétrica

z=1 e
4,0, 0))5

En la figura 3.3, observe que a medida que 7 crece
de 0 a 47 el punto sube en espiral por el cilin-
dro describiendo una hélice. Un ejemplo de una
hélice de la vida real se muestra en el dibujo de la
izquierda.

{r(f) =4 cos ti +4 sen tj + 1k}

A medida que 7 crece de 0 a 417, se
describen dos espirales sobre la hélice.

Figura 3.3 ]

En los ejemplos 1 y 2 se dio una funcién vectorial y se le pidié dibujar la curva
correspondiente. Los dos ejemplos siguientes se refieren a la situacion inversa: hallar
una funcién vectorial para representar una grafica dada. Claro estd que si la grafica se
da en forma paramétrica, su representacion por medio de una funcién vectorial es inme-
diata. Por ejemplo, para representar en el espacio la recta dadaporx =2 + ¢,y = 3ty
7z = 4 —t, use simplemente la funcién vectorial dada por

r() =2+ )i+ 3tj+ 4 — k.
Si no se da un conjunto de ecuaciones paramétricas para la grifica, el problema de

representar la grafica mediante una funcién vectorial se reduce a hallar un conjunto
de ecuaciones paramétricas.
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Hay muchas maneras de parametrizar
esta grafica. Una de ellas es tomar

X =1t

Figura 34

oo o Las

. curvasenel espacio pueden

° especificarse de varias mane-
: ras. Por ejemplo, la curva del
° ejemplo 4 se describe como la
. intersecci6n de dos superficies
© en el espacio.

.

Representar una grafica mediante una
funcion vectorial

Represente la pardbola

y=x>+1
mediante una funcién vectorial.

Solucion Aunque usted tiene muchas maneras de elegir el pardmetro #, una opcién
natural es tomar x = ¢. Entonces y = t> + 1 y tiene
r(t) =i+ ([2 + I)J Funcién vectorial

Observe en la figura 3.4 la orientacion obtenida con esta eleccion particular de para-
metro. Si hubiera elegido como pardmetro x = —, la curva habria estado orientada en
direccién opuesta.

Representar una grafica mediante una
funcion vectorial

Dibuje la gréafica C representada por la interseccion del semielipsoide

X2y 2
4= >
ntuty-th =0
y el cilindro parabdlico y = x2. Después, halle una funcion vectorial que represente la

grafica.

Solucion En la figura 3.5 se muestra la interseccién de las dos superficies. Como en
el ejemplo 3, una opcidn natural para el pardmetro es x = ¢. Con esta opcion, se usa la
ecuacién dada y = x? para obtener y = ¢>. Entonces

4 12 24 12 24 24 24

z ¥ y? 2t 2422 - (6+PA)4 - 1)

Como la curva se encuentra sobre el plano xy, debe elegir para z la raiz cuadrada positi-

va. Asi obtiene las ecuaciones paramétricas siguientes.
6+ )4 -1
c=p ymiy o= JEEOEZD

La funcidn vectorial resultante es

+ 2 4 42
r(r) =i+ 2j + Wk, -2 <t< 2. Funcién vectorial

(Observe que el componente k de r(7) implica —2 < ¢ < 2.) De los puntos (-2, 4, 0) y
(2, 4, 0) que se muestran en la figura 3.5, puede ver que la curva es trazada a medida que
tcrece de —2 a 2.

Cilindro parabdlico C: x=1t

6+ HE -1
=)

e, 4,0?\5'\

y

D La curva C es la interseccién del semielipsoide y el cilindro parabélico.

Figura 3.5 =



r(1)

A medida que ¢ tiende a a, r(t)
tiende al limite L. Para que el
limite L exista, no es necesario
que r(a) esté definida o que r(a)
sea igual a L.

Figura 3.6
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Limites y continuidad

Muchas de las técnicas y definiciones utilizadas en el cdlculo de funciones reales se pue-
den aplicar a funciones vectoriales. Por ejemplo, usted puede sumar y restar funciones
vectoriales, multiplicar por un escalar, tomar su limite, derivarlas, y asi sucesivamente.
La estrategia basica consiste en aprovechar la linealidad de las operaciones vectoriales
y extender las definiciones en una base, componente por componente. Por ejemplo, para
sumar o restar dos funciones vectoriales (en el plano), tiene

r,(7) + ry(0) = [A(01 + g,(0)j] + [LDi + g,(1)]] Suma
= [0 + L0 + [,(0) + &,0];.
Para restar dos funciones vectoriales, puede escribir
r,(7) — (1) = [A(01 + g,()j] — [LDi + &,(1)]] Resta
=[A0 - LO]i + [g,(1) — &:0]i.

De manera similar, para multiplicar y dividir una funcién vectorial por un escalar tiene

cr(t) = o[ f,(0)i + g,(0j] Multiplicacién escalar

cf, (D1 + cg,(1)j.

Para dividir una funcién vectorial entre un escalar,

@ _ [f](t)i + gl(t)j]

Cc c
MO, &0,
c

c#*0 Divisién escalar

Esta extension, componente por componente, de las operaciones con funciones reales a
funciones vectoriales se ilustra mas ampliamente en la definicion siguiente del limite de
una funcién vectorial.

Definicion del limite de una funcion vectorial

1. Sir es una funcién vectorial tal que r(r) = f(¥)i + g(¢)j, entonces
limr(z) = [h’m f(t)}i + [lfm g(t)}j Plano
1—a —a 1—a

siempre que existan los limites de f'y g cuando t — a.

2. Sir es una funcién vectorial tal que r(r) = f(t)i + g(1)j + h(r)k, entonces

limr(r) = [Hm f(t)}l + [lfm g(l‘)}‘] + [lim h(t)]k Espacio
1—a 1—a 1—a 1—a

siempre que existan los limites de f, g y & cuando t — a.

Si r(7) tiende al vector L cuando t — a, entonces la longitud del vector r(¢) —
L tiende a 0. Es decir,

[r(r) — L|| = 0 cuando t — a.

Esto se ilustra de manera gréifica en la figura 3.6. Con esta definicién del limite de
una funcién vectorial, usted puede desarrollar versiones vectoriales de la mayor par-
te de los teoremas del limite. Por ejemplo, el limite de la suma de dos funciones vec-
toriales es la suma de sus limites individuales. También puede usar la orientacién de
la curva r(f) para definir limites unilaterales de funciones vectoriales. La definicién si-
guiente extiende la nocién de continuidad a funciones vectoriales.
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Para todo a, la curva
representada por la funcién vectorial

r(?)

=ti +aj+ (&> - )k

es una pardbola.
Figura 3.7

\Y

© e 0 0 0 0 06 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 00

Casi
cualquier tipo de dibujo tridi-
mensional es dificil hacerlo a
mano, pero trazar curvas en el
espacio es especialmente dificil.
El problema consiste en crear la
impresion de tres dimensiones.
Las herramientas de graficacion
usan diversas técnicas para dar
la “impresién de tres dimensio-
nes” en gréaficas de curvas en el
espacio: una manera es mostrar
la curva en una superficie, como
en la figura 3.7.

Funciones vectoriales

Definicion de continuidad de una funcion vectorial

Una funcién vectorial r es continua en un punto dado por ¢ = a si el limite de r(f)
cuando t — a existe y

gr; r(t) = r(a).

Una funcién vectorial r es continua en un intervalo 7 si es continua en todos los
puntos del intervalo.

De acuerdo con esta definicién, una funcién vectorial es continua en # = a siy solo
si cada una de sus funciones componentes es continua en t = a.

| Continuidad de funciones vectoriales

Analice la continuidad de la funcion vectorial
I‘(t) =ti+aj+ (@ — t?)k a es una constante.
cuando r = 0.

Solucion Cuando ¢ tiende a 0, el limite es

lim r(1) = [}1’_1)1& t]i + [}1’_1)1(1) a]j i [}i‘% (@ - ﬂ)}k
=0i + aj + a’k
= aj + a’k.
Como
r(0) = (0)i + (a)j + (adk

aj + a’k

puede concluir que r es continua en t = 0. Mediante un razonamiento similar, concluye
que la funcién vectorial r es continua para todo valor real de 7. n

Para cada valor de a, la curva representada por la funcién vectorial del ejemplo 5,

r(t) =ti + aj + (a®> — 12k

a es una constante.

es una pardbola. Usted puede imaginar cada una de estas pardbolas como la interseccién
del plano vertical con el paraboloide hiperbdlico

2 2 —

y:P—x*=z

como se muestra en la figura 3.7.

| Continuidad de funciones vectoriales

Determine los intervalo(s) en los cuales la funcién vectorial
r(f) =ti+ Jr+1j+ 2+ 1k
es continua.

Soluciéon Las funciones componentes son f(1) =1t,g(t) = Vt+ 1y h() =
(#2 4 1). Tanto f como h son continuas para todos los valores de 7. Sin embargo, la fun-
cién g es continua solo para t > —1. Por lo que r es continua en el intervalo [—1, ©).
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Ejercicios

3.1  Funciones vectoriales 13

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

Determinar el dominio En los ejercicios 1-8, halle el domi-
nio de la funcién vectorial.

1. r(t)=ti1i+§j—3tk

2. r(0) = V4 — 1%i + % — 61k
3.r() =Inti —e'j— 1k

4. r(t) = sen ti + 4 costj + tk
5. r(t) = F(r) + G(#), donde

F() = costi — sentj + /tk, G(z) = cosri + sentj
6. r(t) = F(r) — G(#), donde

F() = Inti + 5tj — 312k, G() =i+ 41j — 3’k
7. r(t) = F(r) x G(t), donde

F(1) = senti + costj, G(t) = sentj + costk
8. r(r) = F(r) x G(¢), donde

F() = 1% — 1j + tk, G() =%i+ﬁj + (r + 2)k

Evaluar una funciéon En los ejercicios 9-12, evalie (si es po-
sible) la funcion vectorial en cada valor dado de ¢.

9. r(r) = 3% — (¢t — 1)j
(@ r(1)  (b) r(0)
@ r(2 + Ar) — r(2)

10. r(r) = cos ti + 2 sentj
@ r(0) () r(#/4) () r(0— =)
(d) r(7/6 + At) — r(7/6)

() r(s + 1)

1
11. r(t) = Inti + ?j + 3tk

(@) r(2) (b) r(=3)

@ r(1 +An —r(1)
12. r(t) = Vi + 132§ + e 1/4k

(@ r(0) () r(d) (o) r(c+2)

(d) r(9 + A1) — r(9)

Escribir una funcion vectorial En los ejercicios 13-16, re-
presente el segmento de recta desde P hasta 0 mediante una
funcién vectorial y mediante un conjunto de ecuaciones para-
métricas.

13. P(0,0,0), 0(3,1,2)

14. P(0,2, —1), 0(4,7,2)

15. P(—2,5,-3),0(—1,4,9)
16. P(1, —6,8), 0(—3, —2,5)

Piénselo En los ejercicios 17 y 18, halle r(¢) - u(f). (Es el re-
sultado una funcién vectorial? Explique.

(c) r(r —4)

17. v() = 3t — 1)i + 13 + 4k, u(r) = 12i — 8j + 17k
18. r(1) = (3cost,2sent, t —2), u(t) = (4sent, —6cost, t2)

Relacionar En los ejercicios 19-22, relacione cada ecuacién
con su grafica. [Las graficas estan marcadas(a), (b), (¢) y (d).]

(@) K (b) N

(c) N

X 1

19.r(t) =ti+2tj+ ?°k, —2<t<2
20. r(t) = cos(mt)i + sen(mt)j + t?’k, —1<tr<1
21. r() =i + £2j + L7k, —2<r<2

22, r(f) = ti + Intj +%k, 01<tr<5

Trazar una curva En los ejercicios 23-28, dibuje la curva re-
presentada por la funcién vectorial y dé la orientacion de la
curva.

23. r() = ﬁi + (1 — 1)j

25. r(t) = i + 1%

27. r(6) = cos 6i + 3 sen
28. r(f) = 2 cos ti + 2 sen 1]
29. r(6) = 3 sec Oi + 2 tan 0
30. r(t) = 2 cos® ti + 2sen’tj
3. r(t) = (=t + )i+ (4t +2)j + 2t + 3)k
32.r(t) =ti + (2t — 5)j + 3tk

33. r(t) = 2costi + 2sentj + tk

34. r(t) = ti + 3 costj + 3sen tk

35. r(tf) =2senti +2costj+e 'k

36. r(1) = 1% + 21 + 3tk

37. v(1) = (1,12,313)

38. r(t) = (cost + tsent,sent — tcost,t)

24. r(t) = (5 — Di + Vij

26. r(1) = (2 + i + (12 — 1)

PP Identificar una curva comun En los ejercicios 39-42, use

un sistema algebraico por computadora a fin de representar
graficamente la funcién vectorial e identifique la curva comin.

V3

39. r(t) = —%tzi +tj — thk



14 Unidad 3 Funciones vectoriales

40. r(r) = ti — ?zzj + %ﬂk

I V£ ). (1 /3
41. r(t)—sent1+<2cost 2tJ+ 2cost-i— 5 k

42. r() = —/2senti + 2costj + /2 sentk

H’ Piénselo En los ejercicios 43 y 44, use un sistema algebraico

por computadora a fin de representar graficamente la funcion
vectorial r(¢). Para cada u(f), haga una conjetura sobre la trans-
formacion (si la hay) de la grafica de r(). Use un sistema alge-
braico por computadora para verificar su conjetura.
43. r(r) = 2 cos ti + 2 sen 7j + 37k

(a) u(t) = 2(cost — 1)i + 2sen tj + %tk

(b) u(t) = 2costi + 2sentj+ 2tk

(c) u(t) = 2 cos(—1)i + 2 sen(—1)j + %(—t)k
@) u(r) = %ti + 2sen tj + 2 cos tk
(e) u(t) = 6costi + 6sentj+ %tk
4. r(t) = 1i + 12§ + 3k
(@ u(t) =i + (12 — 2)j + 33k
() u(n) = 2i + 1j + 3k
© u(r) =i+ 2 + (33 + 4)k
() u@) = ri + 12§ + 17k
@ u(®) = (=i + (0% + 3(— 1k

Representar una grafica mediante una funcion vecto-
rial En los ejercicios 45-52, represente la curva plana por me-
dio de una funcién vectorial. (Hay muchas respuestas correctas.)

45. y=x+5 46. 2x — 3y +5=0

47. y = (x — 2)? 48. y =4 — x?

49. x2 +y2 =25 50. (x —2)2+y*2=4
¥2 2 2 2
Xy XLy

51. 16 1 1 52.9+16 1

Representar una grafica mediante una funcién vectorial
En los ejercicios 53-60, dibuje la curva en el espacio represen-
tada por la interseccion de las superficies. Después represente
la curva por una funcion vectorial utilizando el parametro
dado.

Superficies Parametro
83.z=x>+y% x+y=0 X =t
54. z=x>+y2, z=4 x=2cost
55.x2+y2 =4, z=1x x = 2sent
56. 4x> + 4y + z2 =16, x =72 =1

57. x>+ y2+z2=4, x+z7=2
58. x2+y2+2z2=10, x+y=4
59.x2+z2=4, y2+z2=4
60. x>+ y2+z2=16, xy =4

x =1+ sent
x =2+ sent
x = ¢ (primer octante )
x = t (primer octante )
61. Dibujar una curva Demuestre que la funcién vectorial

r(f) = ti + 2t cos tj + 2t sen tk se encuentra en el cono 4x? =
y?> + z2. Dibuje la curva.

62. Dibujar una curva Demuestre que la funcién vectorial
r(f) = e’ costi + ¢’ sentj + ¢’k se encuentra en el
cono z> = x*> + y% Dibuje la curva.

Determinar un limite En los ejercicios 63-68, evalie el limite
(si existe).

63. lim (zi + cos tj + sen tk)
=
2
+
1J k)
65. lim <z2. + 36 + lco”k>

66. 'm<fn+ Int j+Lk>

64. lim <3t1 +

=2

2-1 t—1

67. e’1+7.]+e*’k>

1 t
. PR O
68.hm(e 1+t‘]+t2+1k>

t—00

Continuidad de una funcion vectorial En los ejercicios
69-74, determine el (los) intervalo(s) en que la funcion vectorial
es continua.

69. r(r) = ti + %j

70. v(r) = Vii+ V1 —1j

71. r() = ti + arcsen tj + (r — 1)k

72. £(f) = 2¢7'i + e~'j + In(t — 1k

73. r(1) = 74. v() = (8, V1, ¥1)

{e7",t? tan t)

DESARROLLO DE CONCEPTOS

Escribir una transformacion En los ejercicios 75-78,
considere la funcion vectorial

r() =3+ (¢ -3)j + tk.

D¢ una funcion vectorial s(¢) que sea la transformacion es-
pecificada de r.

75. Una traslacion vertical tres unidades hacia arriba.

76. Una traslacion vertical dos unidades hacia abajo.

77. Una traslacién horizontal dos unidades en direccion del
eje x negativo.

78. Una traslacion horizontal cinco unidades en direccion del
eje y positivo.

79. Continuidad de una funcion vectorial Escriba la
definicién de continuidad para una funcién vectorial.
Dé un ejemplo de una funcién vectorial que esté de-
finida pero no sea continuaen ¢ = 2.

80. Comparar funciones (Cudles de las siguientes grafi-
cas representa la misma grafica?

(@) r(f) = (—3cost+ 1)i + (Ssent + 2)j + 4k

(b) r(1) =4i + (=3 cost+ 1)j + (5sent + 2)k

(c) r(f) = Bcost — 1)i + (—5sent — 2)j + 4k

(d) r(r) = (=3 cos2t + 1)i + (5sen2t + 2)j + 4k



e o «81. Resbaladilla

El borde exterior

de una resbaladi-

1la tiene forma de

una hélice de 1.5
metros de radio. La
resbaladilla tiene una
altura de 2 metros y
hace una revolucion
completa desde arriba
hacia abajo.
Encuentre una funcién
vectorial para la hélice. Use un sistema algebraico
por computadora para graficar la funcién.
(Existen muchas respuestas correctas.)

%‘ iCOMO LO VE? Las cuatro figuras que se mues-
\_‘ tran a continuacion son las graficas de la funcién
vectorial r(f) = 4 cos fi + 4 sen #j + (#/4)k.
Relacione cada una de las cuatro gréficas con el
punto en el espacio desde el cual se ve la hélice.
Los cuatro puntos son (0, 0, 20), (20, 0, 0),
(=20, 0, 0) y (10, 20, 10).

(a) N (b) N

K_

v \
y

Generada con Mathematica

() (d) N

Generada con Mathematica

AW
N/

‘ y

Generada con Mathematica

X
Generada con Mathematica

83. Demostracion Sean r(f) y u() funciones vectoriales
cuyos limites existen cuando t — ¢. Demuestre que

}E}ICI [r() x u()] = 121’01 r(f) x }grcl u(?).

84. Demostracion Sean r(7) y u() funciones vectoriales
cuyos limites existen cuando ¢ — c¢. Demuestre que

i [+(9) - u(9)] = tim £() - lim u(),

85. Demostracion Demuestre que si r es una funcién
vectorial continua en c, entonces ||[r]|| es continua en c.

86. Comprobar un inverso Verifique que el reciproco de
lo que se afirma en el ejercicio 85 no es verdad encon-
trando una funcién vectorial r tal que |||r]|| sea continua
en ¢ pero r no sea continua en c.

3.1  Funciones vectoriales 115

Movimiento de una particula En los ejercicios 87 y 88, dos
particulas viajan a lo largo de las curvas de espacio r(¢) y u(f).
Una colision ocurrira en el punto de interseccion P si ambas
particulas estan en P al mismo tiempo. ;Colisionan las particu-
las? (Se intersecan sus trayectorias?

87. r() = A + (9r — 20)j + °’k

u(r) = 3t + 4)i + £2j + (5t — 4)k
88. r(t) =4+ 2j + rk

u(t) = (=2t + 3)i + 8t + (12t + 2)k

Piénselo En los ejercicios 89 y 90, dos particulas viajan a lo
largo de las curvas de espacio r(¢) y u(?).

89. Sir(¢) y u(?) se intersecan, /colisionaran las particulas?

90. Si las particulas colisionan, /se intersecan sus trayectorias r(r)
y u(r)?

;Verdadero o falso? En los ejercicios 91-94, determine si la

declaracion es verdadera o falsa. Si es falsa, explique por qué

o dé un ejemplo que pruebe que es falsa.

91. Sif, gy h son funciones polinomiales de primer grado, enton-
ces la curva dada por x = f(r), y = g(t) y z = h(¢) es una recta.

92. Si la curva dada por x = f(#), y = g(¢) y z = h(¢) es una recta,
entonces f, g y h son funciones polinomiales de primer grado
de r.

93. Dos particulas viajan a través de las curvas de espacio r(7) y
u(r). La interseccion de sus trayectorias depende solo de las
curvas trazadas por r(¢) y u(z) en tanto la colisién depende de
la parametrizacion.

94. La funcién vectorial r(r) = £%i + ¢ sen tj + cos 7k se encuentra
en el paraboloide x = y? + 22

Bruja de Agnesi

Con anterioridad se estudié una curva famosa llamada bruja de
Agnesi. En este proyecto se profundiza sobre esta funcién.

Considere un circulo de radio a centrado en el punto (0, a) del
eje y. Sea A un punto en la recta horizontal y = 2a, O el origen 'y B
el punto donde el segmento OA corta el circulo. Un punto P estd en
la bruja de Agnesi si P se encuentra en la recta horizontal que pasa
por By en la recta vertical que pasa por A.

(a) Demuestre que el punto A estd descrito por la funcién vectorial
donde r,(0) = 2a cot 6i + 2aj para 0 < 6 < , donde 6 es el
angulo formado por OA con el eje x positivo.

(b) Demuestre que el punto B estd descrito por la funcién vectorial
r5(0) = asen 260i + a(l —cos 26)j para0 < 6 < 7.

(c) Combine los resultados de los incisos (a) y (b) para hallar la
funcién vectorial r(f) para la bruja de Agnesi. Use una herra-
mienta de graficacién para representar esta curva paraa = 1.

(d) Describa los limites lim r(6) y lim r(6).
6—07" O—>a~

(e) Elimine el parametro 6 y determine la ecuacion rectangular de
la bruja de Agnesi. Use una herramienta de graficacién para
representar esta funcién para a = 1 y compare la grafica con la
obtenida en el inciso (c).

Jack.Q/Shutterstock.com
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3.2 Derivacion e integracion de funciones vectoriales

W Derivar una funcién vectorial.
% Integrar una funcioén vectorial.

Derivacion de funciones vectoriales

En las secciones 3.3 a 3.5 estudiard varias aplicaciones importantes que emplean cdlculo
de funciones vectoriales. Como preparacion para ese estudio, esta seccion estd dedicada
a las mecdnicas de derivacion e integracion de funciones vectoriales.

La definicién de la derivada de una funcién vectorial es paralela a la dada para
funciones reales.

Definicion de la derivada de una funcion vectorial
La derivada de una funcién vectorial r se define como

r(t + A1) — r(?)

. r'(1) = lim

+« «COMENTARIO Ademis 850 At
de la notacién r'(7), otras nota- para todo ¢ para el cual existe el limite. Si r'(7) existe, entonces r es derivable en ¢.
ciones para la derivada de una Si r'(¢) existe para toda 7 en un intervalo abierto I, entonces r es derivable en el
funci6n vectorial son intervalo /. La derivabilidad de funciones vectoriales puede extenderse a intervalos
d dr cerrados considerando limites unilaterales.
0L -y Dlr@)].

La derivacién de funciones vectoriales puede hacerse componente por componente.
Para ver que esto es cierto, considere la funcién dada por r(¢) = f(H)i + g(r)j. Aplicando
la definicién de derivada se obtiene lo siguiente.

r(t + At) — r(9)

') = Alfglo At
¢ r(t+A) -1 (1) _ i LU ADT g +AAt)j —f0i — g(®)J
At—0 t
o e+ A) — @], (gl + A — g(0) ],
S v AR |
) [ fe+ A) — fO . .| &le + A — g(0)]].
B {Alzlgo[ At }}l * {Alzlgo[ At ]}J

=f i+ g'(nj

Este importante resultado se enuncia en el teorema de la pagina siguiente. Observe que
la derivada de la funcién vectorial r es también una funcién vectorial. En la figura 3.8
puede ver que r'(f) es un vector tangente a la curva dada por r(¢) y que apunta en la di-
reccion de los valores crecientes de ¢.

X

Figura 3.8

TEOREWMA 3.1 Derivacion de funciones vectoriales

1. Sir(r) = f(H)i + g(1)j, donde f y g son funciones derivables de ¢, entonces

r'(t) = (i + g'()j. Plano
2. Sir(t) = fini + g()j + h(vk, donde f, g y h son funciones derivables de ¢,
entonces

r'(z) =f’(l‘)i + g/(t)j + h'(k. Espacio
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| Derivacion de funciones vectoriales

« + « «D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Para la funcién vectorial dada por
r(t) =i+ (12 + 2)j

encuentre r'(f). A continuacion, bosqueje la curva plana representada por r(f) y las gra-
ficasde r(1) y r'(1).

Solucion Derive cada una de las componentes base para obtener

r'()) =i+ 24. Derivada

=

-3 -2

Figura 3.9

Del vector de posicién r(f), puede escribir las ecuaciones paramétricas x =ty y = > + 2.
La ecuacién rectangular correspondiente es y = x> + 2. Cuando 7 = 1,

r(l) =i+ 3j

r'(1) =i+ 2j.

En la figura 3.9, r(1) se dibuja iniciando en el origen, y r'(1) se dibuja en el punto final
de r(1). m

Derivadas de orden superior de funciones vectoriales se obtienen por derivacion
sucesiva de cada una de las funciones componentes.

| Derivadas de orden superior

Para la funcién vectorial dada por
r(f) = costi + sentj + 2tk

encuentre

r'(7)

r//(t)

r'(0) - (1)

. 1r'(1) x r(1)

o T

Solucion

a. r’(r) = —sen ti + cos fj + 2k Primera derivada
b. r”(t) = —cos ti — sen tj + Ok

= —costi — senij Segunda derivada
c. r’(f) - r”(t) =sentcost —sentcost =0 Producto escalar
i ik
d. I'/(t) X l'”(t) = |—sent cost 2 Producto vectorial

—cost —sent O

cost 2. —sent 2. —sent CoSt
= 1— + k
—sent O —cost O —Ccost —sent

=2senti —2costj + k m

En el inciso 2(c) observe que el producto escalar es una funcién real, no una funcién
vectorial.
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[r(f) =(5cos t-cosS50i+(5sent - sen 5f)j}

La epicicloide no es suave en los
puntos en los que corta los ejes.

Figura 3.10

e Obser-
ve que la propiedad 5 solo se
aplica a funciones vectoriales
tridimensionales, porque el pro-
ducto vectorial no estd definido
para vectores bidimensionales.

R I )=

La parametrizacién de la curva representada por la funcién vectorial
r(t) = f(0i + g(0)j + h(nk

es suave en un intervalo abierto /si f', g’ y i’ son continuas en / y r'(f) # 0 para todo
valor de ¢ en el intervalo /.

| Intervalos en los que una curva es suave

Halle los intervalos en los que la epicicloide C dada por
r(tf) = (5cost —cos50)i + (Ssent —sen51)j, 0 <t < 2w
es suave.
Solucion La derivada de r es
r'(t) = (—5sent+ 5sen5t)i + (5cost — 5 cos 51)j.
En el intervalo [0, 277] los Unicos valores de ¢ para los cuales
r'(r) = 0i + 0j

sont =0, 7/2,, 3mw/2 y 2. Por consiguiente, puede concluir que C es suave en los

intervalos
T ™ 3w 3w
030 G (=) (Fom)
como se muestra en la figura 3.10. n

En la figura 3.10, observe que la curva no es suave en los puntos en los que tiene
cambios abruptos de direccion. Tales puntos se llaman cispides o nodos.

La mayoria de las reglas de derivacién tienen sus andlogas para funciones vectoria-
les, y varias de ellas se dan en el teorema siguiente. Observe que el teorema contiene tres
versiones de “reglas del producto”. La propiedad 3 da la derivada del producto de una
funcién real w y por una funcién vectorial r, la propiedad 4 da la derivada del producto
escalar de dos funciones vectoriales y la propiedad 5 da la derivada del producto vecto-
rial de dos funciones vectoriales (en el espacio).

TEOREMA 3.2 Propiedades de la derivada

Sean r y u funciones vectoriales derivables de #, w una funcion real derivable de ¢
y ¢ un escalar.

d /7
L 5 fer()] = ex'(o)

z%nmium}:mﬁiwm

d
dt

4. %[r(t) cu®)] =r@) - uw@) + '@ - ul)

[w(@®r(n)] = w)r'(r) + w’(1)r(z)

5%nmxmm:rmxw@+wmxum

6. SIrOr ()] = w0

7. Sir(?) + r(t) = ¢, entonces r(¢) « r'(r) = 0.




Exploracion

Sea r(f) = cos #i + sen tj.
Dibuje la grafica de r(7).
Explique por qué la gréfica es
un circulo de radio 1 centrado
en el origen. Calcule r(7/4)

y r'(7/4). Coloque el vector
r'(7/4) de manera que su
punto inicial esté en el punto
final de r(7/4). ;Qué observa?
Demuestre que r(¢) - r(7) es
constante y que r(¢) - r'() = 0
para todo ¢. ;Qué relacion tiene
este ejemplo con la propiedad 7
del teorema 3.2?

3.2 Derivacion e integraciéon de funciones vectoriales 19

Demostracion Para demostrar la propiedad 4, sea
r()) = f(0i + ¢,0j y u@) =00 + g,0)j
donde f}, f>, 8, ¥ &, son funciones derivables de ¢. Entonces,
r() - u0) = {OA0) + g,(1)g,(0)
y se deduce que
%[r(t) “u()] =[O @) + 00 + 8,08, (1) + 8, (1) 8,(0)

= [A0L (1) + 8, g, ] + [/ A0 + g/ (1) g,(0)]
=r() - u@) +r'@ - u@).

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. i

Las demostraciones de las otras propiedades se dejan como ejercicios (vea los ejercicios
67 a7l y el ejercicio 74).

| Aplicar las propiedades de la derivada

1
Parar(t) = ?i —j+Intk y u(t) = r2i — 2tj + k, halle

a. %[r(t) -u(?)] y b. %[u(t) xu’(t)].

Solucion

1 1
a. Comor’(¢) = —?i + ;k y w'(f) = 2ti — 2j, tiene

< [r(@) - u(0)]
=r() -ul()+r) - ul
= (%1 —-j+ lntk> - (26— 2j) + <—tl2i + %k) < (i — 24 + k)

=2+2+(—1)+%

ol
t

b. Comou’(t) = 2ti — 2j y u’(¢¥) = 2i, tiene

%[u(t) x w'(0)] = [u@®) x w ()] + [ () x u'(7)]
i j k
= =2t 1|+0
2 0 0
—2t 1, |72 1, |2 —2¢
:‘ 0 o"_z o‘”z ol*
= 0i — (—2)j + 41k
= 2j + 4rk. -

Haga de nuevo los incisos (a) y (b) del ejemplo 4 pero formando primero los pro-
ductos escalar y vectorial, y derivando después para comprobar que obtiene los mismos
resultados.
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Integracion de funciones vectoriales

La siguiente definicidn es una consecuencia légica de la definicién de la derivada de una
funcién vectorial.

Definicion de integracion de funciones vectoriales

1. Sir(r) = f(H)i + g(1)j, donde 'y g son continuas en [a, b], entonces la integral
indefinida (antiderivada) de r es

fr(t) dt = [ff(t) dt]i + [fg(t) dt}j Plano

y su integral definida en el intervalo a <t < b es

Lbr(t) dt = [ff(t) dt}i + [ng(t) dt}j.

2. Sir(r) = fini + g(j + h(nk, donde f, g y h son continuas en [a, b], entonces la
integral indefinida (antiderivada) de r es

f r(s) dt = [ f f@) dt]i + [ f g(®) dt} j+ [ f h(1) dt}k Espacio

y su integral definida en el intervaloa <t < b es
b b b b
fr(t) dt = [ff(t) dt}i + [f gt dt}j + [J h(?) dt}k.

La antiderivada de una funcién vectorial es una familia de funciones vectoriales que
difieren entre si en un vector constante C. Por ejemplo, si es una funcion vectorial tridi-
mensional, entonces al hallar la integral indefinida [r(z) dt, se obtienen tres constantes
de integracién

ff(t) dt = F(t) + C,, fg(t) dt = G(1) + C,, Jh(t) dr = H(1) + C,

donde F'(r) = f(t), G'(¢t) = g(t) y H'(t) = h(¢). Estas tres constantes escalares forman un
vector como constante de integracion,

Jr(t) dt = [F(t) + C\Ji + [G(t) + C,]j + [H(r) + C,]k

=[Fi + G®)j + Hok] + [Ci + C,j + Ck]
=R(») + C

donde R'(r) = r(2).

| Integrar una funcién vectorial

Encuentre la integral indefinida

f (ti + 3j) dr.
Soluciéon Integrando componente por componente obtiene

2
(ti+3j)dt =i + 36§ + C. .
2
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El ejemplo 6 muestra cémo evaluar la integral definida de una funcién vectorial.

l Integral definida de una funcién vectorial

Evalte la integral

Llr(t)dt=f01<\/il+ll_]+e fk)d

Solucion

f r(t) dr = (L t‘/3dt>i+ (Ll " 1dt> (Ll e*’dt)k
[G)w] i+ [mp N 1|Lj N [—} K
_3..
4!

4 (In2)j + (1 - é)k

Como ocurre con las funciones reales, puede reducir la familia de primitivas de una
funcién vectorial r' a una sola primitiva imponiendo una condicidn inicial a la funcién
vectorial r, como muestra el ejemplo siguiente.

l La primitiva de una funcién vectorial

Encuentre la primitiva de

k

, . . 1
r(t)=cosZt1—2sent.]+1Tt2

que satisface la condicioén inicial
r(0) = 3i — 2j + k.

Solucion

r() = fr’(t) dt

([eozea [ ~2sensit)s + ([ e

- (% sen 2¢ + C1>i + (2cost + C)j + (arctan 1 + C;)k

Haciendo ¢t = 0,

r(0) =0+ C)i+ 2+ C)j+ (0+ Cyk.
Usando el hecho que r(0) = 3i —2j + Kk, tiene

O+CPi+Q2+C)j+ (0+ Cyk =3i—2j+k
Igualando los componentes correspondientes obtiene

C, =3, 2+C,=-2y C;=1.

Por tanto, la primitiva que satisface la condicion inicial dada es

r(r) = ( sen 2t + 3) + (2cost — 4)j + (arctant + 1)k.
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3.2 Ejercicios

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

Derivacion de funciones vectoriales En los ejercicios 1-6,
halle r'(9), r(¢,) y r' (¢,) para el valor dado de #,. Después dibuje la
curva plana representada por la funcion vectorial, y dibuje los
vectores r(f,) y r' (¢,). Coloque los vectores de manera que el punto
inicial de r(#,) esté en el origen y el punto inicial de r'(¢,) esté en
el punto final de r(%)). ; Qué relacion hay entre r'(¢,) y la curva?

Lr@)=22i+1, to=2
2.r() =1+ i+, ,=1

3. r(f) = costi + sentj, )= g
4. r(t) = 3senti + 4costj, t,= g
5.r(r) = (e, e*), t,=0
6. r(t) = (e',e"), t,=0
Derivar funciones vectoriales En los ejercicios 7-8, halle
r'(@), r(ty y r'(¢t,) para el valor dado de #,. Después dibuje la

curva plana representada por la funcién vectorial, y dibuje los
vectores r(t,) y r' ().

7. r(t) = 2 cos ti + 2sen tj + tk, ;0:3777

8.r()=rdi+j+ik, 1,=2

Hallar una derivada En los ejercicios 9-20, halle r'(¢).
9. r(r) = 3% — 31j 10. r(t) = Vri + (1 — B)j

11. r(t) = (2 cos t,5sen 1) 12. r(t) = (tcost, —2 sen t)

2
13. 1() = 61i — 7% + 'k 14. 1() = %i + 166 + %k

15. r(1) = acos®ti + asen’tj + k

16. r() = 4JVri + 2/tj + In 2k

17. r(1) = e 'i + 4j + 5te’k  18. r(t) = (¢3, cos 3t, sen 31)
19. r(s) = {tsen t,tcost, 1)

20. r(r) = (arcsen ¢, arccos t, 0)

Derivadas de orden superior En los ejercicios 21-24, halle
@r'@®), () r'@,y (©) r'@ - r'@®.

21 (1) = 1% + 3%

22. r(t) = (2 + i + (12 — 1)

23. r(t) = 4 cos ti + 4 sen tj

24. r(r) = 8 cos ri + 3 sen fj

Derivadas de orden superior En los ejercicios 25-28, halle
@ r'@®), () r'®, (© r'@) - r'"@,y (d) r' ) X r"@).

25. r() =
26. r(t) = i+ 22 +3)j + (3t — 5)k
27. (1) =
28. r(r) = (e

12— + 3k

(cost + tsent,sent — tcost,t)

‘1%, tan t)

Determinar los intervalos en los que la curva es suave
En los ejercicios 29-38, halle el (los) intervalo(s) abierto(s) en
que la curva dada por la funcién vectorial es suave.

29. r(r) = 2i + 13 30. r(1) = i+ 3t

-1
31. r(6) = 2 cos? 0i + 3 sen’ 0

32. r(6) = (0 + sen O)i + (1 — cos 6)j
33. r(6) = (0 — 2sen )i + (1 — 2 cos 0)j
2
34. r() = 2 Sl 38 rl) = (- i+ j ~ £k

m 8 +
36. r(t) = e'i — e 'j + 3tk
37. r(t) = ti — 3tj + tantk
38.r() = Vi + (2= 1)j + 3k

Usar las propiedades de la derivada En los ejercicios 39 y
40, use las propiedades de la derivada para encontrar lo siguiente.

@ r() () £ @) = u0)  © % (5u()

@ L0 -u0] @ LEOxu0]  © 5re)

39. r(r) = i + 3tj + 1%k, u(r) = 4ri + 13 + 1k
40. r(r) = ti + 2 sentj + 2 cos tk

1
u(r) =?i + 2sentj + 2 cos tk

Utilizar dos métodos En los ejercicios 41 y 42, halle
(a) — [r(t) u(@d] y (b) — [r(t) x u(t)] en dos diferentes formas.

(i) Encuentre primero el producto y luego derive.
(ii) Aplique las propiedades del teorema 3.2.

41. r(t) = i + 213 + ’k, u(r) =1k
42. r(f) = costi + sentj + tk, u() =j + tk

Determinar una integral indefinida En los ejercicios 43-50,
encuentre la integral indefinida.

44, f (431 + 61 — 4/1K) dr

45, J(%i+j—t3/2k)dr 46. J(lnri+%j+k)dr

J[(Zt — i + 4855 + 3ﬁk] dr

43. f(zzi +j+Kad

47.

3

48. J(e’i + sentj + cos tk) dt

1
. f(sec%i + T tzj)dt

50. f (e 'senti + e ‘costj) dt

4

=]



3.2

Calcular una integral indefinida En los ejercicios 51-56,
evalie la integral definida.

1 1
s1. f (84 + tj — K) dr 52. j (i + 5§ + 1K) dr
0 —1

/2

53. f [(acost)i + (asent)j + k] dt
0
/4

54. f [(sec ttan #)i + (tan?)j + (2 sent cos t)k] dt
0
2 3

55. f (fi+ e'j — te'K)di 56 f i + 2] de
0 0

Determinar una antiderivada En los ejercicios 57-62, de-
termine r(¢) que satisfaga las condiciones iniciales.

57. r'() = 4e*i + 3¢'j, r(0) = 2i
58. r'(f) = 3% + 61k, r(0) =i+ 2j
59. r”(r) = —32j, r’(0) = 600/3i + 600j, r(0) =0
60. r’(t) = —4costj — 3sentk, r’(0) =3k, r(0)=4j
6L.r'()=tei—e'j+k r(0)=3-j+k

1

62. r'(t) = T

i+%j+%k, r(1) = 2

DESARROLLO DE CONCEPTOS

63. Derivar Escriba la definicién de derivada de una fun-
cion vectorial. Describa como hallar la derivada de una
funcién vectorial y dé su interpretacion geométrica.

64. Integrar
vectorial?

(Cémo encuentra la integral de una funcién

65. Usar una derivada Las tres componentes de la deri-
vada de una funcién vectorial u son positivas en ¢t = t,.
Describa el comportamiento de u en ¢ = ¢,

66. Usar una derivada Lacomponente z de la derivada de
una funcién vectorial u es O para ¢ en el dominio de la fun-
cién. ;Qué implica esta informacién acerca de la gréfica
de u?

Demostracion En los ejercicios 67-74, demuestre la propie-
dad. En todos los casos, suponga que r, u y v son funciones vec-
toriales derivables de ¢, que w es una funcién real derivable de
t,y que ¢ es un escalar.

67. < [er(0)] = o)

68. <L [r() + u)] = r'() = w0

69. L [w(Or()] = wiOr @) + wlor()

70. < [r(0) x (0] = £() % W) + ) x ()
7L [rov(0)] = (0w o)

7. %[r(t) < (0] = r(0) x 1)

Derivacién e integracion de funciones vectoriales 123

73, e () - [0 % v(O]} = £ - [u) < V0] +
r(7) « [w'(@®) x v(O] + () - [u(?) x v'(1)]
74. Sir(t) - r(r) es una constante, entonces r(z) - r'(r) = 0.

75. Movimiento de una particula Una particula se mueve
en el plano xy a lo largo de la curva representada por la funcién
vectorial r(r) = (¢ —sen Hi + (1 — cos ?)j.

HU (a) Use una herramienta de graficacién para representar r.
Describa la curva.
(b) Halle los valores minimo y maximo de |[r|| y ||’]|.

76. Movimiento de una particula Una particula se mueve
en el plano yz a lo largo de la curva representada por la funcién
vectorial r(f) = (2 cos 1)j + (3 sen 1)k.

(a) Describa la curva.
(b) Halle los valores minimo y maximo de |[r|| y ||*’]|.

77. Vectores perpendiculares Considere la funcién vec-
torial r(f) = (e'sen Hi + (e’ cos r)j. Demuestre que r(f)

y r"(¢) son siempre perpendiculares a cada uno.
%. ;COMO LO VE? La grafica muestra una funcién

vectorial r(¢) para 0 < ¢ < 277 y su derivada r'(z)
para diferentes valores de 7.

(a) Para cada derivada que se muestra en la grafica, deter-
mine si cada componente es positiva o negativa.

(b) (Es suave la curva en el intervalo [0, 277]? Explique su
razonamiento.

:Verdadero o falso? En los ejercicios 79-82, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que muestre que es falso.

79. Si una particula se mueve a lo largo de una esfera centrada en
el origen, entonces su vector derivada es siempre tangente a la
esfera.

80. Laintegral definida de una funcién vectorial es un nimero real.

81 <0l = I o)

82. Siry uson funciones vectoriales derivables de ¢, entonces

e - u(i] = r0) - w0,
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3.3 Velocidad y aceleracion

Exploracion

Exploracion de
velocidad Considere el
circulo dado por

r() = (cos wt)i + (sen wt)j.

(El simbolo w es la letra griega
omega.) Use una herramienta
de graficacién en modo
paramétrico para representar
este circulo para varios valores
de w. ;Cémo afecta w ala
velocidad del punto terminal
cuando se traza la curva? Para
un valor dado de w, ;parece ser
constante la velocidad? ;Parece
ser constante la aceleracion?
Explique su razonamiento.

2

/

A I N
\

% Describir la velocidad y la aceleracion relacionadas con una funcién vectorial.
% Usar una funcién vectorial para analizar el movimiento de un proyectil.

Velocidad y aceleracion

Ahora combinari el estudio de ecuaciones paramétricas, curvas, vectores y funciones
vectoriales, a fin de formular un modelo para el movimiento a lo largo de una curva.
Empezara por ver el movimiento de un objeto en el plano. (El movimiento de un objeto
en el espacio puede desarrollarse de manera similar.)

Conforme el objeto se mueve a lo largo de una curva en el plano, la coordenada x
y la coordenada y de su centro de masa es cada una funcién del tiempo . En lugar
de utilizar las letras fy g para representar estas dos funciones, es conveniente escribir
x = x(t) y y = y(t). Por tanto, el vector de posicion r(f) toma la forma

r(1) = x(0)i + y(j.

Lo mejor de este modelo vectorial para representar movimiento es que puede usar la
primera y la segunda derivadas de la funcidn vectorial r para hallar la velocidad y la ace-
leracion del objeto. (Recuerde del capitulo anterior que la velocidad y la aceleracion son
cantidades vectoriales que tienen magnitud y direccidn.) Para hallar los vectores veloci-
dad y aceleracion en un instante dado 7, considere un punto Q(x(¢t + Ar), y(r + Af)) que
se aproxima al punto P(x(), y(#)) a lo largo de la curva C dada por r(r) = x(t)i + y(1)j,
como se muestra en la figura 3.11. A medida que Ar — 0, la direccion del vector 1@
(denotada por Ar) se aproxima a la direccién del movimiento en el instante 7.

Vector de posicion

Ar =r(t + A1) — r(p)
Ar _ r(t + A1) — r(9)

At At
if Ar . r(t+ A —r()
Azlgo At Azgo At

Si este limite existe, se define como vector velocidad o vector tangente a la curva en el
punto P. Observe que este es el mismo limite usado en la definicién de r' (). Por tanto,
la direccion de r'(f) da la direccion del movimiento en el instante £. Ademas, la magnitud
del vector r’(7)

I @l = [lx @i + y’Ojll = VIx 01> + [y ()]

da la rapidez del objeto en el instante . De manera similar, puede usar r”(7) para hallar
la aceleracién, como se indica en las definiciones siguientes.

y y

Vector velocidad en Vector velocidad en_ -~ .

el instante ¢ el instante ¢ . - ?

P T > —= - <4
/C N / -

r(r)

r(t+ Ar)
X { X

Conforme Ar—0, Ar

At

se aproxima al vector velocidad.

Figura 3.11
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Definiciones de velocidad y aceleracion

Sixy y son funciones de ¢ que tienen primera y segunda derivadas, y r es una funcién
vectorial dada por r(7) = x(H)i + y(2)j, entonces el vector velocidad, el vector acele-
racién y la rapidez en el instante 7 se definen como sigue
Velocidad = v(r) =r'(?) x (i + y'()j
Aceleracion = a(t) =r"(t) = x"(0i + y"(t)j
Rapidez = [[v(1)] = [Ir ()] = V[x' O] + [y ()]

Para el movimiento a lo largo de una curva en el espacio, las definiciones son simi-
lares. Es decir, para r(f) = x(1)i + y()j + z(H)k, se tiene
Velocidad = v(r) =r1'(t) =x'(0i + y(0)j + z'(Hk
Aceleracion = a(r) =r"(r) =x"(0i +y"(0)j + z”()k

V@I = @)l = VX0 + [y©OF + 0]~

Rapidez

R R )= | Hallar la velocidad y la aceleracion

cose Enel a lo largo de una curva plana

ejemplo 1, observe que los vec-  Encuentre el vector velocidad, la rapidez y el vector aceleracién de una particula que se
tores velocidad y aceleracién mueve a lo largo de la curva plana C descrita por

son ortogonales en todo punto " ¢
y en cualquier instante. Esto es r(f) = 2 sen Ei + 2 cos E’] Vector de posicién
caracteristico del movimiento
con rapidez constante.

(Vea el ejercicio 53.) Solucion

El vector velocidad es
, t, ’. .
V(t) =T (t) = CcOoS El — sen 5_]. Vector velocidad
La rapidez (en cualquier tiempo) es

! t
/ — 2 - + 2 - — 1. Rabid
Circulo: x2 +y2=4 ||l‘ (t)” Ccos 5 sen ) apidez

El vector aceleracion es

2 a(n) =r"(r) = L sen—i — lcos lj Vector aceleracion =
2772 272w )
a@) V(D)
U Las ecuaciones paramétricas de la curva del ejemplo 1 son
- X =2 L =2 £
] ) X=2seny yy=2cos,.

Eliminando el pardmetro ¢, obtiene la ecuacién rectangular

x2 + y2 = 4, Ecuacion rectangular

p p Por tanto, la curva es un circulo de radio 2 centrado en el origen, como se muestra en la
r()=2senzi+2cosj figura 3.12. Como el vector velocidad

La particula se mueve alrededor V(t) = cos éi — sen Iz j

del circulo con rapidez constante. 2

Figura 3.12 tiene una magnitud constante pero cambia de direccién a medida que # aumenta, la par-

ticula se mueve alrededor del circulo con una rapidez constante
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r(f) = (t2 - 4)i +1j

En todo punto en la curva, el vector
aceleracion apunta a la derecha.

Figura 3.13

En todo punto de la érbita
del cometa, el vector aceleracion
apunta hacia el Sol.

Figura 3.14

Curva:
r()=ti+3j+3tk,t=0

Figura 3.15

| Vectores velocidad y aceleracion en el plano

Dibuje la trayectoria de un objeto que se mueve a lo largo de la curva plana dada por
r(r) = (12 — 4)i + ¢ Vector posicién
y encuentre los vectores velocidad y aceleracion cuando r = 0y ¢ = 2.

Solucion  Utilizando las ecuaciones paramétricas x = 1>—4y y = f, puede determinar
que la curva es una parabola dada por

X = y2 -4 Ecuacién rectangular
como se muestra en la figura 3.13. El vector velocidad (en cualquier instante) es
v(t) =r/(t) = 2ti + j Vector velocidad
y el vector aceleracion (en cualquier instante) es
a(t) = I'”(t) = 2i. Vector aceleracién
Cuando ¢ = 0, los vectores velocidad y aceleracion estdn dados por
v0) =20)i +j=j y a(0) = 2i.
Cuando r = 2, los vectores velocidad y aceleracién estan dados por

vi2) =2Qi+j=4i+j y a) =2i. n

Si el objeto se mueve por la trayectoria mostrada en la figura 3.13, observe que el
vector aceleracion es constante (tiene una magnitud de 2 y apunta hacia la derecha).
Esto implica que la rapidez del objeto va decreciendo conforme el objeto se mueve hacia
el vértice de la pardbola, y la rapidez va creciendo conforme el objeto se aleja del vértice
de la pardbola.

Este tipo de movimiento no es el caracteristico de cometas que describen trayecto-
rias parabdlicas en nuestro sistema solar. En estos cometas el vector aceleracién apunta
siempre hacia el origen (el Sol), lo que implica que la rapidez del cometa aumenta a
medida que se aproxima al vértice de su trayectoria y disminuye cuando se aleja del
vértice. (Vea la figura 3.14.)

| Vectores velocidad y aceleracion en el espacio

+ <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Dibuje la trayectoria de un objeto que se mueve a lo largo de la curva en el espacio C
dada por

r(t) =i+ 3 +3tk, 1=0 Vector posicion
y encuentre los vectores velocidad y aceleracién cuando ¢ = 1.

Solucion Utilizando las ecuaciones paramétricas x = ¢ty y = #°, puede determinar
que la trayectoria del objeto se encuentra en el cilindro ctibico dado por

y = x. Ecuacién rectangular

Como z = 31, el objeto parte de (0, 0, 0) y se mueve hacia arriba a medida que ¢ aumenta,
como se muestra en la figura 3.15. Como r(f) = i + #3j + 31Kk, tiene

V(l) = l‘/(l) =i+ 3t2j + 3k Vector velocidad

a(t = l‘”(l‘) = 6tj. Vector aceleracion

Cuando ¢ = 1, los vectores velocidad y aceleracién estdn dados por
v(l) =r/(1) =i+ 3j+3k y a(l) =r"(1) = 6j. u



El objeto tarda 2 segundos

en moverse del punto (1, 2,0)
al punto (1,4, 4) alo largo

de la curva.

Figura 3.16
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Hasta aqui usted ha tratado de hallar la velocidad y la aceleracién derivando la
funcién de posicién. En muchas aplicaciones pricticas se tiene el problema inverso,
halle la funcién de posicién dada una velocidad o una aceleracién. Esto se muestra en
el ejemplo siguiente.

l Hallar una funcion posicion por integracion

Un objeto parte del reposo del punto P(1, 2, 0) y se mueve con una aceleracion de
a(r) = j+ 2k Vector aceleracién

donde ||a(#)|| se mide en pies por segundo al cuadrado. Determine la posicién del objeto
después de t = 2 segundos.

Solucidon A partir de la descripcién del movimiento del objeto, se pueden deducir las
condiciones iniciales siguientes. Como el objeto parte del reposo, se tiene

v(0) = 0.
Como el objeto parte del punto (x, y, z) = (1, 2, 0), tiene
r(0) = x(0)i + y(0)j + z(0O)k = 1i + 2j + Ok =i + 2j.

Para hallar la funcién de posicion, debe integrar dos veces, usando cada vez una de las
condiciones iniciales para hallar la constante de integracion. El vector velocidad es

v(t) = f a(t) dt

:f(j+2k)dz
=t + 2tk + C

donde C = C\i + C,j + Csk. Haciendo ¢ = 0 y aplicando la condicién inicial v(0) = 0,
obtiene

v0O)=Cji+Cj+Cik=0 &= C,=C,=Cy;=0.
Por tanto, la velocidad en cualquier instante ¢ es
v(1) = tj + 2tk. Vector velocidad

Integrando una vez mds se obtiene
r(r) = f v(?) dt
= J(tj + 2tk) dt
t2
= 5'] + [2k + C

donde C = C,i + C5j + C¢k. Haciendo ¢ = 0 y aplicando la condicién inicial r(0) =
i+ 2j, tiene
r0)=Cji+Cj+Ck=i+2j &= C,=1,C5=2,C4=0.

Por tanto, el vector posicion es

. (P .
r() =i+ (E + 2>J + 12Kk. Vector posicién

La posicién del objeto después de r = 2 segundos esta dada por
r(2) =i+ 4j + 4k

como se muestra en la figura 3.16.
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Y v, = Velocidad inicial

V()

} Altura inicial

Figura 3.17

[[¥o||= vo = rapidez inicial

|Ixo|= h = altura inicial

d

X = ||V || cos (%]

Y =||vo||sen 6

Figura 3.18

Funciones vectoriales

Movimiento de proyectiles

Ahora ya dispone de lo necesario para deducir las ecuaciones paramétricas de la trayec-
toria de un proyectil. Suponga que la gravedad es la tnica fuerza que actda sobre un pro-
yectil después de su lanzamiento. Por tanto, el movimiento ocurre en un plano vertical
que puede representarse por el sistema de coordenadas xy con el origen correspondiente
a un punto sobre la superficie de la Tierra, como se muestra en la figura 3.17. Para un
proyectil de masa m, la fuerza gravitatoria es

F = —mgj Fuerza gravitatoria

donde la aceleracién de la gravedad es g = 32 pies por segundo al cuadrado, o 9.81
metros por segundo al cuadrado. Por la segunda ley del movimiento de Newton, esta
misma fuerza produce una aceleracion a = a(f) y satisface la ecuacion F = ma. Por
consiguiente, la aceleracién del proyectil esta dada por ma = —mgj, lo que implica que

a= — gj. Aceleracion del proyectil

Deducir la funcion de posicion de un proyectil

Un proyectil de masa m se lanza desde una posicién inicial r,con una velocidad inicial v,
Determine su vector posicién en funcién del tiempo.

Solucion Comience con el vector aceleracion a(r) = —gj e integre dos veces.
v(t) = fa(z)dt = f —gjdr= —gtj + C,

r(t) = fv(t) dt = f(—gtj +C)dr = —%gtzj L+,

Puede usar el hecho de que v(0) = v,y r(0) = r, para hallar los vectores constantes C,
y C,. Haciendo esto obtiene

Ci=vyy C=r,
Por consiguiente, el vector posicion es
1

r(r) = _ngzj + vy T 1. Vector posicién

En muchos problemas sobre proyectiles, los vectores constantes r,y v,no se dan
explicitamente. A menudo se dan la altura inicial 4, la rapidez inicial v, y el dngulo 6
con que el proyectil es lanzado, como se muestra en la figura 3.18. De la altura dada, se
puede deducir que r, = hj. Como la rapidez da la magnitud de la velocidad inicial,
se deduce que v, = ||v,|| y puede escribir

Vo = xi + yj
= (vl cos 0)i + ([v,] sen 6)j

= v, cos Bi + v, sen 6.

Por tanto, el vector posicidn puede expresarse en la forma

L.
r(r) = _Egﬂ.] + vy T 1y Vector posicion

1
—Egt2j + v, cos 0i + v, sen 0 + hj

1
(vo cos O)ri + [h + (v, sen O)r — Egtz}j.
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TEOREMA 3.3 Vector posicion de un proyectil

Despreciando la resistencia del aire, la trayectoria de un proyectil lanzado de una
altura inicial 4 con rapidez inicial v, y dngulo de elevacion 6 se describe por medio
de la funcién vectorial

r(r) = (v, cos O)ri + [h + (v, sen )¢ — %gﬂ]j

donde g es la aceleracion de la gravedad.

I Describir la trayectoria de una pelota de béisbol

ada

Una pelota de béisbol es golpeada 3 pies sobre
el nivel del suelo a 100 pies por segundo y con
un dngulo de 45° respecto al suelo, como se
muestra en la figura 3.19. Encuentre la altura
mdxima que alcanza la pelota de béisbol. ;Pasa-
rd por encima de una cerca de 10 pies de altura = 300 pies
localizada a 300 pies del plato de lanzamiento? n pIes

Soluciéon Usted tiene que
h=3, vy=100 y 6 =45° Figura 3.19

Ast, utilizando el teorema 3.3 con g = 32 pies
por segundo al cuadrado obtiene

r(r) = <100 cos jf)ti + [3 + <100 senjf)t - 16t2}j
= (50/21)i + (3 + 502t — 161%);.
El vector velocidad es
V(1) = r(1) = 502 + (502 — 32)j.
La altura méxima se alcanza cuando
y(t) = 502 — 32t
es igual a 0, lo cual implica que
252
6

t= 6 2.21 segundos.

Por tanto, la altura maxima que alcanza la pelota es

y=3+ 50ﬂ<25ﬂ> - 16<M>2

16 16
649
)
=~ 81 pies. Altura maxima cuando ¢ = 2.21 segundos

La pelota estd a 300 pies de donde fue golpeada cuando
300 = x(f) => 300 = 5042t

Despejando ¢ de esta ecuacion se obtiene t = 3 V2 =424 segundos. En este instante,
la altura de la pelota es

y=3+50/2(3/2) - 163v2)
=303 — 288

= 15 pies. Altura cuando ¢ = 4.24 segundos

Por consiguiente, la pelota pasard sobre la cerca de 10 pies. n
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3.3

Funciones vectoriales

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

Ejercicios

Determinar la velocidad y la aceleracion a lo largo de una

curva plana En los ejercicios 1-8 el vector posicion r describe

la trayectoria de un objeto que se mueve en el plano xy.

(a) Halle la velocidad, la rapidez y el vector aceleracion del
objeto.

(b) Evalie el vector velocidad y el vector aceleraciéon del objeto
en el punto dado.

(c) Dibuje una grafica de la trayectoria y trace los vectores ve-
locidad y aceleracién en el punto dado.

Vector de posicion Punto
L () = 3ti + (1 — 1)j (3,0)
2.r(t) =i+ (—£2 + 4)j (1,3)
3.r(f) = 121 + 1 (4,2)
4.r()= (A +1)i+ 4 3.2
5.r(t) = 2costi + 2sentj (ﬂ, ﬂ)
6. r(r) = 3costi + 2 sentj (3,0)
7. r(t) = {(t — sent,1 — cos t) (,2)
8. r(r) = (e, ¢ (1,1)

Determinar los vectores velocidad y aceleracion En los
ejercicios 9-18, el vector posicion r describe la trayectoria de un
objeto que se mueve en el espacio.

(a) Halle la velocidad, rapidez y el vector aceleracién del ob-
jeto.

(b) Evalie el vector velocidad y el vector aceleracion del objeto
a un valor dado de .

Vector de posicién Tiempo

9. r(t) = ti + 5tj + 3tk t=1
10. r(z) = 4¢i + 41j + 2tk t=3
11. v(r) = 1i + 12§ + 3%k t=4
12. r(r) = 3ri + 1j + 3%k t=2
13.r() =i +1j+ V9 — 12k t=0
14. r(r) = r2i + 1j + 2632k r=4
15. r(f) = (4t,3 cost,3 sen t) t=
16. r(t) = (2 cost,2 sen t, %) t= g
17. r(t) = (e’ cos t, e’ sen t,e') t=0
18. r(t) = <ln z,%, t4> t=2

Determinar un vector de posicion por integracion En los
ejercicios 19-24, use la funcion aceleracion dada para determi-
nar los vectores velocidad y posicién. Después, halle la posicion
en el instante ¢ = 2.

19.a)=i+j+k, v(0)=0, r(0)=0

con numeracion impar.

20. a(r) = 2i + 3k, v(0) =4j, r(0)=0

21. a(r) =tj +tk, v(1)=5j, r(1)=0

22. a(r) = =32k, v(0) =3i—2j+k, r(0) =5j+2k
23. a(t) = —costi—sentj, v(0)=j+k, r0) =i
24, ar) = ¢'i — 8k, v(0) =2i+3j+k, r(0)=0

Movimiento de proyectiles En los ejercicios 25-38, use el
modelo para el movimiento de un proyectil, suponiendo que no
hay resistencia del aire.

25. Una pelota de béisbol es golpeada 2.5 pies sobre el nivel del
suelo, se aleja del bate con una velocidad inicial de 140 pies
por segundo y con un dngulo de 22° arriba de la horizontal,
Encuentre la altura maxima alcanzada por la pelota de béisbol.
Determine si librard una cerca de 10 pies de altura que se en-
cuentra a 375 pies del plato de lanzamiento.

26. Determine la altura maxima y el alcance de un proyectil dis-
parado desde una altura de 3 pies sobre el nivel del suelo con
velocidad inicial de 900 pies por segundo y con un dngulo de
45° sobre la horizontal.

27. Una pelota de béisbol es golpeada 3 pies sobre el nivel del
suelo, se aleja del bate con un dngulo de 45° y es cachada por
un jardinero a 3 pies sobre el nivel del suelo y a 300 pies del
plato de lanzamiento. ;Cudl es la rapidez inicial de la pelota y
qué altura alcanza?

28. Un jugador de béisbol en segunda base lanza una pelota al ju-
gador de primera base a 90 pies. La pelota es lanzada desde
5 pies sobre el nivel del suelo con una velocidad inicial de
50 millas por hora y con un d4ngulo de 15° con la horizontal. ;A
qué altura cacha la pelota el jugador de primera base?

29. Elimine el pardametro ¢ de la funcién de posicién para el movi-
miento de un proyectil y demuestre que la ecuacion rectangular es

_ 16sec? 0

y=———>—x>+ (tan O)x + h.
Vo

30. La trayectoria de una pelota la da la ecuacién rectangular
y = x — 0.005x2.

Use el resultado del ejercicio 29 para hallar la funcién de po-
sicién. Después, encuentre la velocidad y la direccién de la
pelota en el punto en que ha recorrido 60 pies horizontalmente.

31. El Rogers Centre en Toronto, Ontario, tiene una cerca en su
campo central que tiene 10 pies de altura y estd a 400 pies del
plato de lanzamiento. Una pelota es golpeada a 3 pies sobre el
nivel del suelo y se da el batazo a una velocidad de 100 millas
por hora.

(a) La pelota se aleja del bate formando un dngulo de 6 = 6,
con la horizontal. D€ la funcién vectorial para la trayecto-
ria de la pelota.

(b) Use una herramienta de graficacién para representar la
funcién vectorial para 6, = 10°, 6, = 15°, 6, = 20° y
0, = 25°. Use las gréficas para aproximar el dngulo mini-
mo requerido para que el golpe sea un home run.

(c) Determine analiticamente el dngulo minimo requerido
para que el golpe sea un home run.
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34.

35.

36.

PP 37.

e «32. Futbol

El mariscal de campo
de un equipo de futbol
americano lanza un
pase a una altura de

7 pies sobre el campo
de juego, y el balén lo
captura un receptor a
30 yardas, a una altura
de 4 pies. El pase se
lanza con un dngulo de
35° con la horizontal.

(a) Determine la rapidez del balén de futbol al ser lanzado.
(b) Encuentre la altura maxima del balén de futbol.

(c) Calcule el tiempo que el receptor tiene para alcanzar la
posicion apropiada después que el mariscal de campo
lanza el bal6n de futbol.

. Un expulsor de pacas consiste en dos bandas de velocidad varia-

ble al final del expulsor. Su funcién es lanzar pacas a un camién.
Al cargar la parte trasera del camion, una paca debe lanzarse a
una posicién 8 pies hacia arriba y 16 pies detras del expulsor.

(a) Halle la velocidad inicial minima de la paca y el dngulo
correspondiente al que debe ser lanzada del expulsor.

(b) El expulsor tiene un dngulo fijo de 45°. Halle la velocidad
inicial requerida.

Un bombardero vuela a una altitud de 30,000 pies a una veloci-
dad de 540 millas por hora (vea la figura). ;Cudndo debe lanzar
la bomba para que pegue en el blanco? (D€ su respuesta en tér-
minos del dngulo de depresion del avién con relacién al blanco.)
(Cudl es la velocidad de la bomba en el momento del impacto?

540 mi/h”

30,000 pies =<

Un disparo de un arma con una velocidad de 1200 pies por
segundo se lanza hacia un blanco a 3000 pies de distancia. De-
termine el &ngulo minimo de elevacién del arma.

Un proyectil se lanza desde el suelo con un dngulo de 12° con
la horizontal. El proyectil debe tener un alcance de 200 pies.
Halle la velocidad inicial minima requerida.

Use una herramienta de graficacién para representar la trayec-
toria de un proyectil para los valores dados de 6 y v,,. En cada
caso, use la grafica para aproximar la altura mdximay el alcan-
ce del proyectil. (Suponga que el proyectil se lanza desde el
nivel del suelo.)

(a) 6= 10° v, = 66 pies/s
(b) 6 =10° v, = 146 pies/s
(c) 6 =45° v, = 66 pies/s
(d) 6 =45° v, = 146 pies/s
(e) 6= 60° v, = 66 pies/s
(f) 6= 60° v, = 146 pies/s
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38. Halle el angulo con el que un objeto debe lanzarse para tener
(a) el alcance maximo y (b) la altura maxima.

Movimiento de un proyectil En los ejercicios 39 y 40, use
el modelo para el movimiento de un proyectil, suponiendo que
no hay resistencia del aire. [g = —9.8 metros por segundo al
cuadrado.]

39. Determine la altura y el alcance médximos de un proyectil dis-
parado desde una altura de 1.5 metros sobre el nivel del suelo
con una velocidad inicial de 100 metros por segundo y con un
angulo de 30° sobre la horizontal.

40. Un proyectil se dispara desde el nivel del suelo con un dngulo
de 8° con la horizontal. El proyectil debe tener un alcance de
50 metros. Halle la velocidad minima necesaria.

41. Lanzamiento de peso La trayectoria de un objeto
lanzado con un dngulo 6 es

l'(t) = (VO COS 0)ti + |:h + (VO sen O)t — %gt2j|j

donde v, es la rapidez inicial, / es la altura inicial,  es el tiem-
po en segundos y g es la aceleracion debida a la gravedad. Ve-
rifique que el objeto permanecera en el aire

_vgsen 6 + /vi sen® 0 + 2gh

8

segundos

y recorrerd una distancia horizontal de

? 0
vOCOS( sen? 6 + 2g2h> pies.
g v,

0

sen 6 +

e «42. Tiro de lanzamientodebala e ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ o o«

Un peso es lanzado
desde una altura de

h = 6 pies con rapidez
inicial v, = 45 pies
por segundo y con un
angulo de 0 = 42.5°
con la horizontal.
Utilice el resultado

del ejercicio 41 para
hallar el tiempo total de
recorrido y la distancia
horizontal recorrida.

Movimiento cicloidal En los ejercicios 43 y 44, considere el
movimiento de un punto (o particula) en la circunferencia de
un circulo que rueda. A medida que el circulo rueda genera la
cicloide

r(f) = b(wt — sen wi)i + b(1 — cos wi)j

donde w es la velocidad angular constante del circulo y b es el
radio del circulo.

43. Halle los vectores velocidad y aceleracion de la particula. Use
los resultados para determinar los instantes en que la rapidez
de la particula serd (a) cero y (b) maxima.

44. Encuentre la rapidez mdxima de un punto de un neumdtico de
automovil de radio 1 pie cuando el automdvil viaja a 60 millas
por hora. Compare esta rapidez con la rapidez del automévil.

Nicholas Moore/Shutterstock.com; Jamie Roach/Shutterstock.com
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Movimiento circular En los ejercicios 45-58, considere una
particula que se mueve a lo largo de una trayectoria circular de
radio b descrita por r(¢f) = b cos wti + b sen wtj, donde » = du/
dt es la velocidad angular constante.

45. Encuentre el vector velocidad y muestre que es ortogonal a r(z).
46. (a) Demuestre que la rapidez de la particula es bw.

(b) Use una herramienta de graficaciéon en modo paramétrico
para representar el circulo para b = 6. Pruebe con distin-
tos valores de w. ;La herramienta de graficacion dibuja
mds rdpido los circulos para los valores mayores de w?

47. Halle el vector aceleracién y demuestre que su direccion es
siempre hacia el centro del circulo.
48. Demuestre que la magnitud del vector aceleracion es bw?.

Movimiento circular En los ejercicios 49 y 50, use los resul-

tados de los ejercicios 45-58.

49. Una piedra que pesa 1 libra se ata a un cordel de 2 pies de largo
y se hace girar horizontalmente (vea la figura). El cordel se
romperd con una fuerza de 10 libras. Halle la velocidad maxi-
ma que la piedra puede alcanzar sin que se rompa el cordel.

(Use F = ma, donde m = 31*2)

300 pies |

Figura para 49 Figura para 50

50. Un automévil de 3400 libras estd tomando una curva circu-
lar de 300 pies de radio a 30 millas por hora (vea la figura).
Suponiendo que la carretera estd nivelada, encuentre la fuer-
za necesaria entre los neumdticos y el pavimento para que el
automoévil mantenga la trayectoria circular sin derrapar. (Use
F = ma, donde m = 3400/32.) Determine el dngulo de peralte
necesario para que ninguna fuerza de friccién lateral sea ejer-
cida sobre los neumdticos del automévil.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

51. Velocidad y rapidez Con sus propias palabras, ex-
plique la diferencia entre la velocidad de un objeto y
su rapidez.

52. Movimiento de una particula Considere una par-
ticula que se mueve sobre la trayectoria r(f) = x(9H)i
+ y(0)j + z(Hk.
(a) Analice todo cambio en la posicion, velocidad o ace-
leracién de la particula si su posicion estd dada por la
funcién vectorial r,(f) = r,(21).
(b) Generalice los resultados a la funcién posicién
r;5(t) = r|(wt).

53. Demostracion Demuestre que cuando un objeto se
mueve con una rapidez constante, sus vectores veloci-
dad y aceleracioén son ortogonales.

54. Demostracion Demuestre que cuando un objeto se
mueve en una linea recta a una rapidez constante tiene
aceleracion cero.

55. Investigacion Una particula sigue una trayectoria elipti-
ca dada por la funcién vectorial r(f) = 6 cos ti + 3 sen ¢j.

(a) Halle v(»), |[v(®)|| y a(?).

(b) Use una herramienta de graficacién para completar la tabla.

21
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Rapidez

(c) Represente graficamente la trayectoria eliptica y los vec-
tores velocidad y aceleracién para los valores de ¢ dados
en la tabla del inciso (b).

(d) Use los resultados de los incisos (b) y (c) para describir la
relacion geométrica entre los vectores velocidad y acele-
racién cuando la rapidez de la particula aumenta y cuando
disminuye.

56. Movimiento de una particula Considere una particu-
la que se mueve sobre una trayectoria eliptica descrita
por r(f) = a cos wti + b sen wtj, donde w = df/dr es la
velocidad angular constante.

(a) Encuentre el vector velocidad. ;Cudl es la rapidez de la
particula?

(b) Encuentre el vector aceleracién y demuestre que su direc-
cion es siempre hacia el centro de la elipse.

57. Trayectoria de un objeto Cuando ¢t = 0, un objeto esta
en el punto (0, 1) y tiene un vector velocidad v(0) = —i.
Se mueve con aceleracién a(f) = sen fi — cos tj. De-
muestre que la trayectoria del objeto es un circulo.

;COMO LO VE? La gréfica muestra la trayec-
N\ toria de un proyectil y los vectores velocidad y

aceleracion ¢, y t,. Clasifique el angulo entre el
vector velocidad y el vector aceleracién en los
instantes ¢, y ,. ;La rapidez aumenta o dismi-

nuye en los instantes ¢, y ,? Explique su razo-
namiento.

y

v(t))

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 59-62, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que pruebe que es falso.

59. La aceleracion de un objeto es la derivada de la rapidez.
60. La velocidad de un objeto es la derivada de la posicién.
61. El vector velocidad apunta en la direccién de movimiento.

62. Siuna particula se mueve a lo largo de una linea recta, entonces
los vectores velocidad y aceleracién son ortogonales.
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3.4 Vectores tangentes y vectores normales

La direccién del vector unitario
tangente depende de la orientacién
de la curva.

Figura 3.20

% Hallar un vector unitario tangente en un punto a una curva en el espacio.
% Hallar las componentes tangencial y normal de la aceleracion.

Vectores tangentes y vectores normales

En la seccion precedente aprendi6 que el vector velocidad apunta en la direccion del mo-
vimiento. Esta observacion lleva a la definicién siguiente, que es vélida para cualquier
curva suave, no solo para aquellas en las que el pardmetro es el tiempo.

Definicion del vector unitario tangente

Sea C una curva suave en un intervalo abierto / representada por r. El vector unita-
rio tangente T(7) en ¢ se define como

r'(?)

TO =170

, r’(t) #0.

Como recordard, una curva es suave en un intervalo si r’ es continua y distinta de
cero en el intervalo. Por tanto, la “suavidad” es suficiente para garantizar que una curva
tenga un vector unitario tangente.

m Hallar el vector unitario tangente

Encuentre el vector unitario tangente a la curva dada por
r(r) = ti + 1%
cuando t = 1.

Solucion La derivada de r(?) es
r'(t)) =i+ 2tj. Derivada de r(7)

Por tanto, el vector unitario tangente es

(t
T() = m Definicién de T(z)
! (i + 21j) Sustit q0)
= . st1 uya r 7).
JT+ar B
Cuando ¢ = 1, el vector unitario tangente es
1. .
T(1) = ﬁ(l + 2j)
como se muestra en la figura 3.20. -

En el ejemplo 1, observe que la direccién del vector unitario tangente depende de la
orientacion de la curva. Para la pardbola descrita por

r() = —(t—2i+ (t—2)3%

T(1) representaria al vector unitario tangente en el punto (1, 1), pero apuntaria en direc-
cion opuesta. Trate de verificar esto.
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Curva:
r(f)=2cos ti+2sen tj + tk

Recta
tangente

\
7 Ny

La recta tangente a una curva en un
punto estd determinada por el vector
unitario tangente en el punto.

Figura 3.21

La recta tangente a una curva en un punto es la recta que pasa por el punto y es
paralela al vector unitario tangente. En el ejemplo 2 se usa el vector unitario tangente
para hallar la recta tangente a una hélice en un punto.

| Hallar la recta tangente a una curva en un punto

Encuentre T(¢) y enseguida halle un conjunto de ecuaciones paramétricas para la recta
tangente a la hélice dada por

r(f) = 2costi + 2sentj + tk

en el punto (ﬂ, ﬂ %T)

Solucion La derivada de r(7) es
r'(tf) = —2senti + 2costj + k

lo que implica que ||[r(r)|| = /4 sen?t + 4 cos? ¢ + 1 = /5. Por consiguiente, el vec-
tor unitario tangente es

r'(7)
(KOl

1 . .
= ﬁ(—Z senti + 2 costj + k). Vector unitario tangente

T(t) =

En el punto (ﬁ, V2, ) 4), t = /4y el vector unitario tangente es
T<5> = 1(—2ﬁi 22y k>

1)~ B\ 72 2
=%(—ﬂi+,ﬂj+k).

Usando los nimeros directores a = — ﬂ, b= y ¢ =1, yel punto (xl,yl, zl) =
(ﬁ, \/i, 77/4), puede obtener las ecuaciones paramétricas siguientes (dadas con el
pardmetro s).

x=x1+as=f—ﬂs
y=y +bs=2+2s

™
z=zl+cs=z+s

Esta recta tangente se muestra en la figura 3.21. n

En el ejemplo 2 hay una cantidad infinita de vectores que son ortogonales al vector
tangente T(7). Uno de estos vectores es el vector T'(#). Esto se desprende de la propiedad 7
del teorema 3.2. Es decir,

T@k) - T() = | T@)>P=1 => T@) - T() = 0.

Normalizando el vector T’(7) usted obtiene un vector especial llamado vector unitario
normal principal, como se indica en la definicién siguiente.

Definicion de vector unitario normal principal

Sea C una curva suave en un intervalo abierto / representada por r. Si T'(f) # 0,
entonces el vector unitario normal principal en 7 se define como

T
NO =TT
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| Hallar el vector unitario normal principal

Encuentre N(7) y N(1) para la curva representada por r(t) = 3ti + 2¢7j.
Solucién Derivando, obtiene

r'(t) = 3i + 44
lo que implica

e @)l = 9 + 162

Por lo que el vector unitario tangente es

r'(1)
T(t) = 7—
D= Tew]
= ! (3i + 41)) Vector unitario t t
Y e ——— . ector unitario angcn €
NCERE !
Usando el teorema 3.2, derive T(#) con respecto a ¢ para obtener
1 16¢
T(t) = —(——=4j) — ———53, i + 4¢j
N e R CE ST DE

12 . .
= 7(9 - 16t2)3/2(_4“ + 3j)

lo que implica que

o [o+162 12
IT @) = 12 O+ 1627 9 + 1672

Por tanto, el vector unitario normal principal es
T'()
I (@)l
1 . .
= 7(—41‘1 + 3]). Vector unitario normal principal

V9 + 1672

Cuando ¢ = 1, el vector unitario normal principal es

N(@) =

1
N(1) = g(—4i + 3j)
como se muestra en la figura 3.22.

y Curva:

r(f) = 3ti + 2% @

N(1) = H(-4i + 3j)

T(1) = 13i+4)j)

1 1 1 x

1 2 3

El vector unitario normal
principal apunta hacia el lado
concavo de la curva.

Figura 3.22

135
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Hélice:
r(f)y=2costi+2sen tj+tk

Z

2

N(¢) es horizontal y apunta hacia
el eje z.
Figura 3.24

El vector unitario normal principal puede ser dificil de evaluar algebraicamente. En
curvas planas, puede simplificar el dlgebra hallando

T(t) = x(t)i + )’(f)j Vector unitario tangente

y observando que N(7) debe ser
N =y@i—x(0j o  Ny) = —y@i + x()j.

Como [x(1)]? + [y(®)]? = 1, se deduce que tanto N,(£) como N,(¢) son vectores unita-
rios normales. El vector unitario normal principal es N, el que apunta hacia el lado c6n-
cavo de la curva, como se muestra en la figura 3.22 (vea el ejercicio 76). Esto también es
valido para curvas en el espacio. Es decir, si un objeto se mueve a lo largo de la curva C
en el espacio, el vector T(f) apunta hacia la direccién en la que se mueve el objeto,
mientras que el vector N(7) es ortogonal a T(7) y apunta hacia la direccién en que gira el
objeto, como se muestra en la figura 3.23.

En todo punto de una curva, un

vector unitario normal es ortogonal

al vector unitario tangente. El vector
unitario normal principal apunta hacia
la direccién en que gira la curva.
Figura 3.23

I Determinar el vector unitario normal principal

Encuentre el vector unitario normal principal para la hélice dada por r(f) = 2 cos #i +
2 sentj + tk.

Solucion De acuerdo con el ejemplo 2, usted sabe que el vector unitario tangente es
1
T(Z‘) = ﬁ(—z sen i + 2costj + k). Vector unitario tangente
Asi, T'(¢) esta dado por
1
T(t) = —=(—2cos ti — 2 sentj).
) = 5l j

Como | T"(#)]| = 2//5. se deduce que el vector unitario normal principal es

T(z)
[T

1
= 5(—2 cos ti — 2 sen tj)

N(@) =

= —costi — sen zj. Vector unitario normal principal

Observe que este vector es horizontal y apunta hacia el eje z, como se muestra en la
figura 3.24. n
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Componentes tangencial y normal de la aceleracion

Ahora se vuelve al problema de describir el movimiento de un objeto a lo largo de una
curva. En la seccion anterior usted vio que si un objeto se mueve con rapidez constante,
los vectores velocidad y aceleracién son perpendiculares. Esto parece razonable, porque
la rapidez no seria constante si alguna aceleracion actuara en direccién del movimiento.
Esta afirmacidn se puede verificar observando que

r’()) - r’ (1) =0

si || (#)|| es una constante. (Vea la propiedad 7 del teorema 3.2.)

Sin embargo, si un objeto viaja con rapidez variable, los vectores velocidad y ace-
leracién no necesariamente son perpendiculares. Por ejemplo, vio que en un proyectil el
vector aceleracion siempre apunta hacia abajo, sin importar la direccién del movimiento.

En general, parte de la aceleracién (la componente tangencial) actiia en la linea
del movimiento, y otra parte (la componente normal) actda perpendicular a la linea del
movimiento. Para determinar estas dos componentes, puede usar los vectores unitarios
T(#) y N(#), que juegan un papel andlogo a iy j cuando se representan los vectores en el
plano. El teorema siguiente establece que el vector aceleracién se encuentra en el plano
determinado por T(¢) y N(¥).

TEOREMA 3.4 Vector aceleracion

Si r(f) es el vector posicioén de una curva suave C y existe N(7), entonces el vector
aceleracion a(7) se encuentra en el plano determinado por T(7) y N(?).

Demostracion Para simplificar la notacién, escriba T en lugar de T(r), T en lugar
de T'(7) y asi sucesivamente. Como T = r’/|[r’|| = v/||v|, se deduce que

v = |v||T.

Por derivacién, obtiene

’

a=y Regla del producto

d
=~ UVIDT + v’

d [
=—[|Iv|IT + ||v T’( -

2t + v [

d p
=T + TN, N- T

Como a se expresa mediante una combinacion lineal de T y N, se deduce que a estd en
el plano determinado por T y N.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de esta demostracion de Bruce Edwards. i

A los coeficientes de T y de N en la demostracién del teorema 3.4 se les conoce
como componentes tangencial y normal de la aceleracion, y se denotan por

d
ar = L
y ay = ||v][||T’|]. Por tanto, puede escribir

a(7) = a;T(1) + apN(z).

El teorema siguiente da algunas férmulas ttiles para ay y ay.
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Las componentes tangencial y
normal de la aceleracidn se obtienen
proyectando a sobre T y N.

Figura 3.25

TEOREMA 3.5 Componentes tangencial y normal de la aceleracion

Si r(¢) es el vector posicidn de una curva suave C [para la cual N(¢) existe], enton-
ces las componentes tangencial y normal de la aceleracion son las siguientes.
v-a

d
ay = E[”VH] =a-T= ||V||

vV X a
%=nwmw=a-N=”W”“=AMP—ﬁ

Observe que ay = 0. A la componente normal de la aceleracién también se le llama
componente centripeta de la aceleracion.

Demostracion Observe que a se encuentra en el plano de T y N. Por tanto, puede
usar la figura 3.25 para concluir que, en cualquier instante ¢, las componentes de la pro-
yeccion del vector aceleracion sobre T y sobre N estdn dadas poray =a-Tyay=a-

N, respectivamente. Ademds, comoa = v' y T = v/||v|, tiene
v v-a
S TR T

En los ejercicios 78 y 79 se le pide demostrar las otras partes del teorema.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de esta demostracion de Bruce Edwards. i

I Componentes tangencial y normal de la aceleracion

« » « «> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre las componentes tangencial y normal de la aceleracion para el vector posicién
dado por r(t) = 3ti —tj + 1°Kk.

Solucién Comience determinando la velocidad, la rapidez y la aceleracion.

v() =r/(r) = 3i — j + 2tk Vector velocidad
[vie)| = V9 + 1+ 42 = /10 + 422 Rapidez
a(t) = I‘”([) =2k Vector aceleracion

De acuerdo con el teorema 3.5, la componente tangencial de la aceleracion es

v-a 41
ay = = Componente tangencial de la aceleracion
Tovl V10 + 42
y como
i j k
vxa=1|3 —1 2t =-2i—6j
0 0 2

la componente normal de la aceleracion es

e — lvxal _ V4+36 _ 2J10
N vl JI10 + 42 /10 + 477

Componente normal de la aceleracion

En el ejemplo 5 podria haber usado la férmula alternativa siguiente para ay.

_ o ler 210
10 + 42 /10 + 472

ay = Vil —af = (/@7



La componente normal de

la aceleracioén es igual al radio
del cilindro alrededor del cual
la hélice gira en espiral.

Figura 3.26

r(H) = (50v20i + (50+/21 - 1612)j
y

100 +
75+
50 - 1 225V2
t=1 16
25+
Il Il Il Il Il Il
_ 0 T T T T T T
r= 25 50 75 100 125 150

Trayectoria de un proyectil.
Figura 3.27
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Hallar a; y a, para una hélice circular

Encuentre las componentes tangencial y normal de la aceleracidn para la hélice dada por

r(t)y =bcosti+ bsentj+ ctk, b>0.

Solucion
v(t) =r(t) = —bsenti + bcostj+ ck Vector velocidad
Iv(®)|| = Vb2senZt + b2 cos’t + 2 = Vb2 + 2 Rapidez
a(t) = l'”(t) = —bcosti — bsen tj Vector aceleracion

De acuerdo con el teorema 3.5, la componente tangencial de la aceleracién es
go—Ya_ b>sentcost — b>sentcost + 0 _ 0 Componente tangencial
T ||V|| m ’ de la aceleracion
Como

la|| = V/b*cos®t + b*sen®t = b

puede usar la férmula alternativa para la componente normal de la aceleracién para
obtener

= 2 _ 2 — 2 _ ()2 — Componente normal
an = a ap = Vb 0% = b. >
N \/” ” T de la aceleracion

Observe que la componente normal de la aceleracion es igual a la magnitud de la acele-
racion. En otras palabras, puesto que la rapidez es constante, la aceleracion es perpen-
dicular a la velocidad. Vea la figura 3.26.

I Movimiento de un proyectil

El vector posicién para el proyectil mostrado en la figura 3.27 esta dado por
r(y) = (50\/§t)i + (50\62‘ - 16l‘2)j. Vector posicion

Halle la componente tangencial de la aceleracién cuando ¢ = 0, 1y 25/2/16.

Solucion
v(1) = 50/2i + (502 — 321)j Vector velocidad
V@) = 2/502 — 16(50) /21 + 16222 Rapider
a(r) = —32j Vector aceleracién

La componente tangencial de la aceleracion es

a (t) = V(t) ’ a(t) = _32(50\/E — 32t) Componente tangencial
T ||V(l)|| 2\/502 _ 16(50)\/§I + 1621‘2' de la aceleracion
En los instantes especificados, usted tiene
—32(50v2
ap(0) = goof) =—16/2~ —226
ax(l) = -32(50./2 — 32) isa

2./50% — 16(50)v/2 + 162

(25ﬁ> _ —32(50/2 — 50.2)
M\ "6 )T 502

En la figura 3.27 puede ver que, a la altura méaxima, cuando ¢ = 25+/2/16, la componen-
te tangencial es 0. Esto es razonable, porque en ese punto la direccién del movimiento
es horizontal y la componente tangencial de la aceleracién es igual a la componente
horizontal de la aceleracion. u

=0.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

3.4 Ejercicios

con numeracion impar.

Determinar el vector unitario tangente En los ejercicios
1-6, dibuje el vector unitario tangente y los vectores normales
a los puntos dados.

L.r(=ri+2tj, t=1 2.vr@t)=ri+22, t=1

3. r(f) = 4 costi + 4 sen tj, t=§
. . a
4. r(t) =6costi +2sentj, t= 3
5.r() =3ti—Intj, t=e 6.1r(t) =¢ecosti+ e, t=0
Determinar una recta tangente Enlos ejercicios 7-12, halle
el vector unitario tangente a la curva T(¢) y determine un con-
junto de ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la
curva en el espacio en el punto P.

7. r(t) = ti + % + tk, P(0,0,0)

8.r(r) =i+ + 3k, P1,1,%)

9. r(t) = 3costi + 3sentj + tk, P(3,0,0)

10. v(t) = (1,1, /4 = 2), P(1,1,3)

11. r(t) = (2cos t,2 sent, 4), P(ﬂ, V2, 4)

12. r(t) = (2 sent,2 cos t, 4 sen’t), P(l, V3, 1)

Determinar el vector unitario normal principal En los

ejercicios 13-20, encuentre el vector unitario normal principal
a la curva en el valor especificado del parametro.

13. r(t) =i + 3%, 1=2
14. r(t) = 1 + %’ t=3
15. r() =Inti+ (¢t + 1j, t=2

16. r(t) = wcosti + wsentj, t =g

17. r(t) =ti+ 2j+Intk, t=1
18. r(t) = V2ti+ej+e 'k, 1=0

19. r(t) = 6costi + 6sentj + k, t=¥

20. r() = cos3ti +2sen3tj+k, t=m

Determinar las componentes tangencial y normal de la
aceleracion En los ejercicios 21-28, encuentre T(f), N(¥), a; y
ay en un instante dado ¢ para la curva plana r(¢).

1
21. r(r) = ti + ?j, r=1 2. r(t) =i+ 2tj, t=1

23.r() =@t —P)i+ 23, t=1

4. r()=F —4)i+ P —-1)j, t=0
25. r() =ei+e¥j, t=0

26. r(t) =ei+e’j+itk, t=0

27. r(t) = e'costi + e'sentj, t=

B

28. r(t) = 4cos3ti+ 4sen3tj, t=

Movimiento circular En los ejercicios 29-32, considere un
objeto que se mueve segiin al vector de posicion

r(f) = acos wti + asen wtj.

29. Halle T(r) y N(1), ay y ay.

30. Determine las direcciones de T y N en relacion con el vector de
posicion r.

31. Determine la rapidez del objeto en cualquier instante ¢ y expli-
que su valor en relacién con el valor de ay.

32. Si la velocidad angular o se reduce a la mitad, ;en qué factor
cambia ay?

Dibujar una grafica y vectores En los ejercicios 33-36, di-

buje la grifica de la curva plana dada por la funcién vectorial, y

en el punto de la curva determinado por r(¢,), dibuje los vectores

T y N. Observe que N apunta hacia el lado céncavo de la curva.

Funcion vectorial Instante
33.r(t) =i + %j fh=2
3. r(t) = £i + ¢ fy=1
35. r(t) = (21 + )i — 3 ty =12
36. r(r) = 2 costi + 2 sen tj fy = 727

Determinar vectores En los ejercicios 37-42, halle T(f), N(¢),
a;y ay en el instante  dado para la curva en el espacio r(¢). [Su-
gerencia: Encuentre a(t), T(¢), a; y ay. Despeje N en la ecuacién
a) = a;T + ayN.]

Funcién vectorial Instante
37. r(t) = ti + 2tj — 3tk r=1
38. r(f) = costi + sen tj + 2tk t= %T
Z2
39. r(t)=ti+t2j+5k r=1
40. r(r) = (2t — )i + 2 — 4k r=2
41. r(t) = e'sen ti + e'cos tj + e'k t=0
42. r(r) = e'i + 2j + e 7'k t=0

DESARROLLO DE CONCEPTOS

43. Definiciones Defina el vector unitario tangente, el vec-
tor unitario normal principal y las componentes tangencial
y normal de la aceleracién.

44. Vector unitario tangente ;Cudl es la relacién entre
el vector unitario tangente y la orientacién de una curva?
Explique.

45. Aceleracion Describa el movimiento de una particula
si la componente normal de la aceleracion es 0.

46. Aceleracion Describa el movimiento de una particula
si la componente tangencial de la aceleracion es 0.




49. Movimiento cicloidal

47. Hallar vectores Un objeto se mueve a lo largo de la trayec-

toria dada por
r() = 34 + 44j.

Encuentre v(r), a(r), T(r) y N(¢) (si existe). ;Cudl es la forma
de la trayectoria? ;La velocidad del objeto es constante o va-
riable?

48.

;COMO LO VE? Las figuras muestran las trayecto-
rias de dos particulas
@@ Y G ¥
y
t z
z
v S S t
X X

(a) ¢Cudl vector, s o t, representa al vector unitario tangente?

(b) ¢(Cuadl vector, y o z, representa al vector unitario nor-
mal principal? Explique su razonamiento.

La figura muestra la trayectoria
de una particula representada por la funcién vectorial

r(t) = {(mt — sent, 1 — cos mt).

La figura muestra también los vectores v()/||v(t)|| y a(t)/||a(?)||
en los valores indicados de z.
(a) Encuentre apyayent = %,t =lyt= %

(b) En cada uno de los valores indicados de 7, determine si la
rapidez de la particula aumenta o disminuye. Dé razones
para sus respuestas.

Figura para 49

Figura para 50

50. Movimiento a lo largo de una involuta de un circulo

La figura muestra una particula que sigue la trayectoria
dada por

r(#) = (cos 7t + 7t sen 7rt, sen 7wt — 7t COS LY.

La figura muestra también los vectores v(7) y a(f) parat = 1y
t=2.

(a) Encuentreayyayent=1yt=2.

(b) Determine si la rapidez de la particula aumenta o disminu-

ye en cada uno de los valores indicados de ¢. D€ razones
para sus respuestas.

3.

Hallar un vector binormal
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En los ejercicios 51-56, halle los

vectores T y N, y el vector unitario binormal B = T x N, de la
funcion vectorial r(¢) en el valor dado de 7.

51.

52.

53.

54.

5S.

56.

t
r(f) = 2cos i + 2sentj + Sk, ;0:757
A

r() =i + 2§ + 5k, =1
r() =i+ sentj + costk, fy=—
r(f) = 2e'i + e’ cos tj + e’ sentk, 6L="0
r(t) = 4sen ti + 4 costj + 2tk, 1, = g

. . .
r(r) = 3cos 2ti + 3sen2sj + tk, 1, = "

Formula alternativa para el vector unitario normal prin-

cipal

En los ejercicios 57-60, utilice la funcion vectorial r(f)

para encontrar al vector unitario normal principal N(f) usando
la féormula alternativa

57.
58.
59.
60.

61.

62.

H’ 63.

_ (v-va—(v-a)
T lveva = (v ay

r() = 3 + 273

r(f) = 3 cos 24 + 3 sen 2ij

r() = 24 + 41 + £k

r(f) = Scosti + 5sentj + 3tk

Movimiento de un proyectil Encuentre las componen-
tes tangencial y normal de la aceleracién de un proyectil
disparado con un dngulo 6 con la horizontal y con rapi-
dez inicial v,. (Cudles son las componentes cuando el
proyectil estd en su altura maxima?

Movimiento de un proyectil Utilice los resultados
del ejercicio 61 para hallar las componentes tangencial
y normal de la aceleracién de un proyectil disparado con
un angulo de 45° con la horizontal con rapidez inicial
de 150 pies por segundo. ;Cudles son las componentes
cuando el proyectil estd en su altura maxima?

Movimiento de un proyectil Un proyectil se lanza

con velocidad inicial de 120 pies por segundo desde

5 pies de altura y con un dngulo de 30° con la horizontal.

(a) Determine la funcién vectorial de la trayectoria del pro-
yectil.

(b) Use una herramienta de graficacion para representar la
trayectoria y aproximar la altura mdxima y el alcance del
proyectil.

vl y a(o).
(d) Use una herramienta de graficacién para completar la tabla.

(c¢) Encuentre v(7),

t 05|10 | 1520|2530

Rapidez

(e) Use una herramienta de graficacién para representar las
funciones escalares ap y ay. (Como cambia la velocidad
del proyectil cuando ay y ay tienen signos opuestos?
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IdP 64. Movimiento de un proyectil Un proyectil se lanza

con velocidad inicial de 220 pies por segundo desde una
altura de 4 pies y con un dngulo de 45° con la horizontal.

(a) Determine la funcién vectorial de la trayectoria del pro-
yectil.

(b) Use una herramienta de graficacién para representar la
trayectoria y aproximar la altura maxima y el alcance del
proyectil.

(c) Encuentre v(?), |[v(9)]| y a(?).

(d) Use una herramienta de graficacién para completar la tabla.

t 05 | 10| 15|20 |25]| 30

Rapidez

e o «65. Control del trafico aéreo o o ¢ ¢ e ¢ ¢ o o o o ©

Debido a una tor-
menta, los contro-
ladores aéreos en
tierra indican a un
piloto que vuela a

una altitud de 4 millas
que efectie un giro

de 90° y ascienda

a una altitud de 4.2
millas. El modelo de
la trayectoria del avién
durante esta maniobra es

(1) = (10 cos 1077, 10 sen 10771, 4 + 41, 0 < 1 < 35

donde ¢ es el tiempo en horas y r es la distancia en millas.
(a) Determine la rapidez del avién.
(b) Calcule ayy ay. (Por qué una de estas es igual a 0?

*
.
°
°
°
°
°
]
°
°
°
°
°

=3
&

Movimiento de un proyectil Un avion volando a una
altitud de 36,000 pies, con rapidez de 600 millas por hora,
deja caer una bomba. Halle las componentes tangencial y
normal de la aceleracién que actiian sobre la bomba.

67. Aceleracion centripeta Un objeto, atado al extremo
de una cuerda, gira con rapidez constante, de acuerdo
con la funcién de posicion dada en los ejercicios 29 a 32.

(a) Silavelocidad angular w se duplica, ;c6mo se modifica la
componente centripeta de la aceleracién?

(b) Sila velocidad angular no se modifica, pero la longitud de
la cuerda se reduce a la mitad, ;cémo cambia la compo-
nente centripeta de la aceleracion?

68. Fuerza centripeta Un objeto de masa m se mueve con
rapidez constante v siguiendo una trayectoria circular de
radio r. La fuerza requerida para producir la componen-
te centripeta de la aceleracion se llama fuerza centripeta
y estd dada por F = mv?/r. La ley de Newton de la gra-
vitacién universal establece que F = GMm/d?, donde d
es la distancia entre los centros de los dos cuerpos
de masas M y m, y G es una constante gravitatoria. Use
esta ley para demostrar que la rapidez requerida para el
movimiento circular es v = <GM/r.

Velocidad orbital En los ejercicios 69-72, use el resultado
del ejercicio 86 para hallar la rapidez necesaria para la 6rbita
circular dada alrededor de la Tierra. Tome G = 9.56 x 10* mi-
llas cabicas por segundo al cuadrado, y suponga que el radio
de la Tierra es 4000 millas.

69. La orbita de un transbordador espacial que viaja a 255 millas
sobre la superficie de la Tierra.

70. La orbita del telescopio Hubble que viaja a 360 millas sobre la
superficie de la Tierra.

71. La orbita de un satélite de deteccidn térmica que viaja a 385
millas sobre la superficie de la Tierra.

72. La o6rbita de un satélite de comunicacion que estd en Orbita
geosincrona a r millas sobre la superficie de la Tierra. [El sa-
télite realiza una Orbita por dia sideral (aproximadamente 23
horas, 56 minutos) y, por consiguiente, parece permanecer es-
tacionario sobre un punto en la Tierra.]

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 73 y 74, determine si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué
o dé un ejemplo que muestre que es falso.

73. Si el indicador de velocidad de un automodvil es constante, en-
tonces el automovil no puede estar acelerando.

74. Si ay = 0 en un objeto en movimiento, entonces el objeto se
mueve en una linea recta.

75. Movimiento de una particula Una particula sigue
una trayectoria dada por
r(#) = cosh(bt)i + senh(bt)j

donde b es una constante positiva.

(a) Demuestre que la trayectoria de la particula es una hipér-
bola.

(b) Demuestre que a(t) = b r(%).
76. Demostracion Demuestre que el vector unitario nor-

mal principal N apunta hacia el lado céncavo de una
curva plana.

77. Demostracion Demuestre que el vector T'(¢) es 0
para un objeto que se mueve en linea recta.

78. Demostracion Demuestre que ay = ”V”i”a”

79. Demostracion Demuestre que ay = /|[a]? — a2

DESAFi0S DEL EXAMEN PUTNAM

80. Una particula de masa unitaria se mueve en linea recta bajo
la accién de una fuerza que es funcién de la velocidad v de la
particula, pero no se conoce la forma de esta funcién. Se
observa el movimiento y se encuentra que la distancia x
recorrida en el tiempo ¢ estd relacionada con 7 por medio de
la férmula x = at + bt> + ct3, donde a, b y c tienen valores
numéricos determinados por la observacién del movimien-
to. Halle la funcién f(v) para el rango de v cubierto en el
experimento.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

Elena Aliaga/Shutterstock.com
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3.5 Longitud de arco y curvatura

Exploracion

Formula para la longitud
de arco La férmula para la
longitud de arco de una curva
en el espacio estd dada en
términos de las ecuaciones
paramétricas que se usan para
representar la curva. ¢ Significa
esto que la longitud de arco de
la curva depende del pardmetro
que se use? ;Seria deseable que
fuera asi? Explique su
razonamiento.

Esta es una representacion
paramétrica diferente de la
curva del ejemplo 1.

4 1
= 71 +_3/2‘ +_2
r(t) = ti 3t k

Halle la longitud de arco desde
t = O hastar = /2 'y compare
el resultado con el encontrado
en el ejemplo 1.

430 10
r(t)_n+§t J+§lk}

Z

t=2
t=0y
1
2

?\‘\

X 11 4 y

A medida que 7 crece de 0 a 2,
el vector r(f) traza una curva.
Figura 3.28

% Calcular la longitud de arco de una curva en el espacio.

W Utilizar el parametro de longitud de arco para describir una curva plana o curva
en el espacio.

% Calcular la curvatura de una curva en un punto en la curva.

# Utilizar una funcién vectorial para calcular la fuerza de friccién.

Longitud de arco

En la seccion 3.3 usted vio que la longitud de arco de una curva plana suave C dada por
las ecuaciones paramétricas x = x(f) y y = y(f), a<t < b, es

s=f 0T T LT d

a

En forma vectorial, donde C estd dada por r(r) = x(1)i + y(1)j, puede expresar esta ecua-
cidn de la longitud de arco como

s=fHﬂMﬁ

La férmula para la longitud de arco de una curva plana tiene una extension natural a una
curva suave en el espacio, como se establece en el teorema siguiente.

TEOREMA 3.6 Longitud de arco de una curva en el espacio

Si C es una curva suave dada por r(f) = x(H)i + y(¢)j + z(t)k en un intervalo [a, b],
entonces la longitud de arco de C en el intervalo es

s = j VIXOP + [y 0] + [/()]* di =f e C0)l| e

W Hallar la longitud de arco de una curva

en el espacio

* « « +> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Encuentre la longitud de arco de la curva dada por
4 1
r() = 12 + -3 + St*k
(®) T
desde ¢ = 0 hasta t = 2, como se muestra en la figura 3.28.

Solucién Utilizando x(r) = 1, y() = 332 y z(1) = 32, obtiene x'(1) = 1, y' =
2¢'/%y 7'(¢) = t. Por tanto, la longitud de arco ¢ = 0 hasta ¢ = 2 estd dada por

2
s = f x> + [y )]* + [z/(t)]? ar Férmula para longitud de arco
0
2
- f NEsT=r’
0

2
= f /(t + 2)2 — 3 dt Tablas de integracion
0

(apéndice B), férmula 26

2
- [ﬂ (T27=3->Ilt+2) + (t+2)2—3|}
2 2 0
3 3
=2/13 —Eln(4 + J/13) - 1 +5M3
~ 43816. |
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Curva:
r(f)=bcosti+bsentj++/1-b%rk

Z

t=2m

/
\\@

t=0 b —u—b‘_-__-» Y
X

Un giro de la hélice.

Figura 3.29

s(f) = J. )1 + [y (w)]? + (2" (w)]? du

1

X

Figura 3.30

| Hallar la longitud de arco de una hélice

Encuentre la longitud de un giro de la hélice dada por
r(f) = bcosti + bsentj + /1 — b2tk
como se muestra en la figura 3.29.
Solucion Comience hallando la derivada.
r'(f) = —bsendi + bcostj + /1 — b’k Derivada

Ahora, usando la férmula para la longitud de arco, puede encontrar la longitud de un
giro de la hélice integrando ||r'(¢)|| desde O hasta 27r.

2
s = f ”r /(t) ” dt Férmula para la longitud de arco
0

21
= f Vb(sen?t + cos?t) + (1 — b2) dr
0

21
J dt
0
2m
0

2

Por tanto, la longitud es 27 unidades. u

Parametro longitud de arco

Usted ha visto que las curvas pueden representarse por medio de funciones vectoriales
de maneras diferentes, dependiendo del pardmetro que se elija. Para el movimiento a lo
largo de una curva, el pardmetro adecuado es el tiempo 7. Sin embargo, cuando se desean
estudiar las propiedades geométricas de una curva, el pardmetro adecuado es a menudo
la longitud de arco s.

Definicion de la funcion longitud de arco

Sea C una curva suave dada por r(f) definida en el intervalo cerrado [a, b].
Para a < t < b, la funcion longitud de arco es

(o) = j )] du = f V@ F @+ T du

La longitud de arco s se llama el parametro longitud de arco. (Vea la figura 3.30.)

Observe que la funcién de longitud de arco s es no negativa. Mide la distancia sobre C
desde el punto inicial (x(a), y(a), z(a)), hasta el punto (x(¢), y(¢), z(?)).

Usando la definicién de la funcién longitud de arco y el segundo teorema funda-
mental de cédlculo, puede concluir que

ds , ) . .
E = ”l‘ (t)H Derivada de la funcién longitud de arco

En la forma diferencial, puede escribir

ds = |r ()] d.



r(t)=3 -30i+4tj
O=r=1

T } b4 X

1 2 3

El segmento de recta desde (3, 0)
hasta (0, 4) puede parametrizarse
usando el pardmetro longitud

de arco s.

Figura 3.31
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| Determinar la funcion longitud de arco
para una recta

Encuentre la funcién longitud de arco s(7) para el segmento de recta dado por
r() =3 —30i+41j, 0<t=<1

y exprese r como funcion del pardmetro s. (Vea la figura 3.31.)
Solucion Comor'(r) = -3i + 4jy
el = V(=3)> + 4 =5

obtiene

ﬂﬂ=£hmmw

ZJSdu
0

=5t
Usando s = 57 (o t = s/5), puede reescribir r utilizando el pardmetro longitud de arco

como sigue.

r(s)=<3—%s>i+%sj, 0<s<5 =

Una de las ventajas de escribir una funcién vectorial en términos del pardmetro
longitud de arco es que ||r'(s)|| = 1. De este modo, en el ejemplo 3 tiene

ol =/ (<3) + (2 -1

Asi, dada una curva suave C representada por r(s), donde s es el pardmetro longitud de
arco, la longitud de arco entre a y b es

b
Longitud de arco = j [r(s)|| ds

b
=fds
=b—a

= longitud del intervalo.

Ademds, si t es cualquier pardmetro tal que ||r'(s)|| = 1, entonces ¢ debe ser el pardmetro
longitud de arco. Estos resultados se resumen en el teorema siguiente, que se presenta
sin demostracion.

TEOREMA 3.7 Parametro longitud de arco

Si C es una curva suave dada por

I'(S) = x(s)i + y(S)j Curva plana

r(s) = x(s)i + y(s)j + z(s)k Curva espacial
donde s es el parametro longitud de arco, entonces
'@l =1

Ademds, si t es cualquier pardmetro para la funcién vectorial r, tal que |[r'(z)|| = 1,
entonces ¢ debe ser el pardmetro longitud de arco.
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2

La curvatura en P es mayor que en Q.
Figura 3.32

La magnitud de la razén de cambio
de T respecto a la longitud de arco
es la curvatura de una curva.

Figura 3.33

(r,0)

La curvatura de un circulo es constante.

Figura 3.34

Curvatura

Un uso importante del pardmetro longitud de arco es para hallar la curvatura, la me-
dida de qué tan agudamente se dobla una curva. Por ejemplo, en la figura 3.32 la curva
se dobla més agudamente en P que en Q, y se dice que la curvatura es mayor en P que
en Q. Usted puede hallar la curvatura calculando la magnitud de la razén de cambio del
vector unitario tangente T con respecto a la longitud de arco s, como se muestra en la
figura 3.33.

Definicion de curvatura

Sea C una curva suave (en el plano o en el espacio) dada por r(s),donde s es el para-
metro longitud de arco. La curvatura K en s estd dada por

- |

dT )
o=l

Un circulo tiene la misma curvatura en todos sus puntos. La curvatura y el radio del
circulo estan relacionados inversamente. Es decir, un circulo con un radio grande tiene
una curvatura pequefia, y un circulo con un radio pequefio tiene una curvatura grande.
Esta relacion inversa se explica en el ejemplo siguiente.

Hallar la curvatura de un circulo

Demuestre que la curvatura de un circulo de radio r es

1
K=-
r

Soluciéon Sin pérdida de generalidad, puede considerar que el circulo estd centrado en
el origen. Sea (x, y) cualquier punto en el circulo y sea s la longitud de arco desde (7, 0)
hasta (x, y), como se muestra en la figura 3.34. Denotando por 6 el dngulo central del
circulo, puede representar el circulo por

I‘(O) = rcos 6i + rsen 6j. 0 es el pardmetro

Usando la férmula para la longitud de un arco circular s = r, puede reescribir r(6) en
términos del pardmetro longitud de arco como sigue.

S, S . .
I'(S) =rcos—1+rsen—] La longitud de arco s es el pardmetro
r r

Asi,r’(s) = — sen% i+ cos %j, de donde se deduce que ||r'(s)|| = 1, lo que implica que

el vector unitario tangente es

)
T = oo =

y la curvatura estd dada por

S, S .
—sen—1+ cos—]J
r r

K= T - |

1 s, 1 s,
——cos—i——sen—j| =~
r r r r

en todo punto del circulo. n

Puesto que una recta no se curva, usted esperaria que su curvatura fuera 0. Trate de
comprobar esto hallando la curvatura de la recta dada por

3\, 4.
r(s) = (3 — §s>1 + 5 8-
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En el ejemplo 4, la curvatura se encontrd aplicando directamente la definicion. Esto
requiere que la curva se exprese en términos del pardmetro longitud de arco s. El teore-
ma siguiente da otras dos férmulas para encontrar la curvatura de una curva expresada
en términos de un pardmetro arbitrario . La demostracion de este teorema se deja como
ejercicio [ver ejercicio 84, incisos (a) y (b)].

T(t + At)

TEOREMA 3.8 Férmulas para la curvatura

Si C es una curva suave dada por r(f), entonces la curvatura K de Cen ¢ esta dada por

@) o) x e o)
K=vol = roPF

Como ||r'(1)|| = ds/dt, 1a primera férmula implica que la curvatura es el cociente
de la razén de cambio del vector tangente T entre la razén de cambio de la longitud de
arco. Para ver que esto es razonable, sea A7 un nimero “pequeiio”. Entonces

T() [T+ A) — T@]/Ar T+ Ar) — T(r) _ AT

ds/dt — [s(t + Ar) — s(1)]/Ar st + A — s(t) As

En otras palabras, para un As dado, cuanto mayor sea la longitud AT de la curva se dobla
mds en #, como se muestra en la figura 3.35.

| Hallar la curvatura de una curva en el espacio

Figura 3.35

Determine la curvatura de la curva definida por
. L1
r(r) = 2ti + 1% — §t3k.

Solucion No se sabe a simple vista si este pardmetro representa la longitud de arco,
asf es que debe usar la férmula K = ||T(¢)|/|r (1)].

r'(f) =2+ 2tj — 1’k
||l‘/(t)|| = V4 + 4+t Longitud de r(z)

=r+2
r (1)
TG = —
D =]
_2i+2tj -’k
242
T = (#2 + 2)(2j — 2tk) — (20)(2i + 2tj — t?k)
(12 + 2)?
_ —dti+ (4 - 20%)j — ik
(> +2)?
, _ 16t2 + 16 — 16t + 4t* + 16¢2
IT @) = (12 + 22
_ 2(12 + 2)
(> +2)?
2 .
= e Longitud de T(¢)
Por tanto,
_Irol_ 2

- ||l"(t)|| B (2 + 2)* Curvatura
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r =radio de
curvatura

Unidad 3

k=1
P r
\\\r
= X
L]
Centro de
curvatura

El circulo de curvatura.

Figura 3.36

0(4,0)

El circulo de curvatura.

Figura 3.37

Funciones vectoriales

El teorema siguiente presenta una férmula para calcular la curvatura de una curva
plana dada por y = f(x).

TEOREMA 3.9 Curvatura en coordenadas rectangulares

Si C es la grafica de una funcién dos veces derivable, entonces la curvatura en el
punto estd dada por y = f(x), y la curvatura K en el punto (x, y) es

_ ly
[1+ (y)2]3*

//|

Demostracion Si representa la curva C por r(x) = xi + f(x)j + Ok (donde x es el
parametro), obtiene r'(x) = i + f'(x)j,
e’ = V1 + L]

y r'(x) = f"(x)j. Como r'(x) X r"(x) = f"(x)k, se deduce que la curvatura es
_ e x e G|

[l GO
_ £ ()]

{1+ [rPr?

_ ]
[+ GO

Consulte LarsonCalculus.com para el video de esta demostracion de Bruce Edwards. i

K

Sea C una curva con curvatura K en el punto P. El circulo que pasa por el punto P
de radio r = 1/K se denomina circulo de curvatura si su centro se encuentra en el lado
céncavo de la curva y tiene en comtn con la curva una recta tangente en el punto P.
Alradio se le llama radio de curvatura en P, y al centro se le llama centro de curvatura.

El circulo de curvatura le permite estimar graficamente la curvatura K en un punto P
de una curva. Usando un compds, puede trazar un circulo contra el lado céncavo de la
curva en el punto P, como se muestra en la figura 3.36. Si el circulo tiene radio r, usted
puede estimar que la curvaturaes K = 1/r.

Hallar la curvatura en coordenadas rectangulares

Encuentre la curvatura de la pardbola dada por y = x — ixz en x = 2. Dibuje el circulo
de curvatura en (2, 1).

Soluciéon La curvatura en x = 2 se calcula como sigue:

/’ x /
y=1=3 y' =0
” __ _l ” __ _l
Y 2 Y 2
|y”] 1
K=—21 K=-—
[1+ (y)2]? 2

La curvatura en P(2, 1) es %, el radio del circulo de curvatura en ese punto, que es 2. Por
tanto, el centro de curvatura es (2, —1), como se muestra en la figura 3.37. [En la figura,
observe que la curva tiene la mayor curvatura en P. Trate de demostrar que la curvatura
en Q(4,0) es 1/25/2=0.177.] -



La fuerza del empuje lateral que
perciben los pasajeros en un automavil
que toma una curva depende de

dos factores: la rapidez del automévil
y lo brusco de la curva.

Figura 3.38

OOOOOOCCCCOOOOQOQCD

.

soo El teore-
ma 3.10 da férmulas adiciona-
les para ay y ay.
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La longitud de arco y la curvatura estan estrechamente relacionadas con las com-
ponentes tangencial y normal de la aceleracién. La componente tangencial de la ace-
leracidn es la razén de cambio de la rapidez, que a su vez es la razén de cambio de la
longitud de arco. Esta componente es negativa cuando un objeto en movimiento reduce
su velocidad y positiva cuando la aumenta, independientemente de si el objeto gira o
viaja en una recta. En consecuencia, la componente tangencial es solamente funcién de
la longitud de arco y es independiente de la curvatura.

Por otro lado, la componente normal de la aceleracién es funcidn tanto de la rapidez
como de la curvatura. Esta componente mide la aceleracién que acttia perpendicular a la
direccién del movimiento. Para ver por qué afectan la rapidez y la curvatura a la com-
ponente normal, imaginese conduciendo un automévil por una curva, como se muestra
en la figura 3.38. Si la velocidad es alta y la curva muy cerrada, se sentird empujado
contra la puerta del automdvil. Al bajar la velocidad o tomar una curva mas suave, se
disminuye este efecto de empuje lateral.

El teorema siguiente establece explicitamente la relacion entre rapidez, curvatura y
componentes de la aceleracion.

TEOREMA 3.10 Aceleracion, rapidez y curvatura
Si r(?) es el vector posicion de una curva suave C, entonces el vector aceleracion

esta dado por

ds
a(y) = dt2 Sl K(dt) N

donde K es la curvatura de C'y ds/dt es la rapidez.

Demostracion Para el vector posicion r(f), se tiene

a(t) = a;T + ayN

d
= - LIVIIT =+ (vl e N
_d%s
+ —_—
=5+ LN
_d%s ds
- Py K(d I~
Consulte LarsonCalculus.com para el video de esta demostracion de Bruce Edwards. i

I Componentes tangencial y normal de
la aceleracion

Encuentre ay y ay de la curva dada por
r(t) = 2ri + 1% — 5 k.

Solucidon Por el ejemplo 5, usted sabe que

ds ) 2
—_— = ’ = + 2 K=—"—.
5 = Ir@l =1 y R
Por tanto
a _dzs_Zl C nte taneencial
T dt2 omponente tangencia
y
ay = K<@>2 = 2 (24 2)2 = C t al B
N dt (t2 + 2)2 omponente norma
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Aplicacion
Hay muchas aplicaciones practicas en fisica e ingenieria dindmica en las que se emplean
las relaciones entre rapidez, longitud de arco, curvatura y aceleracién. Una de estas apli-
caciones se refiere a la fuerza de friccion.

Un objeto de masa m en movimiento estd en contacto con un objeto estacionario.
La fuerza requerida para producir una aceleracion a a lo largo de una trayectoria dada es

F

ma
2 2
m(ﬂ>T + mK<@> N

= ma;T + mayN.

La porcién de esta fuerza que es proporcionada por el objeto estacionario se llama fuer-
za de friccion. Por ejemplo, si un automdvil se mueve con rapidez constante tomando
una curva, la carretera ejerce una fuerza de friccién o rozamiento que impide que el au-
tomovil salga de la carretera. Si el automdvil no se desliza, la fuerza de friccion es per-
pendicular a la direccién del movimiento y su magnitud es igual a la componente normal
de la aceleracion, como se muestra en la figura 3.39. La fuerza de friccion potencial de
una carretera en una curva puede incrementarse peraltando la carretera.

& 208 6 ﬁ W

Fuerza
de friccion

La fuerza de friccion es perpendicular a la direccion del movimiento.
Figura 3.39

i Fuerza de friccion

Un coche de carreras (go-kart) de 360 kilogramos viaja a una velocidad de 60 kiléme-
tros por hora por una pista circular de 12 metros de radio, como se muestra en la figura
3.40. ;Qué fuerza de friccion debe ejercer la superficie en los neumaticos para impedir
que el coche salga de su curso?

Solucion La fuerza de friccion o rozamiento debe ser igual a la masa por la componen-
te normal de aceleracion. En el caso de esta pista circular, usted sabe que la curvatura es

K = . Curvatura de la pista circular

Por consiguiente, la fuerza de friccién es

ds\?
- @
may mK(dt)

(360 kg)(ﬁ)(%)z
~ 8333 (kg)(m)/s. L]

Figura 3.40



3.5 Longitud de arco y curvatura

151

RESUMEN SOBRE VELOCIDAD, ACELERACION
Y CURVATURA

A menos que se indique lo contrario, sea C una curva (en el plano o en el espacio)

dada por el vector de posicién

r(r) = x(0)i + y(1)j Curva en el plano

r(r) = x(i + y(t)j + z(nk Curva en el espacio

donde x, y y z son funciones dos veces derivables de z.

Vector velocidad, rapidez y vector aceleracion

V(t) =T ’(t) Vector velocidad
d
Ivll =2 = el Rapider
a(t) = l'”(t) Vector aceleracién
= a;T(1) + ayN()
d> ds\?
= 7; T(t) + K(zj) N(t) K es la curvatura y % es la rapidez.

Vector unitario tangente y vector unitario normal principal

T(r) = ”;:8” Vector unitario tangente
N@) = ||$:8|| Vector unitario normal principal
Componentes de la aceleracion
v-a d’ ) )

ar=a-*T= W = n Componente tangencial de la aceleracién
ay=a-*N Componente normal de la aceleracién

_ v xa

vl
= K(%y K esla curvatura y %‘; es la rapidez.

Foérmulas para la curvatura en el plano

|y
K =
[i + (/77
|x/y// _ y/x//|
K= () + (/7] 3 C dada por x = x(1),y = y(t)

Formulas para la curvatura en el plano o en el espacio

C dada por y = f(x)

K= ||T /(S)” = ||I’”(S)|| s es el parametro longitud de arco.

k= IT@I _ [le’@) < (@)
x| I (2)|P
_a() - N(»

V@)

t es el pardmetro general.

Las férmulas con productos vectoriales se aplican solo a curvas en el espacio.
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3.5 Ejercicios

con numeracion impar.

Determinar la longitud de arco de una curva plana En
los ejercicios 1-6, dibuje la curva plana y determine su longitud
en el intervalo dado.

.x(r) =3ti —1tj, [0,3]

.r(f) =ti+ 13, [0,4]

.r(r) = i+ 12§, [0,1]

Lr(f) = (¢ + 1Di+ ¢2j, [0,6]

. r(f) = acos’ti + asen’tj, [0,2m7]

A Ui AW N

.r() =acosti +asentj, [0,2]

7. Movimiento de un proyectil Una pelota de béisbol es
golpeada desde 3 pies sobre el nivel del suelo a 100 pies por
segundo y con un dngulo de 45° con respecto al nivel del suelo.
(a) Encuentre la funcién vectorial de la trayectoria de la pelo-

ta de béisbol.
(b) Determine la altura maxima.
(c) Encuentre el alcance.
(d) Halle la longitud de arco de la trayectoria.

8. Movimiento de un proyectil Repita el ejercicio 7
para una pelota de béisbol que es golpeada desde 4 pies
sobre el nivel del suelo a 80 pies por segundo y con un
angulo de 30° con respecto al nivel del suelo.

Determinar la longitud de arco de una curva en el espa-
cio Enlos ejercicios 9-14, dibuje la curva en el espacio y halle
su longitud sobre el intervalo dado.

Funcion vectorial Intervalo
9. r(t) = —ti + 4rj + 3tk [0, 1]
10. r(r) =i + 2j + Pk [0, 2]
11. r(r) = (4t, —cos t, sen 1) [0, 3777]
12. r(t) = (2 sen t, 5t,2 cos t) [0, =]
13. r(t) = acosti + asentj + btk [0, 2]

14. r(1) = (cost + tsent,sen t — tcost, t2) [0, g]

15. Considere la grafica de la funcion vectorial r(t) = ti +
(4 - t?)j + t3k en el intervalo [0, 2].

(a) Aproxime la longitud de la curva hallando la longitud del
segmento de recta que une sus extremos.

(b) Aproxime la longitud de la curva sumando las longitudes
de los segmentos de recta que unen los extremos de los
vectores r(0), r(0.5), r(1), r(1.5) y r(2).

(c) Describa cémo obtener una estimacién mas exacta me-
diante los procesos de los incisos (a) y (b).

P‘P (d) Use las funciones de integracion de una herramienta de
graficacién para aproximar la longitud de la curva. Compa-
re este resultado con las respuestas de los incisos (a) y (b).

16. Investigacion Repita el ejercicio 15 con la funcién
vectorial r(f) = 6 cos (7t/4)i + 2 sen (7t/4)j + k.

17. Investigacion Considere la hélice representada por la
funcién vectorial r(r) = (2 cos £, 2 sen t, 1).

(a) Exprese la longitud de arco s de la hélice como funcién
de ¢ evaluando la integral

5= L P + [y P + [2w)]* du.

(b) Despeje t en la relacion deducida en el inciso (a), y susti-
tuya el resultado en el conjunto de ecuaciones paramé-
tricas original. Esto da una parametrizacién de la curva en
términos del pardmetro longitud de arco s.

(c) Halle las coordenadas del punto en la hélice con longitud
dearcos = /5y s = 4.

(d) Verifique que |[r’(s)|| = 1.

18. Investigacion Repita el ejercicio 17 con la curva re-
presentada por la funcién vectorial

r(y) = <4(sen t — tcost),4(cost + tsen t),%ﬁ).

Determinar la curvatura En los ejercicios 19-22, determine
la curvatura K de la curva donde s es el parametro longitud de
arco.

19. r(s) = 1+£s i+ 1—£sj
2 2
20. r(s) = B3+ s)i+j
21. La hélice del ejercicio 17: r(t) = (2 cos 1, 2 sen 1, 1)
22. La curva del ejercicio 18:
r(t) = <4(sen t — tcost),4(cost + tsent), %t2>

Determinar la curvatura En los ejercicios 23-28, determi-
ne la curvatura K de la curva plana en el valor dado del para-
metro.

23. r(t) =4ti—2tj, t=1 2. r()=ri+j t=2

26. r(t) = ti + 1t3j, t=2

1
5. v() =i+ —j§, =1
r(r) = ri i 5

27. r(t) = (t,sent), t=

SIE]

28. r(t) = (5cost,4sent), t= g

Determinar la curvatura En los ejercicios 29-36, determine
la curvatura K de la curva.

29. r(f) = 4 cos 2mti + 4 sen 27t
30. r(r) = 2 cos mti + sen 7t
31. r(f) = acos wti + asen wt]

32. r(t) = acos wti + bsen wtj
2
3B.r() =i+ 2§+ %k 34.r(r) =221+ 1j + %ﬂk

35. r(f) = 4ti + 3costj + 3sentk
36. r(f) = e*i + e¥ costj + e*sentk



Determinar la curvatura En los ejercicios 37-40, determine
la curvatura K de la curva en el punto P.

37. r(t) = 34 + 222, P(—3,2)
38. r(1) = e'i + 41, P(1,0)

3
39. r(t) = di + j + ’Zk, P(2,4,2)
40. r(r) = e'cos ti + e'sentj + e'k, P(1,0,1)

Determinar la curvatura En los ejercicios 41-48, determine
la curvatura y el radio de curvatura de la curva plana en el
valor dado de x.

41. y=3x—2, x=a 42.y=2x+§, =1
43. y=2x2+3, x=—1 44')’:%m, c=0
45. y = cos2x, x = 2w 46. y =¥ x=0

4. y=x, x=2 48.y=x", x=1, n=2

Curvatura maxima En los ejercicios 49-54, (a) encuentre
el punto de la curva en el que la curvatura K es maxima, y
(b) halle el limite de K cuando x — .

2

49. y=(x— 1) +3 50. y = x°
1

= y2/3 =2
5. y=x 52. y .
53. y=Inx 54. y = e*

Curvatura Enlos ejercicios 55-58, determine todos los puntos
de la grafica de una funcion en los que la curvatura es cero.

55.y=1—-x3 56. y=(x—1)P+3

57. y = cosx 58. y = sen x

DESARROLLO DE CONCEPTOS

59. Longitud de arco Escriba la férmula para la longitud
de arco de una curva suave en el espacio.

60. Curvatura Escriba las férmulas para la curvatura en el
plano y en el espacio.

61. Curvatura Describa la gréfica de una funcién vectorial
para la que la curvatura sea O en todos los valores ¢ de su
dominio.

62. Curvatura Dada una funcién y = f(x) dos veces deri-
vable, determine su curvatura en un extremo relativo. ;La
curvatura puede tener valores mayores que los que alcanza
en un extremo relativo? ;Por qué si o por qué no?

?dP 63. Investigacion Considere la funcién fix) = x* — x2.

(a) Use un sistema computacional algebraico y encuentre la
curvatura de la curva como funcién de x.

(b) Use el resultado del inciso (a) para hallar los circulos de
curvatura de la graficade fenx = 0 y x = 1. Use un siste-
ma algebraico por computadora para representar grafica-
mente la funcién y los dos circulos de curvatura.

(c) Represente graficamente la funcién K(x) y comparela con
la grafica de f(x). Por ejemplo, ;se presentan los extremos
de fy K en los mismos nimeros criticos? Explique su ra-
zonamiento.

06photo/Shutterstock.com
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64. Movimiento de una particula Una particula se mueve
alo largo de la curva plana C descrita por r(f) = ti + #%j.

(a) Encuentre la longitud de C en el intervalo 0 <7< 2.

(b) Encuentre la curvatura K de la curva planaent =0, ¢ = 1

yt=2.
(c) Describa la curvatura de C cuando ¢ varia desde r = 0
hasta r = 2.

65. Investigacion Halle todos los a y b tales que las dos
curvas dadas por

X
=ax(b — x =—
Y1 ( ) y M X+2
se corten en un solo punto y tengan una recta tangente comun y

curvatura igual en ese punto. Trace una gréfica para cada con-
junto de valores de a y b.

,',C(')MO LO VE? Usando la grifica de la elipse,
,en qué punto(s) es la menor y la mayor curva-
tura?

T _%\ x
—1 y

67. Esfera y paraboloide Una esfera de radio 4 se deja
caer en el paraboloide dado por z = x? + y2.

(a) ¢(Qué tanto se acercard la esfera al vértice del paraboloide?

(b) (Cuadl es el radio de la esfera mayor que toca el vértice?

c|68. Rapidezn.cooo.cooo.cooo.coo

Cuanto menor es la
curvatura en una cur-
va de una carretera,
mayor es la veloci-
dad a la que pueden
ir los automoviles.
Suponga que la velo-
cidad médxima en una
curva es inversamente

proporcional a la raiz °
cuadrada de la curvatu- :
ra. Un automdvil que recorre la trayectoria y = %x3, .
donde x y y estdn medidos en millas, puede ir con seguri-
dad a 30 millas por hora en (1, %) (Qué tan rdpido puede
. L]
iren (3,97 :

L]

69. Centro de curvatura Sea C una curva dada por
y = f(x). Sea K la curvatura (K # 0) en el punto P(x,, y,)
y sea
_ 1+ f(x)?

S ”(xo)

Demuestre que las coordenadas («, ) del centro de curvatura
en P son (a, B) = (xg—f'(x0)z, yo + 2)-
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70.

71.

72.

73.

74.

Unidad 3 Funciones vectoriales

Centro de curvatura Use el resultado del ejercicio 69
para hallar el centro de curvatura de la curva en el punto dado.

— _x 1 — 2
(a) y = ex, (Oa 1) (b) y = Ev 135 (C) y = X5, (03 O)

Curvatura Se da una curva C por medio de la ecuacién po-
lar r = f(0). Demuestre que la curvatura K en el punto (r, 0) es,
202 =+

[ + P72

[Sugerencia: Represente la curva por r(0) = rcos 0i + rsen 6j.]

K

Curvatura Use el resultado del ejercicio 71 para hallar la
curvatura de cada una de las curvas polares.

(@ r=1+sen6 (b)y r=20

(¢c) r=asen@ d) r=¢

Curvatura Dada la curva polar r = ¢%, a > 0, encuentre la
curvatura K y determine el limite de K cuando (a) 6 — ooy
(b) a — .

Curvatura en el polo Demuestre que la férmula para la
curvatura de una curva r = f(f), dada en el ejercicio 71, se
reduce a K = 2/|r| para la curvatura en el polo.

Curvatura en el polo En los ejercicios 75 y 76, use el resultado
del ejercicio 74 para hallar la curvatura de la curva rosa en el polo.

75. r = 4 sen 20
77.

H’ 78.

79.

80.

81.

82.

76. r = 6.cos 36

Demostracion Para una curva suave dada por las
ecuaciones paramétricas x = f(¢) y y = g(t), demuestre
que la curvatura estd dada por

lf(0)g"(1) — g (0)f"(1)]
{Lr@P + [g'@Pre:

Asintotas horizontales Use el resultado del ejercicio
77 para encontrar la curvatura K de la curva represen-
tada por ecuaciones paramétricas x(1) = 13 y y(1) = 312,
Use una herramienta de graficacion para representar K y
determinar toda asintota horizontal. Interprete las asin-
totas en el contexto del problema.

K =

Curvatura de una cicloide Use el resultado del ejerci-
cio 77 para encontrar la curvatura K de la cicloide repre-
sentada por las ecuaciones paramétricas

x(0) = a(6 —sen 6) y y(0) = a(l — cos 6).

(Cudles son los valores minimo y médximo de K?

Componentes tangencial y normal Use el teorema
3.10 para encontrar ay y ay de cada una de las curvas
dadas por las funciones vectoriales.

(a) r(r) = 3¢2i + (3t — P)j
(b) ¥(t) = ri + 2§ + 312k

Fuerza de friccion Un vehiculo de 5500 libras va a
una velocidad de 30 millas por hora por una glorieta de
100 pies de radio. ;Cudl es la fuerza de friccién que debe
ejercer la superficie de la carretera en los neumaticos
para impedir que el vehiculo salga de curso?

Fuerza de friccion Un vehiculo de 6400 libras viaja a
35 millas por hora en una glorieta de 250 pies de radio.
(Cuadl es la fuerza de friccién o de rozamiento que debe

83.

84.

ejercer la superficie de la carretera en los neumadticos
para impedir que el vehiculo salga de curso?

Curvatura Verifique que la curvatura en cualquier
punto (x, y) de la grafica de y = cosh x es 1/y?.

Formulas de curvatura Use la definicion de curvatura
en el espacio K = ||[T’(s)| = ||r"(s)||, para verificar cada
una de las férmulas siguientes.

)
@ K=

I XORS L0
RN O

_a(r) - N
© K=" o

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 85-88, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que demuestre que es falso.

85.

86.
87.
88.

Leyes de Kepler

La longitud de arco de una curva en el espacio depende de la
parametrizacion.

La curvatura de un circulo es igual a su radio.
La curvatura de una recta es 0.

La componente normal de la aceleracién es funcion tanto de la
velocidad como de la curvatura.

En los ejercicios 89-96, se le pide verificar

las leyes de Kepler del movimiento planetario. En estos ejerci-
cios, suponga que todo planeta se mueve en una 6rbita dada por
la funcién vectorial r. Sean r = ||r||, G la constante gravitatoria
universal, M la masa del Sol y m la masa del planeta.

89.
90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

D . r-r’ dr

emuestre quer * 1’ = r—.
d dt

Usando la segunda ley del movimiento de Newton, F = ma, y

la segunda ley de la gravitacion de Newton

_GmM

T
=

F =

demuestre que a y r son paralelos, y que r(f) X r'(f) = L es
un vector constante. Por tanto, r(f) se mueve en un plano fijo,
ortogonal a L.

1
Demuestre que %B] = ﬁ{[r xr'] xr}.

’

r
x L. — — = e es un vector constante.

Demuestre que r
SHe AU Gm

Demuestre la primera ley de Kepler: todo planeta describe una
Orbita eliptica con el Sol como uno de sus focos.

Suponga que la érbita eliptica
_ ed
1 + ecos 6

estd en el plano xy, con L a lo largo del eje z. Demuestre que

r

dé
L|=r—.
=~
Demuestre la segunda ley de Kepler: todo rayo del Sol en un
planeta barre dreas iguales de la elipse en tiempos iguales.

Demuestre la tercera ley de Kepler: el cuadrado del periodo de
la orbita de un planeta es proporcional al cubo de la distancia
media entre el planeta y el Sol.
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Ejercicios de repaso

Dominio y continuidad En los ejercicios 1-4, (a) halle el
dominio de r y (b) determine los valores de ¢ (si los hay) en los
que la funcién es continua.

1. r() =tansi +j + tk 2. r(z)=\/ti+t_%j+k

3.r(t) =Inti +tj+tk
4. r(t) = 2t + )i+ 12j + tk

Evaluar una funcion En los ejercicios 5 y 6, evalie (si es po-
sible) la funcion vectorial en cada uno de los valores dados de ¢.

5.r() =t + i+ 12— Jr+2k
@ r0) ) r(=2) (© rlc—1)
@ r(1 + Ar) —r(1)

6. r(t) = 3costi + (1 —sent)j — tk

@ r(0)  (b) r@ © (s — m
d) r(m+ A — r(m)

Escribir una funcion vectorial En los ejercicios 7 y 8, re-
presente el segmento de recta de P a Q mediante una funciéon
vectorial y por un conjunto de ecuaciones paramétricas.

7. P(3,0,5), 0(2,—2,3)
8. P(=2,-3,8), 0(51,-2)
Dibujar una curva Enlos ejercicios 9-12, dibuje la curva repre-
sentada por la funcién vectorial y dé la orientacion de la curva.
9. r(t) = (mcost, wsent) 10. r(t) =t + 2,2 — 1)
11. () = (t + )i + 3t — 1)j + 2tk
12. r(t) = 2costi + tj + 2 sentk

Representar una grafica mediante una funciéon vecto-
rial En los ejercicios 13 y 14, trace la curva plana represen-
tada por la funcion vectorial. (Hay varias respuestas correctas.)

13. 3x + 4y — 12 =0 14. y =9 — x?

Representar una grafica mediante una funcion vecto-
rial En los ejercicios 15 y 16, trace la curva en el espacio re-
presentada por la interseccion de las superficies. Utilice el para-
metro x = ¢ para encontrar una funcién vectorial para la curva
en el espacio.

15. z=x>+y% x+y=0

16. x2+22=4, x—y=0

Encontrar un limite En los ejercicios 17 y 18, halle el limite.
17. lim (ti+ V4—1j+Kk)
t—4-

sen 2t

18. lim< i+tej+ e’k)
t—0

Derivadas de orden superior En los ejercicios 19 y 20, en-
cuentre (a) r'(t), (b) r"(®),y (c) r'(®) - ¥"(¢).

19. r() = (> + 40)i — 313
20. r(t) = Scosti + 2sentj

Derivadas de orden superior En los ejercicios 21 y 22, en-
cuentre (a) r'(¢), (b) r'(t), (c) r'(®) - ¥"(t), y (d) ' (¢) X r"(¢).

21. r(r) = 2747 + 4t — Pk
22. r(t) = (4t + 3)i + Aj + (212 + 4k

Usar propiedades de la derivada En los ejercicios 23 y 24,
use las propiedades de la derivada para hallar lo siguiente.

@ ) () £ 100 = 26001 © 5 (o)
(d %[r(t) “u@®] (o) %[r(t) xu@ (@ %u(%)
23, x(0) = 3ti + (r — 1)j. u() =i + 2§ + 2k

1
24. r(t) = senti + costj + tk, wu(f) =senti+ costj + ?k

Determinar una integral indefinida En los ejercicios 25-28,
encuentre la integral indefinida.

25. f(l + 3j + 4¢k) dt
26. f (21 + 54 + 87k) dt
., 2,
27. f(sﬁl +li k) dr
28. f(senti + cos tj + e*k) dt

Evaluar una integral definida En los ejercicios 29-32, eva-
lte la integral definida.

2
29. j (Bti + 212§ — t3k) dt
-2
1
30. f(ti + J1j + 41K) dt
0

2
31. j (e'2i — 3r%) — k) dt
0

/3
32. f (2 costi + sentj + 3k) dt
0

Encontrar una antiderivada En los ejercicios 33 y 34, halle
r(¢) para las condiciones iniciales dadas.

3B.r()=2i+ej+erk r0)=i-+3j— 5k
34. r(1) = secti + tantj + 12k, r(0) = 3k
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Determinar los vectores velocidad y aceleracion En los
ejercicios 35-38, el vector posicion r describe la trayectoria de
un objeto que se mueve en el espacio.

(a) Halle la velocidad, la rapidez y la aceleracién del objeto.

(b) Evalie el vector velocidad y el vector aceleracién del objeto
para un valor dado de ¢.

Vector de posicién Tiempo
35. r(f) = 4ti + £j — 1k t=1
36. r(r) = Vti + 54 + 27k r=4
37. r(t) = {(cos?t, sen®1, 3t) t=1
38. r(r) = (t, —tant, e') t=0

Movimiento de un proyectil En los ejercicios 39-42, use el
modelo para el movimiento de un proyectil, suponiendo que no
hay resistencia del aire. [a(f) = —-32 pies por segundo al cuadra-
do o a(t) = -9.8 metros por segundo al cuadrado.]

39. Un proyectil se dispara desde el nivel del suelo a una velocidad
inicial de 84 pies por segundo con un angulo de 30° con la
horizontal. Halle el alcance del proyectil.

40. Una pelota de béisbol es golpeada desde una altura de 3.5 pies
arriba del suelo con una velocidad inicial de 120 pies por se-
gundo y a un dngulo de 30° arriba de la horizontal. Halle la
altura maxima que alcanza la pelota de béisbol. Determine si
libra una cerca de 8 pies de altura localizada a 375 pies del
plato de lanzamiento.

41. Un proyectil se dispara desde el nivel del suelo con un dngulo
de 20° con la horizontal. El proyectil tiene un alcance de 95
metros. Halle la velocidad inicial minima.

H’ 42. Use una herramienta de graficacion para representar las tra-

yectorias de un proyectil para v, = 20 metros por segundo,
h =0y (a0 =230°%(b)6 = 45°y (c) use las gréificas para
aproximar en cada caso la altura maxima y el alcance maximo
del proyectil.

Encontrar el vector tangente unitario En los ejercicios 43
y 44, encuentre el vector tangente unitario a la curva en el valor
dado del parametro.

43. r(1) = 3ti + 383j, t=1

44. r(r) = 2senti + 4costj, t= %T

Encontrar una recta tangente En los ejercicios 45 y 46, ha-
lle el vector tangente unitario T(f) y determine un conjunto de
ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la curva en el
espacio en el punto P.

45. () = 2 costi + 2sentj + tk, P<1, ﬂ,g)
46. v(r) = ti + 12j + 2Pk, P(2,4.%)

Encontrar el vector unitario normal principal En los ejer-
cicios 47-50, encuentre el vector unitario normal principal a la
curva en el valor dado del parametro.

47.r() =21+ 325, t=1 48. r(t)=ti+1Intj, =2

49. r(1) = 3cos 2ti + 3sen2tj + 3k, t= jf

2
50. (1) = 4cos ti + 4sentj + k, zzf

Encontrar las componentes tangencial y normal de la
aceleracion En los ejercicios 51 y 52, halle T(¢), N(¢), a; y ay
en el tiempo ¢ dado para la curva plana r(¢).

51. r(r) = %i —6tj, t=23
. . T
52. r(f) = 3cos2ti + 3sen2tj, t=—

6

Determinar la longitud de arco de una curva plana En
los ejercicios 53-56, trace la curva en el plano y halle su longitud
en el intervalo dado.

Funcién vectorial Intervalo
53. r(r) = 2ti — 3¢j [0, 5]
54. r() = £2i + 2tk [0, 3]
55. r() = 10 cos® ti + 10 sen? tj [0, 27]
56. r(r) = 10 cos ti + 10 sen ¢ [0, 27]

Determinar la longitud de arco de una curva en el espacio
En los ejercicios 57-60, trace la curva en el espacio y halle su
longitud en el intervalo dado.

Funcién vectorial Intervalo
57. v() = —31i + 21 + 41k [0, 3]
58. r(r) = ti + 12j + 2tk [0, 2]
59. r(r) = (8 cost,8sent, t) [O, g]
60. r(r) = (2(sent — tcost),2(cos t + tsent),t) [O, 757]

Determinar la curvatura En los ejercicios 61-64, halle la
curvatura K de la curva.
61. r(s) = 3ti + 2¢j

63. r(r) = 24i + 3% + 2k
64. r() = 2ti + 5costj + 5Ssentk

62. r(r) = 2/ti + 3tj

Determinar la curvatura En los ejercicios 65-66, determine
la curvatura K de la curva en el punto P.

.t = 16+ + ok, P 1)
66. r(r) = 4costi + 3sentj + tk, P(—4,0,m)

Determinar la curvatura en coordenadas de recta En los
ejercicios 67-70, determine la curvatura y el radio de curvatura
de la curva plana en el valor dado de x.

67. y=3x2+2, x=4 68. y = e 2 x

69. y=Inx, x=1 70. y =tanx, x =

=0
_T
4
71. Fuerza de friccion Un vehiculo de 7200 libras va a
una velocidad de 25 millas por hora por una glorieta de
150 pies de radio. ;Cudl es la fuerza de friccién que
debe ejercer la superficie de la carretera en los neumati-
cos para impedir que el vehiculo salga de curso?
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones

trabajadas de los ejercicios con numeracion impar.

Solucion de problemas

Espiral de Cornu La espiral de Cornu estd dada por

x(t) = jot cos( >du y y() = J: sen( )du

La espiral mostrada en la figura fue trazada sobre el intervalo
—T SIS

Generada con Mathematica

(a) Encuentre la longitud de arco de esta curva desde t = 0
hasta t = a.

(b) Determine la curvatura de la gréfica cuando 7 = a.

(c) Laespiral de Cornu la descubri6 James Bernoulli. Bernou-
1li encontré que la espiral tiene una relacion interesante en-
tre curvatura y longitud del arco. ;Cudl es esta relacién?

Radio de curvatura Sea T larecta tangente en el punto
P(x, y) ala grafica de la curva x2/3 + y2/3 = a?/3,a > 0,
como se observa en la figura. Demuestre que el radio de
curvatura en P es el triple de la distancia del origen a la
recta tangente 7.

Movimiento de un proyectil Un bombardero vuela ho-
rizontalmente a una altitud de 3200 pies con una velocidad
de 400 pies por segundo cuando suelta una bomba. Un pro-
yectil se lanza 5 segundos después desde un cafién orien-
tado hacia el bombardero y abajo a 5000 pies del punto
original del bombardero, como se muestra en la figura.
El proyectil va a interceptar la bomba a una altitud de
1600 pies. Determine la velocidad inicial y el angulo de in-
clinacién del proyectil. (Desprecie la resistencia del aire.)

y
4000 +

) ===

4 Bomba
1600------ -~

é E 1 Proyectil i E é
0
—t——+—+—+—>x

Cafion 5000

Movimiento de un proyectil Repita el ejercicio 3 si el
bombardero estd orientado en direccidn opuesta a la del
lanzamiento, como se muestra en la figura.

Cicloide Considere un arco de la cicloide

r(0) = (0 —sen )i+ (1 —cos)j, 0<6<27

que se muestra en la figura. Sea s(0) la longitud de arco desde
el punto mds alto del arco hasta el punto (x(6), y(0)), y sea p(6)
= 1/K el radio de curvatura en el punto (x(0), y(6)). Demues-
tre que s y p estdn relacionados por la ecuacion s + p? = 16.
(Esta ecuacion se llama ecuacion natural de la curva.)

y

(x(8), y(0))

Cardioide Considere la cardioide
r=1-—cosh, 0=<6<27

que se muestra en la figura. Sea s(6) la longitud de arco des-
de el punto (2, ) de la cardioide hasta el punto (r, 0) y sea
p(0) = 1/K el radio de curvatura en el punto (r, ). Demuestre
que s y p estdn relacionados por la ecuacion s2 + 9p2 = 16.
(Esta ecuacion se llama ecuacion natural de la curva.)

n
2

(r, 6)

2,m)

Demostracion  Sir(¢) es una funcién no nula y deriva-
ble en ¢, demuestre que

d
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Vector binormal

mal
9.

10.

11.

12.

Unidad 3 Funciones vectoriales

Satélite Un satélite de comunicaciones se mueve en
una Orbita circular alrededor de la Tierra a una distancia
de 42,000 kilometros del centro de la Tierra. La veloci-
dad angular

46 _

T
a0 radianes por hora

12

€s constante.

(a) Utilice coordenadas polares para demostrar que el vector

aceleracion estd dado por
d’r d*r <d9)2] [ d*0 dr dO]
===l +lr=s+25 =

A= e [dt2 Nar) ™ "ar dr dr ™
donde u, = cos 6i + sen 6j es el vector unitario en la di-
reccién radial y u, = —sen 60i + cos 6j.

(b) Encuentre las componentes radial y angular de la acelera-
cién para el satélite.

En los ejercicios 9-11, use el vector binor-
definido por la ecuacion B = T x N.

Encuentre los vectores unitario tangente, unitario normal y bi-
normal a la hélice

r(t) = 4costi + 4sentj + 3tk

en t = 7/2. Dibuje la hélice junto con estos tres vectores unita-
rios mutuamente ortogonales.

Encuentre los vectores unitario tangente, unitario normal y bi-
normal a la curva

r(f) = costi + sentj — k

en ¢t = 7/4. Dibuje la curva junto con estos tres vectores unita-
rios mutuamente ortogonales.

(a) Demuestre que existe un escalar llamado torsion, tal que
dB/ds = —7N.

(b) Demuestre que % = —KT + 7B.
(Las tres ecuaciones dT/ds = KN, dN/ds = —KT + 7B y dB/ds
= —7N son llamadas las formulas de Frenet-Serret.)

Rampa de salida Una autopista tiene una rampa de
salida que empieza en el origen de un sistema coordena-
do y sigue la curva

1

— 7x5/2

D)

Hasta el punto (4, 1) (vea la figura). Después sigue una trayec-
toria circular cuya curvatura es la dada por la curva en (4, 1).
(Cual es el radio del arco circular? Explique por qué la curva y
el arco circular deben tener en (4, 1) la misma curvatura.

Arco
circular

“. 1

=

PP 13.

14.

A )

Longitud de arco y curvatura Considere la funcién

vectorial
r(t) = {(tcos wt,tsenmty, 0 <t < 2.

(a) Use una herramienta de graficacién para representar la
funcién.

(b)

(©)

Halle la longitud de arco en el inciso (a).

Determine la curvatura K como funcion de ¢. Halle las cur-
vaturas cuando zes 0, 1y 2.

(d

Use una herramienta de graficacion para representar la
funcién K.

(e)
®

Encuentre (si es posible) el 1im K.

11—
Con el resultado del inciso (e), conjeture acerca de la gra-
fica de r cuando t — .

Rueda de la fortuna Usted quiere lanzar un objeto
a un amigo que estd en una rueda de la fortuna (vea la
figura). Las ecuaciones paramétricas siguientes dan
la trayectoria del amigo r,(?) y la trayectoria del objeto
r,(?). La distancia estd dada en metros y el tiempo en
segundos.

r(r) = 15<sen%)i + (16 -
r,(1) = [22 — 8.03(t — 1,)]i +
[1+ 11.47(t — t,) — 4.9(¢ — 1,)*]j

Tt
1 KIAW
5 cos 10)]

p O

Q

(a) Localice la posicion del amigo en la rueda en el instante
t=0.

Determine el nimero de revoluciones por minuto de la
rueda de la fortuna.

(Cudl es la rapidez y el dngulo de inclinacién (en grados)
al que el objeto es lanzado en el instante t = #,?

Use una herramienta de graficacién para representar las
funciones vectoriales usando un valor de ¢, que permite al
amigo alcanzar el objeto. (Haga esto por ensayo y error.)
Explique la importancia de 7.

Halle el instante aproximado en el que el amigo deberd
poder atrapar el objeto. Aproxime las velocidades del ami-
go y del objeto en ese instante.

(b)
©

(e
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Funciones de varias variables

4.1 Introduccidn a las funciones de varias variables

Exploracion

Sin usar una herramienta

de graficacion, describa la
grafica de cada funcion de dos
variables.

a. z = x>+ >
b.z=x+y
c.z=x>+y

d. z= Va2 +y?
e.z=JV1—-x+y

Entender la notaciéon para una funcién de varias variables.

Dibujar la grafica de una funcion de dos variables.

Dibujar las curvas de nivel de una funcién de dos variables.

Dibujar las superficies de nivel de una funcién de tres variables.

Utilizar graficos por computadora para representar una funcién de dos variables.

Funciones de varias variables

Hasta ahora en este texto solo ha visto funciones de una sola variable (independiente).
Sin embargo, muchos problemas comunes son funciones de dos o mds variables.
En seguida se dan tres ejemplos.

1. El trabajo realizado por una fuerza, W = FD, es una funcién de dos variables.
2. El volumen de un cilindro circular recto V = mr%h es funcién de dos variables.

3. El volumen de un sé6lido rectangular V = [wh es una funcién de tres variables.

La notacién para una funcién de dos o mds variables es similar a la utilizada para una
funcién de una sola variable. Aqui se presentan dos ejemplos.

z=f(x,y) = x>+ xy Funcién de dos variables
——

2 variables

w =f(x,y,z) =x+2y— 3z Funcién de tres variables
—

3 variables

MARY FAIRFAX SOMERVILLE
(1780-1872)

Somerville se interesé por el
problema de crear modelos
geométricos de funciones de varias
variables. Su libro mas conocido,
The Mechanics of the Heavens, se
publicé en 1831.

Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas acerca de esta
biografia.

Definicion de una funcion de dos variables

Sea D un conjunto de pares ordenados de nimeros reales. Si a cada par ordena-
do (x, y) de D le corresponde un dnico nimero real f{x, y), entonces se dice que f'es
una funcién de x y y. El conjunto D es el dominio de f; y el correspondiente conjun-
to de valores f(x, y) es el rango de f. Para la funcion

=[x y)

xy y son las variables independientes y z es la variable dependiente.

Pueden darse definiciones similares para las funciones de tres, cuatro o n variables,
donde los dominios consisten en triadas (x;, x,, x;), tétradas (x,, x,, x5, x,) y n-adas
(x4, X5,.... X,). En todos los casos, el rango es un conjunto de nimeros reales. En esta
unidad estudiard funciones de dos o tres variables.

Como ocurre con las funciones de una variable, la manera mas comun para des-
cribir una funcién de varias variables es por medio de una ecuacion, y a menos que se
diga explicitamente lo contrario, puede suponer que el dominio es el conjunto de todos
los puntos para los que la ecuacién esta definida. Por ejemplo, el dominio de la funcién
dada por

fle,y) =22+ y?
es todo el plano xy. Similarmente, el dominio de
flx,y) = Inxy

es el conjunto de todos los puntos (x, y) en el plano para los que xy > 0. Esto consiste en
todos los puntos del primer y tercer cuadrantes.

Mary Evans Picture Library/The Image Works
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l Dominios de funciones de varias variables

Halle el dominio de cada funcion.

N R ) _ X
X b. g(X,y,Z)— \/9_x2_y2_22

a. f(x,y) =

Solucion

a. La funcion festd definida para todos los puntos (x, y) tales que x # 0y
x2+y2 =09,
Por tanto, el dominio es el conjunto de todos los puntos que estdn en el circulo x> +

y? =9, 0 en su exterior, con excepcion de los puntos en el €je y, como se muestra en
la figura 4.1.

b. La funcién g estd definida para todos los puntos (x, y, z) tales que
x>+ y2+2<09.

Por consiguiente, el dominio es el conjunto de todos los puntos (x, y, z) que se en-
cuentran en el interior de la esfera de radio 3 centrada en el origen.

Las funciones de varias variables pueden combinarse de la misma manera que las
funciones de una sola variable. Por ejemplo, se puede formar la suma, la diferencia, el
producto y el cociente de funciones de dos variables como sigue.

(fi g)(xd’) =f(x,y) + g(x,y) Suma o diferencia
(fe)(x,y) = f(x,y)g(x, y) Producto
I(xv )’) = ;gﬁ:iﬁ;’ g(X, y) #0 Cociente

No se puede formar la composicién de dos funciones de varias variables. Sin embargo,
si ki es una funcion de varias variables y g es una funcidén de una sola variable, puede
formarse la funcién compuesta (g ° /)(x, y) como sigue

(g ° h)(x’ )’) = g(h(X, )’)) Composicién

El dominio de esta funcién compuesta consta de todo (x, y) en el dominio de % tal que
h(x, y) estd en el dominio de g. Por ejemplo, la funcién dada por

flxy) = V16— 47 =y
se puede ver como la funcién compuesta de dos variables dada por
h(x,y) =16 — 4x* — y?

y la funcién de una sola variable dada por
gu) = Vu.

El dominio de esta funcion es el conjunto de todos los puntos que se encuentran en la
elipse dada por 4x> + y?> = 16 0 en su interior.

Una funcién que puede expresarse como suma de funciones de la forma cx™y" (don-
de ¢ es un niimero real y m y n son enteros no negativos) se llama una funcién polino-
mial de dos variables. Por ejemplo, las funciones dadas por

f,y)=x24+y>—2xy+x+2 y glx,y) =3x>+x—2
son funciones polinomiales de dos variables. Una funcion racional es el cociente de

dos funciones polinomiales. Terminologia similar se utiliza para las funciones de mas
de dos variables.
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Superficie: z = f(x, y)

(x, y,_z-) . "-‘?.;.,
4
v

S, y)

Dominio: D
X

(x, )

Figura 4.2

{Supcrﬁcic: 7=/16 - 4x?% - ,\'ZJ

Traza en el
plano z =

"‘*-._%:H A~ ‘
ke P Rango
|
x \ 4 y
Dominio
La gréfica de

S, y) = V16 — 4x2 — y2 es la parte
superior de un elipsoide.
Figura 4.3

Figura 4.4

Funciones de varias variables

Grafica de una funcion de dos variables

Como en el caso de las funciones de una sola variable, usted puede saber mucho acerca del
comportamiento de una funcion de dos variables dibujando su grafica. La grafica de una
funcién f'de dos variables es el conjunto de todos los puntos (x, y, z) para los que z = f{x, )
y (x, ¥) estd en el dominio de f. Esta grafica puede interpretarse geométricamente como una
superficie en el espacio, como se explicé en las secciones 1.5 y 1.6. En la figura 4.2 debe
observar que la grafica de z = f(x, y) es una superficie cuya proyeccién sobre el plano xy
es D, el dominio de f. A cada punto (x, y) en D corresponde un punto (x, y, z) de la superficie,
y viceversa, a cada punto (x, y, z) de la superficie le corresponde un punto (x, y) en D.

| Describir la grafica de una funcién de dos
variables

(Cudl es el rango de
fl,y) = V16 — 4x? — y2?
Describa la grafica de f.

Solucion El dominio D dado por la ecuacién de fes el conjunto de todos los puntos
(x, y) tales que

16 — 4x2 — y2 = 0.

Por tanto, D es el conjunto de todos los puntos que pertenecen o son interiores a la elipse
dada por
2

L
4

+- =1
16 !

Elipse en el plano xy

El rango de festd formado por todos los valores z = f(x, y) talesque 0 < z < J16, 0 sea
0<z<=<4. Rango de f
Un punto (x, y, z) estd en la grafica de f'si y solo si
t= VI6—ar -
72 =16 — 4x2 — y?
4x2 + y2 4+ 72 =16
—+ =+ —==1, 0<z<4.

De acuerdo con la seccion 4.6, usted sabe que la gréfica de f es la mitad superior de un
elipsoide, como se muestra en la figura 4.3.

Para dibujar a mano una superficie en el espacio, es util usar trazas en planos paralelos
a los planos coordenados, como se muestra en la figura 4.3. Por ejemplo, para hallar la tra-
za de la superficie en el plano z = 2, sustituya z = 2 en la ecuacién z = /16 — 4x> — y?

y obtiene
2

2
— J16 — 422 — 2 Yo
2 16 — 4x%> — y2 > ERMT) 1
Por tanto, la traza es una elipse centrada en el punto (0, 0, 2) con ejes mayor y menor
de longitudes

43 y 23

Las trazas también se usan en la mayor parte de las herramientas de graficacién
tridimensionales. Por ejemplo, la figura 4.4 muestra una version generada por compu-
tadora de la superficie dada en el ejemplo 2. En esta grafica la herramienta de graficacion
tomo 25 trazas paralelas al plano xy y 12 trazas en planos verticales.

Si usted dispone de una herramienta de graficacion tridimensional, utilicela para
representar varias superficies.
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Curvas de nivel

Una segunda manera de visualizar una funcién de dos variables es usar un campo esca-
lar en el que el escalar

7= f(x,y)

se asigna al punto (x, y). Un campo escalar puede caracterizarse por sus curvas de ni-
vel (o lineas de contorno) a lo largo de las cuales el valor de f(x, y) es constante. Por
ejemplo, el mapa climatico en la figura 4.5 muestra las curvas de nivel de igual presion,
llamadas isobaras. Las curvas de nivel que representan puntos de igual temperatura
en mapas climaticos se llaman isotermas, como se muestra en la figura 4.6. Otro uso
comtin de curvas de nivel es la representacion de campos de potencial eléctrico. En este
tipo de mapa, las curvas de nivel se llaman lineas equipotenciales.

Las curvas de nivel muestran las lineas Las curvas de nivel muestran las lineas
de igual presion (isobaras) medidas en de igual temperatura (isotermas) medidas
milibares. en grados Fahrenheit.

Figura 4.5 Figura 4.6

Los mapas de contorno suelen usarse para representar regiones de la superficie de
la Tierra, donde las curvas de nivel representan la altura sobre el nivel del mar. Este tipo
de mapas se llama mapa topografico. Por ejemplo, la montafia mostrada en la figura 4.7
se representa por el mapa topografico de la figura 4.8.

Figura 4.7

Figura 4.8

Un mapa de contorno representa la variacion de z respecto a x y y mediante espacio
entre las curvas de nivel. Una separacion grande entre las curvas de nivel indica que z
cambia lentamente, mientras que un espacio pequefio indica un cambio rdpido en z.
Ademads, en un mapa de contorno, es importante elegir valores de ¢ uniformemente es-
paciados, para dar una mejor ilusién tridimensional.

Alfred B. Thomas/Earth Scenes/Animals Animals; USGS
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Paraboloide hiperbdlico.
Figura 4.11

Funciones de varias variables

| Dibujar un mapa de contorno

El hemisferio dado por
fley) = Vo4 =22 = y?

se muestra en la figura 4.9. Dibuje un mapa de contorno de esta superficie utilizando
curvas de nivel que correspondanac =0, 1, 2, ..., 8.

Solucion Para cada c, la ecuacion dada por f{x, y) = ¢ es un circulo (0 un punto) en
el plano xy. Por ejemplo, para ¢, = 0, la curva de nivel es

x2 4+ y? = 64 Circulo de radio 8

la cual es un circulo de radio 8. La figura 4.10 muestra las nueve curvas de nivel del
hemisferio.

Superficie:

PN e

Hemisferio. Mapa de contorno.
Figura 4.9 Figura 4.10

| Dibujar un mapa de contorno

cees D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
El paraboloide hiperbdlico

z=y2—x2
se muestra en la figura 4.11. Dibuje un mapa de contorno de esta superficie.

Soluciéon Para cada valor de ¢, sea f(x, y) = ¢, y dibuje la curva de nivel resultante en
el plano xy. Para esta funcién, cada una de las curvas de nivel (¢ # 0) es una hipérbola
cuyas asintotas son las rectas y = +x. Si ¢ < 0,

. . . c=12 c=0

el eje transversal es horizontal. Por ejemplo, la =2 y /c=_2

curva de nivel para ¢ = —4 estd dada por & . Zc = —g

—_C=—

x2 y2 ic =—8
» o p- L Ne=-10
2 2 c=-12

Si ¢ > 0, el eje transversal es vertical. Por ejem- x

plo, la curva de nivel para ¢ = 4 estd dada por - 4
PR
22 92 4

Si ¢ = 0, 1a curva de nivel es la cénica degene- Curvas de nivel hiperbdlicas

rada representada por las asintotas que se cortan, (en incrementos de 2).

como se muestra en la figura 4.12. Figura 4.12 Ll



7= 100)‘.0.6}.(),4

Y ©=80,000 ¢=160,000

2000
1500 (2000, 1000)
1000

500

(1000, 500)

Curvas de nivel (con incrementos
de 10,000).

Figura 4.13
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Un ejemplo de una funcién de dos variables usada en economia es la funcién de
produccion de Cobb-Douglas. Esta funcién se utiliza como un modelo para represen-
tar el nimero de unidades producidas al variar las cantidades de trabajo y capital. Si x
mide las unidades de trabajo y y mide las unidades de capital, entonces el nimero de
unidades producidas estd dado por

flx,y) = Cxay'—a

donde C'y a son constantes, con 0 < a < 1.

I La funcion de produccion de Cobb-Douglas

Un fabricante de juguetes estima que su funcién de produccion es
Fx,y) = 100300504

donde x es el nimero de unidades de trabajo y y es el nimero de unidades de capital.
Compare el nivel de produccién cuando x = 1000 y y = 500 con el nivel de produccién
cuando x = 2000 y y = 1000.

Solucion Cuando x = 1000 y y = 500, el nivel de produccion es
(1000, 500) = 100(1000°)(500°4) =~ 75,786.

Cuando x = 2000 y y = 1000, el nivel de produccién es
£(2000, 1000) = 100(2000°9)(1000°4) = 151,572.

Las curvas de nivel de z = f{x, y) se muestran en la figura 4.13. Observe que al doblar
ambas x y y, se duplica el nivel de produccién (vea el ejercicio 79). n

Superficies de nivel

El concepto de curva de nivel puede extenderse una dimension para definir una super-
ficie de nivel. Si f'es una funcién de tres variables y ¢ es una constante, la grafica de la
ecuacion

fla,y.2)=c¢

es una superficie de nivel de la funcion f, como se muestra en la figura 4.14.

A

Superficies de nivel de f.
Figura 4.14
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| Superficies de nivel

Describa las superficies de nivel de la funcién
flx,y,2) = 4x> + y2 + 22

Solucion Cada superficie de nivel tiene una ecuacion de la forma
4x% + y2 +z2=c. Ecuacién de una superficie de nivel

Por tanto, las superficies de nivel son elipsoides (cuyas secciones transversales paralelas
al plano yz son circulos). A medida que ¢ aumenta, los radios de las secciones transver-
sales circulares aumentan segun la raiz cuadrada de c. Por ejemplo, las superficies de
nivel correspondientes a los valores ¢ = 0, c = 4y ¢ = 16 son como sigue.

4x2 + y2 +72=0 Superficie de nivel para ¢ = 0 (un solo punto)
x2 oy 2 S _—
— + = —=1 Superficie de nivel para ¢ = 4 (elipsoide)
1 4 4

T . . -

—F+ =+ —==1 Superficie de nivel para ¢ = 16 (elipsoide)

. 4 16 16
Figura 4.15
Estas superficies de nivel se muestran en la figura 4.15. u

Si la funcién del ejemplo 6 representara la temperatura en el punto (x, y, z), las su-
perficies de nivel mostradas en la figura 4.15 se llamarian superficies isotermas.

Graficas por computadora

El problema de dibujar la grafica de una superficie en el espacio puede simplificarse
usando una computadora. Aunque hay varios tipos de herramientas de graficacion tridi-
mensionales, la mayoria utiliza alguna forma de andlisis de trazas para dar la impresion
de tres dimensiones. Para usar tales herramientas de graficacion, por lo general se ne-
cesita dar la ecuacion de la superficie, la region del plano xy sobre la cual la superficie
ha de visualizarse y el niimero de trazas a considerar. Por ejemplo, para representar
graficamente la superficie dada por

f(x,y) = (x2 + yZ)el—xz—yZ

usted podria elegir los limites siguientes para x, y y z.

—3<x<3 Limites para x
—3=y=<3 Limites para y
0<sz=<3 Limites para z

La figura 4.16 muestra una grafica de esta su-
perficie generada por computadora utilizando 26
trazas paralelas al plano yz. Para realizar el efecto
tridimensional, el programa utiliza una rutina de
“linea oculta”. Es decir, comienza dibujando las
trazas en primer plano (las correspondientes a los
valores mayores de x), y después, a medida que se
dibuja una nueva traza, el programa determina si
mostrard toda o solo parte de la traza siguiente.

Las graficas en la pagina siguiente muestran
una variedad de superficies que fueron dibujadas
por una computadora. Si se dispone de un programa
de computadora para dibujo, podran reproducirse
estas superficies. Recuerde también que se pueden
visualizar y girar. Estas graficas rotables estdn
disponibles en LarsonCalculus.com.

fOe,y) = (2 +yHel ¥ "2}

Figura 4.16
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

4. 1 EieI'CiCiOS con numeracion impar.

Determinar si una grafica es una funcion En los ejercicios
1y 2, utilice la grifica para determinar si z es una funcion de
xydey.

Determinar si una ecuacion es una funcion En los ejerci-
cios 3-6, determine si z es una funcién de x y de y.

3.

5.

X%z + 32 —xy =10 4. xz2 + 2xy — y? =
2 2
XZ+%+Z2=1 6.z +xlny —8yz=10

Evaluar una funcion En los ejercicios 7-18, encuentre y sim-
plifique los valores de la funcion.

7. flx,y) = xy

10.

11.

12.

@ (3,2) ® (=1,4) (o) (30,9
@ 5.y ) (x,2) ) (5.9

Sfly) =4 - X2 - 4y?

@ (0,0) (® (0,1) (o) (2.3)
@ (Ly (e (x0) ) 1)

. flx,y) = xev

(@ (5,00 () (3,2) (o) (2,—-1)
@ 5,9 (© (2 ) (1)
g(x,y) = In|x + y|

(@ (1,0) (b) (0,—1) (c) (0,e)
(d (1,1) (o) (e,e/2) (f) (2,5)

xy
hx,y,2) ==
(x,y,2) .

@ (2,3,9) ) (1,0,1) (©) (=2,3,4) (d) (5,4, —6)
fey,) = xt+y+z

@ (0,5,4) () (6,8, —3)

© (4,6,2) (@ (10,—4,—3)

13. f(x,y) = xseny

(@ 2,7/4) ) 3,1) (© (=3,7/3) (@) 4, 7/2)
14. V(r,h) = wr2h

(@ (3,10) (b) (5,2) (c) 4,8) (d) (6,4)

15. g(x,y) = fy(Zt —3)dt
@ 4,00 b 41) © 4.3 @ (o)

"1
16. g(x,y) =f ?dt

X

@ 41) ® 63 © 2.5 @ (7)
17. f(x,y) = 2x + y?

o Lt A0) = )
X

18. f(x,y) = 3x* — 2y

flx + Ax,y) = flx,y)
Ax

b) S,y + Ay) — fx,y)

( Ay

Sy + Ay) — flx,y)
Ay

(@ (b)

Obtener el dominio y rango de una funcion En los ejerci-
cios 19-30, determine el dominio y el rango de la funcion.

19. f(x,y) = x2 + y? 20. f(x,y) = ev
Yy
21. ,y) = 22. ,y) = —=
glx,y) = xVy glx,y) N
23, =212 24, ;=2
xy X =y

25. flx,y) = V4 — x2—y2  26. f(x,y) = V4 — x> — 4y?

27. f(x,y) = arccos(x + y) 28. f(x,y) = arcsen(y/x)

29. f(x,y) =In(4 —x — y) 30. f(x,y) = In(xy — 6)

31. Piénselo Las gréficas marcadas (a), (b), (¢) y (d) son gra-
ficas de la funcién f(x, y) = 4x/(x> + y* + 1). Asocie cada
grafica con el punto en el espacio desde el que la superficie es

visualizada. Los cuatro puntos son (20, 15, 25), (15, 10, 20),
(20, 20, 0) y (20, 0, 0).

(©) ‘

<5, X
<K SO
“3““:“ YA OSISS:
S S

S

<3

S >

SN
S

(© N

oy,
7
LR,
SN
0.,':,";[[" " "N K

SR

Generada con Maple Generada con Maple
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32. Pienselo Use la funcién dada en el ejercicio 31.

2 4 2 2
. . 47. f(x,y) = Inly — x?| 48. f(x,y) = cos(u)
(a) Encuentre el dominio y rango de la funcién. 4

(b) Identifique los puntos en el plano xy donde el valor de la
funcién es 0.

(c) (Pasa la superficie por todos los octantes del sistema de
coordenadas rectangular? D€ las razones de su respuesta.

Dibujar una superficie En los ejercicios 33-40, dibuje la su-
perficie dada por la funcion.

33. f(x,y) =4 34. f(x,y) =6 —2x — 3y
35. flx,y) = y? 36. g(x.y) = 7y
37.z2=—x2—y? 38.z=1/x2+ Dibujar un mapa de contorno En los ejercicios 49-56, des-
39. f(x,y) = = criba las curvas de nivel de la funcion. Dibuje las curvas de
’ 0 0 nivel para los valores dados de c.
Xy, x =20,y =2
40.f(x,y)—{0’ x<00y<0 49. z=x+y, c=—-1,0,2,4

50. z=6—-2x—3y, ¢=0,2,4,6,8,10

?dP Graficar una funcion usando tecnologia En los ejercicios
5. z=x>+ 4% ¢=0,1,2,3,4

41-44, utilice un sistema algebraico por computadora para re-

presentar graficamente la funcién. 52. flx,y) = V9 —x>—y* ¢=0,1,2,3
53. f(x,y) =xy, c==1,+2,...,6
41 z=y2— 22+ 1 42. 7 = 5/144 — 1627 — 9y? , D1
43. f(x,y) = x2%/2) 44. f(x,y) 5. flxy) =P ¢ =2.3.4.3.5.3
Cflx,y) = x%et . flx,y) = xsen
Y Y Y 55. f(x,y) = x/(x> +3y?), ¢= :%,:1,:%,:2
Relacionar En los ejercicios 45-48, asocie la grifica de la su- 56. f(x,y) =In(x — y), c¢=0,%5,%1,23 22

perficie con uno de los mapas de contorno. [Los mapas de con-
torno estan marcados (a), (b), (¢) y (d).]

(a) M (b)

f I’ Dibujar curvas de nivel En los ejercicios 57-60, utilice una
herramienta de graficacion para representar seis curvas de ni-
vel de la funcion.

57. flr,y) =22 — y> + 2 58. f(x,y) = |xy]

8
59. g(x,y) = T3 212 = 60. A(x,y) = 3 sen(|x| + |y|)
DESARROLLO DE CONCEPTOS
61. Funcion de dos variables ;Qué es una gréfica de una
y funcién de dos variables? ; Como se interpreta geométrica-
mente? Describa las curvas de nivel.
62. Usar curvas de nivel Todas las curvas de nivel de la
superficie dada por z = f(x, y) son circulos concéntricos.
(Implica esto que la grafica de f'es un hemisferio? Ilustre
x la respuesta con un ejemplo.
63. Crear una funcion Construya una funcién cuyas cur-
vas de nivel sean rectas que pasen por el origen.
45. f(x,y) = !~ 46. flx,y) = ¢!~ ¥+¥ 64. Conjetura Considere la funcién fix, y) = xy, para x = 0

yy=0.

Z

(a) Trace la grafica de la superficie dada por f.

(b) Conjeture acerca de la relacién entre las graficas de f
y g(x, y) = f(x, y) — 3. Explique su razonamiento.

(c) Conjeture acerca de la relacién entre las graficas de f'y
g(x, y) = —f(x, y). Explique su razonamiento.

(d) Conjeture acerca de la relacion entre las gréficas de f
y g(x,y) = 3£(x,y). Explique su razonamiento.

21
e —
/ e
- 3
3

* (e) Sobre la superficie en el inciso (a), trace la grafica de

z = f(x, x).
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Redaccion En los ejercicios 65 y 66, utilice las graficas de las
curvas de nivel (valores de ¢ uniformemente espaciados) de la
funcion f para dar una descripcion de una posible grafica de f.
¢Es uinica la grafica de f? Explique su respuesta.

65.Jy&x
7

67. Inversion En el 2012 se efectué una inversion de $1000
al 6% de interés compuesto anual. Suponga que el inversor
paga una tasa de impuesto R y que la tasa de inflacién anual
es 1. En el afio 2022, el valor V de la inversion en délares cons-
tantes de 2012 es

1+ 0.06(1 — R)}10

y

V(I,R) = 1000[ I,

Utilice esta funcién de dos variables para completar la tabla.

Tasa de inflacion

Tasa de impuestos | 0 | 0.03 | 0.05

0

0.28

0.35

68. Inversion Se depositan $5000 en una cuenta de ahorro
auna tasa de interés compuesto continuo r (expresado en
forma decimal). La cantidad A(r, ) después de t afios es

A(r, 1) = 5000e".

Utilice esta funcién de dos variables para completar la tabla.

Numero de afios

Tasa | 5 | 10 | 15 | 20

0.02

0.03

0.04

0.05

Dibujar una superficie de nivel En los ejercicios 69-74, di-
buje la grafica de la superficie de nivel f(x, y, z) = ¢ para el valor
de ¢ que se especifica.

69. fx,y,2) =x—y+z, c=1

70. f(x,y,2) =4x+y+2z, c=4

71. f(x,y,2) =22+ y>*+2z%4 ¢c=9

72 f(6,y.d) =X+ 2~z c=1

Val Thoermer/Shutterstock.com

73, flx,y,2) =4x>+ 42— 274 ¢c=0

74. f(x,v,7) = senx — z,

=
S

77.

78.

79.

80.

e «75. Silvicultura

c=0

La regla de troncos
de Doyle es uno de los
diferentes métodos usa-
dos para determinar la
produccién de madera
(en pies tablares) como
funcién de su didmetro d
(en pulgadas) y de su altu-
ra L (en pies). El nimero
de pies tablares es

— 2
Man = (44

(a) Determine el nimero de pies tablares de madera en un
tronco de 22 pulgadas de didmetro y 12 pies de altura.

(b) Encuentre N(30, 12).

Modelo de filas La cantidad de tiempo promedio que
un cliente espera en una fila para recibir un servicio es

1
Wkx,y) = ——, x>
(x,y) =y ¥y
donde y es la tasa media de llegadas, expresada como nimero
de clientes por unidad de tiempo, y x es la tasa media de servi-
cio, expresada en las mismas unidades. Evalte cada una de las
siguientes cantidades.

(@) W(15,9) (b) W(15, 13)

(c) W(12,7) (d) W(5,2)

Distribucion de temperaturas La temperatura 7 (en
grados Celsius) en cualquier punto (x, y) de una placa
circular de acero de 10 metros de radio es

T = 600 — 0.75x> — 0.75y?

donde x y y se miden en metros. Dibuje algunas de las curvas
isotermas.

Potencial eléctrico El potencial eléctrico V en cual-
quier punto (x, y) es

5
Vix,y) = ————.
w) = Ty
Dibuje las curvas equipotenciales de V = %, V= % y V= i.

Funcion de produccion de Cobb-Douglas Utilice la
funcién de produccion de Cobb-Douglas (ver ejemplo 5)
para demostrar que si el nimero de unidades de trabajo
y el nimero de unidades de capital se duplican, el nivel
de produccion también se duplica.

Funcion de produccion de Cobb-Douglas Demues-
tre que la funcién de produccién de Cobb-Douglas
7 = Cx%yl—¢

puede reescribirse como

lné = InC + alnf.
y y



81.

82.

4.1

Ley de los gases ideales De acuerdo con la ley de los

gases ideales,

PV = kT

donde P es la presion, V es el volumen, 7 es la temperatura (en

kelvins) y k es una constante de proporcionalidad. Un tanque

contiene 2000 pulgadas cibicas de nitrégeno a una presion de

26 libras por pulgada cuadrada y una temperatura de 300 K.

(a) Determine k.

(b) Exprese P como funcién de V'y T, y describa las curvas de
nivel.

Modelar datos La tabla muestra las ventas netas x (en

miles de millones de ddlares), los activos totales y (en mi-

les de millones de ddlares) y los derechos de los accionis-

tas z (en miles de millones de ddlares) para Apple desde
2006 hasta el 2011. (Fuente: Apple Inc.)

Afio | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011
X 193 | 246 | 375 | 429 | 652 | 1082
y 172 | 249 | 362 | 475 | 752 | 1164
Z 100 | 145 | 223 | 316 | 4738 76.6

Un modelo para estos datos es

z= f(x,y) = 0.035x + 0.640y — 1.77.

ldP (a) Utilizar una herramienta de graficacion y el modelo para

83.

84.

aproximar z para los valores dados de x y y.

(b) (Cuadl de las dos variables en este modelo tiene mayor in-
fluencia sobre los derechos de los accionistas? Explique
su razonamiento.

(c) Simplifique la expresién de f{x, 150) e interprete su signi-
ficado en el contexto del problema.

Meteorologia Los meteorélogos miden la presién at-

mosférica en milibares. A partir de estas observaciones

elaboran mapas climdticos en los que se muestran las
curvas de presion atmosférica constante (isobaras) (ver
la figura). En el mapa, cuanto mds juntas estan las isoba-
ras, mayor es la velocidad del viento. Asocie los puntos
A, By C con (a) la mayor presidn, (b) la menor presién
y (c) la mayor velocidad del viento.

Figura para 84

Figura para 83

Lluvia acida La acidez del agua de Iluvia se mide en
unidades llamadas pH. Un pH de 7 es neutro, valores
menores corresponden a acidez creciente, y valores ma-
yores a alcalinidad creciente. El mapa muestra las curvas
de pH constante y da evidencia de que en la direccién
en la que sopla el viento de dreas muy industrializadas
la acidez ha ido aumentando. Utilice las curvas de nivel
en el mapa, para determinar la direccién de los vientos
dominantes en el noreste de Estados Unidos.

NASA

Introduccioén a las funciones de varias variables

85.
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Costo de construccion Una caja rectangular abierta
por arriba tiene x pies de longitud, y pies de ancho y
z pies de alto. Construir la base cuesta $1.20 por pie
cuadrado y construir los lados $0.75 por pie cuadrado.
Exprese el costo C de construccion de la caja en funcién
dex,yyz

T

Uwp

;COMO LO VE? El mapa de contorno mostrado
en la figura fue generado por computadora usan-
do una coleccién de datos mediante instrumenta-
cién del satélite. El color se usa para mostrar el
“agujero de ozono” en la atmoésfera de la Tierra.
Las dreas purpura y azul representan los mas
bajos niveles de ozono y las dreas verdes repre-
sentan los niveles mas altos. (Fuente: National
Aeronautics and Space Administration)

(a)

(Corresponden las curvas de nivel a los mismos ni-
veles de ozono espaciados? Explique.

(b) Describa como obtener un mapa de contorno mds de-
tallado.

;Verdadero o falso? En los ejercicios 87-90, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que demuestre que es falso.

87.
88.
89.

90.

Si f(xg, ¥o) = flx;, ¥1), entonces x, = X, y Yo = y;.
Si f'es una funcién, entonces f(ax, ay) = a’*f(x, y).

Una recta vertical puede cortar la grafica de z = f(x, y) a lo
Sumo una vez.

Dos diferentes curvas de nivel de la grafica de z = f(x, y) pue-
den intersecarse.

DESAFiOS DEL EXAMEN PUTNAM

91. Seaf R>— R una funcién tal que

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

foy) + f(y,2) + flz,x) =0

para todos los nimeros reales x, y y z. Demuestre que exis-
te una funcién g: R — R tal que

Fle,y) = glx) — g(y)

para todos los nimeros reales x y y.
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Funciones de varias variables

4.2 Limites y continuidad

SONYA KOVALEVSKY
(1850-1891)

Gran parte de la terminologia usada
para definir limites y continuidad de
una funcién de dos o tres variables
la introdujo el matematico aleman
Karl Weierstrass (1815-1897).

El enfoque riguroso de Weierstrass
a los limites y a otros temas en
célculo le valié la reputacion de
“padre del analisis moderno”.
Weierstrass era un maestro
excelente. Una de sus alumnas

mas conocidas fue la matematica
rusa Sonya Kovalevsky, quien

aplicé muchas de las técnicas de
Weierstrass a problemas de la fisica
matemadtica y se convirtié en una
de las primeras mujeres aceptadas
como investigadoras matematicas.

% Entender la definicion de una vecindad en el plano.

% Entender y utilizar la definicion de limite de una funcién de dos variables.
% Extender el concepto de continuidad a una funcién de dos variables.

% Extender el concepto de continuidad a una funcion de tres variables.

Vecindad en el plano

En esta seccién estudiara limites y continuidad de funciones de dos o tres variables. La
seccién comienza con funciones de dos variables. Al final de la seccién, los conceptos
se extienden a funciones de tres variables.

Su estudio del limite de una funcién de dos variables inicia definiendo el andlogo
bidimensional de un intervalo en la recta real. Utilizando la férmula para la distancia
entre dos puntos

Ly oy (%))

en el plano, puede definir la vecindad & de (x,, y,) como el disco con radio é > 0, cen-
trado en (x,, y,)

{(x, y): \/(x —x)? + (- y0)2 < 8} Disco abierto

como se muestra en la figura 4.17. Cuando esta férmula contiene el signo de desigualdad
< menor que, al disco se le llama abierto, y cuando contiene el signo de desigualdad <
menor o igual que, al disco se le llama cerrado. Esto corresponde al uso de <y < al
definir intervalos abiertos y cerrados.

_Punto
frontera

@\Punto

interior

\
Frontera de R

Puntos interior y frontera de una
region R.
Figura 4.18

Un disco abierto.
Figura 4.17

Un punto (x,, y,) en unaregion del plano R es un punto interior si existe un entorno 8
que esté contenido completamente en R, como se muestra en la figura 4.18. Si todo
punto de R es un punto interior, entonces R es una region abierta. Un punto (x,, y,) es
un punto frontera de R si todo disco abierto centrado en (x,, ¥,) contiene puntos dentro
de R y puntos fuera de R. Por definicidn, una regiéon debe contener sus puntos interiores,
pero no necesita contener sus puntos frontera. Si una regién contiene todos sus puntos fron-
tera, la region es cerrada. Una regién que contiene algunos, pero no todos, sus puntos
frontera no es ni abierta ni cerrada.

% PARA INFORMACION ADICIONAL Para mas informacién acerca de Sonya Kovalevsky, vea
el articulo “S. Kovalevsky: A Mathematical Lesson”, de Karen D. Rappaport, en The American
Mathematical Monthly. Para ver este articulo, visite MathArticles.com.

The Granger Collection
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Limite de una funcion de dos variables

Definicion del limite de una funcion de dos variables

Sea funa funcién de dos variables definidas, excepto posiblemente en (x,, y,), en un
disco centrado en (x, y,), y sea L un nimero real. Entonces

fle,y) =L

(x, )= (x5 ¥o)

Si a cada € > 0 le corresponde un 6 > 0 tal que

| fGe,y) — L] < & siempreque 0 < /(x — x0)?> + (y — y,)* < 6.

Gréficamente, la definicion del limite de 2
una funcién implica que para todo punto (x, y)
# (X0, ¥o) en el disco de radio 8, el valor f{x, y)
estd entre L + ¢ y L — &, como se muestra en la
figura 4.19. Lt

La definicion del limite de una funcién L—glk
en dos variables es similar a la definicion del
limite de una funcién en una sola variable, pero
existe una diferencia importante. Para deter-
minar si una funcién en una sola variable tiene
limite, usted solo necesita ver que se aproxime
al limite por ambas direcciones: por la derecha P
y por la izquierda. Si la funcién se aproximaal " 1221) - (- 0) D\isco de radio &
mismo limite por la derecha y por la izquierda,
puede concluir que el limite existe. Sin embar-
g0, en el caso de una funcién de dos variables,

b

|
|

o -
—@-J-----------9

Para todo (x, y) en el circulo de radio §,
el valor de f(x,y) se encuentra entre
L+eyL—e.

(x, ) = (x95¥0) Figura 4.19

la expresion significa que el punto puede aproximarse al punto por cualquier direccion.
Si el valor de

Him  f(x,y)

(x, }’)ﬁ(xuv Y())

no es el mismo al aproximarse por cualquier trayectoria a (x,, y,) el limite no existe.

| Verificar un limite a partir de la definicion

Demuestre que lim x =a
(x,y)—>(a,b)

Solucion Seaf(x, y) = xy L = a. Necesita demostrar que para cada & > 0, existe un
entorno 6 de (a, b) tal que

|fe,y) =Ll =|x—a|l <e
siempre que (x, y) # (a, b) se encuentre en el entorno. Primero puede observar que

0<JVx—a)P)+(—-b><é

implica que

/(e y) = a] = |x — 4
Vix —a)
—a)+ (-0

IN

< 6.

Asi que puede elegir § = ¢y el limite queda verificado. ~
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Figura 4.20

Superficie:

S,y =

5x2y

X2 +y

2

Funciones de varias variables

Los limites de funciones de varias variables tienen las mismas propiedades respecto
a la suma, diferencia, producto y cociente que los limites de funciones de una sola varia-
ble. Algunas de estas propiedades se utilizan en el ejemplo siguiente.

I Calcular un limite

Calcule

5 2
lim =2
(.y)—>01,2)x* +y

Solucion Usando las propiedades de los limites de productos y de sumas, obtiene

lim | 5x%y = 5(12)(2) = 10

(r,y)—>(1,2

lim (2 +y?) = (12 +22) =5.
om0+ y?) = ( )
Como el limite de un cociente es igual al cociente de los limites (y el denominador no
es 0), tiene
5x%y 10

lim =—=2.
w12 x2+y2 5

| Verificar un limite

2
Calcule 1lim Xy .
(6, )—(0,0) X2 + y?

Solucion En este caso, los limites del numerador y del denominador son ambos 0, por
tanto no puede determinar la existencia (o inexistencia) del limite tomando los limites del
numerador y el denominador por separado y dividiendo después. Sin embargo, por la gra-
fica de f (figura 4.20), parece razonable pensar que el limite pueda ser 0. En consecuen-
cia, puede intentar aplicar la definicién de limite a L = 0. Primero, debe observar que

ly] = Vx2+y2

X2

<
x2 + y?

Entonces, en una vecindad o de (0, 0), tiene que,
0< Vx2+y?2<$é
y se tiene que para (x, y) = (0, 0),

5x2y
x% + y2

xZ
b5
50yl
< 5Ux2+y?
< 56.

|f(x’y) - Ol =

IA

Por tanto, puede elegir 8 = ¢/5 y concluir que

5x2
im Y = 0. =
(x,3)—(0,0) x2 + y?

P




X/“3

lim ——— no existe.
(x,y)—(0,0) x= + y

Figura 4.21
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Con algunas funciones es facil reconocer que el limite no existe. Por ejemplo, esta
claro que el limite

Iim ———
(. ¥)—(0,0) x2 + y?

no existe porque el valor de f(x, y) crece sin tope cuando (x, y) tiende a (0, 0) por cual-
quier trayectoria (vea la figura 4.21).

Con otras funciones no es tan facil reconocer que un limite no existe. Asi, el si-
guiente ejemplo describe un caso en el que el limite no existe, ya que la funcién se
aproxima a valores diferentes a lo largo de trayectorias diferentes.

I Un limite que no existe

* « « +> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Demuestre que el siguiente limite no existe.

X2 — v2\2
MH<74%
(6, y)—=(0,0) \x* +y

Solucion El dominio de la funcién

o = (222

xz—l—y2

consta de todos los puntos en el plano xy con excepcion del punto (0, 0). Para demostrar
que el limite no existe cuando (x, y) se aproxima a (0, 0), considere aproximaciones a
(0, 0) alo largo de dos “trayectorias” diferentes, como se muestra en la figura 4.22. A lo
largo del eje x, todo punto es de la forma

(x,0)
y el limite a lo largo de esta trayectoria es
2 — 02\2 s
lim ) = lim 1°=1. Limite a lo largo del eje x
(x.0) 0. 0) <x2 T 02) (x. 0 00.0) imite a lo largo del eje x

Sin embargo, si (x, y) se aproxima a (0, 0) a lo largo de la recta y = x, se obtiene

12— x2\2 0 \2
(X’X}ILI(IO’O) (m) = (x,x%ﬂ?0,0)(ﬁ) = 0. Limite alo largode y = x
Esto significa que en cualquier disco Ao largo del eje x:
abierto centrado en (0, 0) existen puntos 2 (x,0)>(0,0)
El limite es 1.
(x, y) en los que ftoma el valor 1 y otros 5
puntos en los que asume el valor 0. “ -
Por ejemplo, =~ H -
4"""—;‘
=1 ™~
fix,y) }(/| 3 \
en los puntos (1, 0), (0.1, 0), (0.01,0) y = 3\.&
(0.001, 0), y
A lo largo de
f(x, y) =0 — y=x: (x,x) = (0,0)

El limite es 0.

en (1, 1), (0.1, 0.1), (0.01, 0.01) y (0.001,
0.001). Por tanto, f no tiene limite cuando ( %in(lo 0 (
(x,y) = (0, 0). S

2 — 32
x2 +y?
Figura 4.22 ]

2
no existe

En el ejemplo 4 puede concluir que el limite no existe, ya que se encuentran dos
trayectorias que dan limites diferentes. Sin embargo, si dos trayectorias hubieran dado el
mismo limite, no podria concluir que el limite existe. Para llegar a tal conclusién, debe
demostrar que el limite es el mismo para fodas las aproximaciones posibles
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I R >

Esta
definicién de continuidad puede
extenderse a puntos frontera
de la regidn abierta R, conside-
rando un tipo especial de limite
en el que (x, y) solo se permite
tender hacia (x,, y,) a lo largo
de trayectorias que estdn en la
region.

La funcioén f es continua en todo
punto del plano.
Figura 4.23

Funciones de varias variables

Continuidad de una funcion de dos variables

En el ejemplo 2, observe que limite de f(x,y) = 5x%y/(x? + y?) cuando (x,y) — (1,2)
puede calcularse por sustitucién directa. Es decir, el limite es f(1, 2) = 2. En tales casos,
se dice que la funcién es continua en el punto (1, 2).

Definicion de continuidad de una funcion de dos variables

Una funcién fde dos variables es continua en un punto (x,, y,) de una regién abierta
R si fix, y,) es igual al limite de f(x, y), cuando (x, y) tiende a (x,, y,). Es decir,

lim  f(x,y) = fxp, Vo)

(x, y)%(xO s)’o)

La funcién f es continua en la region abierta R si es continua en todo punto de R.

En el ejemplo 3 se demostré que la funcién

5x2y
x2 +y?

flx,y) =

no es continua en (0, 0). Sin embargo, como el limite en este punto existe, usted puede
eliminar la discontinuidad definiendo el valor de fen (0, 0) igual a su limite. Tales dis-
continuidades se llaman removibles. En el ejemplo 4 se demostré que la funcién

o= (222

x2 + y?

tampoco es continua en (0, 0), pero esta discontinuidad es no removible.

TEOREMA 4.1 Funciones continuas de dos variables

Si k es un nimero real y f'y g son funciones continuas en (x,, y,), entonces las fun-
ciones siguientes son continuas en (x,, y,).

1. Mudltiplo escalar: kf
3. Producto: fg

2. Sumay diferencia: f+ g

4. Cociente: /g, g(xg, y) =0

El teorema 4.1 establece la continuidad de las funciones polinomiales y raciona-
les en todo punto de su dominio. La continuidad de otros tipos de funciones puede
extenderse de manera natural de una a dos variables. Por ejemplo, las funciones cuyas
grificas se muestran en las figuras 4.23 y 4.24 son continuas en todo punto del plano.

z z
Superficie:

fGx.y) = 2sen(x? +y?)

Superficie:

F(x,y) = cos(yDeVa?+y?

La funcién fes continua en todo
punto del plano.
Figura 4.24
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El siguiente teorema establece las condiciones bajo las cuales una funcién com-
puesta es continua.

TEOREMA 4.2 Continuidad de una funcion compuesta

Si h es continua en (x,, ¥,) y g €s continua en A(x,, y,), entonces la funcién com-
puesta por (g < h)(x, y) = g(h(x, y)) es continua en (x,, y,). Es decir,

lim  g(hlx,y)) = g(h(xy, v,)).

(x. y)_>(xo- YQ)

En el teorema 4.2 hay que observar que 4 es una funcion de dos variables, mientras
que g es una funcién de una variable.

I Analizar la continuidad

Analice la continuidad de cada funcién

_x— 2y 2
gl b. g(x,y) g

a. f(x,y)

Solucion

a. Como una funcién racional es continua en todo punto de su dominio, puede concluir
que es continua en todo punto del plano xy, excepto en (0, 0), como se muestra en la
figura 4.25.

b. La funcién dada por

2
y—x

glx,y) =

es continua, excepto en los puntos en los cuales el denominador es 0, que estd dado por

y—x>=0.

Por tanto, puede concluir que la funcién es continua en todos los puntos, excepto en
los puntos en que se encuentra la pardbola y = x2. En el interior de esta pardbola se
tiene y > x2, y la superficie representada por la funcidn se encuentra sobre el plano xy,
como se muestra en la figura 4.26. En el exterior de la pardbola y < x?, y la superficie
se encuentra debajo del plano xy.

Z 2

-5 54

3

L 4T

3
< . 4y
x 5
X
i X
La funcién f no es continua en (0, 0). La funcién g no es continua en la
Figura 4.25 pardbola y = 1.

Figura 4.26 n
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Funciones de varias variables

Continuidad de una funcion de tres variables

Las definiciones anteriores de limites y continuidad pueden extenderse a funciones de
tres variables, considerando los puntos (x, y, z) dentro de la esfera abierta

(x — xo)2 + - yO)2 + (z — 20)2 < &% Esfera abierta

El radio de esta esfera es 9, y la esfera estd centrada en (x,, y,, z,), COmo se muestra en
la figura 4.27.

X

Esfera abierta en el espacio.
Figura 4.27

Un punto (x,, ¥, Z,) €n una region R en el espacio es un punto interior de R si existe una
esfera 6 centrada en (x,, y,, z,) que estd contenida completamente en R. Si todo punto de
R es un punto interior, entonces se dice que R es una region abierta.

Definicion de continuidad de una funcion de tres variables

Una funcién de tres variables es continua en un punto (x,, y, z,) de una regién
abierta R si f(x,, ¥, z,) estd definido y es igual al limite de f{x, y, z) cuando (x, y, z) se
aproxima a (X, y,, z,)- Es decir,

f('x9 y, Z) = f(-x()v y07 Z0)~

1
(x, y, 2)=(x0, Y0, 20)

La funcidn fes continua en una region abierta R si es continua en todo punto de R.

| Verificar la continuidad de una funcién
de tres variables

Analice la continuidad de

N S
x2+y2 =z

flx,y,z) =

Solucion La funcién fes continua, excepto en los puntos en los que el denominador
es igual a 0, que estdn dados por la ecuacién

x>+ y>—z=0.

Por lo que f'es continua en cualquier punto del espacio, excepto en los puntos del pa-
raboloide

7 =x>+y. m
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

Ejercicios

Comprobar un limite a partir de su definicion En los

ejercicios 1-4, utilice la definicion de limite de una funcién de

dos variables para verificar el limite

1. Iim x= . lim x=
(x,y)—=>(1,0) (r.y)=>@, -1

y=-3 y=b

. Iim 4. Iim
(x, y)—(1,=3) (x,y)—(a, b)

Usar las propiedades de limites En los ejercicios 5-8, en-
cuentre el limite indicado utilizando los limites

wlim fey) =4y lim o g(xy) =
5. JimCLfGxy) = gley)]

6 y}f—rf(la b [%]

7. Jim L y)s y)]

Limites y continuidad En los ejercicios 9-22, calcule el limite
y analice la continuidad de la funcién.

9. i 2x% + 10. lim (x+4y+1
(x,)—=(2,1) ( y) (x,y)—(0,0) ( Y )
+
1. 1m _ew 12. lim S
(x,y)—(1,2) (x.y)—(2,4) x* + 1
+
13, lim * 4. lim 2
(r,5)-(0.2) y (ny—>(=1.2)x —y
. Xy , X
15. lim 16. lim —F——
(y)—=(1,1) x2 + y? =00 Jx +y
17. lim  ycosuxy 18. im  sen>
(v, y)—>(7/4.2) (x,y)—> (2, 4) y
19 desenxy 2.  lim  drccoste/y)
(ry)—>0.1) 1 — xy (cy)>0.1) 1 + xy
21. lim Vxt+y+zo 22, lim xe’:
(x,y,2)—>(1,3,4) (x,y,2)—=(—2,1,0)

Obtener un limite En los ejercicios 23-34, encuentre el limite PP
(si existe). Si el limite no existe, explique por qué.

— 2.

23, im 2! 24, lim .

G.y)—1) 1 + xy (x, y)—>(1 -1+ xy?

. 1 . 1

25. lim 26. lim ——

(,»)=(0,00 x +y (x,5)—(0,0) X<y

x—-y p x—y—1

27. 28. lim @—F——

(. y>—><o 0 Vx— JVy -2 Jx—y—1

x+y
29. i i —-—
? (x9) 500,0) X2 + y 30 (.3)5(0.0) x2 — y?
2
X

31. 1i R T e—

) 0.0) (2 + (2 + 1)
32. lim In(x? + 2

(x,7)—(0,0) ( )

+ yz +

33, lim 2T XX

(x.y.9—(0.0.0) x> + y*> + 72

+ 2 + 2
E YR T et L .o
(x,y,2)—>(0,0,0) x~ + y= + 7

Continuidad En los ejercicios 37 y 38, analice la continuidad
de la funcién y evalde el limite (si existe) cuando (x, y) — (0, 0).

35. flx,y) =
_ ., cos(x? +y?)
36. f(x,y) =1 Tt
Z
s

Limite y continuidad En los ejercicios 37-40, utilice una he-
rramienta de graficacion para elaborar una tabla que muestre
los valores de los puntos que se especifican. Utilice el resulta-
do para formular una conjetura sobre el limite de f(x, y) cuando
(x, y) — (0, 0). Determine analiticamente si el limite existe y
analice la continuidad de la funcion.

Xy

37. flx,y) = e

Trayectoria: y = 0

Puntos: (1,0), (0.5,0),
(0.1,0), (0.01,0),
(0.001,0)

Trayectoria: y = x

Puntos: (1, 1), (0.5,0.5),
(0.1,0.1),(0.01,0.01),
(0.001,0.001)
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38. flry) =~
AR XAyt

Trayectoria: x = y?

Puntos: (1, 1), (0.25,0.5),
(0.01,0.1),
(0.0001,0.01),
(0.000001, 0.001)

2

Trayectoria: x = —y
Puntos: (—1,1),(—0.25,0.5),
(=0.01,0.1),
(=0.0001,0.01),
(—0.000001,0.001)
y Z
x2 +y?

39. fx,y) =

Trayectoria: y = 0

Puntos: (1,0),(0.5,0), 5
(0.1,0),(0.01,0), ~
(0.001,0) b :

Trayectoria: y = x % 3

Puntos: (1, 1), (0.5,0.5),
0.1,0.1),

(0.01,0.01),
(0.001,0.001)

2x — y?
2% +y o

40‘ f(xJ’) =

Trayectoria: y = 0 L

Puntos: (1,0),(0.25,0),
(0.01,0),
(0.001,0)
(0.000001, 0)

Trayectoria: y = x
Puntos: (1, 1), (0.25,0.25),
(0.01,0.01),

(0.001,0.001),
(0.0001,0.0001)

Comparar la continuidad En los ejercicios 41 y 42, analice
la continuidad de las funciones f'y g. Explique cualquier dife-
rencia.

x4 — y4
41, fr,y) = {2+ (x,y) # (0,0)
0 (x,y) = (0,0)
.x4 —y4
g@w_F“Wf (x,y) # (0,0)
L (x.y) = (0,0)
X2+ 2% + 32 o
42. f(x,y) =| 24y (x,y) # (0,0)
o (x.y) = (0.0)
X+ 2y 4y oo
g(x,y)=| 2+ (x,y) # (0,0)
. (x.y) = (0.0)

Determinar un limite usando coordenadas polares En
los ejercicios 43-48, utilice coordenadas polares para hallar el
limite. [Sugerencia: Seax = r cos 0 yy = r sen 6, y observe que
(x,y) = (0, 0) implica r — 0.]

2 3 3
. Xy . Xty
43. lim ———— 44. lim 3 3
(x,y)—>0,0) x~ + y (x,y)—0,0) x~ + y
x2y? X2 — )2
45. lim 46. lim —F——
(x.3)—(0.0) X2 + y? 3)=0.0) /x2 + y?
47. i 2 492 48. i Va2 +y?
(x,y)l—I}(lO,O) cos(x Y ) (x,y)l—I}(lO,O) senva Y

Determinar un limite usando coordenadas polares En
los ejercicios 49-52, use coordenadas polares y la regla de
L’Hopital para encontrar el limite.

B sen</x> + y?
49. lim ——
(0. )=0,00 /x> + y?

1 — cos(x? + y?)

2 + 2
50. lm  SenE YY)
(x,y)—=0,00 x~+y

51. lim > >
(x,y)—(0,0) x> +y

52.  lim  (¥* + y?)In(x? + y?
(x,y)—(0,0) ( Y ) ( Y )

Continuidad En los ejercicios 53-58, analice la continuidad
de la funcion.
1
53. fx,y,2) = —F/————
flx,y.2) o

. Z
54. f(x,y,2) = e —] e
_ senz _
55. flx,y,2) = e 56. f(x,y,z) = xysenz
sen xy
—, #0
57. flx,y) =y Xy v
1, xy=0
2 _ 2
sengx_ 2y ), 2%y
58. flx,y) =1 X~V
1, x>=y?

Continuidad de una funcion compuesta En los ejercicios
59-62, analice la continuidad de la funcién compuesta fo g.

59. /() = 1 60. (1) = %

glx,y) = 2x — 3y glx,y) = x* +y?

61. f(1) = % 62. fl1) = ——

1 —1

glx,y) = 2x — 3y glx,y) = x> + y?

Determinar un limite En los ejercicios 63-68, halle cada
limite.

. f(x + Ax’y) —f(x,y)
(@) AlchILIO Ax

(b) Alim S,y + Ay) = fx,y)
y—0 Ay
63. f(x,y) = x> — 4y 64. f(x,y) = x* +y?

1
66. f(x,y) = Tty

68. fx,y) = Vy(y+ 1)

X
65. ==
Flx,y) v

67. f(x,y) = 3x + xy — 2y



¢Verdadero o falso? En los ejercicios 69-72, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que demuestre que es falso.

lim  fley) =
(x,y)—(0

lim 0,y) =

(x, y)H(O,O)f( y)

71. Sifes continua para todo x y para todo y distintos de cero, y
lim x,y) = 0.

(x.y)—(0,0) f( y)

72. Si gy h son funciones continuas de x y y, y f(x, y) = g(x) +
h(y), entonces f'es continua.

69. Si 0, entonces l_frréf(x, 0) = 0.

70. Si 0, entonces

1 ,y) =0.
(x,,v)gr(lo.o)f(x y)

£(0, 0) = 0, entonces

73. Limite Considere lim

2
Y (vea la figura).
(x.y)—(0.0) Xy

(a) Determine el limite (si es posible) a lo largo de toda recta
de la forma y = ax.

(b) Determine el limite (si es posible) a lo largo de la parabola
y = x%

(c) (Existe el limite? Explique su respuesta.

74. Limite Considere lim

X7y
L (vea la figura).

(a) Determine el limite (si es posible) a lo largo de toda recta
de la forma y = ax.

(b) Determine el limite (si es posible) a lo largo de la pardbola

y = x2.
(c) (Existe el limite? Explique su respuesta.

Determinar un limite usando coordenadas esféricas En

los ejercicios 75 y 76, utilice las coordenadas esféricas para en-
contrar el limite. [Sugerencia: Tome x = p sen ¢ cos 6,y =

psen ¢ sen O yz = p cos 6,y observe que (x,y,z) — (0,0, 0) es

equivalente a p — 0".]

Xyz

75, lim o
(%,y,2)—(0,0,0) x> + y? + 72

4.2 Limites y continuidad 181

1
76.  lim tan*l[ﬁ]
(x,y,2)—(0,0,0) x-+y +z

77. Obtener un limite Halle el limite siguiente.

im tan*l L
()0, 1) 4 (y—1)2
78. Continuidad Dada la funcién
X2 — y2
(x2 + y2>
defina (0, 0) de manera que f sea continua en el origen.
79. Demostracion Demuestre que

[fl,y) + g, )] =L, + L,

(x, })H( b)

flx,y) = xy

donde f(x, y) tiende a L, y g(x, y) se aproxima a L, cuando
(x, y) = (0, 0).

80. Demostracion Demuestre que si fes continuay fla, b)
< 0, entonces existe una vecindad &6 de (a, b) tal que
flx, y) < 0 para todo punto (x, y) en la vecindad.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

81. Limite Defina el limite de una funcién de dos va-
riables. Describa un método que demuestre que

fx,y)

(x, )= (xg- ¥p)
no existe.

82. Continuidad Establezca la definicion de continui-
dad de una funcion de dos variables.

83. Limites y evaluacion de funciones

(@) Si A2, 3) =

4, (puede concluir algo acerca de

lim  f(x,y)? Dé razones que justifiquen su res-
(x, ))—>(2 3)
puesta.
(b) Si  lim _ f(x,y) = 4, ;puede concluir algo acerca de
(x,3)=(2,3)

f(2, 3)? Dé razones que justifiquen su respuesta.

;COMO LO VE? En la figura se muestra la grafi-
cade fix, y) = In x> + y>? A partir de la grafica,
(puede inferir que existe el limite en cada punto?

Oup

—54-

(b) 0,3)
@ (2,0

@ (=1,-1)
(©) (0,0)
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4.3 Derivadas parciales

JEAN LE ROND D’ALEMBERT
(1717-1783)

La introduccion de las derivadas
parciales ocurrié afios después

del trabajo sobre el calculo de
Newton y Leibniz. Entre 1730 y
1760, Leonhard Euler y Jean Le
Rond d’Alembert publicaron por
separado varios articulos sobre
dindmica, en los cuales establecieron
gran parte de la teoria de las
derivadas parciales. Estos articulos
utilizaban funciones de dos o mas
variables para estudiar problemas de
equilibrio, movimiento de fluidos y
cuerdas vibrantes.

Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas acerca de esta
biografia.

% Hallar y utilizar las derivadas parciales de una funcién de dos variables.

¥ Hallar y utilizar las derivadas parciales de una funcién de tres o mas variables.

¥ Hallar derivadas parciales de orden superior de una funcién de dos o tres
variables.

Derivadas parciales de una funciéon de dos variables

En aplicaciones de funciones de varias variables suele surgir la pregunta: ;“Cémo afec-
tarfa al valor de una funcién un cambio en una de sus variables independientes”? Usted
puede contestar esta pregunta considerando cada una de las variables independientes por
separado. Por ejemplo, para determinar el efecto de un catalizador en un experimento,
un quimico podria repetir el experimento varias veces usando cantidades distintas de ca-
talizador, mientras mantiene constantes las otras variables, como temperatura y presion.
Para determinar la velocidad o la razén de cambio de una funcién f respecto a una de
sus variables independientes puede utilizar un procedimiento similar. A este proceso se
le llama derivacién parcial, y el resultado se llama derivada parcial de f respecto a la
variable independiente elegida.

Definicion de las derivadas parciales de una funcion de dos variables

Si z = flx, y), las primeras derivadas parciales de f con respecto a x y y son las
funciones f, y f, definidas por

flx,y) = lim flx + Ax,y) = f(x,y)

Ax—0 Ax

Derivada parcial con respecto a x

, Ly + Ay) — ,
£xy) = Alylgoﬂxy Ayy> x,y)

Derivada parcial con respecto a y

siempre y cuando el limite exista.

Esta definicion indica que si z = f(x, y), entonces para hallar f,, considere y cons-
tante y derive respecto a x. De manera similar, para calcular f,, considere x constante y
derive respecto a y.

m Hallar las derivadas parciales

a. Para hallar f, para f(x, y) = 3x — x?y* + 2x%, considere y constante y derive respec-
toax.

flx,y) =3 — 2xy? + 6x%y
Para hallar f|, considere y constante y derive respecto a y.
fley) = =202y + 223

Derivada parcial con respecto a x

Derivada parcial con respecto a y

b. Para hallar f, para f{x, y) = (In x)(sen x%y), considere y constante y derive respecto a x.

£15.3) = (In)(cos ) 2xy) + S

Derivada parcial respecto a x

Para hallar f,, considere x constante y derive respecto a y.
£, y) = (In x)(cos x%y)(x?)

Derivada parcial respecto a y

Gianni Dagli Orti/The Art Archive/Alamy



oo La nota-
cién dz/dx se lee como “la deri-
vada parcial de z respecto a x” y
dz/dy se lee como “la derivada
parcial de z respecto a y”.

(x(y Yo» ZO)

) \
Plano: y =y,
af . S
Pl pendiente en la direccion x.
Figura 4.28

(xo,yO’ Zo)
L

y

Plano: x = x,

9 . L
a{ = pendiente en la direccion y.

Figura 4.29

4.3 Derivadas parciales 183

Notacion para las primeras derivadas parciales

Para z = f(x, y), las derivadas parciales f, y f, se denotan por

dJ )

&f(X, )’) = fx(X, y) =%, = i Derivada parcial respecto a x
y

9 9z . :

afyf(x,y) = fy(x, y) =23, = 5 Derivada parcial respecto a y

Las primeras derivadas parciales evaluadas en el punto (a, b) se denotan por

dz
—  =1ab)
ax (a,b)

y
0z
-~ =flab).
ay (a, b) ’

] Hallar y evaluar las derivadas parciales

Dada f(x,y) = xe*™, halle f, y f,, y evalde cada una en el punto (1, In 2).
Solucion Como
fx(x, y) = xexzy(ny) + e Derivada parcial respecto a x

la derivada parcial de frespecto ax en (1, 1n 2) es

f(1,In2) = ¢™2(2In 2) + e 2
=4In2+ 2.
Como
£,(x,y) = xe(x?)
= x3e Derivada parcial respecto a y

la derivada parcial de frespecto a y en (1, In 2) es

£(1,In2)

In2

e
=2, L]

Las derivadas parciales de una funcién de dos variables z = f(x, y), tienen una inter-
pretacion geométrica ttil. Siy = y, entonces z = f(x, y) representa la curva interseccion
de la superficie z = f(x, y) con el plano y = y,, como se muestra en la figura 4.28. Por
consiguiente,

o+ Ax, y) — flxs o)
‘f;c(xo,yo) — Al;go 0 A(; 0 0.

representa la pendiente de esta curva en el punto (x,, y,, f(X,, ¥o)). Observe que tanto la
curva como la recta tangente se encuentran en el plano y = y,. Andlogamente,

e f(xo’yo + Ay) _f(xo»yo)
fy(xo’yo) B Al;go Ay

representa la pendiente de la curva dada por la intersecciéon de z = f(x, y) y el plano
X = X, en (xy, ¥, [ (X0, ¥)), como se muestra en la figura 4.29.

Informalmente, los valores df/dx y df/dy en (x,, y,, Z,) denotan las pendientes de
la superficie en las direcciones de x y y, respectivamente.
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I Hallar las pendientes de una superficie
en las direcciones de xy de y

« » « <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Halle las pendientes en las direcciones de x y de y de la superficie dada por

x? , 25
= —_—— — + —
flx,y) R

en el punto (%, 1,2).

Soluciéon Las derivadas parciales de frespecto a x y a y son

]ﬁ((x, y) = —x Yy fy(x, y) = —2y. Derivadas parciales
Por tanto, en la direccion de x, la pendiente es
1 1
fx<§, 1) = 5 Figura 4.30
y en la direccidn y, la pendiente es
1
fy<§, 1) = —2. Figura 4.31
Zz Z
Superficie:
-2
it [fan=-2-y2e 2 4

/ﬂ Pl - g y
v 3 Pendiente en la direccion x: N 3/_'"/ Pendiente en la direccién y:
(1
A | ,(7, 1) =2
W3 1)=3 Mo
Figura 4.30 Figura 4.31

I Hallar las pendientes de una superficie
en las direcciones de xy de y

Halle las pendientes de la superficie dada por
faey)=1-Ga-12=(-2)?

en el punto (1, 2, 1), en las direcciones de x y de y.

Superficie:
fy)=1-@-1*-(y-2)7

Solucidon Las derivadas parciales de frespecto a x y y son
fx(x, y) = —2(x - 1) y fy(x, y) = - 2(y - 2). Derivadas parciales
Por tanto, en el punto (1, 2, 1), las pendientes en la direccion x es
f(1,2)==2(1-1)=0
y la pendiente en la direccién y es
fy(l,z) =-22-2)=0

Figura 4.32 como se muestra en la figura 4.32. n



A =absen 6 asenf

El drea del paralelogramo es ab sen 6.
Figura 4.33
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Sin importar cudntas variables haya, las derivadas parciales se pueden interpretar
como razones de cambio.

Usar derivadas parciales como razones de cambio

El drea de un paralelogramo con lados adyacentes a y b entre los que se forma un dngulo 0
estd dada por A = ab sen 6, como se muestra en la figura 4.33.

oy

a. Halle la raz6n de cambio de A respectode asia = 10, b =20y 60 =

b. Calcule la razén de cambio de A respectode fsia = 10,b =20y 6 =

L

Solucion

a. Para hallar la razén de cambio del 4rea respecto de a, se mantienen b y 6 constan-
tes, y se deriva respecto de a para obtener

— = bsen6. Encuentre la derivada parcial con respecto a a.

da

Paraa = 10,b = 20y 6 = 77/6, la razén de cambio del drea con respecto de a es

0A
— =20 senz = 10. Sustituya by 6.
da 6

b. Para hallar la razén de cambio del 4rea respecto de 6, se mantienen a y b constantes
y se deriva respecto de 6 para obtener

0A . .

876 = ab cos 0. Encuentre la derivada parcial con respecto a 6.
Paraa = 10,b = 20y 6 = 77/6, la razén de cambio del drea con respecto de 6 es

0A

% = 200 COS% = 100\/§. Sustituya a, b, y 6.

Derivadas parciales de una funcion de tres o mas variables

El concepto de derivada parcial puede extenderse de manera natural a funciones de tres
o mads variables. Por ejemplo, si w = f(x, y, z) existen tres derivadas parciales, cada
una de las cuales se forma manteniendo constantes las otras dos variables. Es decir, para
definir la derivada parcial de w respecto a x, considere y y z constantes y derive respecto
a x. Para hallar las derivadas parciales de w respecto a y y respecto a z se emplea un
proceso similar.

% = fdx.y.2) = lim S + Ax,ysAZ)z —fx,y,2)
% = f.y,2) = lim Sl,y + Ay,AZy) — f(x.y.2)
T g = i S
En general, si w = f(x,, x,, . . ., x,,), hay n derivadas parciales denotadas por
(%Z =ka(x1,x2,. L), k=1,2,...,n.

Para hallar la derivada parcial con respecto a una de las variables, se mantienen constan-
tes las otras variables y se deriva con respecto a la variable dada.
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Hallar las derivadas parciales

a. Para hallar la derivada parcial de f(x, y, z) = xy + yz> + xz respecto a z considere x
y y constantes y obtiene

J
afz[xy + yz2 + xz] = 2yz + x.

b. Para hallar la derivada parcial de f(x, y, z) = z sen(xy* + 2z) respecto a z, considere
xy y constantes. Entonces, usando la regla del producto, obtiene

ai[z sen(xy? + 27)] = (z)i[sen(xy2 + 27)] + sen(xy? + ZZ)i[z]
Z 0z Jz

= (7)[cos(xy? + 22)](2) + sen(xy? + 2z)
= 2z cos(xy? + 2z) + sen(xy? + 2z).

c. Para encontrar la derivada parcial de

x+y+z

fley,z,w) = ”

respecto a w, se consideran x, y y z constantes y obtiene

8|:x+y+z]__x+y+z

ow w w2

Derivadas de orden parcial de orden superior

Como sucede con las derivadas ordinarias, es posible hallar las segundas, terceras, etc.,
derivadas parciales de una funcién de varias variables, siempre que tales derivadas exis-
tan. Las derivadas de orden superior se denotan por el orden al que se hace la derivacién.
Por ejemplo, la funcién z = f(x, y) tiene las siguientes derivadas parciales de segundo
orden.

1. Derivando dos veces con respecto a x:

i(ﬂ‘) _ 9
ox\ax)  ox? S
e Observe 2. Derivando dos veces con respecto a y:

que los dos tipos de notacién

para las derivadas parciales 90 ( 9f ) _ °f =f
mixtas tienen convenciones dy\dy ayr

diferentes para indicar el orden
de derivacion.

9 (af) B 32f Orden de

3. Derivando primero con respecto a x y después con respecto a y:

-] = derecha a 2
dy\dx dydx izquierda (i}(jj:) = ai;; :fxy-
(.fx)y = fx} 8;?161;2; a
derecha 4. Derivando primero con respecto a y, y después con respecto a x:
Puede recordar el orden de am-
bas notaciones observando que i(‘if> — 9% =f.
primero se deriva con respecto ox\dy/  dxay °*

a la variable mas “cercana” a f.

[> El tercer y cuarto casos se llaman derivadas parciales mixtas.



4.3 Derivadas parciales 187

| Hallar derivadas parciales de segundo orden

Encuentre las derivadas parciales de segundo orden de
fle,y) = 3xy? = 2y + 5x%y?
y determine el valor de fxy(—l, 2).
Solucion Empiece por hallar las derivadas parciales de primer orden respecto a x y y.
fle,y) =3y2 + 10xy* y  f(x,y) = 6xy — 2 + 10x7%y
Después, derive cada una de estas respecto a x y respecto a y.
Sfolx,y) = 10y? y  fley) = 6x + 1047
folx,y) =6y +20xy y  f,(x,y) = 6y + 20xy
En (-1, 2), el valor de o €8
fo(—1,2) =12 — 40 = —28. m

Observe que en el ejemplo 7 las dos derivadas parciales mixtas son iguales. En el
teorema 4.3 se dan condiciones suficientes para que esto ocurra.

TEOREMA 4.3 Igualdad de las derivadas parciales mixtas

Si f'es una funcién de x y y tal que f,, y f,, son continuas en un disco abierto R,
entonces, para todo (x, y) en R,

o, ) = £(x, ).

El teorema 4.3 también se aplica a una funcién de tres o mds variables siempre y
cuando las derivadas parciales de segundo orden sean continuas. Por ejemplo, si

w = f(x, y, 2) Funcién de tres variables

y todas sus derivadas parciales de segundo orden son continuas en una region abierta,
entonces en todo punto el orden de derivacién para obtener las derivadas parciales mix-
tas de segundo orden es irrelevante. Si las derivadas parciales de tercer orden también
son continuas, el orden de derivacién para obtener las derivadas parciales mixtas de
tercer orden es irrelevante.

| Hallar derivadas parciales de orden superior

Demuestre que f,, = f., Y fi.. = fux. = f.o Para la funcién dada por

flx,y,2) = ye* + xInz.

Solucion

Derivadas parciales de primer orden:
X
£y, 2) = ye* + Inz, filx,y,2) = p
Derivadas parciales de segundo orden (nétese que las dos primeras son iguales):

1 1 ¥
]SCZ(X,)’,Z) = E’ fzx(x’yvz) = 27 j;z(xvy’Z) = _?

Derivadas parciales de tercer orden (ndtese que las tres son iguales):

1 1 1
S, y,2) = s folx,y,2) = 2 S, y,2) = = _
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4.3
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Ejercicios

con numeracion impar.

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

Examinar una derivada parcial En los ejercicios 1-6, expli-
que si se debe usar o no la regla del cociente para encontrar la
derivada parcial. No derive.

a( x%y ) 6( X%y )
1. — 2. —

8x<y2 -3 ay\y> — 3

d(x—y 9 x—y)
3. 6y<x2 + 1) 4. 6x<x2 +1

o xy o xy )
5. 6x<x2 + 1) 6. 6y<x2 +1

Determinar derivadas parciales En los ejercicios 7-38, halle
las dos derivadas parciales de primer orden.

7. fx,y) = 2x — 5y + 3
9. flx,y) = 2%

8. flx,y) =x*—2y2 + 4
10. f(x,y) = 4x3y~2

11. z = xJy 12, 7 = 22 Ux
13. 7 = x? — 4xy + 3y? 14. z =y> — 20y — 1
15. z = v 16. z =
17. z = x%® 18. z = ye'™
19. z = lni 20. z = Inxy
21z = In(x? + y?) 2. ;= lnit;

2 2
23.z=’2‘—y+3% 24.z=xz’fy2
25, h(x,y) = e &+ 26. g(x,y) = In/x% + y?
27. f(x,y) = Vx> +y? 28. f(x,y) = V2x + 3
29. 7 = cos xy 30. z = sen(x + 2y)
31. z = tan(2x — y) 32. z = sen 5x cos 5y
33. z = &' senxy 34. z = cos(x? + y?)
35. z = senh(2x + 3y) 36. z = cosh xy?

37. f(x,y) = J'y (2 —1)ar

38. f(x,v) =Jy(2t+ 1)dt+jx(2t— 1) dt

x y

Evaluar derivadas parciales En los ejercicios 39-42, utilice
la definicion de derivadas parciales empleando limites para
calcular f,(x, y) y f,(x, y).

39. f(x,y) = 3x + 2y
41. fx,y) = V/x+y

40. f(x,y) = x> — 2xy + y?

1
2. flx,y) = Tty

Evaluar derivadas parciales En los ejercicios 43-50, evalie
J ¥/, en el punto dado.

43. f(x,y) = e*senx, (m,0)

4. f(x,y) = e *cosy, (0,0)

45. f(x,y) = cos(2x — y), (g’ 7§T>

46. f(x,y) = senxy, (2,727-)

47. f(x,y) = arctan %, 2,-2)
48. f(x,y) = arccos xy, (1,1)

49. f(x,y) = —xx_yy, 2.-2)
50. f(x,y) = 7?(?1 57 (1,1)

Determinar pendientes de superficies En los ejercicios 51
y 52, calcule las pendientes de la superficie en las direcciones de
xy de y en el punto dado.

51. glx,y) =4 — x2 — y2
(1,1,2)

52. h(x,y) = x2 — y?
(=2,1,3)

Determinar derivadas parciales En los ejercicios 53-58, en-
cuentre las derivadas parciales de primer orden con respecto
ax,yyz.

53. H(x,y,z) = sen(x + 2y + 3z)
54. f(x,y,z) = 3x%y — 5xyz + 10yz?

55.w= Vx> +y2+ 22

_ Ixz
56. w = Tty
57. F(x,y,z) = InV/x? + y2 + 72
1
58. G(x,y,z) =

/1_x2_y2_12

Evaluar derivadas parciales En los ejercicios 59-64, evalie
foof, ¥ [, en el punto dado.

59. f(x,y,2) = x%yz%, (1,1,1)
60. f(x,y,2) = x%* + 2xyz — 3yz, (=2,1,2)
X
6l. f(x,v,2) = —, (1,—1,—1
flx,y,2) V2 ( )

Xy

—, (3,1,—1
o G

62" f(x,y,Z) =

63. f(x,y,2) = zsen(x + y), <O,g, —4)
64. f(x,y,2) = V3> +y> — 222, (1,-2,1)



Uso de las primeras derivadas parciales En los ejercicios
65-72, para f(x, y), encuentre todos los valores de x y y, tal que
fi(x,y) = 0y f,(x,y) = 0 simultineamente.

65. f(x,y) = x>+ xy +y> — 2x + 2y

66. f(x,y) =x>—xy+y>*—5x+y

67. f(x,y) = x>+ 4xy + y2 —4x + 16y + 3
68. f(x,y) = x> — xy + y?

1 1
69. f(x.) = L+ +

70. f(x,y) = 3x® — 12xy + y3
71. f(x,y) = e Tty
72. f(x,y) = In(x> + y2 + 1)

Determinar segundas derivadas parciales En los ejerci-
cios 73-82, calcule las cuatro derivadas parciales de segundo
orden. Observe que las derivadas parciales mixtas de segun-
do orden son iguales.

73. z = 3xy? 74. 7 = x> + 3y?

75. z = x? — 2xy + 3y? 76. z = x* — 3x2y2 + y*
77. 7= Vx> +y? 78. z =In(x — y)

79. z =e*tany 80. z = 2xe” — 3ye™*
81. z = cosxy 82. z = arctan%

H’ Determinar derivadas parciales usando tecnologia En
los ejercicios 83-86, utilice un sistema algebraico por compu-
tadora, y halle las derivadas parciales de primero y segundo
orden de la funciéon. Determine si existen valores de x y y tales
que f,(x,y) = 0y f,(x,y) = 0 simultidneamente.

84. f(x,y) = /25 — x2 — y?

86. f(x,y) = xx%y

83. f(x,y) = xsecy

X
8s. f(x,y) =In m

Comparar derivadas parciales mixtas En los ejercicios
87-90, demuestre que las derivadas parciales mixtas f,, ., f,., ¥
Jyyx SOD iguales.

87. flx,y,2) = xyz
88. fx,v,2) =x* —3xy +dyz + 7
89. f(x,y,z) = e *senyz

2z

90. f(x,y,z) = m

Ecuacion de Laplace Enlos ejercicios 91-94, demuestre que la
funcién satisface la ecuacién de Laplace d%z/0x2 + 9%z/dy? = 0.

91. z = 5xy 92, 7z = %(ey — e Y)senx

93. z =e“seny 9. 7 = arctan%

Ecuacion de ondas En los ejercicios 95-98, demuestre que
la funcién satisface la ecuacién de onda 92z/0t% = c*(d%z/0x2).

96. z = cos(4x + 4ct)

98. 7z = sen wct sen wx

95. z = sen(x — ct)
97. z = In(x + ¢1)
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Ecuacion del calor En los ejercicios 99 y 100, demuestre que
la funcion satisface la ecuacién del calor 9z/dt = ¢%(9%z/dx2).

X X
99, z =e¢7"cos— 100. z = e "sen—
c c

Usar primeras derivadas Enlos ejercicios 101y 102, determine
si existe 0 no una funcion f(x, y) con las derivadas parciales dadas.
Explique su razonamiento. Si tal funcién existe, dé un ejemplo.

101. f,(x,y) = —3sen(3x — 2y), f,(x,y) = 2 sen(3x — 2y)
102. f(x,y) = 2x + y, f(x,y) = x — 4y

DESARROLLO DE CONCEPTOS

103. Primeras derivadas parciales Sea f una funcién
de dos variables x y y. Describa el procedimiento
para hallar las derivadas parciales de primer orden.

104. Primeras derivadas parciales Dibuje una super-
ficie que represente una funcién f de dos variables
x y y. Utilice la grifica para dar una interpretacion
geométrica de df/dx y df/dy.

105. Dibujar una grafica Dibuje la grifica de una fun-
cién z = f(x, y) cuya derivada f, sea siempre negati-
va y cuya derivada f, sea siempre positiva.

106. Dibujar una grafica Dibuje la grafica de una fun-
cién z = f(x, y) cuyas derivadas f,y f, sean siempre
positivas.

107. Derivadas parciales mixtas Si fes una funcién de
xydey, tal que f,,y f,, son continuas, ;qué relacién
existe entre las derivadas parciales mixtas? Explique.

iCOMO LO VE? Utilice la grafica de la super-
ficie para determinar el signo de cada derivada
parcial. Explique su razonamiento.

Uy

(@) f,(4,1)
© f£(=1,-2)

(®) £,4.1)
A £(-1,-2)

109. Ingreso marginal Una corporacion farmacéutica tiene
dos plantas que producen la misma medicina. Si x,y x,
son los nimeros de unidades producidas en la planta 1
y en la planta 2, respectivamente, entonces el ingreso
total para el producto estd dado por R = 200x, + 200x,
— 4x? — 8xyx, — 4x3. Cuando x, = 4 y x, = 12, encuen-
tre (a) el ingreso marginal para la planta 1, dR/dx,, y
(b) el ingreso marginal para la planta 2, dR/dx,.
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111.

112.

113.

114.

115.
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110. Costos marginales

Una empresa fabrica
dos tipos de estufas de
combustion de made-
ra: el modelo
autoestable y el mode-
lo para insercion en una
chimenea. La funcién
de costo para producir
xestufas autoestables
y yde insercién en una
chimenea es

C = 32/xy + 175x + 205y + 1050.

(a) Calcule los costos marginales (9C/dx) y (9C/dy)cuan-
dox =280yy=20.

(b) Cuando se requiera produccién adicional, ;qué mo-
delo de estufa hard incrementar el costo con una tasa
mds alta? ;Cémo puede determinarse esto a partir del
modelo del costo?

Psicologia Recientemente en el siglo XX se desa-
rrollé una prueba de inteligencia llamada la Prueba
de Stanford-Binet (mds conocida como la prueba 1Q).
En esta prueba, una edad mental individual M es dividida
entre la edad cronoldgica individual C y el cociente es
multiplicado por 100. El resultado es el IQ de la persona

10(M, C) = % x 100

Encuentre las derivadas parciales de /Q respecto a M y res-
pecto a C. Evalde las derivadas parciales en el punto (12, 10)
e interprete el resultado. (Fuente: Adaptado de Bernstein/
ClarkSteward/Roy/Wickens, Psicologia, 4a. ed.)
Productividad marginal Considere la funcién de
producciéon de Cobb-Douglas f(x,y) = 200x%7y%3. Si
x = 1000 y y = 500, encuentre (a) la productividad
marginal del trabajo 9f/dx y (b) la productividad mar-
ginal de capital df/dy.

Piénselo Sea N el nimero de aspirantes a una univer-
sidad, p el costo por alimentacién y alojamiento en la
universidad, y ¢ el costo de la matricula. Suponga que N
es una funcién de p y ¢ tal que IN/dp <0y N/t < 0.
(Qué informacién obtiene al saber que ambas deriva-
das parciales son negativas?

Inversion El valor de una inversion de $1000 al 6%
de interés compuesto anual es

1+ 006(1 — R)]10

V(I,R) = 1000[ T,

donde / es la tasa anual de inflacién y R es la tasa de impuesto
para el inversionista. Calcule V,;(0.03, 0.28) y V(0.03, 0.28).
Determine si la tasa de impuesto o la tasa de inflacién es el
mayor factor “negativo” sobre el crecimiento de la inversion.
Distribucion de temperatura La temperatura en
cualquier punto (x, y) de una placa de acero T = 500 —
0.6x* — 1.5y% donde x y y son medidos en metros. En
el punto (2, 3), halle la razén de cambio de la tempera-
tura respecto a la distancia recorrida en la placa en las
direcciones del eje x y del eje y.

116. Temperatura aparente Una medida de la percepcion
del calor ambiental para una persona promedio es el
Indice de temperatura aparente. Un modelo para este
indice es

A = 0.885t — 22.4h + 1.20th — 0.544

donde A es la temperatura aparente en grados Celsius, 7 es la
temperatura del aire y / es la humedad relativa dada en forma
decimal. (Fuente: The UMAP Journal)

0A
d

(a) Halle ;

0A . _
y ah51t—30 y h = 0.80.

(b) {Qué influye mds sobre A, la temperatura del aire o la
humedad? Explique.

117. Ley de los gases ideales La ley de los gases ideales
establece que PV = nRT, donde P es la presién, V es
el volumen, 7 es el niimero de moles de gas, R es una
constante (la constante de los gases) y T es la tempera-
tura absoluta. Demuestre que

ar o v _
P 9V oT

118. Utilidad marginal La funcién de utilidad U = f(x, y)
es una medida de la utilidad (o satisfaccién) que obtie-
ne una persona por el consumo de dos productos x y y.
La funcién de utilidad para los dos productos es

U= —5x2+ xy — 3y2
(a) Determine la utilidad marginal del producto x.
(b) Determine la utilidad marginal del producto y.

(¢) Six =2yy =3, ;se debe consumir una unidad mds de
producto x o una unidad mas de producto y? Explique su
razonamiento.

HU (d) Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente graficamente la funcién. Interprete las utilidades
marginales de productos x y y con una gréfica.

119. Modelo matematico En la tabla se muestran los
consumos per cdpita (en miles de millones de ddlares)
de diferentes tipos de entretenimiento en Estados Uni-
dos desde 2005 hasta 2010. Los gastos en parques de
atracciones y lugares para acampar, entretenimiento en
vivo (excluyendo deportes), y espectadores de depor-
tes estdn representados por las variables x, y 'y z (Fuen-
te: U.S. Bureau of Economic Analysis)

Afio | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010

X 364 | 390 | 424 | 447 | 430 | 452

y 153 | 166 | 174 | 175 | 170 | 173

b4 164 | 18.1 | 200 | 205 | 20.1 | 214
Un modelo para los datos estd dado por
z = 0461x + 0301y — 494.

9z Jz
(a) Halle o Y 3y
(b) Interprete las derivadas parciales en el contexto del pro-
blema.

Amy Walters/Shutterstock.com



120. Modelado de datos La tabla muestra el gasto en
atencién publica médica (en miles de millones de ddla-
res) en compensacion a trabajadores x, asistencia publi-
cay, y seguro médico del Estado z, del aiio 2005 al 2010.
(Fuente: Centers for Medicare and Medicaid Services)

Afio | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010

X 412 41.6 412 40.1 36.7 372
y 309.5 | 306.8 | 3264 | 3438 | 3744 | 4014
b4 338.8 | 403.1 | 4323 | 4669 | 4998 | 524.6

Un modelo para los datos estd dado por
7z = 11.734x> — 0.028y> — 888.24x + 23.09y + 12,573.9.

9%z 9%z
(a) Halle o2 y oy

(b) Determine la concavidad de las trazas paralelas al plano xz.
Interprete el resultado en el contexto del problema.

(c) Determine la concavidad de las trazas paralelas al plano
yz. Interprete el resultado en el contexto del problema.

;Verdadero o falso? En los ejercicios 121-124, determine si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué
0 dé un ejemplo que demuestre que es falso.

aJ aJ
121. Siz = f(x,y) y (;ZC = 87; entonces z = c(x + y).

122. Si z = f(x)g(y), entonces 9z |

z
Jx 0

y' = f(0)g(y) + f)g(y).

) , 9%z
123. Si z = ¢, entonces
dyox

= (xy + 1)ev.

124. Si una superficie cilindrica z = f(x, y) tiene rectas generatri-
ces paralelas al eje y, entonces dz/dy = 0.

125. Uso de una funcion Considere la funcién definida por

xy(x? — y?)
X2+ yz (X,Y) 7 (0,0)'

0, (x,y) = (0,0)

(a) Halle f,(x, y) y f,(x, y) para (x, y) # (0, 0).
(b) Utilice la definicién de derivadas parciales para hallar

£(0,0) y £,0, 0).

flay) =

f(Ax, 0) —f(O,O)]

[Sugerencia: £.(0,0) = Jim "

(c) Utilice la definicién de derivadas parciales para hallar
/50, 0) y £,,(0, 0).

(d) Utilizando el teorema 4.3 y el resultado del inciso (c),
indique qué puede decirse acerca de f,, 0 f,,.

126. Uso de una funcion Considere la funcion
Fley) = (3 + y)173.

(a) Halle £,(0, 0) y £,(0, 0).
(b) Determine los puntos (si los hay) en los cuales f,(x, y) o
J,(x, y) no existen.

Mike Cullen; Mike Cullen

4.3 Derivadas parciales 191

127. Uso de una funcion Considere la funcion
Jl,y) = (&2 + y2P5.
Demuestre que
4x
Fey) = 1362 + 27 (x,y) # (0,0).
0, (x,y) = (0,0)

%l PARA INFORMACION ADICIONAL Para més informacién so-
bre este problema, consulte el articulo “A Classroom Note on a
Naturally Occurring Piecewise Defined Function”, de Don Cohen,
en Mathematics and Computer Education.

Franjas de Moiré

Lea el articulo “Moiré Fringes and the Conic Sections”, de Mike
Cullen, en The College Mathematics Journal. El articulo describe
como dos familias de curvas de nivel dadas por

f,y)=a 'y glx,y)=b

pueden formar franjas de Moiré. Despu€s de leer el articulo, escriba
un documento que explique como se relaciona la expresion

o g, 08
dx dx dy dy

con las franjas de Moiré formadas por la interseccion de las dos
familias de curvas de nivel. Utilice como ejemplo uno de los mo-
delos siguientes.

® & 06 6 06 0 06 06 0 06 0 0 6 0 O 0 0 0 0 O 0 0 O 0 0o 00
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4.4 Diferenciales

% Entender los conceptos de incrementos y diferenciales.
% Extender el concepto de diferenciabilidad a funciones de dos variables.
W Utilizar una diferencial como aproximacion.

Incrementos y diferenciales

En esta seccion se generalizan los conceptos de incrementos y diferenciales a funciones
de dos o mas variables. Recuerde que una funcién dada y = f(x) se definié la diferencial
de y como

dy = f'(x) dx.

Terminologia similar se usa para una funcién de dos variables, z = f(x, y). Es decir, Ax
y Ay son los incrementos en x y en y, y el incremento en z estd dado por

Az = f(x + Ax,y + Ay) — f(x, y). Incremento en z

Definicion de diferencial total

Siz = f(x,y), y Axy Ay son los incrementos en x y en y, entonces las diferenciales
de las variables independientes x y y son

dx = Ax y dy = Ay

y la diferencial total de la variable dependiente z es

9z Jz
dz =~ dx ay dy = f(x,y) dx + f,(x,y) dy

Esta definicion puede extenderse a una funcién de tres o mds variables. Por ejem-
plo, siw = (x, y, z, u), entonces dx = Ax, dy = Ay, dz = Az, du = Au, y la diferencial
total de w es

aw aw aw aw
aw =" ar+ 2oy + 2+ .
YT e P T T ™

m Hallar la diferencial total

Encuentre la diferencial total de cada funcion.

a. z = 2xseny — 3x%y? b. w=x%+y2 + 2

Solucidén

a. La diferencial total dz de z = 2x sen y — 3x%y” es
J J
dz = G_JZC dx + a—)z) dy Diferencial total dz

= (2seny — 6xy2) dx + (2x cos y — 6x2y) dy.

b. La diferencial total dw de w = x2 + y> + 2 es

J d d
dw = w dx + —wdy + —wdz Diferencial total dw
ax ady 0z

= 2xdx + 2ydy + 2z dz. |



Figura 4.34
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Diferenciabilidad

En una funciéon dada por y = f(x) es diferenciable, puede utilizar la diferencial dy = f'(x)
dx como una aproximacién (para Ax pequefios) al valor Ay = f(x + Ax) — f(x). Cuando
es valida una aproximacién similar para una funcién de dos variables, se dice que la
funcién es diferenciable. Esto se expresa explicitamente en la definicién siguiente.

Definicion de diferenciabilidad

Una funcién f dada por z = f(x, y) es diferenciable en (x,, y,) si Az puede expresarse
en la forma

Az = f(xp, ¥o) Ax + f,(x0, ¥o) Ay + &,Ax + &,Ay
donde €, y &, = 0 cuando
(Ax, Ay) — (0, 0).

La funcioén fes diferenciable en una region R si es diferenciable en todo punto de R.

| Demostrar que una funcién es diferenciable

Demuestre que la funcién dada por

fle,y) = x* + 3y
es diferenciable en todo punto del plano.
Solucidon Haciendo z = f{x, y), el incremento de z en un punto arbitrario (x, y) en el
plano es
Az = f(x + Ax,y + Ay) — f(x,y) Incremento de z
= (x2 + 2xAx + Ax?) + 3(y + Ay) — (x% + 3y)
= 2xAx + Ax? + 3Ay
= 2x(Ax) + 3(Ay) + Ax(Ax) + 0(Ay)
= fx,y) Ax + f,(x,y) Ay + &, Ax + &,Ay
donde ¢, = Axy &, = 0. Como £, > 0y £, — 0 cuando (Ax, Ay)— (0, 0), se sigue que

fes diferenciable en todo punto en el plano. La grafica de f se muestra en la figura
4.34. u

Debe tener en cuenta que el término “diferenciable” se usa de manera diferente para
funciones de dos variables y para funciones de una variable. Una funcién de una variable
es diferenciable en un punto si su derivada existe en el punto. Sin embargo, en el caso de
una funcién de dos variables, la existencia de las derivadas parciales f, y f, no garantiza
que la funcién sea diferenciable (vea el ejemplo 5). El teorema siguiente proporciona
una condicidn suficiente para la diferenciabilidad de una funcién de dos variables.

TEOREMA 4.4 Condiciones suficientes para la diferenciabilidad

Sifes una funcién de x y y, para la que f, y f, son continuas en una region abier-
ta R, entonces f es diferenciable en R.

En el apéndice A se da una demostracion del teorema 4.4.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.
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El cambio exacto en z es Az. Este
cambio puede aproximarse mediante la

diferencial dz.
Figura 4.35

SO+ Ax,y+Ay) f(x,y)

(1,1
(1.01,0.97)

Cuando (x,y) se desplaza de (1, 1) al
punto (1.01,0.97), el valor de f(x,y)
cambia aproximadamente en 0.0137.

Figura 4.36

Aproximacion mediante diferenciales

El teorema 4.4 dice que puede elegir (x + Ax, y + Ay) suficientemente cerca de (x, y)
para hacer que £,Ax y g,Ay sean insignificantes. En otros términos, para Ax y Ay peque-
flos, se puede usar la aproximacién

Az = dz.

Esta aproximacion se ilustra graficamente en la figura 4.35. Hay que recordar que las de-
rivadas parciales dz/dx y dz/dy pueden interpretarse como las pendientes de la superficie
en las direcciones de x y de y. Esto significa que

representa el cambio en altura de un plano tangente a la superficie en el punto
(x, y, fix,y)). Como un plano en el espacio se representa mediante una ecuacion lineal en
las variables x, y y z, la aproximacion de Az mediante dz se llama aproximacion lineal.
Aprenderd mds acerca de esta interpretacion geométrica en la seccién 4.7.

Usar la diferencial como una aproximacion

» +» » > Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Utilice la diferencial dz para aproximar el cambio en z = /4 — x? — y? cuando (x, y)

se desplaza del punto (1, 1) al punto (1.01, 0.97). Compare esta aproximacioén con el

cambio exacto en z.

Soluciéon Haciendo (x,y) = (1, 1) y (x + Ax, y + Ay) = (1.01, 0.97), obtiene
dx=Ax=001 y dy=Ay = —0.03.

Por tanto, el cambio en z puede aproximarse mediante

0z 0z —X -y
Az~d; = Zdy + =gy = Ax + Ay.
CTET R dy Y N * V4 —x?—y? Y
Cuando x = 1 yy = 1, se tiene
1 002

1
ﬁ(om) -5 (—0.03) = 5= J2(0.01) = 00141.

En la figura 4.36 puede ver que el cambio exacto corresponde a la diferencia entre las
alturas de dos puntos sobre la superficie de un hemisferio. Esta diferencia estd dada por
Az = £(1.01,097) — f(1,1)
= V4 = (101)> = (097)> = V4 — 12— 1?
=~ 0.0137. =

Az = —

Una funcién de tres variables w = f(x, y, z) se dice que es diferenciable en (x,
v, 2) si

Aw = f(x + Ax,y + Ay, z + Az) — f(x,y,2)

puede expresarse en la forma
Aw = fAx + f Ay + fAz + & Ax + &,Ay + &;Az

donde €, £, y €5 — 0 cuando (Ax, Ay, Az) — (0, 0, 0). Con esta definicién de diferen-
ciabilidad, el teorema 4.4 puede extenderse de la siguiente manera a funciones de tres
variables: si f'es una funcién de x, y y z, donde f, f,, f, y f. son continuas en una regién
abierta R, entonces fes diferenciable en R.

Esta aplicacién de las diferenciales se ilustra en el ejemplo 4.



Volumen = xyz.
Figura 4.37
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Analizar errores

El error producido al medir cada una de las dimensiones de una caja rectangular es +0.1
milimetros. Las dimensiones de la caja son x = 50 centimetros, y = 20 centimetros y
z = 15 centimetros, como se muestra en la figura 4.37. Utilice dV para estimar el error
propagado y el error relativo en el volumen calculado de la caja.

Solucion El volumen de la caja estd dado por V = xyz, y por tanto

aVv Vv oV
=—dx+——dy+—d
ax * dy Y 0z ¢

= yzdx + xzdy + xy dz.

dv

Utilizando 0.1 milimetros = 0.01 centimetros, obtiene
dx =dy =dz = =001
y el error propagado es aproximadamente
dV = (20)(15)(0.01) + (50)(15)(0.01) + (50)(20)(x0.01)
= 300(x+0.01) + 750(x0.01) + 1000(x0.01)
2050(x0.01)
= £20.5 centimetros cubicos.

Como el volumen medido es
V = (50)(20)(15) = 15,000 centimetros ctibicos,

el error relativo, AV/V, es aproximadamente

AV _dv _ 205
VoV 15000

~ 0.14%. L]

Como ocurre con una funcién de una sola variable, si una funcién de dos o mas
variables es diferenciable en un punto, también es continua en él.

TEOREMA 4.5 Diferenciabilidad implica continuidad

Si una funcién de x y y es diferenciable en (x,, y,), entonces es continua en (x, y,).

Demostracion Sea f diferenciable en (x,, y,), donde z = f(x, y). Entonces
Az = [f;c(xovyo) + & ]Ax + [fy(xo:)’o) + &,] Ay

donde €, y £, — 0 cuando (Ax, Ay) — (0, 0). Sin embargo, por definicién, usted sabe que
Azestd dada por

Az = f(xy + Ax,yo + Ay) = f(xg, o).
Haciendo x = x, + Axy y = y, + Ay obtiene
FO,y) = flxg. yo) = [, y0) + 8] Ax + [f(x0,50) + &5] Ay
= [£lxo.30) + &] = x0) + [£, (0. 30) + &21(y = ¥o)-
Tomando el limite cuando (x, y) — (x,, y,) obtiene
lim )f(x,y) = f(x0, Yo)

(x, )= (x5 ¥o

lo cual significa que fes continua en (x, y,).
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. i
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Recuerde que la existencia de f, y f, no es suficiente para garantizar la diferenciabi-
lidad, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

| Una funcién que no es diferenciable

Para la funcion

flx,y) = x;ixiz’ (x,y) # (0,0)

0, (x,y) = (0,0)

demuestre que f,(0, 0) y £,(0, 0) existen, pero f no es diferenciable en (0, 0).

Solucion Usted puede demostrar que fno es diferenciable en (0, 0) demostrando que
no es continua en este punto. Para ver que f no es continua en (0, 0), observe los valores
de f(x, y) a lo largo de dos trayectorias diferentes que se aproximan a (0, 0), como se
muestra en la figura 4.38. A lo largo de la recta y = x, el limite es

—3x2 3
Ii R
(x,x)gI(IO,O) f,) (x,x)gl(lo,o) 2x2 2

mientras que a lo largo de y = —x tiene

323

Ii = 1i =—.
(x, _x%r_rz(o’o)f (x.) (x, _X§T<o,o> 2x2 2

Asi, el limite de f(x, y) cuando (x, y) — (0, 0) no existe, y puede concluir que f no es
continua en (0, 0). Por tanto, de acuerdo con el teorema 4.5, f no es diferenciable en (0,
0). Por otro lado, de acuerdo con la definicién de las derivadas parciales f, y fy, tiene

f@x,0) = f(0.0) _ | 0=0 _

£(0,0) :AI;I—I}O Ax Ax—0  Ax 0
y
~ oy LO.AY) = (0,00 . 0=0
K00 = Jim T 38y 7Y

Por tanto, las derivadas parciales en (0, 0) existen.

—3xy
foy=4 ¥ +y?
0, (x,y)=(0,0)

(x,y) % (0,0)

+)

A'lo largo de la
rectay = —ux, f(x,y)

se aproxima o tiende x
a3/2.

I
i

1
U

7N

2
7\

4
Uy

Il,,

X A lo largo de la recta
y=ux, f(x,y) se aproxima
o tiende a —3/2.

Figura 4.38 u
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[> Utilice una herramienta de graficacién para representar la
funcién del ejemplo 5. Por ejemplo, la grafica que se muestra a continuacién fue
L]
Generada con Mathematica . generada con Mathematica.
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4.4 Ejercicios
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

Determinar una diferencial total
cuentre la diferencial total.

En los ejercicios 1-10, en-

1z =2x%° 2. 7 = 2%y — 8x%?

3. z= szIyz 4. w = %

5. z7=2xcosy — ycosx 6. 7 =5(e" ) — ¥ )
7. z=¢"seny 8. w=¢e"cosx + 7

9. w = 27% sen x 10. w = x%yz2 + senyz

Usar una diferencial como aproximacion En los ejercicios
11-16, (a) evalde f(2, 1) y f(2.1, 1.05) y calcule Az, y (b) use la
diferencial total dz para aproximar Az.

11. f(x,y) = 12. f(x,y) = x> + )2

13. f(x,y) = 16 — x> — y? 14. f(x,y) = =

2x — 3y

15. f(x,y) = ye* 16. f(x,y) = xcosy
Aproximar una expresion En los ejercicios 17-20, encuen-
tre z = f(x, y) y utilice la diferencial total para aproximar la
cantidad.

1—(3.05?% 1-—3?

5 _ 2., -
17. 201%0.02) = 22-9 18 —500 0

19. /(5.05)2 + (3.1)2 — /5% + 32
20. sen[(1.05)2 + (0.95)2] — sen(12 + 12)

DESARROLLO DE CONCEPTOS

21. Aproximacion Describa el cambio en la exactitud de
dz como aproximacién a Azcuando Ax y Ayaumentan.

22. Aproximacion lineal (Qué se quiere decir con una
aproximacion lineal de z = f(x, y) en el punto P(x, y,)?

23. Usar diferenciales Cuando se usan diferenciales,
(qué significan los términos error de propagacion 'y
error relativo?

LCOMO |.0 VE7 Qué punto tiene un diferencial
mayor, ( ( 1)‘7 Explique. (Suponga que dx y dy
son 1guales en ambos puntos.)

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Area El drea del rectdngulo sombreada en la figura es

= Ih. Los posibles errores en la longitud y la altura son
Al'y Ah, respectivamente. Encuentre dA e identifique las
regiones de la figura cuyas dreas estdn dadas por los tér-
minos de dA. ;Qué regién representa la diferencia entre

AT |

|
-~ 1
Ll

—i
Ar

Figura para 25 Figura para 26

Volumen El volumen del cilindro circular recto de co-
lorrojo es V = 7rr?h. Los posibles errores en el radio y en
la altura son Ar y Ah, respectivamente. Determine dV e
identifique los s6lidos en la figura cuyos volimenes es-
tan dados en términos de dV. ;Qué sdlido representa la
diferencia entre AV'y dV?

Analisis numérico Se construye un cono circular rec-
to de altura &7 = 8 y radio » = 4, y durante la medicién
se cometieron errores Ar en el radio y Ah en la altura.
Complete la tabla para mostrar la relacion entre AV'y dV
para los errores indicados.

dv | AV | AV —dVv
o o o
Ar Ah dS | AS | AS —dS
0.1 0.1
0.1 —0.1
0.001 0.002
—0.0001 | 0.0002

Tabla para 27 y 28

Analisis numérico La altura y radio de un cono circular
recto midieron 4 = 16 metros y » = 6 metros. En la medi-
cion, se cometieron errores Ary Ah. S es el drea de la su-
perficie lateral de un cono. Complete la tabla anterior para
mostrar la relacionentre AS'y dS para los errores indicados.

Volumen El posible error implicado en la medicion de
cada dimensién de una caja rectangular es +0.02 pulg.
Las dimensiones de la caja son 8 pulgadas por 5 pulga-
das por 12 pulgadas. Aproxime el error propagado y el
error relativo en el volumen calculado de la caja.

Volumen El posible error implicado en la medicién de
cada dimensién de un cilindro circular recto es +0.05
pulg. El radio es de 3 centimetros y la altura de 10 centi-
metros. Aproxime el error propagado y el error relativo
en el volumen calculado del cilindro.
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"‘31.Vient0 ®© © 0o o 0o 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
: La férmula para la frialdad producida por el viento C (en :
»  grados Fahrenheit) es .
: C = 3574 + 0.6215T — 35.75v%16 + 0.42757)°16 :
° donde v es la veloci- R
: dad del viento en mi-

. llas por horay T es la

« temperatura en grados

*  Fahrenheit. La veloci-

® dad del viento es 23 +

: 3 millas por hora y la

. temperatura es 8° + 1°

» Utilice dC para estimar - -
° el posible error pro- .
°  pagado y el error relativo maximos al calcular la frialdad °
: producida por el viento. (Fuente: National Oceanic and :
. Atmospheric Administration) o

32.

33.

34.

35.

Resistencia La resistencia total R (en ohms) de dos
resistencias conectadas en paralelo es

11
—=—
R R, R,

Aproxime el cambio en R cuando R incrementa de 10 ohms a
10.5 ohms y R, decrece de 15 ohms a 13 ohms.

Potencia La potencia eléctrica P estd dada por

E2
"R

P

donde E es el voltaje y R es la resistencia. Aproxime el maximo
error porcentual al calcular la potencia si se aplican 120 volts a
una resistencia de 2000 ohms y los posibles errores porcentua-
les al medir E£'y R son 3 y 4%, respectivamente.

Aceleracion La aceleracion centripeta de una par-
ticula que se mueve en un circulo es a = v?/r, donde v
es la velocidad y r es el radio del circulo. Aproxime el
error porcentual maximo al medir la aceleracion debida
aerroresde 3% envy2%enr.

Volumen Un abrevadero tiene 16 pies de largo (vea la
figura). Sus secciones transversales son tridngulos isos-
celes en los que los dos lados iguales miden 18 pulga-
das. El dngulo entre los dos lados iguales es 6.

No dibujado a escala

(a) Exprese el volumen del abrevadero en funcién de 6 y de-
termine el valor de 6 para el que el volumen es maximo.

(b) El error mdximo en las mediciones lineales es de 1/2 pul-
gada y el error maximo en la medida del dangulo es 2°.
Aproxime el cambio a partir del volumen maximo.

36. Deportes Un jugador de béisbol en el jardin central se

37.

38.

encuentra aproximadamente a 330 pies de una cdmara
de television que estd en la base. Un bateador golpea
una pelota que sale hacia una valla situada a una distan-
cia de 420 pies de la cdmara (vea la figura).

(a) La camara gira 9° para seguir la carrera. Aproxime el nd-
mero de pies que el jugador central tiene que correr para
atrapar la pelota.

(b) La posicién del jugador central podria tener un error has-
ta de 6 pies y el error mdximo al medir la rotacién de la
cdmara de 1°. Aproxime el maximo error posible en el
resultado del inciso (a).

Inductancia La inductancia L (en microhenrys) de un
hilo recto no magnético en el vacio es

L= O.OOOZI(InZTh - 0.75)

donde 4 es la longitud del alambre y r es el radio de una
seccién transversal circular. Aproxime L cuando r =2 *

1'7) milimetros y 4 = 100 + 1(1)70 milimetros.

Péndulo El periodo T de un péndulo de longitud L es

_277\/2
=%

donde g es la aceleracion de la gravedad. Un péndulo se mue-
ve desde la zona del canal, donde g = 32.09 pies por segun-
do cuadrado, a Groenlandia, donde g = 32.23 pies por segundo
cuadrado. Debido al cambio en la temperatura, la longitud del
péndulo cambia de 2.5 pies a 2.48 pies. Aproxime el cambio en
el periodo del péndulo.

Diferenciabilidad En los ejercicios 39-42, demuestre que la
funcién es diferenciable, hallando los valores de £, y €, que
se dan en la definicion de diferenciabilidad, y verifique que tan-
to £, como &, tienden a 0 cuando (Ax, Ay) — (0, 0).

39, flx,y) =x>—2x+y
41. f(x,y) = x%y

40. f(x,y) = x2 + y?
42. f(x,y) = 5x — 10y + y?

Diferenciabilidad En los ejercicios 43 y 44, utilice la funcién
para demostrar que (a) tanto f.(0, 0) como f,(0, 0) existen, y
(b) f no es diferenciable en (0, 0).

3x2y

43. f(x,y) = {x* + yz’ (x,y) # (0,0)
0, (x,y) = (0,0)

5x%y
4. fley) = {0 +y @) #0.0)
0, (x,y) = (0,0)

Roca/Shutterstock.com
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4.5 Regla de la cadena para funciones de varias variables

W Utilizar la regla de la cadena para funciones de varias variables.
% Hallar las derivadas parciales implicitamente.

Regla de la cadena para funciones de varias variables

Su trabajo con diferenciales de la seccién anterior proporciona las bases para la ex-
tension de la regla de la cadena a funciones de dos variables. Hay dos casos: el primer
caso cuando w es una funcién de x y y, donde x y y son funciones de una sola variable
independiente #, como se muestra en el teorema 4.6.

TEOREMA 4.6 Regla de la cadena: una variable independiente

Seaw = flx, y) donde f'es una funcion derivable de x y y. Six = g(f) y y = h(f), donde
Regla de la cadena: una variable gy h son funciones derivables de 7, entonces w es una funcién diferenciable de ¢ y
dependiente w, es funcién de x y y,
las que a su vez son funciones de 7.
Este diagrama representa la derivada
de w con respecto a 7.

Figura 4.39

dw _dwdx  dwdy
dt  9x dr 9y dt’

La regla de la cadena se muestra esquematicamente en la figura 4.39.
Una demostracion de este teorema se da en el apéndice A.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

W Regla de la cadena con una variable

independiente

Seaw = x*y —y?, donde x = senty y = ¢'. Halle dw/dt cuando t = 0.

Solucidon De acuerdo con la regla de la cadena para una variable independiente, usted
tiene

dw _iwds owdy
dt ox dt  dy dt
= 2xy(cos 1) + (x2 — 2y)e’
= 2(sent)(e’)(cos 1) + (sen?t — 2e')e’
= 2e'sentcost + e sen’t — 2e*.

Cuando ¢ = 0 se deduce que

dw
— = =2,
dt -

La regla de la cadena presentada en esta seccién proporciona técnicas alternativas
para resolver muchos problemas del célculo de una sola variable. Asi, en el ejemplo 1
podria haber usado técnicas para una sola variable para encontrar dw/dt expresando
primero w como funcién de ¢,

w=xy =y
(sent)2(e?) — (e)?

= e'sent — e*

y derivando después como de costumbre.

dw
i 2e'sentcost + e'sen?t — 2e

2t
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La regla de la cadena en el teorema 4.6 puede extenderse a cualquier nimero de varia-
bles. Por ejemplo, si cada x; es una funcién derivable de una sola variable 7, entonces para
w=flx, xp. . .,x,)
tiene
aw _ dwdx, 9w dx 4 9w dx,
dt dx, dt  9Ix, dt ax, dt’
Aplicacion de la regla de la cadena a razones
de cambio relacionadas
Dos objetos recorren trayectorias elipticas dadas por las ecuaciones paramétricas siguientes.
X, = 4cost y V= 2 sen t Primer objeto
X, = 2sen2t y Yy = 3 cos 2t Segundo objeto
y
i (A qué velocidad cambia la distancia entre los dos objetos cuando ¢t = 7?
4+ ==
3 Soluciéon En la figura 4.40 puede ver que la distancia s entre los dos objetos estd
P . dada por
s s =Vl —x)?+ (v —y)?
f } : : X
-4 y 4 y que cuando t = 7, se tiene x;, = —4,y, =0,x, =0,y, =3,y
2T s=JO0+47+ (3 -0)2=5.
4 Cuando ¢t = 7, las derivadas parciales de s son las siguientes
98 _(xi_xl) 2:—1(o+4):—ﬂ
ox, (xz - x1) + (yz - yl) 5 5
) ﬁ: —()’2—}’1) :_1(3_0):_5
4 =t v Vg —x)rE (y, — y)? 5 5
ds - 1 4
—_ _ (X22 xl) 2:7(0_’_4):7
9x, \/(xz - x1) + (Y2 - Y1) 5 5
as — 1 3
e, ()’22 )’1) 2:7(3_0):7
9y, (o =x)>+ (v, = y)* 5 5

Cuando ¢ = m, las derivadas de x,, y,, x, y ¥, son

%= —4sent =0
%z 2cost=—2
%=4cos2t=4
%= —6sen2t = 0.

Por tanto, usando la regla de la cadena apropiada, usted sabe que la distancia cambia a
una razon de

ds _ 9s dx | Os dy,  9s dxp  9s dy
dt  dx, dt  dy, dt  9dx, dt  dy, dt
4 3 4 3
~(5ho+ (=32 + (G0 + (Go
Trayectorias de dos objetos que
recorren Orbitas elipticas. _22

Figura 4.40 5



Regla de la cadena: dos variables
independientes.
Figura 4.41
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En el ejemplo 2, observe que s es funcién de cuatro variables intermedias, x,, y,, x, y
¥,, cada una de las cuales es a su vez funcién de una sola variable ¢. Otro tipo de funcién
compuesta es aquella en la que las variables intermedias son, a su vez, funciones de mas de
una variable. Por ejemplo, si w = f(x, y), donde x = g(s, f) y y = h(s, 1), se deduce que w
es funcion de s y de ¢, y usted puede considerar las derivadas parciales de w respectoa sy t.
Una manera de encontrar estas derivadas parciales es expresar w explicitamente como
funcién de s y ¢ sustituyendo las ecuaciones x = g(s, 1) y y = h(s, 1) en la ecuacién
w = f(x, y). Asi puede encontrar las derivadas parciales de la manera usual, como se mues-
tra en el ejemplo siguiente.

| Hallar derivadas parciales por sustitucion

Encuentre dw/ds y ow/dt paraw = 2xy, donde x = s> + t>yy = s/1.

Solucion Comience por sustituir x = s> + 2y y = s/t en la ecuacién w = 2xy para
obtener

s 53
w = 2xy = 2(s> + t2)<;> = 2(7 + st>.

Después, para encontrar dw/ds mantenga constante ¢ y derive respecto a s.

2
aw _ 2<3L+ ,)
as t

De manera similar, para hallar dw/d¢, mantenga constante s y derive respecto a t para
obtener

El teorema 4.7 proporciona un método alternativo para hallar las derivadas parcia-
les del ejemplo 3, sin expresar w explicitamente como funcién de s y 7.

TEOREMA 4.7 Regla de la cadena: dos variables independientes

Seaw = f(x, y), donde f'es una funcién diferenciable de x y y. Six = g(s, ) y y =
h(s, t) son tales que las derivadas parciales de primer orden dx/ds, dx/0t, dy/ds'y
dy/ ot existen, entonces dw/ds y dw/dt existen y estan dadas por

ow _owox , dwiy

ads ox ds dy ds

dw _owox  awdy
at  ox ot  dy at’

La regla de la cadena en este teorema se muestra esquematicamente en la figura 4.41.

Demostracion Para obtener dw/ds, mantenga constante ¢ y aplique el teorema 4.6
para obtener el resultado deseado. De manera similar, para obtener dw/dt mantenga

constante s y aplique el teorema 4.6. .
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. i
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Unidad 4

Funciones de varias variables

Regla de la cadena con dos variables
independientes

» « <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Utilice la regla de la cadena para encontrar dw/ds 'y dw/dt, dada
w = 2xy
donde x = s> + 2y y = s/t
Solucion Observe que estas mismas derivadas parciales fueron calculadas en el

ejemplo 3. Esta vez, usando el teorema 4.7 puede mantener constante ¢ y derivar con
respecto a s para obtener

aw _ ow ox

Iw Iw Iy
Jas Jx ds

dy ds

2y(2s) + 2x<%>

= 2(%)(2@ + (2 + ﬂ(%)

. s R
Sustituya ; Poryy s2 + 12 por x.

48 252427
t t
_ 6574217

t

De manera similar, manteniendo s constante obtiene

aw _ ow ax

aw ay
Jat dx Ot

dy ot

2y(21) + 2x<;—;>

= 2(%)(%) +2(s2 + ’2)<_T2S>

. s R
Sustituya 7 poryy $2 + 12 por x.

_ 253 + 2512
=45 — T
_ 4st? — 253 — 2st?
= 3
2st* — 253
- S ~
2

La regla de la cadena del teorema 4.7 también puede extenderse a cualquier niimero

de variables. Por ejemplo, si w es una funcién diferenciable de n variables
Xy Xgy o v oy X,

> n

donde cada x; es una funcién diferenciable de m variables #,, t,, . . ., t,,, entonces para
w =f(x1,x2,. . .,xn)

se obtiene lo siguiente.

w _owon | ow i aw ox,
ot 0x; dt;  dx, Of, dx, ot
w _ 0w ox, 9w x 9w 0xy
at,  0x; 9, 9x, It ax,, dt,
aw _ ow o ow o aw ax,
dat,  dx, dt,  Ix, ot dx, ot
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] Regla de la cadena para una funcion
de tres variables

Determine dw/ds y dw/dt, cuando s = 1y t = 27 para
w=xy+yz+xz
donde x = scost,y =ssent,yz =1

Solucidon Por extension del teorema 4.7, tiene
aw _awax  away | aw o

as dx ds dy ds dz ds
= (y + z)(cos?) + (x + z)(sen?) + (y + x)(0)
= (y + z)(cos 1) + (x + z)(seny).

Cuandos = 1yt =27, usted tieneque x = 1,y = 0y z = 2. Asi
ow

s O+ 2m1) + (1 +2m(0) = 2.

Ademas,
dw _owax  owdy , aw iz
ot dx dt  dy ot dz ot

= (y+ 2)(=ssens) + (x + 2)(scos 1) + (y + x)(1)
ysis = 1yr=2m, tiene que
%V — (0 + 2m(0) + (1 + 2m)(1) + (0 + (1)
=2+ 2m

Diferenciacion parcial implicita

Esta seccién concluye con una aplicacion de la regla de la cadena para determinar la
derivada de una funcién definida implicitamente. Suponga que x y y estan relacionadas
por la ecuacién F(x, y) = 0, donde se asume que y = f(x) es funcién derivable de x. Para
hallar dy/dx podria recurrir a las técnicas vistas anteriormente. Sin embargo, verd que
la regla de la cadena proporciona una util alternativa. Si considera la funcién dada por

w = F(x,y) = Flx, f(x)).
Puede aplicar el teorema 4.6 para obtener

dw dx dy
— = =+ =
= R T R )

Como w = F(x, y) = 0 para toda x en el dominio de f usted sabe que
dw
— = O
dx

y tiene

dx d
Fx(x,y)a + Fy(x,y) d% =0.

Ahora, si F(x, y) # 0, puede usar el hecho de que dx/dx = 1 para concluir que
dy _ _FE(x,y)

dx Fy(x,y)

Un procedimiento similar puede usarse para encontrar las derivadas parciales de funcio-
nes de varias variables definidas implicitamente.
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TEOREMA 4.8 Regla de la cadena: derivacion implicita

Si la ecuacién F(x, y) = 0 define a y implicitamente como funcién derivable de x,

entonces
dy Fi(x,y)
= - F .
ar T TRy B0

Si la ecuacién F(x, y, z) = 0 define a z implicitamente como funcién diferenciable
de x y y, entonces
0z Fix,y,2) 9z _  Fx,y,2)

- - = T N F(x, ,Z):/:O.
ax F.(x,y,2) Y oy F(x,y,2)" " ° Y

Este teorema puede extenderse a funciones diferenciables definidas implicitamente
de cualquier nimero de variables.

| Hallar una derivada implicitamente

Encuentre dy/dx dada la ecuacién
y+y2—5y —x2+4=0.
Solucion Comience por definir una funcién
Flx,y) =y +y> = 5y — x> + 4.
Entonces
F(x,y) = —2x y F/(x,y) = 3y*+ 2y — 5.
Usando el teorema 4.8, tiene
dy  F,y = —(=2x) _ 2x

dx F(x,y) 3>+2y—5 32+2y—5

| Hallar derivadas parciales implicitamente

Encuentre dz/dx y dz/dy para
3x%z — x>y* + 2722+ 3yz = 5 = 0.

Solucion Comience haciendo
F(x,y,z) = 3x% — x%y? + 22° + 3yz — 5.
Entonces

F.(x,y,2) = 6xz — 2xy?
Fy(x, v,7) = —2x%y + 3z

F.(x,y,2z) = 3x% + 62% + 3y.

Usando el teorema 4.8, tiene

0z _ Fdx,y,2) _ 2xy*— 6xz
ax F(x,y,z) 3x>+ 62> + 3y

9z _ _Fxyd)  2x% =3z
dy F.(x,y,2) 3x>+ 6z + 3y’




4.5 Regla de la cadena para funciones de varias variables 205

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

4.5 Ejercicios

Usar la regla de la cadena En los ejercicios 1-4, encuentre
dw/dt uatilizando la regla de la cadena apropiada. Evalde dw/dt
para el valor dado de ¢.

Funcién Valor
1.w=2x2+)? t=2
x=2ty=73t
2.w= 2+ ) t=0

X =cost,y=c¢e"
3. w=uxseny t=0
x=eée, y=m—1t

4.w=lnX t=
X

X = cost,y = sent

Usar métodos diferentes En los ejercicios 5-10, encuentre
dw/dt (a) utilizando la regla de la cadena apropiada y (b) convir-
tiendo w en funcion de ¢ antes de derivar

5.w=xy, x=¢, y=e ¥

6. w=coslx—y), x=1¢, y=1
7.w=x>+y>+ 7% x=cost, y=sent, z=c¢
8. w=uxycosz, x=1 y=1} z=arccost

9. w=xy+xz+yz, x=t—1, y=2—-1, z=1

10 w=xy? +x%2+y2, x=12, y=2t, z=2

Movimiento de un proyectil Enlos ejercicios 11y 12 se dan
las ecuaciones paramétricas de las trayectorias de dos proyec-
tiles. ;A qué velocidad cambia la distancia entre los dos objetos
en el valor de ¢ dado?

11. x, = 10 cos 2t, y, = 6sen 2t Primer objeto
X, =Tcost, y, =4sent
t=1/2

12. x, = 4821, y, = 4821 — 162
x, = 4831, y, = 481 — 161

r=1

Segundo objeto

Primer objeto

Segundo objeto

Hallar derivadas parciales En los ejercicios 13-16, deter-
mine dw/ds y dw/ot utilizando la regla de la cadena apropiada.
Evalie cada derivada parcial en los valores dados de s y ¢.

Funcién Valores

13. w =22+ y? s=1, t=0
x=s+t, y=s5—1t

14. w = y3 — 3x% s=—1, t=2
x=e, y=¢e

15. w = sen(2x + 3y) s=0, z=g

x=s+t, y=s—1t

Funcién Valores

16. w = x2 — y? s=3, t=

k!

X =scost, y=ssent

Usar métodos diferentes En los ejercicios 17-20, encuentre
ow/os y owldt (a) utilizando la regla de la cadena apropiada y
(b) convirtiendo w en una funcion de s y # antes de derivar.

17.w=xyz, x=s+1t, y=s—1 z=st
18. w=x>+y2+ 22 x=rsens, y=t1coss, z= s
19. w=ze¥, x=s5s—1t, y=s+t, z=st
20. w=xcosyz, x=5% y=1> z=s—2t

Hallar una derivada implicita En los ejercicios 21-24, en-
cuentre dy/dx por derivacién implicita.

21. > —xy+y> —x+y=0
22. secxy + tanxy + 5=0
23. InV/x*+y?+x+y=4

X

I, S
UG a0

Hallar derivadas parciales implicitas En los ejercicios 25-32,
determine las primeras derivadas parciales de z por derivacion
implicita.

25. x>+ y2+2=1 26. xz +yz+xy=0

27. x2+ 2z + 2= 1 28. x +sen(y +2) =0

29. tan(x +y) + tan(y + z) = 1

30. z = e*sen(y + z)

31. 3+ xy =0

32. xIny + y2z +z2=38

Hallar derivadas parciales implicitas En los ejercicios 33-36,
determine las primeras derivadas parciales de w por derivacion
implicita.

B.xy+tyz—wz+wx=>5

34. x>+ y2+ 22— 5yw + 10w? =2

35. cosxy + sen yz + wz = 20

36.w—Vx—y-—Jy—z=0

Funciones homogéneas Una funcion es homogénea de gra-
do n si f(tx, ty) = f'f(x, y). En los ejercicios 37-40, (a) demuestre
que la funcién es homogénea y determine r, y (b) demuestre que

xf.(x, y) + ¥f,x, y) = nfix, y).
_ xy

37. fx,y) = Nerss

38. f(x,y) = x3 — 3xy> +y°

39. f(x,y) = e/¥

X

40. f(x,y) = ﬁ

2
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41.

42.
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Usar una tabla de valores Seanw = f(x, y),x = g(?) y
y = h(t), donde f, g y h son diferenciables. Use laregla de
la cadena apropiada para encontrar dw/dt cuando t = 2,
dada la siguiente tabla de valores.

h(2) | g2 | h'(2)

-1 6

g(2)
4 3

£4,3) | £(4,3)
=5 7

Usar una tabla de valores Seanw = f(x, y),x = g(s, 1)
y y = h(s, t), donde f, g y h son diferenciables. Use la
regla de la cadena apropiada para encontrar w (1, 2) y
w(1, 2), dada la siguiente tabla de valores.

g(1,2) | h(1,2) | g(1,2) | A(1,2)
4 3 -3 5

&(1,2) | 1(1,2) | £(4,3) | £(4.3)
-2 8 -5 7

DESARROLLO DE CONCEPTOS
43.

44.

45.

Regla de la cadena Sea w = f(x, y) una funcién
donde x y y son funciones de una sola variable ¢. Dé
la regla de la cadena para hallar dw/dr.

Regla de la cadena Sea w = f(x, y) una funcién
donde x y y son funciones de dos variables s y t. Dé
la regla de la cadena para hallar dw/ds y dw/at.

Diferenciacion implicita  Si f(x, y) = 0, dé la regla
para hallar dy/dx implicitamente. Si f(x, y, z) = 0, dé
la regla para hallar dz/dx y dz/dy implicitamente.

T

U

47.

;COMO LO VE? A continuacion se muestra la
gréfica de la funcién w = f(x, y).

(a) Suponga que x y y son funciones de una sola variable 7.
D€ la regla de la cadena para encontrar dw/dr.

(b) Suponga que x y y son funciones de dos variables ry 6.
Dé la regla de la cadena para hallar dw/dry dw/oz.

Volumen y area superficial El radio de un cilindro
circular recto se incrementa a razén de 6 pulgadas por
minuto, y la altura decrece a razén de 4 pulgadas por mi-
nuto. ;Cudl es la razén de cambio del volumen y del
area superficial cuando el radio es 12 pulgadas y la al-
tura 36 pulgadas?

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

5S.

Figura para 49

Ley de los gases ideales  Segtn la ley de los gases idea-
les pV = nRT, donde p es la presion, Ves el volumen, m es
la masa constante, R es una constante, 7"es la temperatura,
y p'y V son funciones del tiempo. Encuentre d7/dr, 1a ra-
z6n de cambio de la temperatura con respecto al tiempo.

Momento de inercia Un cilindro anular tiene un radio
interior de r; y un radio exterior de r, (vea la figura). Su
momento de inercia es 7 = 3m(r2+ r2), donde m es la
masa. Los dos radios se incrementan a razén de 2 cen-
timetros por segundo. Encuentre la velocidad a la que
varia I en el instante en que los radios son 6 y 8 centi-
metros. (Suponga que la masa es constante.)

Figura para 50

Volumen y area superficial Los dos radios del tron-
co de un cono circular recto se incrementan a razén de
4 centimetros por minuto y la altura se incrementa a ra-
z6n de 12 centimetros por minuto (vea la figura). De-
termine a qué velocidad cambian el volumen y el drea
superficial cuando los radios son 15 y 25 centimetros,
respectivamente, y la altura es de 10 centimetros.

Usar la regla de la cadena Demuestre que

aw  Iw

v

Jdu av

paraw = f(x,y),x =u-v,yy=v-—u.
Usar laregla de la cadena Demuestre el resultado del
ejercicio 51 para

w = (x-y)sen(y — x)

Ecuaciones de Cauchy-Riemann Dadas las funciones
u(x,y)y v(x, y), compruebe que las ecuaciones diferen-
ciales de Cauchy-Riemann

o _ oy o _ oy

ox dy y dy dx
Se pueden escribir en forma de coordenadas polares como

w_1 o

1o
a6

ar

o r 90
Ecuaciones de Cauchy-Riemann Demuestre el resul-
tado del ejercicio 53 para las funciones

u=Invx2+y*y v= arctan >

-
Funcion homogénea Demuestre que si f(x, y) es ho-
mogénea de grado n, entonces

xfilx, y) + ¥f, () = nf(x, y).

[Sugerencia: Sea g(t) = f(tx, ty) = *f(x, y). Halle g'(¢) y des-
pués hagar = 1.]
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4.6 Derivadas direccionales y gradientes

% Hallar y usar las derivadas direccionales de una funcién de dos variables.

% Hallar el gradiente de una funcién de dos variables.

W Utilizar el gradiente de una funcion de dos variables en aplicaciones.

% Hallar las derivadas direccionales y el gradiente de funciones de tres variables.

Derivada direccional

Suponga que estd en la colina de la figura 4.42
y quiere determinar la inclinacién de la colina
respecto al eje z. Si la colina esta represen-
tada por z = f(x, y) y sabe como determinar
la pendiente en dos direcciones diferentes: la
pendiente en la direccion de y estd dada por
la derivada parcial f (x, y) y la pendiente en la
direccién de x estd dada por la derivada parcial
fi(x, y). En esta seccién verd que estas dos
derivadas parciales pueden usarse para calcular
la pendiente en cualquier direccion.

Para determinar la pendiente en un punto de
una superficie, definird un nuevo tipo de derivada

I

llamada derivada direccional. Sea z = f(x, y) Figura 4.42
una superficie y P(x,, y,) un punto en el dominio de f, como se muestra en la figura 4.43.

La “direccién” de la derivada direccional estd dada por un vector unitario

u = cos 0i + sen 0j

donde 6 es el dangulo que forma el vector con el eje x positivo. Para hallar la pendiente de-

P \1 X |] seada, reduzca el problema a dos dimensiones cortando la superficie con un plano vertical

arud y  que pasa por el punto Py es paralelo a u, como se muestra en la figura 4.44. Este plano

/ \ vertical corta la superficie formando una curva C. La pendiente de la superficie en (x,,
B L Yo, f(Xo, ¥p)) en la direccion de u se define como la pendiente de la curva C en ese punto.
De manera informal, puede expresar la pendiente de la curva C como un limite ana-

Figura 4.43 logo a los usados en el cdlculo de una variable. El plano vertical utilizado para formar C

corta el plano xy en una recta L, representada por las ecuaciones paramétricas,

X =2Xx,+ tcos @

(x()’ _Y()’f(x()’ _Y()))
(6, y, f(x, ¥))

Curva: C — y =y, t tsen 0

de manera que para todo valor de ¢, el punto Q(x, y) se encuentra en la recta L. Para cada
uno de los puntos P y Q hay un punto correspondiente en la superficie.
| (xo, Yos f (xo, yo)) Punto sobre P

' \l\‘ (x, v, f(X, y)) Punto sobre Q
y

Como la distancia entre Py Q es

* V= x0)* + (y — )? = V(tcos 0)> + (tsen 0)°
Figura 4.44 _ | tl

puede escribir la pendiente de la recta secante, que pasa por (xy, Yo, fixXg, Yo)) ¥ (X, ¥,
f(x,y)) como

Sl y) = fxg, v) _ flxg + tcos 0, y, + tsen 6) — flxg, yo)
t t ’

Por ultimo, haciendo que ¢ se aproxime a 0, usted llega a la definicion siguiente.
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Definicion de la derivada direccional
Sea funa funcién de dos variables x y y, y seau = cos 0 i + sen 6 j un vector unitario.
Entonces la derivada direccional de f en la direccién de u, que se denota D, f, es

flx + tcos 0,y + tsen 0) — f(x,y)
t

D, f(x,y) = lim
t—=0

siempre que este limite exista.

Calcular derivadas direccionales empleando esta definicién es lo mismo que encontrar
la derivada de una funcién de una variable empleando el proceso del limite. Una férmula
“de trabajo” mds simple para hallar derivadas direccionales emplea las derivadas parciales

Lyt

TEOREMA 4.9 Derivada direccional

Si f'es una funcién diferenciable de x y y, entonces la derivada direccional de fen
la direccion del vector unitariou = cos 0 i + sen 6 j es

D, f(x,y) = f(x,y) cos 6 + f,(x,y) sen 6.

Demostracion Dado un punto fijo (x,, y,), sea

x=xy+ttcosd y y=y,+ tsenb.

Ahora, sea g(¢) = f(x, y). Como fes diferenciable, puede aplicar la regla de la cadena del
teorema 4.6 para obtener

g'(0) = flx.y)x (1) + £,(x,y)y (1) = f(x,y) cos 6 + f,(x,y) sen 6.
Sit = 0, entonces x = x, y y = ,, por tanto

8'0) = £(xq. yo) cos 6 + £,(x5, ¥0) sen 6.
De acuerdo con la definicién de g '(f) también es verdad que

2(0) = g(t) g(O)

- lim (x0 + rcos 0,y, + tsen 0) — flxy, ¥,
1—0 t '

Por consiguiente, D, f(xy, yo) = f.(xp, ¥o) cos 6 + f,(xy, ¥o) sen 6.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. i

Hay una cantidad infinita de derivadas direccionales en un punto dado de una su-
perficie, una para cada direccion especificada por u, como se muestra en la figura 4.45.
Dos de estas son las derivadas parciales f, y f,

1. En la direccién del eje x positivo (§ = 0):u =cos0i + sen0j =i

¥ D; f(x,y) = f,(x,y) cos 0 + f,(x, ) sen 0 = f,(x, y)

Vector u

Figura 4.45

2. En la direccion del eje y positivo (0 = g) u = cos gi + sengj =j

Dyfe,3) = £3) cos T+ £, 3) sen T = £(x,)



Superficie:
feey)=4-x7- i)‘z

Figura 4.46

Figura 4.47
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| Hallar una derivada direccional

Encuentre la derivada direccional de
1
fl,y) =4 —x%*— Zyz Superficie

en (1, 2) en la direccion de

u= (COS E>i + <senz>' Direccié
3 3 J- ireccion

Solucion  Como f(x, y) = =2xy f(x, y) = —y/2 son continuas, f es diferenciable, y
puede aplicar el teorema 4.9.

D, f(x,y) = fx,y) cos 6 + f,(x,y) sen § = (—2x) cos 6 + <—%> sen 6

Evaluandoen § = w/3,x = 1 y y = 2 obtiene,

D, f(1,2) = (—2)6) + (—1)(\?)
_ 3
2
= —1.866. Vea figura 4.46.

Observe en la figura 4.46 que la derivada direccional se puede interpretar como la pen-
diente de la superficie en el punto (1, 2, 2) en la direccién del vector unitario u. m

Usted ha especificado la direccion por medio de un vector unitario u. Si la direccion
estd dada por un vector cuya longitud no es 1, debe normalizar el vector antes de aplicar

la féormula del teorema 4.9.

| Hallar una derivada direccional

cee D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Encuentre la derivada direccional de
f(x, y) = x? sen 2y Superficie
en (1, 77/2) en la direccidn de
v = 3i — 4j. Direccién
Soluciéon  Como f,(x, y) = 2x sen 2y, y f,(x, y) = 2x* cos 2y son continuas, fes dife-

renciable y puede aplicar el teorema 4.9. Comience por calcular un vector unitario en la
direccion de v.
3

4
u=”:]IT=gi—§j=COSOi+sen6j

Usando este vector unitario, tiene
D, f(x,y) = (2x sen 2y)(cos 6) + (2x2 cos 2y)(sen 6)

(1.5 = @senif3) + C.oos m( -5)
- 02) + -2(-3)

Vea figura 4.47. u

8
=
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—

(x, ¥, f(x, )

__I_________.

M” Yy

El gradiente de fes un vector en
el plano xy.
Figura 4.48

El gradiente de una funcién de dos variables

El gradiente de una funcion de dos variables es una funcion vectorial de dos variables.
Esta funcidn tiene mdltiples aplicaciones importantes, algunas de las cuales se describen
mas adelante en esta misma seccién.

Definicion de gradiente de una funcién de dos variables

Sea z = f(x, y) una funcién de x y y tal que f, y f, existen. Entonces el gradiente de f,
denotado por Vf(x, y), es el vector

Vix,y) = filx, 9)i + f(x,9)].
(El simbolo Vf se lee como nabla f) Otra notacion para el gradiente es grad f(x, y).

En la figura 4.48 advierta que para cada (x, y), el gradiente Vf (x, y) es un vector en
el plano (no un vector en el espacio).

Observe que el simbolo V no tiene ningin valor. Es un operador, de la misma ma-
nera que d/dx es un operador. Cuando V opera sobre f(x, y), produce el vector Vf(x, y).

| Hallar el gradiente de una funcion

Encuentre el gradiente de
Sl y) = ylnx + xy?
en el punto (1, 2).

Solucion Utilizando

fley) == + yi oy Ay =Inx + 2xy
tiene

Vi, y) = £l i+ f(x )

= <X + y2>i + (Inx + 2xy)j.
X
En el punto (1, 2), el gradiente es

V£(1,2) = ( + 22> +[In1 + 2(1)(2)]j

= 6i + 4j. m

Como el gradiente de f'es un vector, puede expresar la derivada direccional de fen
la direccién de u como

D, flx,y) = [£x. )i + £,(x,y)j] - [cos 0i + sen ]

En otras palabras, la derivada direccional es el producto escalar del gradiente y el vector
de direccién. Este util resultado se resume en el teorema siguiente.

TEOREMA 4.10 Forma alternativa de la derivada direccional

Si fes una funcién diferenciable de x y y, entonces la derivada direccional de f en
la direccion del vector unitario u es

Duf(x’y) = Vf(x,y) - u.




Figura 4.49

I IR )=
«« «COMENTARIO Lapro-
piedad 2 del teorema 4.11 dice
que en el punto (x, y), f crece
mas rapidamente en direccion
del gradiente, Vf(x, y).
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I Hallar una derivada direccional usando Vf(x, y)

Encuentre la derivada direccional de
fle,y) = 3x* — 2y2
en (—%, 0) en la direccién de P(—%, 0) a Q(0,1).

Solucion Como las derivadas de f son continuas, f es diferenciable y puede aplicar el
teorema 4.10. Un vector en la direccién dada es

@=<0+%)i+(1—0)j

3. L
=—i
4 J
y un vector unitario en esta direccién es
P i+ —j \¢ itario en la direccién de PQ
U= —;=—-1 —1. ector unitario en la direccion de
IPof ~s' S

Como
Vi (x,y) = fle )i+ fx,p)j = 6xi — 4yj

y)
el gradiente en (—%, O) es
3 9. . , s
Vf —Z,O = —51 + 0j. Gradiente en (—3,0)

Por consiguiente, en (—%, 0), la derivada direccional es
3 3
pur{-20) = v -20) -

_ (—9i ; o-) : (éi + i-)
') s TS

27 3
— E Derivada direccional en (7 I 0)

Vea la figura 4.49. L

Aplicaciones del gradiente

Usted ha visto ya que hay muchas derivadas direccionales en un punto de una superficie.
En muchas aplicaciones, desea saber en qué direccién moverse de manera que f(x, y)
crezca mds rapidamente. Esta direccion se llama direccién de mayor ascenso, y viene
dada por el gradiente, como se establece en el teorema siguiente.

TEOREMA 4.11 Propiedades del gradiente

Sea f diferenciable en el punto.
1. Si Vf(x, y) = 0 entonces D,, f(x, y) = 0 para todo u.

2. La direccién de mdximo incremento de f esta dada por Vf(x, y). El valor méxi-
mo de D, f(x, y) es

||Vf(x, y)|| Valor mdximo de D, f(x,y)

3. La direccién de minimo incremento de festd dada por —Vf(x, y). El valor mini-
mo de D, f(x, y) es

— ||Vf(x, y)|| Valor minimo de D, f(x, y)
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z

< Py
Miéximo
p— .
mcremento

(x, y, f(x, )

El gradiente de f es un vector en el
plano xy que apunta en direccién del
mdximo incremento sobre la superficie
dada por z = f(x,y).

Figura 4.50

Curvas de nivel:
T(x,y) =20 — 4x2 —y?

y

5

-5

La direcciéon del maximo incremento
de la temperatura en (2, —3) estd dada
por —16i + 6j.

Figura 4.51

Demostracion Si Vf(x,y) = 0, entonces en cualquier direccion (con cualquier u), tiene
D, flx,y) = Vf(x,y) - u
= (0i + 0j) * (cos Bi + sen 6j)
=0.

Si Vf(x, y) # 0, sea ¢ el angulo entre Vf(x, y) y un vector unitario u. Usando el producto
escalar puede aplicar el teorema 1.5 para concluir que

D, flx,y) = Vf(x,y) - u
= |[V£Cx, y)ll [[u cos ¢
= |[Vf(x, )| cos ¢

y se deduce que el valor maximo de D, f(x, y) se presentard cuando
cos ¢ =1.

Por tanto, ¢ = 0, y el valor mdximo de la derivada direccional se tiene cuando u tiene la
misma direccién que Vf(x, y). Este valor maximo de D,, f(x, y) es precisamente

IVfCe, y)ll cos & = [IVF(x, y)ll.
De igual forma, el valor minimo de D,, f(x, y) puede obtenerse haciendo
b=
de manera que u apunte en direccion opuesta a Vf(x, y), como se muestra en la figura 4.50.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. i

Para visualizar una de las propiedades del gradiente, imagine a un esquiador que
desciende por una montafia. Si f(x, y) denota la altitud a la que se encuentra el esquia-
dor, entonces —Vf(x, y) indica la direccién de acuerdo con la brijjula que debe tomar el
esquiador para seguir el camino de descenso mas rapido. (Recuerde que el gradiente
indica una direccién en el plano xy y no apunta hacia arriba ni hacia abajo de la ladera
de 1la montafa.)

Otra ilustracién del gradiente es la temperatura 7(x, y) en cualquier punto (x, y) de una
placa metdlica plana. En este caso, VT(x, y) da la direccién de maximo aumento de tempe-
ratura en el punto (x, y), como se ilustra en el ejemplo siguiente.

I Hallar la direccion de maximo incremento

La temperatura en grados Celsius en la superficie de una placa metélica es
T(x,y) = 20 — 4x* — y?

donde x y y se miden en centimetros. ;En qué direccidn a partir de (2, —3) aumenta mas
rapido la temperatura? ;Cudl es la razén de crecimiento?
Soluciéon El gradiente es
VT(x,y) = T(x,y)i + T,(x,)j
= —8xi — 2yj.
Se deduce que la direccién de maximo incremento estd dada por

VT2, —3) = —16i + 6j

como se muestra en la figura 4.51, y la tasa de incremento es

IVT(2, =3)|| = /256 + 36
/292

17.09° por centimetro.

U



Curvas de nivel:
T(x,y) =20 —4x2 —y?

y
5

2.-3)

-5

Trayectoria seguida por un rastreador
térmico.

Figura 4.52
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La solucién del ejemplo 5 puede entenderse erréneamente. Aunque el gradiente
apunta en la direccién de maximo incremento de la temperatura, no necesariamente apun-
ta hacia el punto mds caliente de la placa. En otras palabras, el gradiente proporciona una
solucién local para encontrar un incremento relativo de la temperatura en el punto (2, —3).
Una vez que se abandona esa posicion, la direccion de mdximo incremento puede cam-
biar.

| Hallar la trayectoria de un rastreador térmico

Un rastreador térmico se encuentra en el punto (2, —3) sobre una placa metalica cuya
temperatura en (x, y) es

T(x,y) = 20 — 4x2 — y2.

Encuentre la trayectoria del rastreador, si este se mueve continuamente en direccion de
maximo incremento de temperatura.

Solucidon Represente la trayectoria por la funcién de posicién
r(r) = x(@i + y(1)j.
Un vector tangente en cada punto (x(#), y(¢)) estd dado por

dy

r(y = fi el

Como el rastreador busca el maximo incremento de temperatura, las direcciones de r ' (7)
y VT(x, y) = —8xi — 2yj son iguales en todo punto de la trayectoria. Asf,
dx dy
-8 =k— =2y =k—
S
donde & depende de 7. Despejando en cada ecuacion para dt/k e igualando los resultados,
obtiene

dx _ dy
-8 =2y

La solucién de esta ecuacion diferencial es x = Cy*. Como el rastreador comienza en
el punto (2, —3) puede determinar que C = 2/81. Por tanto, la trayectoria del rastreador
del calor es

2
_ £ .4
817

La trayectoria se muestra en la figura 4.52.

En la figura 4.52, la trayectoria del rastreador (determinada por el gradiente en cada
punto) parece ser ortogonal a cada una de las curvas de nivel. Esto resulta claro cuando
se considera que la temperatura 7(x, y) es constante en cada una de las curvas de nivel.
Asi, en cualquier punto (x, y) sobre la curva, la razén de cambio de T en la direccién de
un vector unitario tangente u es 0, y usted puede escribir

Vix,y) *u = D, T(x,y) = 0. u es un vector unitario tangente

Puesto que el producto escalar de Vf(x, y) y u es 0, puede concluir que deben ser orto-
gonales. Este resultado se establece en el teorema siguiente.

TEOREMA 4.12 El gradiente es normal a las curvas de nivel

Si es f diferenciable en (x,, y,) y Vf(xy, ) # 0, entonces Vf(x,, y,) es normal (orto-
gonal) a la curva de nivel que pasa por (x,, y,).
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| Hallar un vector normal a una curva de nivel

Dibuje la curva de nivel que corresponde a ¢ = 0 para la funcién dada por
flx,y) =y —senx
y encuentre un vector normal a varios puntos de la curva.

Soluciéon La curva de nivel para ¢ = 0 estd dada por

0=y —senx

y = senx
como se muestra en la figura 4.53(a). Ya que el vector gradiente de fen (x, y) es
Vix, y) = flx, )i + f,(x, y)i
= —cosxi +j

puede utilizar el teorema 4.12 para concluir que Vf{(x, y) es normal a la curva de nivel en
el punto (x, y). Algunos vectores gradiente son

Vi(—m 0) =i+j

37 2
E

T 3\ _ 1.
594

3’ 2
Vf(g, 1) =j
2 3 1
(%) =i
y
V£(m0) =i+j.

Estos vectores se muestran en la figura 4.53(b).
y El gradiente

es normal a la
31 curvade nivel.

14
X
- F4 b3
T 2
72 -+

(a) La superficie estd dada por (b) La curva de nivel estd dada por f(x,y) = 0.
flx,y) =y — sen x.
Figura 4.53




— >y

6

VA2, —1,1) = 4i— 2j — 4k

Superficie de nivel y vector gradiente en

(2,—1,1) para f(x,y,z) = x> + y*> — 4z.
p

Figura 4.54
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Funciones de tres variables

Las definiciones de derivada direccional y gradiente se pueden extender de manera natu-
ral a funciones de tres 0 mds variables. Como sucede a menudo, algo de la interpretacién
geométrica se pierde al generalizar funciones de dos variables a funciones de tres varia-
bles. Por ejemplo, usted no puede interpretar la derivada direccional de una funcién de
tres variables como una pendiente.

Las definiciones y propiedades de la derivada direccional y del gradiente de una

funcién de tres variables se dan en el resumen siguiente.

Derivada direccional y gradiente para funciones de tres variables

Sea funa funcién de x, y y z, con derivadas parciales de primer orden continuas.
La derivada direccional de f en direccion de un vector unitario

estd dada por

El gradiente de f se define como

Las propiedades del gradiente son las siguientes.
1.
2.
3.

. La direccién de minimo crecimiento de festa dada por —Vf{(x, y, z). El valor mini-

u=uai+ bj+ ck
D, f(x,y,2) = af(x,y,2) + bf,(x,y,2) + ¢f.x,y,2).
Vi, y,2) = fx, 9, 2i + f(x,y,2)j + f(x,y, 2)k.

D, f(x,y,2) = Vf(x,y,2) - u
Si Vf(x, y, z) = 0, entonces D, f(x, y, z) = 0 para toda u.

La direccion de mdximo crecimiento de f esta dada por Vf(x, y, z). El valor maxi-
mo de D, fix, y, z) es

||Vf(x, v, Z)” Valor méaximo de D, f(x,y, z)

mo de D, fix, y, z) es
— ||Vf(x, v, Z)” Valor minimo de D, f(x,y, z)

El teorema 4.12 se puede generalizar a funciones de tres variables. Bajo las hipo-

tesis adecuadas,

Vfi (xo’ Yo Zo)

es normal a la superficie de nivel a través de (x,, Y, 2o)-

| Hallar el gradiente de una funcion

Encuentre Vf(x, y, z) para la funcién

S,y 2) = x>+ y? — 4z

y determine la direccién de maximo crecimiento de f'en el punto (2, —1, 1).

Solucidon El vector gradiente estd dado por

Vix,y,2) = flx,y, 2 + £(x,y,2)f + £ix, p, 2k
= 2xi + 2yj — 4k.

Por tanto, la direccién de maximo crecimiento en (2, —1,1) es

Vf(2, -1, 1) =4i — 2j — 4k. Vea la figura 4.54. =
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

Ejercicios

Hallar una derivada direccional En los ejercicios 1-4, utilice
el teorema 4.9 para encontrar la derivada direccional de la fun-
cion en P en la direccion del vector unitario u = cos i + sen 6j.

1 flx,y) =x2+y% P(1,-2), 6= %
_ Yy _ .
2. f(x, ) Xty P(3,0), 6 3

3. f(x,y) = sen2x + y), P(0,0), 6= %T

4 gy =0, PO.2). 0=T

Hallar una derivada direccional En los ejercicios 5-8, uti-
lice el teorema 4.9 para encontrar la derivada direccional de la
funcioén en P en la direccién de v.

5. fx,y) = 3x — 4xy + 9y, P(1,2), v = %i + ‘SiJ
2

6. f(x,y) =x>— 3, P4,3), v= 5 G+j)

7. g(x,y) = Vx* +y2, P(3,4), v=3i—4j
8. hix,y) = e @ P0,0), v=1i+j

&

Hallar una derivada direccional En los ejercicios 9-12, uti-
lice el teorema 4.9 para encontrar la derivada direccional de la
funcion en P en la direccion de Q.

9. f(x,y) = x> + 3y% P(1,1), 04,5)
10. f(x,y) = cos(x + y), P(0, m), Q(g, 0)

11. f(x,y) = e*senx, P(0,0), Q(2,1)

12. f(x,y) = sen2xcosy, P(m,0), Q(%T’ 7T>

Hallar el gradiente de una funcion En los ejercicios 13-18,
determine el gradiente de la funcion en el punto dado.

13. f(x,y) =3x + 5y2 + 1, (2,1)

14. g(x,y) = 2xe?’*, (2,0)

15. z = In(x2 = y), (2,3)

16. z = cos(x*> + y?), (3,—4)

17. w = 3x2 = 5> + 2%, (1,1,-2)

18. w = xtan(y + z), (4,3,—-1)

Hallar una derivada direccional En los ejercicios 19-22, uti-

lice el gradiente para determinar la derivada direccional de la
funcion en P en la direccion de v.

19. f(x,y) = xy. P(0.-2). v =3+ J3j)

20. h(x,y) = e*seny, P<1,7§T), v=—i

21. flx,y,2) = x>+ y2+ 22, P(1,1,1), v= ?(i -itk

con numeracion impar.

22. flx,y,z) =xy +yz +xz, P(1,2,—1), v=2i+j—k

Hallar una derivada direccional usando el gradiente En
los ejercicios 23-26, utilice el gradiente para hallar la derivada
direccional de la funcién en P en la direcciéon Q.

23, glx,y) =x2+y2+1, P(1,2), 0(2,3)

24. f(x,y) = 3x2 —y2+ 4, P(—1,4), 03,6)

25. glx,y,2) = xyet, P(2,4,0), 0(0,0,0)

26. h(x,y,z) = In(x +y +2), P(1,0,0), Q(4,3,1)

Usar las propiedades del gradiente En los ejercicios 27-36,

encuentre el gradiente de la funcion y el valor maximo de la
derivada direccional en el punto dado.

Funcion Punto
27. f(x,y) = x> + 2xy (1,0)
_Xxty
8. fley) = 5 0.1
29. h(x,y) = xtany <2, %)
30. h(x,y) = ycos(x — ) <0, g)
31 glx,y) = ye* (0,5)
32. g(x,y) = InIx% + y? (1,2)
33-f(X,y’Z): Vx2+y2+12 (1a4a2)
1
Mow=—m—r—0a (0,0,0)
35. w = xy?%z? 2,1,1)
36. f(x,y,z) = xe* (2,0, —4)

Usar una funcion Enlos ejercicios 37-42, considere la funcion

f(x9y)=3_§_%-

37. Dibuje la grifica de fen el primer octante y marque el punto (3,
2, 1) sobre la superficie.

38. Encuentre D, f(3, 2), donde u = cos i + sen 6j, usando cada
valor dado de 6.

_m _ 2w _ 4w __
@0=7 ®o="" ©0=73 @0

ENE

39. Determine D, f(3, 2), donde u = ||VT|’ usando cada vector v

@v=i+j (b) v=—3i —4j
(c) vesel vectorde (1,2)a(—2,6).
(d) veselvectorde (3,2)a(4,5).
40. Encuentre Vf{(x, y).
41. Determine el valor maximo de la derivada direccional en (3, 2).

42. Encuentre un vector unitario u ortogonal a Vf(3, 2) y calcule
D, f(3, 2). Analice el significado geométrico del resultado.



Investigacion En los ejercicios 43 y 44, (a) utilice la grafica
para estimar las componentes del vector en la direccion de la
razén maxima de crecimiento en la funcién en el punto dado,
(b) encuentre el gradiente en el punto y comparelo con el esti-
mado del inciso (a), y (c) explique en qué direccion decrece mas
rapido la funcién.

43. f(x,y) = 75(x> = 3xy + y?)
(1,2)

44. flx,y) = syJ/x
(1,2)

77
1
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Generada con Maple Generada con Maple

H’ 45. Investigacion Considere la funcién

fle,y) = x* —y?

en el punto (4, -3, 7).

(a)

(b)

(©

(d)

(e

~

()

Utilice un sistema algebraico por computadora para dibu-
jar la superficie dada por esa funcién.

Determine la derivada direccional D, f(4, —3) como fun-
ci6én de 0, donde u = cos 6i + sen 6j. Utilice un sistema
algebraico por computadora para representar graficamen-
te la funcidn en el intervalo [0, 277).

Aproxime las raices de la funcién del inciso (b) e interpre-
te cada uno en el contexto del problema.

Aproxime los nimeros criticos de la funcién del inciso (b)
e interprete cada uno en el contexto del problema.

Encuentre ||Vf(4, —3)|| y explique su relacién con las res-
puestas del inciso (d).

Utilice un sistema algebraico por computadora para re-
presentar graficamente la curva de nivel de la funcién fen
el nivel ¢ = 7. En esta curva, represente graficamente el
vector en la direccion de Vf(4, —3) y establezca su relacion
con la curva de nivel.

46. Investigacion Considere la funcién

flx,y) =

(a)

(b)

(©)

A

8y
1+ x2+y%

Verifique analiticamente que la curva de nivel de f(x, y)
para el nivel ¢ = 2 es un circulo.

En el punto (\/§, 2) sobre la curva de nivel para la cual
¢ = 2, dibuje el vector que apunta en direccién de la ma-
yor razén de crecimiento de la funcién. (Para imprimir
una copia ampliada vaya a MathGraphs.com.)

En el punto (\/§, 2) sobre la curva de nivel, dibuje el vec-
tor cuya derivada direccional sea 0.

Utilice un sistema algebraico por computadora para repre-
sentar graficamente la superficie y verifique las respuestas
a los incisos (a) al (c).

4.6
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En los ejercicios 47-50, determine

un vector normal a la curva de nivel f(x,y) = c en P.

47. f(x,y) = 6 — 2x — 3y

48. f(x,y) = x? + y2

c=6, P(0,0) c=25 P3,4)
X

49. f(x,y) = xy 50. f(x,y) = m
c=-3 P(—1,3) c=1% P11

Utilizar una funcion En los ejercicios 51-54, (a) encuentre el
gradiente de la funcion en P, (b) encuentre un vector normal uni-
tario para la curva de nivel f(x, y) = c en P, (c) encuentre la recta
tangente a la curva de nivel f(x,y) = c en P,y (d) trace la curva de
nivel, el vector unitario normal y la recta tangente en el plano xy.

51, flx,y) =4x> — y

52. f(x,y) = x —»?

c=6, P(2,10) c=3, P4 -1
53, flx,y) = 3x2 — 2y? 54. f(x,y) = 9% + 4y?
c=1, P(1,1) c =40, P2,-1)

DESARROLLO DE CONCEPTOS

55. Derivada direccional Defina la derivada de la fun-
cién z = f(x, y) en la direccién de u = cos 6i + sen 6j.

56. Derivada direccional Redacte un parrafo que des-
criba la derivada direccional de la funcién fen la di-
reccién de u = cos i + sen 6j cuando (a) § = 0°y
(b) 6 = 90°.

57. Gradiente Defina el gradiente de una funcién de
dos variables. D€ las propiedades del gradiente.

58. Dibujar una grafica y un vector Dibuje la grifica
de una superficie y elija un punto P sobre la super-
ficie. Dibuje un vector en el plano xy que indique la
direccién de mayor ascenso sobre la superficie en P.

59. Gradiente y curvas de nivel Describa la relacidon
del gradiente con las curvas de nivel de una superfi-
cie dada por z = f(x, y).

60. Usar una funcion Considere la funcién

fle,y) =9 — x2 —y2

61.

(a) Trace la gréfica de fen el primer octante y grafique el pun-

to (1, 2, 4) sobre la superficie.

(b) Encuentre D, f(l, 2), donde u = cos 6i + sen 6j, para

0 = —m/4.

(c) Repita el inciso (b) para 6§ = /3.
(d) Encuentre V£, 2) y IVF(1, 2)Il.
(e) Encuentre un vector unitario u ortogonal para Vf(l, 2) y

calcule D, f(l, 2). Discuta el significado geométrico del
resultado.

Topografia La superficie de una montafia se modela
mediante la ecuacion

h(x, y) = 5000 — 0.001x> — 0.004y2.

Un montaiiista se encuentra en el punto (500, 300, 4390). ;En
qué direccion debe moverse para ascender con la mayor rapidez?
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%. ;COMO LO VE? La figura muestra un mapa

k‘ topogréfico utilizado por un grupo de excursio-
nistas. Dibuje las trayectorias de descenso mas
rapidas si los excursionistas parten del punto A y

si parten del punto B. (Para imprimir una copia
ampliada de la gréfica, vaya a MathGraphs.com.)
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63. Distribucion de temperatura La temperatura en el
punto (x, y) de una placa metdlica se modela mediante

. x
x>+ y*

Encuentre la direccion del mayor incremento de calor desde el
punto (3, 4)
64. Temperatura La temperatura de una placa de metal en el
punto (x, y) estd dada por T(x, y) = 400e~**+/2 x > 0,y = 0.
rdp (a) Utilice un sistema algebraico por computadora para grafi-
car la funcién distribucion de temperaturas.

(b) Encuentre las direcciones sobre la placa en el punto (3, 5),
en las que no hay cambio en el calor.

(c) Encuentre la direccién de mayor crecimiento de calor en
el punto (3, 5).

Hallar la direccion de maximo crecimiento En los ejerci-
cios 65 y 66, la temperatura en grados Celsius en la superficie
de una placa de metal esta dada por T(x, y), donde x y y se mi-
den en centimetros. Encuentre la direccion del punto P donde
la temperatura aumenta mas rapido y la razén de crecimiento.

65. T(x,y) = 80 — 3x2 — 2, P(—1,5)
66. T(x,y) = 50 — x2 — 4y2, P(2,—1)

Rastreador térmico En los ejercicios 67 y 68, encuentre la
trayectoria de un rastreador térmico situado en el punto P de
una placa metalica con un campo de temperatura 7(x, y).

67. T(x,y) = 400 — 2x2 — y2, P(10,10)

68. T(x,y) = 100 — x> — 2y2, P(4,3)

iVerdadero o falso? En los ejercicios 69-72, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que demuestre que es falso.

69. Si f(x,y) = /1 — x? — y2, entonces D,f(0, 0) = O para

todo vector unitario u.

Brandelet/Shutterstock.com

70.
71.
72.

73.

75.

Sif(x,y) = x + y.entonces -1 <D, f(x,y) < 1.
Si D, f(x, y) existe, entonces D, f(x, y)= —D_, f(x, y)
Si D, f(xy, )= c para todo vector unitario u, entonces ¢ = 0.

Hallar una funcion Determine una funcién ftal que
Vf=e*cosyi — e*senyj + zk.

74. Fondodelocéano o o ¢ ¢ e ¢ ¢ o o o o 0 o o

Un equipo de oceandgrafos estd elaborando un mapa del
fondo del océano para ayudar a recuperar un barco hundi-
do. Utilizando el sonido, desarrollan el modelo

D = 250 + 30x2 + 50 sen =2,

2 0=x=<20=sy=<2

°
°
°
°
°
°
°
°
PY

donde D es la pro-
fundidad en metros,
y xy y son las distan-
cias en kilémetros.

(a) Utilice un sistema
algebraico por
computadora
para representar
graficamente la
superficie.

(b) Como la grifica del inciso (a) da la profundidad, no es
un mapa del fondo del océano. ;Cémo podria modifi-
carse el modelo para que se pudiera obtener una grafica
del fondo del océano?

(c) (Cuadl es la profundidad a la que se encuentra el barco si
se localiza en las coordenadas x = 1 'y y = 0.5?

(d) Determine la pendiente del fondo del océano en la di-
reccion del eje x positivo a partir del punto donde se en-
cuentra el barco.

(e) Determine la pendiente del fondo del océano en la direc-
cion del eje y positivo en el punto donde se encuentra el
barco.

(f) Determine la direccién de mayor razén de cambio de la
profundidad a partir del punto donde se encuentra el barco. ,

Usar una funcion Considere la funcion
fle,y) = Yxy.

(a) Demuestre que fes continua en el origen.

(b) Demuestre que f, y f, existen en el origen, pero que la
derivada direccional en el origen en todas las demds di-
recciones no existe.

ldP (c) Use un sistema algebraico por computadora para graficar

76.

f cerca del origen a fin de verificar las respuestas de los

incisos (a) y (b). Explique.
Derivada direccional Considere la funcién

4
oy =y %00

0, (x,y) = (0,0)

y el vector unitario

u= L(i +3j)

VoA
(La derivada direccional de fen P(0, 0) en la direccion de u
existe? Si f(0, 0) se definiera como 2 en lugar de 0, existiria la
derivada direccional?
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4.7 Planos tangentes y rectas normales

Exploracion

Bolas de billar y rectas
normales En cada una de las
tres figuras la bola en movimiento
estd a punto de golpear una

bola estacionaria en el punto P.
Explique cémo utilizar la recta
normal a la bola estacionaria

en el punto P para describir el
movimiento resultante en cada
una de las bolas. Suponiendo
que todas las bolas en
movimiento tengan la misma
velocidad, ;cudl de las bolas
estacionarias adquirird mayor
velocidad? ;Cudl adquirird
menor velocidad? Explique su

razonamiento.

Recta normal a la
bola estacionaria
en el punto P

Bola en
s . .
¥ movimiento
P
2.
@ Bola
e estacionaria
p
-
P
P
Recta normal a la 7
bola estacionaria .7
2
en el punto P w
\ 4
4
-
2
. ”
LT Bola en
s . . .
c - movimiento
e Bola
’ estacionaria
-
P
P
Recta normal a la e
bola estacionaria e
en el punto P .
\ -
.
.
-
.
.
P
B @>
Bola en
. Bola movimiento

estacionaria

% Hallar ecuaciones de planos tangentes y rectas normales a superficies.
% Hallar el angulo de inclinacion de una recta en el espacio.
% Comparar los gradientes Vf(x,y) y VF(x,y, z).

Plano tangente y recta normal a una superficie

Hasta ahora las superficies en el espacio las ha representado principalmente por medio
de ecuaciones de la forma

< :f(xd’)

Sin embargo, en el desarrollo que sigue es conveniente utilizar la representacion mas
general F(x, y, z) = 0. Una superficie dada por z = f{x, y) puede convertirla a la forma ge-
neral definiendo F como

Flx,y,2) = f(x,y) — z.
Puesto que f(x, y) — z = 0, puede considerar S como la superficie de nivel de F' dada por

F(x,y,z) = 0.

m Expresar la ecuacion de una superficie

Dada la funcién

Fx,y,z2) =x2+y>+ 72— 4

Ecuacion de una superficie S

Ecuacion alternativa de la superficie S

describa la superficie de nivel dada por
F(x,y,z) = 0.

Soluciéon La superficie de nivel dada por F(x, y, z) = 0 puede expresarse como
x2+y2+z2=4

la cual es una esfera de radio 2 centrada en el origen. o

1mpact0 ’

Usted ha visto muchos ejemplos acerca de
la utilidad de rectas normales en aplicaciones
relacionadas con curvas. Las rectas normales son
igualmente importantes al analizar superficies y
solidos. Por ejemplo, considere la colisién de dos
bolas de billar. Cuando una bola estacionaria es
golpeada en un punto de su superficie, se mueve a
lo largo de la linea de impacto determinada por P
y por el centro de la bola. El impacto puede ser de
dos maneras. Si la bola que golpea se mueve a lo
largo de la linea de impacto, se detiene y transfiere
todo su momento a la bola estacionaria, como se
muestra en la figura 4.55. Si la bola que golpea
no se mueve a lo largo de la linea de impacto, se
desvia a un lado o al otro y retiene parte de su mo-
mento. La transferencia de parte de su momento
a la bola estacionaria ocurre a lo largo de la linea
de impacto, sin tener en cuenta la direccién de
la bola que golpea, como se muestra en la figura
4.56. A esta linea de impacto se le llama recta
normal a la superficie de la bola en el punto P.

,
¢’ Linea de
impacto

Figura 4.55

1mpacto

A L
P
é? Linea de @@
\\

Figura 4.56
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Plano tangente a la superficie S en P.
Figura 4.57

tecssssssscccccccs>

oo En el
resto de esta seccion, suponga
que VF(xy, o, Zo) es distinto de
cero, a menos que se establezca
lo contrario.

En el proceso de hallar una recta normal a una superficie, usted puede también re-
solver el problema de encontrar un plano tangente a la superficie. Sea S una superficie
dada por

F(x,y,z) =0

y sea un punto P(x,, y,, Z,) en S. Sea C una curva en S que pasa por P definida por la
funcién vectorial

r() = x(i + y(@)j + z(k.
Entonces, para todo ¢,
F(x(2), y(7), (1)) = 0.
Si F es diferenciable, x'(¢), y'(f) y z'(¢) existen, y por la regla de la cadena se deduce que
0=F'(
= F(x,y,29x(t) + F,(x,y,2)y" (1) + F,(x,y,2)z(2).
En (x4, ¥y, 2o), la forma vectorial equivalente es

0= VF(xo’yov Zo) : r/(to)-
| —— —
Gradiente Vector

tangente

Este resultado significa que el gradiente en P es ortogonal al vector tangente de toda
curva en S que pase por P. Por tanto, todas las rectas tangentes en S se encuentran en un
plano que es normal a VF(x,, y,, z,) y contiene a P, como se muestra en la figura 4.57

Definicion de plano tangente y recta normal

Sea F diferenciable en un punto P(x,, y,, z,) de la superficie S dada por F(x, y,z) =0
tal que
VF(xp, Yo» 20) # 0.
1. Al plano que pasa por Py es normal a VF(x,, ¥, z,) se le llama plano tangente
aSenP.

2. A larecta que pasa por Py tiene la direccion de VF(x,, y,, z,) se le llama recta
normal a S en P.

Para hallar una ecuacidn para el plano tangente a S en (x;, Y, Zy), S€a un punto (x, y, z)
arbitrario en el plano tangente. Entonces el vector

V= —x)i+ (y—y)i+ (z—z)k

se encuentra en el plano tangente. Como VF(x,, y,, z,) es normal al plano tangente en
(X0, Yo Z0)» debe ser ortogonal a todo vector en el plano tangente, y se tiene

VF(x, ¥ 29) * V=10

lo que demuestra el resultado enunciado en el teorema siguiente.

TEOREMA 4.13 Ecuacion del plano tangente

Si F es diferenciable en (x,, y,, z,), entonces una ecuacion del plano tangente a la
superficie dada por F(x, y, z) = 0 en (xy, ¥y, Zo) €8

F (X0, Y0, 20)(x — xp) + Fy(xovyOsZo)(y — ) + Fz(xo’yo’zo)(z — 29 = 0.




Algunas
herramientas de graficacion
tridimensionales pueden
representar planos tangentes a
superficies. A continuacién se
muestra un ejemplo.

Z

Generada por Mathematica

Esfera: x2 +y2 + 22 = 1
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Hallar una ecuacion de un plano tangente

Determine una ecuacion del plano tangente al hiperboloide
2 =2x2 =292 =12
en el punto (1, -1, 4).
Solucion Comience por expresar la ecuacién de la superficie como
22— 2x2—=2y>—12=0.
Entonces, considerando
F(x,y,z) = 22 — 2x> — 2y?> — 12
usted tiene
F(x,y,2) = —4x, F/(x,y,2) = —4y y F.(x,y,2) =2z
En el punto (1, —1, 4), las derivadas parciales son
F(1,—1,4) = —4, Fy(l, —1,4)=4 y F(1,-1,4) =8.
Por tanto, una ecuacidn del plano tangente en (1, -1, 4) es
—4x—1)+4(H+1)+8z—-4=0
—4dx+4+4y+4+8—-32=0
—4x+4y+82—-24=0
x—y—2z+6=0.

La figura 4.58 muestra una parte del hiperboloide y el plano tangente.

Superficie:
22-2x2-2y2-12=0

F(1,-1,4) / -
l =
1 y
: 3
°

Plano tangente a la superficie.
Figura 4.58 u

Para hallar la ecuacién del plano tangente en un punto a una superficie dada por z =
fix, y), defina la funcién F mediante

F(x,y,2) = f(x,y) — z.

Entonces S estd dada por medio de la superficie de nivel F(x, y, z) = 0, y por el teorema
4.13, una ecuacién del plano tangente a S en el punto (x,, y,, z,) €s

fx(xo’yo)(x - xo) +fy(xoa)’o)(y - yo) - (z— Zo) = 0.
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Figura 4.59

Superficie: xyz = 12

VF(2,-2,-3)
Figura 4.60

| Hallar una ecuacion del plano tangente

Encuentre la ecuacion del plano tangente al paraboloide
1
=1——(x?+ 4y?
z oW )
en el punto (1, 1,%).
Solucién De z = f(x,y) =1 — %()ﬂ + 4y?), se obtiene
X 1
Lley) = -2 = A0 =—-C
5 5
4y

£,y = 3 = 4(1,1) = —%.

Asi, una ecuacion del plano tangente en (1 , 1, %) es

LA DG =1+ A0, Dy = 1) — (Z - 1) —0

2
1 4 1
- -30--(2-3) =0
1 4 3
—x—Zy—z+>=0.
P T Tty 0
Este plano tangente se muestra en la figura 4.59. n

El gradiente VF(x, y, 7) proporciona una manera adecuada de obtener ecuaciones de
rectas normales, como se muestra en el ejemplo 4.

Hallar una ecuacion de una recta normal
a una superficie

ceen B> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Encuentre un conjunto de ecuaciones simétricas para la recta normal a la superficie dada por

xyz = 12
en el punto (2, -2, —3).
Soluciéon Comience por hacer

F(x,y,7) = xyz — 12.
Entonces, el gradiente estd dado por

VF(x,y,z) = F (x,y,2)i + Fy(x, v,2)j + F.(x,y,2)k

= yzi + xzj + xyk

y en el punto (2, -2, —3) tiene

V(2. ~2,-3) = (=2)(~3)i + ()(~3)j + )~k

=61 — 6j — 4k.

La recta normal en (2, —2, —3) tiene nimeros de direccién o directores 6, =6 y —4, y el
conjunto correspondiente de ecuaciones simétricas es

x—2 y+2 z+3
6 -6 -4

Vea la figura 4.60. u



Elipsoide: 12 + 2y2 + 252 =20

. 0,1,3)

{Paraboloide: 2aylez

Figura 4.61
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Saber que el gradiente VF(x, y, z) es normal a la superficie dada por F(x, y, z) = 0 le
permite resolver diversos problemas relacionados con superficies y curvas en el espacio.

Hallar la ecuacion de una recta tangente a una curva

Describa la recta tangente a la curva de interseccion de las superficies

x2+ 2y +222=20 Elipsoide
y el paraboloide
x2 + y2 +z=4 Paraboloide

en el punto (0, 1, 3), como se muestra en la figura 4.61.

Solucion Comience la bisqueda de los gradientes a ambas superficies en el punto

0, 1, 3).
Elipsoide Paraboloide
F(x,v,2) = x>+ 22+ 22— 20 Glx,y,z2) =x>+y>+z7—4
VE(x,y,z) = 2xi + 4yj + 4zk VG(x,y,z) = 2xi + 2yj + k
VF(0,1,3) = 4j + 12k VG(0,1,3) = 2j + k

El producto vectorial de estos dos gradientes es un vector tangente a ambas superficies
en el punto (0, 1, 3).

i j Kk
VF0,1,3) x VG(0,1,3) = |0 4 12|= —20i
0 2 1

Por tanto, la recta tangente a la curva de interseccién de las dos superficies en el punto
(0, 1, 3) es una recta paralela al eje x y que pasa por el punto (0, 1, 3). n

El angulo de inclinaciéon de un plano
Otro uso del gradiente
VF(x, y, 2)

es determinar el dngulo de inclinacién del plano tangente a una superficie. El 4ngulo de
inclinacién de un plano se define como el dngulo 6 (0 < 6 < 7/2) entre el plano dado y
el plano xy, como se muestra en la figura 4.62. (El dngulo de inclinacién de un plano
horizontal es por definicién cero.) Como el vector k es normal al plano xy, usted puede
utilizar la férmula del coseno del dngulo entre dos planos (dado en la seccién 1.5) para
concluir que el dngulo de inclinacién de un plano con vector normal n estd dado por

In-k|l _ [n-K|
Cos 0 = i = .
(LR

Angulo de inclinacién de un plano

X

El dngulo de inclinacion.
Figura 4.62
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Figura 4.63

Hallar el angulo de inclinacion de un
plano tangente

Determine el 4ngulo de inclinacion del plano tangente al elipsoide

X2 y2 Z2
4+ T =
PRRTREE T

en el punto (2, 2, 1).
Solucion Comience haciendo
22 2

X Z
F(x,y,z)zﬁ—l—ﬁ—l—?— 1.

Entonces, el gradiente de F en el punto (2, 2, 1) es

_X Y. 22
VF(x,y,z)—61+6J+ 3k
1 1 2
=—i+5j+>k
VF(2,2,1) it 3 3k

Como VF(2, 2, 1) es normal al plano tangente y k es normal al plano xy, se deduce que
el angulo de inclinacién del plano tangente estd dado por

b - |VF(2,2,1) - k| 2/3 _ 2
VT UINFQ2. ) T VOB + 32+ @3 V3

lo que implica que

0= arccos\/g ~ 35.3°,

como se muestra en la figura 4.63. u

Un caso especial del procedimiento mostrado en el ejemplo 6 merece mencién
especial. El dngulo de inclinacién 6 del plano tangente a la superficie z = f(x, y) en (x,,
Yos Zo) estd dado por

1 Férmula alternativa para el dangulo

[f;c(xov yo)]2 + [fy(x()’ )’0)]2 +1 de inclinacién (Vea el ejercicio 67.)

cos 0 =

Comparacion de los gradientes Vf(x,y) y VF(x,y, z)

Esta seccion concluye con una comparacién de los gradientes Vf{x, y) y VF(x, y, 2).
En la seccién anterior usted vio que el gradiente de una funcién f de dos variables es
normal a las curvas de nivel de f. Especificamente, el teorema 4.12 establece que si fes
diferenciable en (x,, y,) y Vfix,, ¥,) # 0, entonces Vfi(x,, y,) es normal a la curva de nivel
que pasa por (x,, y,). Habiendo desarrollado rectas normales a superficies, ahora puede
extender este resultado a una funcién de tres variables. La demostracién del teorema
4.14 se deja como ejercicio (vea el ejercicio 68).

TEOREMA 4.14 El gradiente es normal a las superficies de nivel

Si F es diferenciable en (x,, yy, 29) ¥
VF(xy Yo» 29) # 0

entonces VF(x,, y,, Z,) €s normal a la superficie de nivel que pasa por (x,, ¥y, 2o)-

Al trabajar con los gradientes Vf(x, y) y VF(x, y, z) debe recordar que Vf(x, y) es un
vector en el plano xy y VF(x, y, z) es un vector en el espacio.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

Describir una superficie En los ejercicios 1-4, describa la
superficie de nivel F(x,y,z) = 0.

1. F(x,y,z) =3x — 5y + 3z — 15

2. Flx,y,2) = x> + y* + 22 = 25

3. F(x,y,z) = 4x> + 9y? — 472

4. F(x,y,z) = 16x* — 9y2 + 367

Hallar un vector unitario normal En los ejercicios 5-8, de-
termine un vector unitario normal a la superficie en el punto
dado. [Sugerencia: Normalice el vector gradiente VF(x, y, 7).]

Superficie Punto
5.3c+4y+12:=0 0,0,0)
6. x2+y2+72=6 (1,1,2)
7.x2+3y+272=9 (2,-1,2)
8. 2y —yz+2uP=4 (=1,1,—-1)

Hallar la ecuacion de un plano tangente En los ejercicios
9-20, determine una ecuaciéon del plano tangente a la superficie
en el punto dado.

9. z=x>+3y*+3 10.f(x,y)=;

(2,1,8) (1,2,2)

I}
I}

(2,1,8)

11. z = V/x2+y% (3,4,5)
12. g(x,y) = arctan %, (1,0,0)

13. glx,y) = x> +y% (1,—1,2)
14. f(x,y) = x> — 2xy + y2, (1,2,1)
15. h(x,y) = In /x> +y%, (3,4,In5)

_ T V2
16. h(x,y) = cosy, (5, 1 2 )
17. x>+ 4y2 + 22 =36, (2,—-2,4)
18. x2 + 272 =y% (1,3,-2)

19. xy? +3x —z2=38, (1,-3,2)

20. 7 = eX(seny + 1), (o,g, 2)

Hallar la ecuacion de un plano y una recta normal Enlos
ejercicios 21-30, determine una ecuacion del plano tangente y
encuentre ecuaciones simétricas para la recta normal a la su-
perficie en el punto dado.

2l.x+y+z=9, (3,3,3)

22.x2+y2+22=9, (1,2,2)

23. x2+y2+z=9, (1,2,4)

24. z =16 — x> —y%, (2,2,8)

25. z=x>—3, (3,2,5)

26. xy —z=0, (=2,-3,6)

27. xyz = 10, (1,2,5)

28. 7 = ye*, (0,2,2)

29. z = arctanX, (l, 1,7—T>
X 4

30. ylnxz2 =2, (e,2,1)

Hallar la ecuacion de una recta tangente a una curva En
los ejercicios 31-36, (a) encuentre ecuaciones simétricas de la
recta tangente a la curva de interseccion de las superficies en
el punto dado, y (b) encuentre el coseno del angulo entre los
vectores gradiente en este punto. Establezca si son ortogonales
o no las superficies en el punto de intersecciéon.

3.2 +y2=2, z=x (1,1,1)

R.z=x2+y% z=4-y, (2,-1,5)

33. 224+ 2=125, y2+z2=25, (3,3,4)

3. z=/x>+y% Sx—2y+3z=22, (3,4,5)

35. 24+ y2+22=14, x—y—2z=0, (3,1,2)

36. z=x>+y% x+y+ 6z=233 (1,2,5)

Hallar el angulo de inclinacion de un plano tangente En
los ejercicios 37-40, encuentre el angulo de inclinaciéon 6 del
plano tangente a la superficie en el punto dado.

37. 32+ 292 — z =15, (2,2,5)
38.2xy — =0, (2,2,2)

39. 22—y +z=0, (1,2,3)
40. X2+ y2=5, (2,1,3)

Plano tangente horizontal En los ejercicios 41-46, encuentre
el (los) punto(s) sobre la superficie en la cual el plano tangente
es horizontal.

41. =3 —x>2—y>+ 6y

42, 7 =3x2+2y>=3x+4y -5

43. z=x>—xy +y> —2x — 2y

44, 7 =4 + 4xy — 2> + 8x — 5y — 4
45. 7 = 5xy

1

1
46. z=xy +~+—
Z Xy X y
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Superficies tangentes En los ejercicios 47 y 48, demuestre
que las superficies son tangentes a cada una en el punto dado
para demostrar que las superficies tienen el mismo plano tan-
gente en este punto.

47. 2+ 2> + 322 =3, > +y2 + 22+ 6x — 10y + 14 = 0,
(—1,1,0)
48. 2+ 2+ 2 —8x — 12y + 4z + 42 =0,
X+ yr+2:=17, (2,3,-3)
Planos tangentes perpendiculares En los ejercicios 49
y 50, (a) demuestre que las superficies intersecan en el punto

dado y (b) demuestre que las superficies tienen planos tangen-
tes perpendiculares en este punto.

49. 7 = 2xy%,8x> — 5y — 8z = —13, (1,1,2)
50. 2+ 4+ 2 +2x—4y—47—-12=0,
42 + 32 + 1622 = 24, (1,-2,1)
51. Usar un elipsoide Encuentre un punto sobre el elip-

soide x> + 4y + 72 = 9, donde el plano tangente es
perpendicular a la recta, con ecuaciones paramétricas

x=2—-4t,y=1+8yz=3— 2t

52. Usar un hiperboloide Encuentre un punto sobre el hi-
perboloide x* + 4y% — 72 = 1, donde el plano tangente es
paralelo al plano x + 4y —z = 0.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

53. Plano tangente D¢ la forma estindar de la ecua-
cién del plano tangente a una superficie dada por
F(x,y,2) = 0en (xg, yo, Z0)-

54. Rectas normales En algunas superficies, las rectas
normales en cualquier punto pasan por el mismo ob-
jeto geométrico. ;Cudl es el objeto geométrico comin
en una esfera? ; Cudl es el objeto geométrico comtn en
un cilindro circular recto? Explique.

55. Plano tangente Analice la relacién entre el plano
tangente a una superficie y la aproximacion por dife-
renciales.

%. ;COMO LO VE? La gréfica muestra el elipsoi-

- de x*> + 4y + 72 = 16. Utilice la grafica para
determinar la ecuacién del plano tangente a cada
uno de los puntos dados.

(@ (4,0,0) () (0,-2,0) (c) (0,0,—4)

57. Investigacion Considere la funcidén

4xy
2+ D2+ 1)

en los intervalos 2 <x<2y(0<y<3.

flay) =

(a) Determine un conjunto de ecuaciones paramétricas de la
recta normal y una ecuacion del plano tangente a la super-
ficie en el punto (1, 1, 1).

(b) Repita el inciso (a) con el punto (— 1,2, —%).

(c) Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente graficamente la superficie, las rectas normales y los
planos tangentes encontrados en los incisos (a) y (b).

58. Investigacion Considere la funcién

sen y

flxy) =

en los intervalos 3<x<3y(0<y<2m.
(a) Determine un conjunto de ecuaciones paramétricas de la

recta normal y una ecuacion del plano tangente a la super-
ficie en el punto

7 1
2 JR—
253)
2 3w 3
(b) Repita el inciso (a) con el punto | — 375°32)
HU (c) Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente graficamente la superficie, las rectas normales y los

planos tangentes calculados en los incisos (a) y (b).
59. Usar funciones Considere las funciones
y2

Jloy) =6 —x* =7y glry) =2x+y.

(a) Determine un conjunto de ecuaciones paramétricas de la
recta tangente a la curva de interseccién de las superficies
en el punto (1, 2, 4), y encuentre el dngulo entre los vecto-
res gradientes.

HU (b) Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente graficamente las superficies. Represente grifica-
mente la recta tangente obtenida en el inciso (a).

60. Usar funciones Considere las funciones
flx,y) = V16 —x2 —y2 +2x — 4y

y

2
glx,y) = % 1 — 3x2+ y2 + 6x + 4y.

HU (a) Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente graficamente la porcion del primer octante de las
superficies representadas por fy g.

(b) Encuentre un punto en el primer octante sobre la curva in-
terseccion y demuestre que las superficies son ortogonales
en este punto.

(c) Estas superficies son ortogonales a lo largo de la curva in-
terseccion. | Demuestra este hecho el inciso (b)? Explique.

Expresar un plano tangente En los ejercicios 61 y 62, de-
muestre que el plano tangente a la superficie cuadrica en el
punto (x,, ¥, zo), puede expresarse en la forma dada.
. y? z2
61. Ehpsmde — + 2 + =1
Xox Yoy ZOZ

Plano: g b2 =1



) ) x2 yz 72
62. Hiperboloide: e + i 1
L XX | Yoy o 202
Plano: ?4‘?—7—1

63. Planos tangentes de un cono Demuestre que todo
plano tangente al cono
22 = a2+ b2y2
pasa por el origen.

64. Planos tangentes Sea funa funcién derivable y con-
sidere la superficie

oot

Demuestre que el plano tangente a cualquier punto P(x, ¥y, Zo)
de la superficie pasa por el origen.

65. Aproximacion Considere las aproximaciones siguien-
tes para una funcion f{x, y) centrada en (0, 0).
Aproximacion lineal:

Py(x,y) = £(0,0) + £(0,0)x + £(0,0)y
Aproximacion cuadratica:

Py(x,y) = £(0,0) + £(0,0)x + £,(0,0)y +
3£(0,0)x2 + £.(0,0)xy + 3 £,,(0,0)y?

[Observe que la aproximacion lineal es el plano tangente a la

superficie en (0, 0, A0, 0)).]

(a) Encuentre la aproximacion lineal a f{x, y) = ¢*~? centra-
daen (0, 0).

(b) Encuentre la aproximacién cuadrética a f(x, y) = e* =¥
centrada en (0, 0).

(c) Six = 0es laaproximacién cuadratica, ;para qué funcién
se obtiene el polinomio de Taylor de segundo orden? Res-
ponda la misma pregunta paray = 0.

(d) Complete la tabla.

x| Y | fey) | Py | Pyxy)
0| 0
0 | 01
02| 0.1
0205
1|05

HU (e) Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente graficamente las superficies z = f(x, ), z = P,(x, y)
Yz = Pyx, y).
66. Aproximacion Repita el ejercicio 65 con la funcién
flx,y) = cos(x + y).
67. Demostracion Demuestre que el dngulo de inclina-
cién 0 del plano tangente a la superficie z = f(x, y) en el
punto (x,, yo, Zp) estd dado por

1
[/, (xgs ¥0)1* + [ji,(xo,yo)]z + 1

68. Demostracion Demuestre el teorema 4.14.

cos 0 =
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Flora silvestre

La diversidad de la flora silvestre en una pradera se puede medir
contando el nimero de margaritas, linos, amapolas, etc. Si existen
n tipos de flores silvestres, cada una en una proporcién p, respecto
a la poblacidn total, se deduce que

ptpt---tp, =1

La medida de diversidad de la poblacion se define como

H= - ;pi log, p;-

En esta definicion, se entiende que p, log, p; = 0 cuando p;, = 0.
Las tablas muestran las proporciones de flores silvestres en una pra-
dera en mayo, junio, agosto y septiembre.

Mayo

Tipodeflor | 1 | 2 | 3 | 4

Proporcién 2| 2 2| =

Junio

Tipodeflor | 1 | 2 | 3 | 4

Proporcién | 1 | 1 | 1)1
Agosto

Tipodeflor | 1 |2 | 3 | 4

Proporcion }‘ 0 }1 %
Septiembre

Tipodeflor | 1 | 2 | 3 | 4

Proporcién 0100 1

(a) Determine la diversidad de flores silvestres durante cada mes.
(Como interpretaria la diversidad en septiembre? ;Qué mes
tiene mayor diversidad?

(b) Si la pradera contiene 10 tipos de flores silvestres en proporcio-
nes aproximadamente iguales, ¢la diversidad de la poblacién es
mayor o menor que la diversidad de una distribucién similar con
4 tipos de flores? ;Qué tipo de distribucion (de 10 tipos de flores
silvestres) producirfa la diversidad maxima?

(c) Sea H, la diversidad mdxima de n tipos de flores silvestres.
(Tiende H, a algtin limite cuando n tiende a o?

% PARA INFORMACION ADICIONAL Los bidlogos utilizan el
concepto de diversidad para medir las proporciones de diferentes
tipos de organismos dentro de un medio ambiente. Para mds in-
formacién sobre esta técnica, vea el articulo “Information Theory
and Biological Diversity”, de Steven Kolmes y Kevin Mitchell, en
UMAP Modules.



228 Unidad 4 Funciones de varias variables

4.8 Extremos de funciones de dos variables

Superficie:
z=f(x,y)

- Miximo
Minimo —
- L

® -

Regidn acotada
cerrada R

R contiene algin(os) punto(s) donde
f(x,y)es un minimo y algdn(os)
punto(s) donde f(x, y) es un maximo.
Figura 4.64

Extremo relativo.
Figura 4.65

x*“—’_'_—)_‘d_/lr_._’— _—\x

% Hallar extremos absolutos y relativos de una funcién de dos variables.
W Utilizar el criterio de las segundas derivadas parciales para hallar un extremo
relativo de una funcién de dos variables.

Extremos absolutos y extremos relativos

Anteriormente se han estudiado las técnicas para hallar valores extremos de una funcién
de una (sola) variable. En esta seccion extendera estas técnicas a funciones de dos varia-
bles. Por ejemplo, en el teorema 4.15 se extiende el teorema del valor extremo para una
funcion de una sola variable a una funcion de dos variables.

Considere la funcién continua f de dos variables, definida en una regién acotada
cerrada R. Los valores f(a, b) y f(c, d), tales que

f(a»b) Sf(x,y) Sf(C,d) (a,b) y (c,d) estén en R.

para todo (x, y) en R se conocen como el minimo y maximo de fen la regién R, como
se muestra en la figura 4.64. Recuerde de la seccion 4.2 que una region en el plano es
cerrada si contiene todos sus puntos frontera. El teorema del valor extremo se refiere
a una region en el plano que es cerrada y acotada. A una regién en el plano se le llama
acotada si es una subregion de un disco cerrado en el plano.

TEOREMA 4.15 Teorema del valor extremo

Sea f una funcién continua de dos variables x y y definida en una regién acotada
cerrada R en el plano xy.

1. Existe por lo menos un punto en R, en el que f toma un valor minimo.

2. Existe por lo menos un punto en R, en el que f toma un valor maximo.

A un minimo también se le llama un minimo absoluto, y a un maximo también se
le llama un maximo absoluto. Como en el cdlculo de una variable, se hace una distin-
cion entre extremos absolutos y extremos relativos.

Definicion de extremos relativos

Sea f'una funcién definida en una regién R que contiene (x,, y,).

1. La funcién f tiene un minimo relativo en (x,, y,) si
f(x»}’) = f(x07y0)

para todo (x, y) en un disco abierto que contiene (x,, ¥,)-

2. La funcion ftiene un maximo relativo en (x,, y,) si
f(-x’ y) = f(x()’ yO)

para todo (x, y) en un disco abierto que contiene (x,, ;).

Decir que f tiene un maximo relativo en (x,, y,) significa que el punto (x,, y,, Z,) €S
por lo menos tan alto como todos los puntos cercanos en la gréafica de

7z =fx,y).

De manera similar, f tiene un minimo relativo en (x,, y,) st (x,, ¥, Z,) €s por lo menos tan
bajo como todos los puntos cercanos en la grafica. (Vea la figura 4.65.)
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Para localizar los extremos relativos de f, puede investigar los puntos en los que el
gradiente de f es 0 o los puntos en los cuales una de las derivadas parciales no exista.
Tales puntos se llaman puntos criticos de f.

Definicion de los puntos criticos

Sea f definida en una regién abierta R que contiene (x,, y,). El punto (x,, y,) es un
punto critico de f'si se satisface una de las condiciones siguientes:

L fi(x¥) =0y J§,(x0, Yo) = 0
2. f(xg, yo) 0 fy(xo, o) NO existe.

Recuerde del teorema 4.11 que si f'es diferenciable y
Vf(xo, yo) = f(xos yo)i + f;;(xo, yo)j =0i + 0j

entonces toda derivada direccional en (x,, y,) debe ser 0. Esto implica que la funcién
tiene un plano tangente horizontal al punto (x,, y,) como se muestra en la figura 4.66. Al
parecer, tal punto es una localizacién probable para un extremo relativo. Esto es ratifi-
cado por el teorema 4.16.

Superficie:

Superficie:

z=fx,y) z=fx,y)

(x()s Yo ZO)

®
(x()a .VO)

Maximo relativo. Minimo relativo.

Figura 4.66

TEOREMA 4.16 Los extremos relativos se presentan solo en
puntos criticos

Si f tiene un extremo relativo en (x,, y,) en una regién abierta R, entonces (x,, y,)
es un punto critico de f.

Exploracion

Utilice una herramienta de graficacion para representar z = x* — 3xy + y? usando
las cotas 0 <x <3,0<y<3,y—3<z<3. Esta vista parece sugerir que la
superficie tuviera un minimo absoluto. Pero, ;lo tiene?

%

Jacques Boyer/Roger-Viollet/The Image Works



230 Unidad 4

Superficie:
Fx,y) =2x% + y2 + 8x — 6y + 20

La funcién z = f(x, y) tiene un minimo
relativo en (—2, 3).
Figura 4.67

Superficie:
fo,y) =1-@G2+yH)!?

Z

0,0,1)

£, )y f,(x,y) estan indefinidas en
(0,0).
Figura 4.68

Funciones de varias variables

| Hallar un extremo relativo

+ » » «> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Encuentre los extremos relativos de

flx,y) = 2x2 + y2 + 8x — 6y + 20.

Solucién Para comenzar, encuentre los puntos criticos de f. Como
filx,y) =4x + 8

Derivada parcial respecto a x

<

fley) =2y -6

Derivada parcial respecto a y

estan definidas para todo x y y, los inicos puntos criticos son aquellos en los cuales las de-
rivadas parciales de primer orden son 0. Para localizar estos puntos, haga f,(x, y) y f,(x, )
igual a 0, y resuelva las ecuaciones

4+8=0y 2y—6=0
para obtener el punto critico (—2, 3). Completando cuadrados en f, puede concluir que para
todo (x, y) # (-2, 3)

e y) =20+ 22+ (y =32+ 3 > 3.

Por tanto, un minimo relativo de f se encuentra en (=2, 3). El valor del minimo relativo
es f(—2, 3) = 3, como se muestra en la figura 4.67. n

El ejemplo 1 muestra un minimo relativo que se presenta en un tipo de punto criti-
co; el tipo en el cual ambos f,(x, y) y f,(x, y) son 0. En el siguiente ejemplo se presenta un
méximo relativo asociado al otro tipo de punto critico; el tipo en el cual f.(x, y) 0 f,(x, y)
no existe.

| Hallar un extremo relativo

Determine los extremos relativos de

fley) =1 =2+ y)a
Solucion Como

2x
Ll y) = _S(xz + y)2/3

Derivada parcial con respecto a x

_ 2y
fy(x’Y) = _3(x2 + y)2/3

Derivada parcial con respecto a y

se deduce que ambas derivadas parciales existen para todo punto en el plano xy, salvo
para (0, 0). Como las derivadas parciales no pueden ser ambas 0 a menos que x y y sean
0, usted puede concluir que (0, 0) es el tinico punto critico. En la figura 4.68 observe que
S(0, 0) es 1. Para cualquier otro (x, y) es claro que

fy) =1-=(2+y)7 < 1.
Por tanto, f tiene un mdximo relativo en (0, 0). E
En el ejemplo 2, f.(x, y) = 0 para todo punto distinto de (0, 0) en el eje y. Sin em-

bargo, como f,(x, y) no es cero, estos no son puntos criticos. Recuerde que una de las
derivadas parciales debe no existir o las dos deben ser 0 para tener un punto critico.



O IR )=

oo o Sid>0,
entonces f,.(a, b) y f,,(a, b) de-
ben tener el mismo signo. Esto
significa que f,,(a, b) puede
sustituirse por fyy(a, b) en las
dos primeras partes del criterio.
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El criterio de las segundas derivadas parciales

El teorema 4.16 le dice que para encontrar extremos relativos solo necesita examinar
los valores de f(x, y) en los puntos criticos. Sin embargo, como sucede con una funcién
de una variable, los puntos criticos de una funcién de dos variables no siempre son ma-
ximos o minimos relativos. Algunos puntos criticos dan puntos silla que no son ni
maximos relativos ni minimos relativos.
Como ejemplo de un punto critico que no

es un extremo relativo, considere el paraboloide
hiperbélico

fle,y) =y*—x?

que se muestra en la figura 4.69. En el punto (0, 0),
ambas derivadas parciales

fx(x,)’) = —2x y ‘};(X,y) = 2y

son 0. Sin embargo, la funcién f no tiene un
extremo relativo en este punto, ya que en todo
disco abierto centrado en (0, 0) la funcién asume
valores negativos (a lo largo del eje x) y valores
positivos (a lo largo del eje y). Por tanto, el punto
(0, 0, 0) es un punto silla de la superficie. Punto silla en (0,

(El término “punto silla” viene del hecho de que £(0,0) = £(0,0) = 0.
la superficie mostrada en la figura 4.69 se parece a  Figura 4.69

una silla de montar.)

En las funciones de los ejemplos 1 y 2 fue relativamente facil determinar los ex-
tremos relativos, porque cada una de las funciones estaba dada, o se podia expresar, en
forma de cuadrado perfecto. Con funciones mas complicadas, los argumentos algebrai-
cos son menos adecuados y es mejor emplear los medios analiticos presentados en el
siguiente criterio de las segundas derivadas parciales. Es el andlogo, para funciones de
dos variables, del criterio de las segundas derivadas para las funciones de una variable.
La demostracion de este teorema se deja para un curso de cdlculo avanzado.

TEOREMA 4.17 Criterio de las segundas derivadas parciales

Sea funa funcién con segundas derivadas parciales continuas en una regién abierta
que contiene un punto (a, b) para el cual

fla,b) =0y fla,b) =0.
Para buscar los extremos relativos de f considere la cantidad

d = f.(a,b)f(a,b) — [1,(a, B

1. Sid> 0y f,(a, b) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en (a, b).
2. Sid>O0yf.(a, b) <0, entonces f tiene un maximo relativo en (a, b).
3. Sid <0, entonces (a, b, fla, b)) es un punto silla.

4. Sid = 0, el criterio no lleva a ninguna conclusion.

Un recurso conveniente para recordar la férmula de d en el criterio de las segundas
derivadas parciales lo da el determinante 2 x 2

L |fan) fan)
fula.b) [ (a.b)

donde f, (a, b) = f,.(a, b) de acuerdo al teorema 4.3.
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. Punto silla
Miximo

relativo } -T— ©.0.1)
N
-3 l

{f(\ y)=—x3 +dxy - 2y% + 1

Figura 4.70

. entonces
Siy=0, _
entonces fo,y)=0.
SG,y)=0.
Figura 4.71

Aplicar el criterio de las segundas derivadas
parciales

Identifique los extremos relativos de f(x, y) = —x3 + 4xy —2y> + 1.

Solucion Para comenzar, identifique los puntos criticos de f. Como
fley) = =32+ 4y y flx,y) =4x — 4y

existen para todo x y y, los Uinicos puntos criticos son aquellos en los que ambas deriva-
das parciales de primer orden son 0. Para localizar estos puntos, iguale f,(x, y) y f,(x, y)
a 0 para obtener

=3x2+4y=0y 4x—4y=0.

De la segunda ecuacién usted sabe que x = y, y por sustitucién en la primera ecuacién
. . 4
obtiene dos soluciones: y = x =0y y = x = 3. Como

fole,y) = —6x, f (x,y) = -4y f,(x,y) =4
se deduce que para el punto critico (0, 0),
d = /,(0.0)£,(0.0) = [£,(0.0]" =0~ 16 < 0

y por el criterio de las segundas derivadas parciales, usted puede concluir que (0, O, 1)
es un punto silla de f. Para el punto critico (%, %)

1= n55)653) - [165)]

= —8(—4) - 16

=16

>0
y como fxx(%,%) = —8 < 0, puede concluir que f tiene un maximo relativo en (%,%),
como se muestra en la figura 4.70. -

Con el criterio de las segundas derivadas parciales pueden no hallarse los extremos
relativos por dos razones. Si alguna de las primeras derivadas parciales no existe, usted
no puede aplicar el criterio. Si

d = f(a,b)f,(a,b) = [f,(a,b)] =0

el criterio no es concluyente. En tales casos, puede tratar de hallar los extremos median-
te la grafica o mediante algin otro método, como se muestra en el siguiente ejemplo.

| Cuando el criterio de las segundas derivadas
parciales no es concluyente

Encuentre los extremos relativos de f{x, y) = x%y2.

Soluciéon  Como f,(x, y) = 2xy* y f,(x, y) = 2x?, usted sabe que ambas derivadas
parciales son igual a 0 six = 0 0 y = 0. Es decir, todo punto del eje x o del eje y es un
punto critico. Como

fuley) =292 £ (xy) = 2x% y £, (x,y) = 4xy

sabe que

d = f,(e,0)f, @) = [, 0]
= 4x2y? — 16x2y?
= —12x%?
es 0six = 0oy = 0. Por tanto, el criterio de las segundas derivadas parciales no es con-
cluyente, no funciona. Sin embargo, como f{x, y) = 0 para todo punto en los ejes x 0 y, y

fix, y) = x%y* > 0 en todos los otros puntos, usted puede concluir que cada uno de estos
puntos criticos son un minimo absoluto, como se muestra en la figura 4.71. N
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Los extremos absolutos de una funcién se pueden presentar de dos maneras.
Primero, algunos extremos relativos también resultan ser extremos absolutos. Asi, en
el ejemplo 1, (-2, 3) es un minimo absoluto de la funcién. (Por otro lado, el mdximo
relativo encontrado en el ejemplo 3 no es un maximo absoluto de la funcién.) Segundo,
los extremos absolutos pueden presentarse en un punto frontera del dominio. Esto se
ilustra en el ejemplo 5.

| Encontrar extremos absolutos

Encuentre los extremos absolutos de la funcion

fx,y) = sen xy
en la region cerrada dada por

Osx=sm y 0=sy=1

Solucidon La expresion de las derivadas parciales
file,y) =ycosxy y flxy) = xcosxy

le permite ver que todo punto en la hipérbola dada por xy = /2 es un punto critico.
En todos estos puntos el valor de fes
f(x,y) = sen T
2

el cual sabe que es el mdximo absoluto, como se
muestra en la figura 4.72. El otro punto critico
de f que se encuentra en la region dada es (0, 0).
Este punto da un minimo absoluto de 0, ya que

Minimo
absoluto

O=sxysmw Maéximo
absoluto
implica que

0 <senxy =< 1.

Para localizar otros extremos absolutos debe consi-
derar las cuatro fronteras de la region formadas por
las trazas de los planos verticales x = 0,x = 7,y = 0
y ¥y = 1. Al hacer esto, encuentra que sen xy = 0 en

todos los puntos del eje x, en todos los puntos del eje y Dominio:

Minimo 0<x<rm
y en el punto (7, 1). Cada uno de estos puntos es un  aphsoluto 0<y<l1
minimo absoluto de la superficie, como se muestra __
Figura 4.72
en la figura 4.72.

Los conceptos de extremos relativos y puntos criticos pueden extenderse a funcio-
nes de tres o mds variables. Si todas las primeras derivadas parciales de

w = fx;, Xy X35 .+ ., X,)

existen, puede mostrarse que se presenta un miximo o un minimo relativo en (x,, x,,
X3, ..., X,) solo si cada una de las primeras derivadas parciales en ese punto es 0. Esto sig-
nifica que los puntos criticos se obtienen al resolver el sistema de ecuaciones siguiente.

Fi e X, x5, . . L, x,) =0
fxz(xl’ Xoy X3y o v s xn) =0
fx”(xl’ x23 x3, P xn) = 0

La extension del teorema 4.17 a tres o mds variables también es posible, aunque no se
considerard en este texto.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

4-8 EieI'CiCiOS con numeracion impar.

Hallar los extremos relativos En los ejercicios 1-6, identi- 19.z=¢ *seny

fique los extremos de la funcién reconociendo su forma dada o

su

tados empleando derivadas parciales para localizar los puntos
criticos y probar si son extremos relativos.

1.
2.
3.
4.
5.
6.

Usar el criterio de segundas derivadas En los ejercicios
7-20, examine la funcién para localizar los extremos relativos y
los puntos silla.

7
8
9

10.

11
12
13

forma después de completar cuadrados. Verifique los resul-

gle,y) = (x = 1>+ (y = 3)°
gley) =5 —(x =30 = (y + 27
fl,y) = Vx2+y2+ 1

foy) = VB = - 22— 2 -
fl,y) =x2+y2+2x— 6y + 6
f,y) = —x2 = y2 4+ 10x + 12y — 64

- —y

20. z = (% —x2 4+ yz>e1_)‘2_y2

. h(x,y) = 80x + 80y — x2 — y?
cgley) =xr =y —x—y

- glx,y) = xy

h(x,y) = x2 — 3xy — y?

Cfly) = 32— 292+ 3x — 4y + 5
Cfley) =2x2+2xy +y2+2x — 3

X
.z=x2+xy+%y2—2x+y
PP’ Usar tecnologia para hallar extremos relativos y puntos

Lz = —5x%+ —y2+ + . . .. ore . .
14. 2 > :lxy 5 Y 16x 410 silla  En los ejercicios 21-24, utilice un sistema algebraico por
15. flxy) = Va2 +y computadora, represente la superficie y localice los extremos
16. h(x,y) = (x2 + y?)1/3 + 2 relativos y los puntos silla.
17. fx,y) =x2 —xy —y> = 3x —y — 4y

18

21'Z:x2+yz-|-l

22, flx,y) = y3 =32 = 3y2 = 3x2 + 1
23. 7z = (32 + 4y?)et "2
24, z = ¢V

g

Hallar extremos relativos En los ejercicios 25 y 26, busque
los extremos de la funcién sin utilizar los criterios de la derivada
y utilice un sistema algebraico por computadora para represen-
tar graficamente la superficie. (Sugerencia: Por observacién, de-
termine si es posible que z sea negativo. ;Cuando z es igual a 0?)

Sl y) = 2xy — Sty + 1 2. . (x — y)¥ 26, o (2 — y2p2
Z * x2 + y2 * x2 + y2
2 Piénselo En los ejercicios 27-30, determine si hay un maxi-
mo relativo, un minimo relativo, un punto silla, o si la informa-
cion es insuficiente para determinar la naturaleza de la funcion
y f(x,y) en el punto critico (xy, y,).
) =
——— 27. fxx(xo’ )’0) =9, fyy(xo,yo) =4, fxy(‘x()? yo) =6
28. fi.(x0,¥0) = =3, fi,(x0,30) = =8, £, (xg.39) = 2
3 29. fxx(xo’)’o) = -9, fw(xo,yo) =0, fxy(xoayO) =10

x 30. fox(xmyo) = 25, ];y(xo,)’o) =38, Jscy(xo’)’o) =10



31. Usar el criterio de segundas derivadas parciales Una
funcion f tiene segundas derivadas parciales continuas en una
region abierta que contiene el punto critico (3, 7). La funcién
tiene un minimo en (3, 7) y d > 0 para el criterio de las segun-
das derivadas parciales. Determine el intervalo para f, (3, 7) si

fo(3. ) =2y f£,(3,7) =8.

H’ 32. Usar el criterio de segundas derivadas parciales Una
funcidn f tiene segundas derivadas parciales continuas en una
region abierta que contiene el punto critico (a, b). Sif,(a, b) y
Jy(a, D) tiene signos opuestos, ;qué implica esto? Explique.

Hallar los extremos relativos y los puntos silla En los
ejercicios 33-38, (a) encuentre los puntos criticos, (b) pruebe
los extremos relativos, (c¢) indique los puntos criticos en los cua-
les el criterio de las segundas derivadas parciales no es conclu-
yente, y (d) use un sistema algebraico por computadora para
trazar la funcion, clasificando cualesquiera puntos extremo y
puntos silla.

33, flx,y) = x>+ 3

3. flx,y) =x34+y3 —6x2+ 9y2 + 12x + 27y + 19

35. flx,y) = (x = 1)y + 4)°

36. f(x,y) = V(x —1)2+ (y + 2)?

37. flx,y) = x2/3 + y2/3

38. flx,y) = (6 + y2/3

Examinar una funcién En los ejercicios 39-40, encuentre los
puntos criticos de la funcion y, por la forma de la funcién, determi-
ne si se presenta un maximo o un minimo relativo en cada punto.

39, f(x,y,2) =22+ (y —3)2+ (z + 1)
40. f(x,y,2) =9 — [x(y — D(z + 2)J°

Hallar extremos absolutos En los ejercicios 41 a 48, de-
termine los extremos absolutos de la funcién en la regién R.
(En cada caso, R contiene sus puntos frontera.) Utilice un siste-
ma algebraico por computadora y confirme los resultados.

41. f(x,y) = x> —4dxy + 5
R={(x,y): 1 <x<4,0<y<2}
42. f(x,y) =x2+xy, R=1{lx,y): |x| =2,

43. f(x,y) = 12 — 3x — 2y

y| =1}

R: Laregion triangular en el plano xy con vértices (2, 0), (0, 1)
y (1,2).

4. f(x,y) = Qx—y)?
R: Laregion triangular en el plano xy con vértices (2, 0), (0, 1)
y (1,2).

45. f(x,y) = 3x> + 2y2 -4y
R: Laregion en el plano xy acotada por las graficas de y = x>y
y=4.

46. f(x,y) = 2x—2xy + y?
R: Laregion en el plano xy acotada por las graficas de y = x>y
y=1

a7. f(x,y) = x>+ 2xy + ¥4, R={(x,y): |x| =2,

- 4xy

48. f(X, Y) - (xz + 1)(y2 + 1)

R={(xy):0=<x<1,0=<y<1}

yl =1}
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DESARROLLO DE CONCEPTOS

49. Definir términos Defina cada uno de los siguientes
para una funcién de dos variables.

(b) Maximo relativo

(d) Punto silla

Dibujar una grafica En los ejercicios 50-52, trace la gra-

fica de una funcion arbitraria f que satisfaga las condiciones

dadas. Diga si la funcién tiene extremos o puntos silla. (Hay

muchas respuestas correctas.)

(a) Minimo relativo

(c) Punto critico

50. Todas las primeras y segundas derivadas parciales de f'son 0.
51. f(x,y) > 0y f,(x,y) < 0 paratodo (x,y).
52. £(0,0) = 0, £(0,0) =0

<0, x<0
>0, x>0

>0, y<0

];(x’y){< 0, y>0

filx, y){

S, y) > 0,£,(x,y) <0y £, (x,y) = 0 para todo (x,y).

53. Comparar funciones Considere las funciones

fly)=x* =y y gy =2+ )y,

(a) Demuestre que ambas funciones tienen un punto critico
en (0, 0).

(b) Explique cémo f'y g se comportan de manera diferente en
este punto critico.

;COMO LO VE? La figura muestra las curvas de
nivel de una funcién desconocida f(x, y). ;Qué
informacion, si la hay, se puede dar respecto a f
en los puntos A, B, C'y D? Explique su razona-
miento.

;Verdadero o falso? En los ejercicios 55-58, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que demuestre que es falso.

55. Si ftiene un maximo relativo en (x,, y,, Z,), entonces

L(XO, yo) = fy(x(), yo) =0.

56. Sif,(xp, o) = f,(xg, o) = 0, entonces ftiene un maximo relativo
en (Xo, Yo, Z)-

57. Entre cualesquiera dos minimos relativos de f, aqui debe estar
al menos un méaximo relativo de f.

58. Si fes continua para todo x y y, y tiene dos minimos relativos,
entonces f debe tener por lo menos un maximo relativo.



236 Unidad 4 Funciones de varias variables

4.9 Multiplicadores de Lagrange

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

El método de los multiplicadores
de Lagrange debe su nombre al
matematico francés Joseph Louis
Lagrange. Lagrange presentd el
método por primera vez en su
famoso trabajo sobre mecanica,

escrito cuando tenia apenas |9 afios.

% Entender el método de los multiplicadores de Lagrange.

% Utilizar los multiplicadores de Lagrange para resolver problemas de optimiza-
cion con restricciones.

% Utilizar el método de multiplicadores de Lagrange con dos restricciones.

Multiplicadores de Lagrange

Muchos problemas de optimizacién tienen restricciones, o ligaduras, para los valores
que pueden usarse para dar la solucién 6ptima. Tales restricciones tienden a complicar
los problemas de optimizacién, porque la solucién éptima puede presentarse en un pun-
to frontera del dominio. En esta seccidn estudiard una ingeniosa técnica para resolver
tales problemas, es el método de los multiplicadores de Lagrange.

Para ver cémo funciona esta técnica, suponga que quiere hallar el rectingulo de
drea maxima que puede inscribirse en la elipse dada por

2 2
X
4L =1

32 42
Sea (x, y) el vértice del rectangulo que se encuentra en el primer cuadrante, como se
muestra en la figura 4.73. Como el rectangulo tiene lados de longitudes 2x y 2y, su drea

esta dada por
f(x, )’) = 4xy. Funcién objetivo

Desea hallar x y y tales que f(x, y) es un maximo. La eleccién de (x, y) estd restringida a
puntos del primer cuadrante que estdn en la elipse
2 2
X
v = 1. Restriccion

2
Ahora, considere la ecuacidn restrictiva o de ligadura como una curva de nivel fija de
2 2
X b
gy =5+ 45

Las curvas de nivel de frepresentan una familia de hipérbolas

Jny) = dxy = k.
En esta familia, las curvas de nivel que satisfacen la restriccién dada corresponden
a hipérbolas que cortan a la elipse. Es mds, para maximizar f(x, y), usted quiere hallar la
hipérbola que justo satisfaga la restriccion. La curva de nivel que hace esto es la que es
tangente a la elipse, como se muestra en la figura 4.74.

Curvas de nivel de f:

" y dxy =k
(x,y)
3 —
2 —
1 —
} ——+ ——+ } X
-4 -2 |-1 1|2 4
1
_2 -+
_3 —+
2y
Funcién objetivo: f(x,y) = 4xy Restriccion: g(x,y) = 3 + rehe 1

Figura 4.73 Figura 4.74
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Para encontrar la hipérbola apropiada use el hecho de que dos curvas son tangentes
en un punto si y solo si sus vectores gradiente son paralelos. Esto significa que Vf(x, y)
debe ser un miltiplo escalar de Vg(x, y) en el punto de tangencia. En el contexto de los
problemas de optimizacién con restricciones, este escalar se denota con A (la letra griega
lambda minuscula del alfabeto griego).

Vi(x,y) = AVg(x, )

Al escalar A se le conoce como un multiplicador de Lagrange. El teorema 4.18 da las
condiciones necesarias para la existencia de tales multiplicadores.

ceseesssceccccssss> | TEOREMA 4.18 Teorema de Lagrange

co e Puede Sean f'y g funciones con primeras derivadas parciales continuas, y tales que f tiene
demostrar que el teorema de un extremo en un punto (x,, y,) sobre la curva suave de restriccién g(x, y) = c. Si
Lagrange también es valido Vg(xy, vo) 7 0, entonces existe un nimero real A tal que

para funciones de tres variables,
usando un argumento similar
con superficies de nivel y con el
teorema 4.14.

Vf(xo»)’o) = )\VS(XO,YO)'

Demostracion Para empezar, represente la curva suave dada por g(x, y) = ¢ median-
te la funcién vectorial

r(H) = x(@)i + y(»)j, r’(t) #0

donde x" y y’ son continuas en un intervalo abierto /. Se define la funcién & como A(f) =
J(x(6), ¥(2)). Entonces, como f{x,, ¥,) s un valor extremo de f usted sabe que

h(ty) = f(x(ty), ¥(15)) = f(x0, ¥o)
es un valor extremo de 4. Esto implica que /(7)) = 0, y por la regla de la cadena,

h/(to) :f;c(x()’yo)xl([o) +f;;(x(]7 yo)y,(to) = Vf(xo, yo) : r/(to) =0.

Asi, Vf(x,, y,) es ortogonal ar'(z,). Por el teorema 4.12, Vg(x,, y,) también es ortogonal
a r'(t,). Por consiguiente, los gradientes Vf(x,, y,) ¥ Vg(xo, ¥,) son paralelos y debe
existir un escalar A tal que

VF(xo, v0) = AVg(xy, vo)-

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. i

El método de los multiplicadores de Lagrange emplea el teorema 4.18 para encon-
trar los valores extremos de una funcién f sujeta a una restriccion.

corrtrrrrerrreeeeee ‘> | Método de los multiplicadores de Lagrange
co o Como
verd en los ejemplos 1y 2, el
método de los multiplicadores

de Lagrange requiere resolver
sistemas de ecuaciones no li- 1. Resolver simultdneamente las ecuaciones Vf(x, y) = A Vg(x, y) y g(x,y) = ¢

resolviendo el sistema de ecuaciones siguiente.

Sean fy g funciones que satisfacen las hipétesis del teorema de Lagrange, y sea funa
funcién que tiene un minimo o un maximo sujeto a la restricciéon g(x, y) = c. Para
hallar el minimo o el mdximo de f, siga los pasos descritos a continuacion.

neales. Esto a menudo requiere

de alguna manipulacién alge- flx,y) = Ag(x,y)
braica ingeniosa. —
& £ (x,y) = Ag,(x,y)
glx,y) =c

2. Evaluar f'en cada punto solucién obtenido en el primer paso. El valor mayor da
el maximo de f sujeto a la restriccioén g(x, y) = ¢, y el valor menor da el minimo
de f sujeto a la restriccién g(x, y) = c.
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Problemas de optimizacion con restricciones

En el problema presentado al principio de esta seccidn, usted queria maximizar el drea
de un rectangulo inscrito en una elipse. El ejemplo 1 muestra cémo usar los multiplica-
dores de Lagrange para resolver este problema.

I Multiplicador de Lagrange con una restriccion

Encuentre el valor maximo de f(x, y) = 4xy, donde x > 0y y > 0 sujeto a la restriccién
(x%/3%) + (y/4?) = 1.

cecesssssscccceees> Solucion Paracomenzar, sea

co o El ejemplo
1 también puede resolverse utili-
zando las técnicas aprendidas en
la unidad. Para ver cémo se hace
esto, calcule el valor maximo de
A = 4xy dado que

)C2 2

? + % = 1.
Para empezar, despeje y de la se-
gunda ecuacidn para obtener

y=4/-2

Después sustituya este valor en
la primera ecuacién para obtener

A=4(3/9-2).

Por ultimo, use las técnicas del
célculo diferencial para maxi-
mizar A.

2 2
glx,y) = Zz 1

Igualando Vf(x,y) = 4yi + 4xj y AVg(x,y) = (2Ax/9)i +

sistema de ecuaciones siguiente.

(Ay/8)j, puede obtener el

2
4y = §’\x Jlx,y) = Agilx,y)
1
Ax = oAy 5x.3) = Agy(x.y)
2 2
% + % =1 Restriccién

De la primera ecuacidn, obtiene A = 18y/x, que sustituido en la segunda ecuacién da

) = o

9.
8\ x e

16

Sustituyendo este valor de x? en la tercera ecuacién produce
o , 1
— | = + — 2 — 1
9(16 Y > 16”7

Asi,y = £2/2. Como se requiere que y > 0, elija el valor positivo para encontrar que

> 2=

9

2 2

2
16~

Por tanto, el valor maximo de fes

2ﬂ> = 4xy = 4(i

J3)v2) -

3
/ ( V2
Observe que el expresar la restriccién como
2 2 2 y2

glx,y) = *+E=1 o glx,y = §+*—1—0

no afecta la solucion, la constante se elimina cuando se calcula Vg.



PARA INFORMACION ADICIONAL
Para mas informacidn sobre la
utilizacién de los multiplicadores de
Lagrange en economia, consulte el
articulo “Lagrange Multiplier Problems
in Economics”, de John V. Baxley y
John C. Moorhouse, en The American
Mathematical Monthly. Para ver este
articulo vaya a MathArticles.com.
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| Una aplicacién a la economia

La funcién de produccion de Cobb-Douglas para un fabricante de software estd dada por
flx,y) = 100x¥4y1/4 Funcién objetivo

donde x representa las unidades de trabajo (a $150 por unidad) y y representa las uni-
dades de capital (a $250 por unidad). El costo total de trabajo y capital estd limitado a
$50,000. Encuentre el nivel maximo de produccion de este fabricante.

Solucion El gradiente de fes
VF(x,y) = 75x~ /4yl 4§ + 25x34y=34j,
El limite para el costo de trabajo y capital se refleja en la restriccion

g(x,y) = 150x + 250y = 50,000. Restriccion

Asi, AVg(x,y) = 150Ai + 250Aj. Esto da lugar al sistema de ecuaciones siguiente.

75)67]/4y1/4 = 150X flx,y) = Ag(x,y)
25x3/4y_3/4 = 250A fx,y) = Ag,(x,y)
150x + 250y = 50,000 Restriccién

Resolviendo para A en la primera ecuacion

_ 75x—1/4y1/4 B x—1/4y1/4

A 150 2

y sustituyendo en la segunda ecuacidn, obtiene

—1/4,,1/4
2554y~ = 250("7; )

25x = 125y Multiplique por x'/4y34,
x = 5y.

Sustituyendo este valor de x en la tercera ecuacion, tiene

150(5y) + 250y = 50,000
1000y = 50,000
y = 50 unidades de capital.

Esto significa que el valor de x es

x = 5(50)
= 250 unidades de trabajo.

Por tanto, el nivel mdximo de produccion es

(250, 50) = 100(250)34(50)14

16,719 unidades producidas.

U

Los economistas llaman al multiplicador de Lagrange obtenido en una funcién de
produccién la productividad marginal del capital. Por ejemplo, en el ejemplo 2 la
productividad marginal de capital en x = 250y y = 50 es

_ x—1/4y1/4 _ (250)—1/4(50)1/4
2 2

~ 0.334

lo cual significa que por cada ddlar adicional gastado en la produccién, puede producirse
0.334 unidades adicionales del producto.
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Elipsoide:
2x2 4+ y2 4+ 372

Punto de tangencia |
(3.,-9.-4)

4  Funciones de varias variables

4

Figura 4.75
40
-1,-3,24
( T
241
161

Maximo

T relativo

(-1,3,24)

Minimo
relativo :
(1,0,2)

x (10,0, 6.675)

Figura 4.76

81 <5

y

| Multiplicadores de Lagrange y tres variables

+ » » «> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Encuentre el valor minimo de
S, y,2) = 2x% + y? + 322 Funcidn objetivo

sujeto a la restriccion o ligadura 2x — 3y — 4z = 49.

Solucion Sea g(x, y, z) = 2x — 3y — 4z = 49. Entonces, como

Vf(x,y,z) = 4xi + 2yj + 62k

AVg(x,y,2) = 2Ai — 3Aj — 4Ak

usted obtiene el sistema de ecuaciones siguiente.

4dx = 2\ flx,y,2) = Ag(x,y,2)

2y = —3A £, y.2) = Agy(x,y.2)

6z = —4A [y, 2) = Ag(x, ¥, 2)
2x — 3y — 4z = 49 Restriccion

La solucidn de este sistema es x = 3,y = =9 y z = —4. Por tanto, el valor éptimo de fes

fG3,=9,-4) =2(3)2 + (=92 + 3(—4)2
= 147.

De la funcién original y de la restriccién, resulta claro que f(x, y, z) no tiene maximo.
Por tanto, el valor éptimo de f determinado arriba es un minimo. E

Una interpretacion grafica del problema de optimizacion con restricciones para dos
variables. Con tres variables la interpretacion es similar, solo que se usan superficies de
nivel en lugar de curvas de nivel. Asi, en el ejemplo 3 las superficies de nivel de f son
elipsoides centradas en el origen, y la restriccién

2x—3y—4z =49

es un plano. El valor minimo de fest4 representado por la elipsoide tangente al plano de
la restriccién, como se muestra en la figura 4.75.

| Optimizar el interior de una region

Encuentre los valores extremos de

Funcién objetivo

fl,y) =x2+ 2y —2x + 3
sujeto a la restriccion x> + y> < 10.
Solucion Para resolver este problema, puede dividir la restriccion en dos casos.

a. Para los puntos en el circulo x*> + y* = 10, puede usar los multiplicadores de
Lagrange para hallar que el valor mdximo de f(x, y) es 24; este valor se presenta en
(-1, 3) y en (-1, —3). De manera similar, puede determinar que el valor minimo de

fix, y) es aproximadamente 6.675; este valor se presenta en (\/ 10, 0).

b. Para los puntos interiores al circulo, puede usar las técnicas analizadas en la seccién
anterior para concluir que la funcién tiene un minimo relativo de 2 en el punto (1, 0).

Combinando estos dos resultados, puede concluir que ftiene un maximo de 24 en (—1, £3)
y un minimo de 2 en (1, 0), como se muestra en la figura 4.76. u
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El sistema
de ecuaciones que se obtiene
en el método de los multipli-
cadores de Lagrange no es,
en general, un sistema lineal,
y a menudo hallar la solucién
requiere de ingenio.
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El método de multiplicadores de Lagrange
con dos restricciones

En problemas de optimizacién que involucran dos funciones de restriccién g y & usted
puede introducir un segundo multiplicador de Lagrange, u (letra mindscula mu del alfa-
beto griego), y resolver la ecuacién

Vf= AVg + uVh

donde los vectores gradiente no son paralelos, como se ilustra en el ejemplo 5.

Optimizar con dos restricciones

Sea T(x, y, z) = 20 + 2x + 2y + z? la temperatura en cada punto en la esfera
x2 4+ y2 + 2 =11.

Encuentre las temperaturas extremas en la curva formada por la interseccion del plano
x +y+ z=3ylaesfera.

Soluciéon Las dos restricciones son
g, y,2) =x>+y2+22=11y hlx,y,2) =x+y+z=3.
Usando

VT(x,y,z) = 2i + 2j + 2zk
AVg(x,y,2) = 2Axi + 2Ayj + 2Azk

uVh(x,y,z) = pi + uj + uk

puede escribir el sistema de ecuaciones siguiente

2=2\x+pu T(x,y,2) = Ag,(x,y,2) + uh(x,y,2)

2=2\y+ pu T,(x,y,2) = Ag,(x,y,2) + phy(x,y,2)

27 =2A7 + u T.(x,y,z) = Ag,(x,y,2) + ph(x,y,2)
X2+ y2+z2=11 Restriccion 1
x+ty+z=3 Restriccion 2

Restando la segunda ecuacién de la primera, obtiene el sistema siguiente.
AMx—y)=0
2Z(1 = A) — =0
X4y +2=11
xt+ty+z=3

De la primera ecuacién, puede concluir que A = 0 o x = y. Si A = 0 puede demostrar
que los puntos criticos son (3, —1, 1) y (-1, 3, 1). (Tratar de hacer esto toma un poco de
trabajo.) Si A # 0, entonces x = y y puede demostrar que los puntos criticos se presen-
tandonde x =y = (3 + 2\@)/3 y z= (3 ¥ 4\@)/3. Por ultimo, para encontrar las
soluciones Optimas se deben comparar las temperaturas en los cuatro puntos criticos.

T3, —1,1) = T(—1,3,1) = 25

T<3 - 2\/§’3 - 2\@’3 + 4\@) ] AN
3 3 3 3
T<3 +32\/§’3 +32ﬁ,3 —;ﬁ) _ 9371z 3033

. . 91 ‘-
Asi, T = 25 es la temperatura minima y 7' = 3 es la temperatura mdxima en la curva.
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4.9 Ejercicios

con numeracion impar.

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

Usar multiplicadores de Lagrange En los ejercicios 1-8,
utilice multiplicadores de Lagrange para hallar el extremo in-
dicado, suponga que x y y son positivos.
1. Maximizar: f(x,y) = xy
Restriccion: x + y = 10
2. Minimizar: f(x,y) =2x +y
Restriccion: xy = 32
3. Minimizar: f(x,y) = x> + y?
Restriccion: x + 2y —5=0
4. Maximizar: f(x,y) = x> — y?
Restriccién: 2y — x2 =0
5. Maximizar: f(x,y) = 2x + 2xy +y
Restriccion: 2x + y = 100
6. Minimizar: f(x,y) =3x +y + 10
Restriccién: x%y = 6
7. Maximizar: f(x,y) = /6 — x2 — y?
Restriccion: x +y —2 =0
8. Minimizar: f(x,y) = J/x% + y2
Restriccion: 2x + 4y — 15 =0

Usar multiplicadores de Lagrange En los ejercicios 9-12,
utilice los multiplicadores de Lagrange para hallar los extre-
mos indicados, suponiendo que x, y y z son positivos
9. Minimizar: f(x,y,z) = x> + y2 + 22
Restriccion: x + y +z—9=0
10. Maximizar: f(x,y,z) = xyz
Restriccion: x + y +z—3 =0
11. Minimizar: f(x,y,z) = x> + y? + 72
Restriccion: x +y + z =1
12. Maximizar: f(x,y,z7) =x +y + z

Restriccién: x> + y2 + 22 =1

Usar multiplicadores de Lagrange En los ejercicios 13 y
14, utilice los multiplicadores de Lagrange para hallar todos
los extremos de la funcién sujetos a la restricciéon x> + y> < 1.

13. f(x,y) = x2+ 3xy + y2 14 f(x,y) = e /4

Usar multiplicadores de Lagrange En los ejercicios 15 y
16, utilice los multiplicadores de Lagrange para hallar los ex-
tremos de f indicados sujetos a dos restricciones. En cada caso,
suponga que x, y y Z son no negativos.
15. Maximizar: f(x,y,z) = xyz

Restricciéon: x +y +z=32, x—y+z=0
16. Minimizar: f(x,y,z) = x> + y2 + 72

Restriccion: x + 2z =6, x +y =12

Hallar la distancia minima En los ejercicios 17-26, use los
multiplicadores de Lagrange para encontrar la distancia minima
desde la curva o superficie al punto indicado. (Sugerencia: Para
simplificar los calculos, minimice el cuadrado de la distancia.)

Curva Punto
17. Recta: x + y = 1 (0,0)
18. Recta: 2x + 3y = —1 (0,0)
19. Recta: x — y = 4 (0,2)
20. Recta: x + 4y = 3 (1,0)
21. Pardbola: y = x> (0,3)
22. Pardbola: y = x? (—=3,0)
23. Circunferencia: x> + (y — 1)2=9 4,4)
24. Circunferencia: (x — 4)2 + y2 =4 (0,10)

Superficie Punto
25. Plano: x +y + z =1 (2,1,1)
26. Cono: z = /x2 + 2 (4,0,0)

Interseccion de superficies En los ejercicios 27 y 28, hallar
el punto mas alto de la curva de interseccion de las superficies.
27. Cono: x> + y2 —z2=0

Plano: x + 2z = 4
28. Esfera: x> + y? + 72 = 36

Plano: 2x + y —z =2

DESARROLLO DE CONCEPTOS

29. Problemas de optimizacion con restriccio-
nes Explique qué se quiere decir con problemas de op-
timizacién con restricciones.

30. Método de multiplicadores de Lagrange Expli-
que el método de los multiplicadores de Lagrange para
resolver problemas de optimizacién con restricciones.

Usar multiplicadores de Lagrange En los ejercicios 31-38,
use los multiplicadores de Lagrange para resolver el ejercicio
indicado en la seccién 13.9.

31. Ejercicio 1 32. Ejercicio 2
33. Ejercicio 5 34. Ejercicio 6
35. Ejercicio 9 36. Ejercicio 10

37. Ejercicio 15 38. Ejercicio 16

39. Volumen maximo Utilice multiplicadores de Lagrange
para determinar las dimensiones de la caja rectangular de vo-
lumen méximo que puede ser inscrita (con los bordes parale-
los a los ejes de coordenadas) en el elipsoide
2y 2

T+ =1
a> b ?



(a) Maximizar z = xy

41.

42,

43.

4.

;COMO LO VE? Las gréficas muestran la
restriccion y varias curvas de nivel de la funcién
objetivo. Utilice la grafica para aproximar los
extremos indicados.

(b) Minimizar z = x> + y?

Restriccién: 2x + y = 4 Restriccion: x + y — 4 =0

000

Costo minimo Un contenedor de carga (en forma de un
s6lido rectangular) debe tener un volumen de 480 pies ctibi-
cos. La parte inferior costard $5 por pie cuadrado para cons-
truir, y los lados y la parte superior costardn $3 por pie cua-
drado para construccién. Use los multiplicadores de Lagrange
para encontrar las dimensiones del contenedor de este tamaiio
que tiene costo minimo.

Medias geomeétrica y aritmética

(a) Utilice los multiplicadores de Lagrange para demostrar
que el producto de tres nimeros positivos x, y y z, cuya
suma tiene un valor constante S, es maxima cuando los
tres nimeros son iguales. Utilice este resultado para de-
mostrar que

Vi < %

(b) Generalice el resultado del inciso (a) para demostrar que
el producto

XXXz © ot X,

es maximo cuando

n
X, =Xy = X3 = - '=x,l,2xi=S,ytod0xi20.

i=1
Después, demuestre que

X, +tx, +xg+ -+ x,
X xpx3 X, < .

n

Esto demuestra que la media geométrica nunca es mayor
que la media aritmética.

Superficie minima Utilice multiplicadores de Lagrange
para encontrar las dimensiones de un cilindro circular recto
con volumen de V,, unidades cibicas y superficie minima.

Temperatura Sea T(x, y, z) = 100 + x* + y?la tempe-
ratura en cada punto sobre la esfera
X2+ 2+ 22 =50.

Encuentre la temperatura mdxima en la curva formada por la
interseccion de la esfera y el planox —z = 0.

45.

46.
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Refraccion de la luz  Cuando las ondas de luz que viajan
en un medio transparente atraviesan la superficie de un segun-
do medio transparente, tienden a “desviarse” para seguir la tra-
yectoria de tiempo minimo. Esta tendencia se llama refraccién
y estd descrita por la ley de refraccién de Snell, segin la cual
sen 6, sen 6,

V1 Va

donde 6, y 6, son las magnitudes de los dngulos mostrados
en la figura, y v, y v, son las velocidades de la luz en los dos
medios. Utilice los multiplicadores de Lagrange para deducir
estaley usandox + y = a.

e N ;
; Medio |
4, NN
X <:} y
"~ O
Medio 2 /92 d,
a 'Q

Area y perimetro  Un semicirculo estd sobre un rectdngulo
(veala figura). Si el drea es fija y el perimetro es un minimo, o
si el perimetro es fijo y el drea es un maximo, utilice multipli-
cadores de Lagrange para verificar que la longitud del rectdn-
gulo es el doble de su altura.

|

e———— | ———1

Nivel de produccion En los ejercicios 47 y 48, determine el
maximo nivel de produccién P cuando el costo total de trabajo
(a $72 por unidad) y capital (a $60 por unidad) est4 restringido
a $250,000, donde x es el niimero de unidades de trabajo y y es
el nimero de unidades de capital.

47. P(x,y) = 100x0-23y075

48. P(x,y) = 100x04y0¢

Costo En los ejercicios 49 y 50, determine el costo minimo
para producir 50,000 unidades de un producto, donde x es el nii-
mero de unidades de trabajo (a $72 por unidad) y y es el niimero
de unidades de capital (a $60 por unidad).

49. P(x,y) = 100x0-23y075

50. P(x,y) = 100x06y04

DESAFIOS DEL EXAMEN PUTNAM

51. Una boya estd hecha de tres piezas, a saber, un cilindro y

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

dos conos iguales, la altura de cada uno de los conos es
igual a la altura del cilindro. Para una superficie dada, ;con
qué forma se tendrd el volumen méximo?
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas
de los ejercicios con numeracion impar.

Ejercicios de repaso

Evaluar una funcion Enlos ejercicios 1y 2, encuentre y sim-
plifique los valores de la funcion

1. f(x,y) = 3x%

(@ (1,3) ) (=1,1)  (c) (—=4,0) d (x,2)
2. flx,y) =6 — dx — 2y?
(@ (0,2) (b) (5,0) © (=1,-2) (@ (=3,y)

Hallar el dominio y el rango de una funcién En los ejerci-
cios 3 y 4, determine el dominio y el rango de la funcién.

3. floy) = % 4. fley) = V36 -2 —

Trazar un mapa de contorno Enlos ejercicios 5y 6, describa
las curvas de nivel de la funcion. Trace un mapa de contorno de
la superficie usando curvas de nivel para los valores de c dados.
5.z=3—-2x+y, ¢=0,2,4,6,8

6. z=2x>+y>, ¢=1,2,3,4,5

7. Conjetura Considere la funcion f(x, y) = x> + y°.
(a) Trace la gréfica de la superficie dada por f.

(b) Haga una conjetura sobre la relacion entre las graficas de
fy glx,y) = fix,y) + 2. Explique su razonamiento.

(c) Haga una conjetura sobre la relacion entre las graficas de
fy glx, y) = fix, y — 2). Explique su razonamiento.

(d) Sobre la superficie en el inciso (a), trace las gréificas z =

f,y)yz=fix, 1.

8. Inversion Un capital de $2000 se deposita en una cuenta
de ahorro que gana intereses a una tasa r (escrita con un deci-
mal) compuesto continuamente. La cantidad A(r, r) después de
t afos es

Al(r, 1) = 2000¢".

Utilice esta funcién de dos variables para completar la tabla.

Numero de afios

Tasa | 5| 10| 15| 20

0.02

0.04

0.06

0.07

Dibujar una superficie de nivel En los ejercicios 9 y 10, di-
buje la grafica de la superficie de nivel f(x, y, z) = ¢ para un
valor dado c.

9. fx,y,2) =x*—y+2% c=2
10. f(x,y,2) = 4x2 —y2 + 422, ¢=0

Limite y continuidad En los ejercicios 11-14, encuentre el

limite (si este existe) y analice la continuidad de la funciéon.

Lodim 2. lim S
()= x>+y (ny)—=0,1)x= —y

x2

11

7y2
13.  lim y+xe

. 14
(x,y—0,00 1 + x?2

’ (x,y}gI(IO,O) x*+y?

Hallar derivadas parciales En los ejercicios 15-22, determine
todas las primeras derivadas parciales.

15. f(x,y) =5+ 7y -3 16. f(x,y) = 4x% — 2xy + y?

Xy
x+y

19. f(x,y) = yde* 20. z =In(x>+y2+ 1)
21. f(x,y,2) = 2xz22 + 6xyz — 5x°>

R.w=J2-y¥ -7

17. f(x,y) = e*cosy 18. f(x,y) =

Hallar segundas derivadas parciales En los ejercicios 23-26,
determine las cuatro segundas derivadas parciales. Observe
que las derivadas parciales mixtas son iguales.

X

23. = 3a2 — xy + 2)°
flry) =32 = xy + 2y Tty

24. h(x,y) =

25. h(x,y) = xseny + ycosx  26. g(x,y) = cos(x — 2y)

27. Hallar las pendientes de una superficie Determine las
pendientes de la superficie z = x? In(y + 1) en las direcciones
xyyenel punto (2, 0, 0).

28. Ingreso marginal Unaempresa tiene dos plantas que pro-
ducen la misma podadora de césped. Si x, y x, son los nimeros
de unidades producidas en la planta 1 y en la planta 2, respec-
tivamente, entonces los ingresos totales de la produccién estan
dados por

R = 300x, + 300x, — 5x2 — 10x,x, — 5x3.
Six; = 5yx, = 8, determine (a) el ingreso marginal para laplan-
ta 1, dR/dx,, y (b) el ingreso marginal para la planta 2, dR/0x,.

Hallar una diferencial total En los ejercicios 29-32, deter-
mine la diferencial total.

29. z = xsen xy 30. z = 5x%y?
3x + 4y
— 32 — 232 X7
31. w = 3xy 2x%yz 32. w vt 3

Usar una diferencial como una aproximacion En los ejer-
cicios 33 y 34, (a) evaliie (2, 1) y f(2.1, 1.05) y calcule Az, y (b)
utilice la diferencial total dz para aproximar Az.

33. f(x,y) = 4x + 2y 3. f(x,y) =36 — x> — y?

35. Volumen El posible error implicado en la dimensién de
cada dimensién de un cono circular recto es 1% pulg. El radio
es de 2 pulgadas y la altura de 5 pulgadas. Aproxime el error
propagado y el error relativo en el cdlculo del volumen del
cono.



36. Superficie lateral Aproxime el error propagado y el error
relativo en el cdlculo de la superficie lateral del cono del ejerci-
cio 35. (La superficie lateral estd dada por A = 7r/r? + hz.)

Usar diferentes métodos En los ejercicios 37 y 38, en-
cuentre dw/dt, a) utilizando la regla de la cadena apropiada y
(b) convirtiendo w en funcion de ¢ antes de derivar.

37.w=In(x>+y), x=2t, y=4—1

38. w=y>—x, x=cost, y=sent

Usar diferentes métodos En los ejercicios 39 y 40, encuen-
tre ow/dr y ow/ot, (a) utilizando la regla de la cadena apropiada
y (b) convirtiendo w en una funcion de r y de ¢ antes de derivar.

39.w=ﬂ, xX=2r+t, y=rt, z=2r—t
z

40. w = x>+ y>+ 72, x=rcost, y=rsent, z=1

Hallar derivadas parciales implicitamente En los ejerci-
cios 41 y 42, encuentre las primeras derivadas parciales de z por
derivacion implicita.

M. > +xy+y>+yz+22=0 42.xz>2 —ysenz =0

Hallar una derivada direccional En los ejercicios 43 y 44,
encuentre la derivada direccional de la funcién en P en direc-
cion de v.

43. f(x,y) = x%, P(=5,5), v=3i—4j
44. f(x,y) =2 — 2, P(1,4), v=2i+]j

Hallar una derivada direccional En los ejercicios 45 y 46,
use el gradiente para encontrar la derivada direccional de la
funcién en P en direccion de v.

45. w=y>+xz, P(1,2,2), v=2i—j+2k
46. w = 5x% + 2xy — 3y%z, P(1,0,1), v=i+j—k

Usar propiedades del gradiente En los ejercicios 47-50,
encuentre el gradiente de la funcién y el maximo valor de la
derivada direccional en el punto dado.

47. z = x%y, (2,1)

—x T
48. 7 = e ¥ cosy, (0,4>

_ y
49. 7 = ot (1,1

X2

x—y’

50. z = (2,1)

Usar una funcion En los ejercicios 51 y 52, (a) encuentre el
gradiente de la funcion en P, (b) encuentre un vector normal
unitario para la curva de nivel f(x, y) = ¢ en P, (c) encuentre la
recta tangente a la curva de nivel f(x, y) = ¢ en P, y (d) trace
la curva de nivel, el vector unitario normal y la recta tangente
en el plano xy.

51. flx,y) = 9x® — 4y? 52. f(x,y) =4ysenx — y

c =65, P(3,2) c =3, P(%T, 1)
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Hallar una ecuaciéon de un plano tangente En los ejer-
cicios 53-56, encuentre una ecuacién del plano tangente a la
superficie en el punto dado.

53.z=x>+y*+2, (1,3,12)

54. 9x? 4+ y> + 472 =25, (0,-3,2)

55.z= -9+ 4x — 6y — x> —y%, (2,-3,4)
56. f(x,y) = V25 — %, (2,3,4)

Hallar una ecuacion de un plano tangente y una recta
normal En los ejercicios 57 y 58, encuentre una ecuacion del
plano tangente y determine ecuaciones simétricas para la recta
normal a la superficie en el punto dado

57. f(x,y) = x%y, (2,1,4)

58.z=V9 —x2—y2 (1,2,2)

59. Angulo de inclinacién Encuentre el dngulo de inclina-
cién 6 del plano tangente a la superficie x> + y* + z2 = 14 en
el punto (2, 1, 3).

60. Aproximacion Considere las siguientes aproximaciones
para una funcién f(x, y) centrada en (0, 0).
Aproximacion lineal:
Py(x,y) = £(0,0) + £,(0,0)x + £,(0,0)y
Aproximacion cuadratica:
Py(x,y) = £(0,0) + £,(0,0)x + £,(0,0)y +

3£,(0,0)x% + £, (0,0)xy + 3£,,(0,0)y?

[Observe que la aproximacion lineal es el plano tangente a la
superficie en (0, 0, £(0,0)).]

(a) Encuentre la aproximacion lineal de
f(x,y) = cosx + sen y

centrada en (0, 0).

(b) Encuentre la aproximacién cuadratica de
f(x,y) = cosx + seny

centrada en (0, 0).

(c) Siy = 0 en la aproximacién cuadratica, ;se obtiene el
polinomio de segundo grado de Taylor de dicha funcién?

(d) Complete la tabla.

x Y | fluy) | Pixy) | Pyx,y)
0| 0
0 |01
02 | 0.1
05|03
1|05

HU (e) Use un sistema algebraico computarizado para graficar las
superficies z = fix, y), z = P,(x, y) y 2 = P,(x, y). (Cémo
cambia la precision de las aproximaciones cuando la dis-
tancia desde (0, 0) aumenta?
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Usar el criterio de segundas parciales En los ejercicios
61-66, examine la funcién para los extremos relativos y los pun-
tos silla.

61. f(x,y) = —x> — 4> + 8x — 8y — 11
62. f(x,y) = x> —y*> — 16x — 16y

63. f(x,y) = 2x> + 6xy + 9y + 8x + 14
64. f(x,y) = x* + 3xy + y* — 5x

1 1
65. =xy+ -+ -
fx.y) Ty

66. f(x,y) = —8x2+4xy —y*+ 12x + 7

67. Hallar la distancia minima Determine la distancia mini-
ma del punto al plano. (Sugerencia: Para simplificar los cdlcu-
los, minimice el cuadrado de la distancia.)

68. Hallar los nimeros positivos Determine tres nimeros po-
sitivos x, y y 7 tales que el producto es 64 y la suma es minima.

69. Ingreso maximo Una compaiifa fabrica dos tipos de bi-
cicletas, una bicicleta de carreras y una bicicleta de montafia.
El ingreso total de x, unidades de bicicletas de carrera y x,
unidades de bicicletas de montaiia es

R = —6x? — 10x? — 2xx, + 32x, + 84x,

donde x, y x, estdn en miles de unidades. Encuentre x, y x, de
tal forma que maximicen el ingreso.

70. Maxima ganancia Una corporacion fabrica, en dos luga-
res, cdmaras digitales. Las funciones de costo para producir
x, unidades en el lugar 1 es C,; = 0.05x? + 15x, + 5400
y x, unidades en el lugar 2 es C, = 0.03x7 + 15x, + 6100.
Las cdmaras digitales se venden a $180 por unidad. Determine
los niveles de produccién en los dos lugares que maximizan la
ganancia P = 180(x, + x,) — C, — C,.

Hallar la recta de regresion de minimos cuadrados En
los ejercicios 71 y 72, determine la recta de regresion de mini-
mos cuadrados para los puntos. Utilice las capacidades de re-
gresion de una herramienta de graficacion para comparar sus
resultados. Use la herramienta de graficacion para trazar los
puntos y graficar la recta de regresion.

71. (0,4),(1,5), (3,6), (6,8), (8, 10)
72. (0,10),(2,8),(4,7),(7,5),(9,3),(12,0)

73. Modelado de datos Un agrénomo prueba cuatro fertili-
zantes en los campos de cultivo para determinar la relacién en-
tre la produccion de trigo y (en bushels por acre) y la cantidad
de fertilizante x (en cientos de libras por acre). Los resultados
se muestran en la tabla.

Fertilizante, x | 100 | 150 | 200 | 250

Cosecha, y 35 44 50 56

HU (a) Utilice el programa de regresién de una herramienta de
graficacion para hallar la recta de regresion de minimos
cuadrados para los datos.

(b) Utilice el modelo para estimar la produccién para una
aplicacion de 175 libras de fertilizante por acre.

HU 74. Modelado de datos Latabla muestralos datos de producto y

(en miligramos) de una reaccion quimica despu€és de # minutos.

Minutos, ¢ 1 2 3 4

Producto,y | 1.2 | 7.1 | 99 | 13.1

Minutos, ¢ 5 6 7 8

Producto,y | 155 | 160 | 179 | 180

(a) Use el programa de regresién de una herramienta de gra-
ficacion para encontrar la recta de regresion de minimos
cuadrados. Después utilice la herramienta de graficacion
para trazar los datos y graficar el modelo.

(b) Utilice una herramienta de graficaciéon para los puntos
(In 1, y). Estos puntos parecen seguir un patrén lineal mas
cerca que la grafica de los datos dados en el inciso (a)?

(c) Use el modelo de regresién de una herramienta de gra-
ficacion para encontrar la recta de regresion de minimos
cuadrados para los puntos (In 7, y) y obtener el modelo
logaritmicoy = a + b In t.

(d) Utilice una herramienta de graficacion para trazar los da-
tos originales y representar los modelos lineal y logaritmi-
co. (Cual es el mejor modelo? Explique.

Usar los multiplicadores de Lagrange En los ejercicios
75-80, utilice los multiplicadores de Lagrange para encontrar
los extremos indicados, suponga que x y y son positivos.
75. Minimizar: f(x,y) = x> + y?
Restriccion: x + y — 8 =0
76. Maximizar: f(x,y) = xy
Restriccion: x + 3y — 6 =0
77. Maximizar: f(x,y) = 2x + 3xy + y
Restriccion: x + 2y = 29
78. Minimizar: f(x,y) = x> — y?
Restriccion: x — 2y + 6 = 0
79. Maximizar: f(x,y) = 2xy
Restriccion: 2x + y = 12
80. Minimizar: f(x,y) = 3x2 — y?
Restriccion: 2x — 2y + 5 =10
81. Costo minimo Hay que construir un conducto para agua
desde el punto P al punto S, y debe atravesar regiones donde
los costos de construccion difieren (ver la figura). El costo por
kilémetro en délares es 3k de P a Q,2kde QaRykdeRasS.

Por simplicidad haga k = 1. Use multiplicadores de Lagrange
para hallar x, y y z tales que el costo total C se minimice.

2 km

1 km




Solucion de problemas 247

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones
trabajadas de los ejercicios con numeracion impar.

Solucion de problemas

Area La férmula de Heron establece que el drea de un
tridngulo con lados de longitudes a, b y ¢ estd dada por

A= Us(s—a)s—b)(s—c)

a+b+c
2

donde s = , como se muestra en la figura.

(a) Utilice la férmula de Herén para calcular el drea del tridn-
gulo con vértices (0, 0), (3,4} y (6, 0).

(b) Demuestre que de todos los tridngulos que tienen un mis-
mo perimetro, el tridngulo con el drea mayor es un tridn-
gulo equildtero.

(c) Demuestre que de todos los tridngulos que tienen una mis-
ma drea, el tridngulo con el perimetro menor es un tridn-
gulo equilatero.

r
)
L

Figura para 1

2.

Fi 4.

1
Figura para 2

Minimizar material Un tanque industrial tiene forma
cilindrica con extremos hemisféricos, como se muestra en
la figura. El depdsito debe almacenar 1000 litros de fluido.
Determine el radio r y la longitud # que minimizan la cantidad
de material utilizado para la construccién del tanque.

Plano tangente Sea P(x,, y,, z,) un punto en el primer oc-
tante en la superficie xyz = 1.

(a) Encuentre la ecuacién del plano tangente a la superficie en
el punto P.

(b) Demuestre que el volumen del tetraedro formado en los
tres planos de coordenadas y el plano tangente es constan-
te, independiente del punto de tangencia (vea la figura).

Usar funciones Utilice un sistema algebraico por compu-
tadora y represente las funciones

f) =Y =1y g) =x

en la misma pantalla.

(a) Demuestre que
lim [f() = g =0y lim [f(x) = g(0)] = 0.

(b) Encuentre el punto en la grafica de f que estd mas alejado
de la grafica de g.

Hallar valores maximos y minimos

(a) Seanf(x,y) =x-yyg(x,y) = x*+y> = 4. Grafique varias
curvas de nivel de f'y la restriccién g en el plano xy. Use la
gréfica para determinar el valor mayor de f sujeto a la res-
tricciéon g = 4. Después, verifique su resultado mediante
los multiplicadores de Lagrange.

(b) Seanfix,y) = x—yy g, y) = x>+ y* = 0. Encuentre los
valores maximos y minimos de f sujetos a la restriccion
g = 0. ;Funcionara el método de los multiplicadores de
Lagrange en este caso? Explique.

Costos de minimizacion Un cuarto caliente de almace-
namiento tiene la forma de una caja rectangular y un volumen
de 1000 pies ctibicos, como se muestra en la figura. Como el
aire caliente sube, la pérdida de calor por unidad de drea a
través del techo es cinco veces mayor que la pérdida de calor
a través del suelo. La pérdida de calor a través de las cuatro
paredes es tres veces mayor que la pérdida de calor a través del
suelo. Determine las dimensiones del cuarto que minimizan la
pérdida de calor y que por consiguiente minimizan los costos
de calefaccion.

V = xyz = 1000

=g

X

Costos de minimizacion Repita el ejercicio 6 suponien-
do que la pérdida de calor a través de las paredes y el techo
sigue siendo la misma, pero el suelo se aisla de manera que no
hay ninguna pérdida de calor a través del mismo.

Temperatura Considere una placa circular de radio 1 dada
por x*> + y*< 1, como se muestra en la figura. La temperatura
sobre cualquier punto P(x, y) de la placa es T(x, y) = 2x* +

D)
Y

=

(a) Dibuje la isoterma T'(x, y) = 10. Para imprimir una copia
ampliada de la gréfica, vaya a MathGraphs.com.

(b) Determine el punto mds caliente y el punto mds frio de la
placa.

Funcion de produccion de Cobb-Douglas Considere
la funcién de produccién de Cobb-Douglas

flx,y) =Cxy'7%, 0<ax<l1.
of of

(a) Demuestre que f satisface la ecuacion x i +y 67y =/

(b) Demuestre que f(zx, ty) = tf(x, y).
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Minimizar el area Considere la elipse
2P
a b

que encierra el circulo x*> 4 y> = 2x. Halle los valores de a y b que
minimizan el drea de la elipse.

Movimiento de proyectil Un proyectil es lanzado a un
angulo de 45° respecto a la horizontal y con una velocidad
inicial de 64 pies por segundo. Una cdmara de television se lo-
caliza en el plano de la trayectoria del proyectil 50 pies detrds
del sitio del lanzamiento (vea la figura).

y

(=50,0) ,\;j 45° (R
Pt S, ox

(a) Encuentre las ecuaciones paramétricas de la trayectoria
del proyectil en términos del pardmetro ¢ que representa
tiempo.

(b) Exprese el dngulo o que la cdmara forma con la horizontal
en términos de x, y y en términos de 7.

d
(c) Utilice los resultados del inciso (b) para calcular 76;.

HU (d) Utilice una herramienta de graficacién para representar

12.

H’ 13.

14.

aen términos de ¢. (Es simétrica la grafica respecto al eje
del arco parabdlico del proyectil? ;En qué momento es
mayor la razén de cambio de ou?

(e) ¢(En qué momento es maximo el dngulo a.? ;Ocurre esto
cuando el proyectil estd a su mayor altura?

Distancia Considere la distancia d entre el sitio del lanza-
miento y el proyectil del ejercicio 11.

(a) Exprese la distancia d en términos de x, y y en términos
del pardmetro ¢.

(b) Utilice los resultados del inciso (a) para hallar la razén de
cambio de d.

(¢c) Encuentre la razén de cambio de la distancia cuando ¢ = 2.

(d) Durante el vuelo del proyectil, ;cudndo es minima la ra-
z6n de cambio de d? ;Ocurre esto en el momento en que
el proyectil alcanza su altura maxima?

Determinar puntos extremos y silla usando tecnolo-
gia Considere la funcién

fy) = (ax® + Byde T, 0 < |a| < B.

(a) Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente graficamente la funcién empleandoo. = 1y 8 = 2,
e identifique todos los extremos o puntos silla.

(b) Utilice un sistema algebraico por computadora y repre-
sente graficamente la funcién empleandoo = -1y 8 = 2,
e identifique todos los extremos o puntos silla.

(c) Generalice los resultados de los incisos (a) y (b) para la
funcion f.

Demostracion Demuestre que si f'es una funcién diferen-

ciable tal que Vf(x,, y,) = 0, entonces el plano tangente en

(x0> ¥o) es horizontal.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Area La figura muestra un rectdngulo que tiene aproxima-
damente [ = 6 centimetros de largo y # = 1 centimetro de
altura.

fe————-— [ =6cm ———————————— 1

h=1cm

(a) Dibuje una franja rectangular a lo largo de la region rectan-
gular que muestre un pequeflo incremento en la longitud.

(b) Dibuje una franja rectangular a lo largo de la region rec-
tangular que muestre un pequefio incremento en la altura.

(c) Utilice los resultados de los incisos (a) y (b) para iden-
tificar la medida que tiene mayor efecto en el drea A del
rectangulo.

(d) Verifique analiticamente la respuesta dada en el inciso (c)
comparando los valores de dA cuando dl = 0.01 y cuando
dh = 0.01.

Planos tangentes Sea f una funcién de una variable de-
rivable. Demuestre que los planos tangentes a la superficie se
cortan en un punto comun.

Ecuacion de onda Demuestre que

u(x. 1) = %[sen(x —H) + sen(x + 1]

es una solucion a la ecuacion de ondas unidimensional
u _ 0%u
at? ax*

Ecuacion de onda Demuestre que

1
ulx, 1) = E[f(x =) + flx + c1)]
es una solucion a la ecuacion de ondas unidimensional
0%u , 0%u
— = c*—.
or> dx?
(Esta ecuacion describe la vibracion transversal pequeiia de una
cuerda elastica, como las de ciertos instrumentos musicales.)

Comprobar ecuaciones Considere la funcién w = f(x, y),
donde x = rcos 6 y y = rsen 6. Verifique cada una de las
ecuaciones siguientes

(a) al_alcose_alsenO
ox  or a0 r
ow _ dw dw cos 6

— = 0+

dy ar n a0 r

ow\? aw\? <8W>2 (1)<8W>2
b (— | +|0—) =) +(3)=2
®) <8X) <8y> ar r’J\ a0
Usar una funcion Demuestre el resultado del ejercicio
19(b) para
w = arctan~.

X

Ecuacion de Laplace Reescriba la ecuacion de Laplace
Pu  Pu  0u

du L Ty
x> ay?  9z?

en coordenadas cilindricas.



UNIDAD

5.1

TTTPPR 5.2
ETEERRRRRY 5.3
D SREEERE 54
. SERERRE 55
R 5.6
Do 5.7
i 5.8

Integrales multiples

Integrales iteradas y area en el plano

Integrales dobles y volumen

Cambio de variables: coordenadas polares

Centro de masa y momentos de inercia

Area de una superficie

Integrales triples y aplicaciones

Coordenadas cilindricas y esféricas

Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas

Poblacion

Produccién promedio

Modelado de datos (AlexKZ/Shutterstock.com); Centro de presion sobre una vela (Martynova Anna/Shutterstock.com);
Poblacion (ValeStock/Shutterstock.com); Produccidn promedio (Nataliya Hora/Shutterstock.com); Glaciar (Volodymyr Goinyk/Shutterstock.com).

249



250 Unidad 5 Integrales multiples

5.1 Integrales iteradas y area en el plano

¥ Evaluar una integral iterada.
% Utilizar una integral iterada para hallar el area de una regién plana.

Integrales iteradas

En las unidades anteriores se estudiaron varias aplicaciones de integracién que implican
funciones de varias variables. Esta unidad ilustra el uso de la integraciéon para hallar areas
planas, volimenes, areas de superficies, momentos y centros de masa.

En la unidad 4 vio cémo derivar funciones de varias variables con respecto a una
variable manteniendo constantes las demds variables. Empleando un procedimiento
similar puede integrar funciones de varias variables. Por ejemplo, la derivada parcial
f.(x, y) = 2xy. Considerando a y constante, puede integrar respecto a x para obtener

flx,y) = f filx,y) dx Tntegre respecto a x.
= f 2xy dx Mantenga y constante.
= yf 2x dx Saque y como factor constante.
= y(xz) + C(y) La antiderivada de 2x es x°.
= x2y + C(y). C(y) es una funcién de y.

La “constante” de integracién, C(y), es una funcién de y. En otras palabras, al integrar
con respecto a x, puede recobrar f(x, y) solo parcialmente. Por ahora, lo que interesa es
extender las integrales definidas a funciones de varias variables. Por ejemplo, al consi-
derar y constante, puede aplicar el teorema fundamental del cdlculo para evaluar

2y . 2y
f 2xyldx)= xzy] = (29 — (1% = 49> — .
1 :

S

x es la variable Sustituya x El resultado
de integracién y por los limites  es una funcién
y es constante. de integracién.  de y.

De manera similar se puede integrar con respecto a y, manteniendo x fija. Ambos proce-
dimientos se resumen como sigue.

hy(y) hy(y)
A s = f63)| = f0).) = FG)3)  Conrespeson

hy(y) hy(y)

2,(x) 8,0
Bl dy =i y)} = )~ f ) Conrecinny

81\ 8\

Observe que la variable de integracién no puede aparecer en ninguno de los limites de
integracion. Por ejemplo, no tiene ningin sentido escribir

jydx.
0
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l Integrar con respecto a y

Evalie f (2x%y~2 + 2y) dy.
1

Solucion Considere x constante e integre respecto a y, con lo que obtiene

X _ 2 X
f 2xy 2 4+ 2y) dy = |: ix + y2:| Integre respecto a y.
1 1
_ 9,2 _ 92
:< 2x +x2>—< 2x+1>
X 1
=3x2 —2x — 1.

En el ejemplo 1 observe que la integral define una funcién de x que puede ser inte-
grada ella misma, como se muestra en el ejemplo siguiente.

l La integral de una integral

2 X
Evalde J l J (2x%y~2 + 2y) dy} dx.
1L

Solucion Utilizando el resultado del ejemplo 1, tiene

2 X 2
f l (2x%y™2 + 2y) dy] dx = f (B3x2 —2x — 1) dx
1| 1

2

= [x3 - x2 - x] Integre respecto a x.
1

=2 (1)

= 3.

La integral del ejemplo 2 es una integral iterada. Los corchetes usados en el ejem-
plo 2 normalmente no se escriben. Las integrales iteradas se escriben normalmente como

b gz(x) d (h (V)
J fle,y)dydx 'y f f(x, y) dx dy.

g1(x) hy(y)
Los limites interiores de integracion pueden ser varia- v
bl.es con respecto a la- variable f:xterlor (?e 1ntegra-l<310n. R1<x<2
Sin embargo, los limites exteriores de integracion 1<y<x

deben ser constantes respecto a ambas variables de
integracion. Después de realizar la integracién inte-
rior, usted obtiene una integral definida “ordinaria” y
la segunda integracioén produce un nimero real. Los I R . Foomen
limites de integracidn de una integral iterada definen
dos intervalos para las variables. Como en el ejemplo 2,
los limites exteriores indican que x estd en el intervalo

1 <x <2y los limites interiores indican que y esta en el
intervalo 1 <y < x. Juntos, estos dos intervalos determi-

1 1
1 1
1 1
1 1
| |
I I
1 2

La region de integracion para

2 (x
nan la region de integracion R de la integral iterada, J F(x,) dy dx
como se muestra en la figura 5.1. 1 '
Como una integral iterada es simplemente un tipo Figura 5.1

especial de integral definida, en el que el integrando es
también una integral, puede utilizar las propiedades de las
integrales definidas para evaluar integrales iteradas.
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La region estd limitada por
as<x<by
y 8= y<g))

o

Ax

\ b
&,

Area—f J dy(dx
1) e

Regidn verticalmente simple.
Figura 5.2

I R >

oo o Observe
que el orden de integracién de
estas dos integrales es diferente,
el orden dy dx corresponde a una
region verticalmente simple, y el
orden dx dy corresponde a una
region horizontalmente simple.

Area de una region plana

En el resto de esta seccion verd desde una perspectiva nueva un viejo problema, el de
hallar el area de una regién plana. Considere la regién plana R acotadapora <x<by
g,(x) <y < g,(x), como se muestra en la figura 5.2. El drea de R estd dada por la integral
definida

f [gz(x) - gl(x)] dx. Areade R

Usando el teorema fundamental del cdlculo, puede reescribir el integrando g,(x) — g,(x)
como una integral definida. Concretamente, si considera x fija y deja que y varie desde
g,(x) hasta g,(x) puede escribir

gz(x) 2,(x)
[ =] =0 - s

&%) g](x)

Combinando estas dos integrales, puede expresar el drea de la regién R mediante una
integral iterada

b [g,x) b '52(.7()
JJ dydeI y dx—J [g,(x) — g,(x)] dx. Areade R

1(x)
Colocar un rectdngulo representativo en la region R La regién estd acotada
ayuda a determinar el orden y los limites de inte- porc<ysdy
gracién. Un rectdngulo vertical implica el orden G <x< ()
dy dx, donde los limites interiores corresponden alos >
limites superior e inferior del rectdngulo, como se
muestra en la figura 5.2. Este tipo de region se llama
verticalmente simple, porque los limites exteriores
de integracion representan las rectas verticales \ 1} Ay

xX=a “
y |
x=b>b /
De manera similar, un rectdngulo horizontal impli- x
ca el orden dx dy, donde los limites interiores estan
determinados por los limites izquierdo y derecho Areac f fh ,) W (, -
del rectdngulo, como se muestra en la figura 5.3. 4
Este tipo de region se llama horizontalmente
simple, porque los limites exteriores representan

Regién horizontalmente simple.

las rectas horizontales Figura 5.3
y=c¢

y
y=d

Las integrales iteradas utilizadas en estos dos tipos de regiones simples se resumen
como sigue.

Area de una region en el plano

1. Si R estadefinidapora<x<by g,(x) <y< g,(x),donde g, y g, son continuas
en [a, b], entonces el area de R esta dada por

b (8,(x)
dy dx. Figura 5.2 (verticalmente simple)
8,(x)

2. Si R estd definida por c <y <dy h,(y) <x < h,(y), donde h,y h, son continuas
en [c, d], entonces el drea de R estd dada por

d (hy()
f f dx dy. Figura 5.3 (horizontalmente simple)
hy(y)




Region rectangular
dl-----
d—c R
Cl-==--17 1
a b
| —
b-a
Figura 54
T St
R: = <x< =
y 4"
cosx<y<senx

. Sm/4 fsenx N~
Area =J f dydx,

/4 Jcosx

Figura 5.5
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Si los cuatro limites de integracidn son constantes, la regién de integracién es rec-
tangular, como ocurre en el ejemplo 3.

Area de una region rectangular

Utilice una integral iterada para representar el drea del rectingulo que se muestra en la
figura 5.4.

Solucion La regién de la figura 5.4 es verticalmente simple y horizontalmente sim-
ple, por tanto puede emplear cualquier orden de integracion. Eligiendo el orden dy dx,
obtiene lo siguiente.

b (d b d
f f dy dx = J y} dx Integre respecto a y.
aJc a ¢

=f(d—c)dx

b
= |:(d - c)x} Integre respecto a x.
a

=(d—=c)b—a)

Observe que esta respuesta es consistente con los conocimientos de la geometria.

| Hallar el area por medio de una integral iterada

Utilice una integral iterada para hallar el drea de la regién acotada por las gréficas de

f(x) = senx La curva seno constituye el limite superior.

g(x) = COS X La curva coseno constituye el limite inferior.
entre x = w/4y x = Sw/4.

Solucion Como fy g se dan como funciones de x, es conveniente un rectangulo re-
presentativo vertical, y puede elegir dy dx como orden de integracién, como se muestra
en la figura 5.5. Los limites exteriores de integracién son

T _ S

—=<x=<—.

4 4
Ademais, dado que el rectangulo estd limitado o acotado, superiormente por f{x) = sen x
e inferiormente por g(x) = cos x, tiene

S5w/4 (senx
Areade R = f f dy dx
m/4 Je

0S X

Sw/4 -senx
= y] dx Integre respecto a y.
/4 cos x
Sw/4
= J (senx — cos x) dx
/4
Sm/4
=] —COSx — senx Integre respecto a x
w/4

=2.2. =

La region de integracion en una integral iterada no necesariamente debe estar aco-
tada por rectas. Por ejemplo, la regién de integracion que se muestra en la figura 5.5 es
verticalmente simple aun cuando no tiene rectas verticales como fronteras izquierda y
derecha. Lo que hace que la regién sea verticalmente simple es que estd acotada supe-
riormente e inferiormente por graficas de funciones de x.
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R: 0<y<2
2<x<
3L <x<4
4,2)
2Ak
1+ Ay
t t t t
1 2 3 4
1+ . 214 , =
Area :ff dxidy,
0 },2 i

()
y
R: 0<x<4
31 0<y<vx
zak
lak
} } | I - ] X
I S
1+ 4 \/;\\
Area:j dydx,
0oJo 7 -
(b)
Figura 5.6

Integrales multiples

Con frecuencia, uno de los 6rdenes de integracién hace que un problema de inte-
gracién sea mas sencillo de como resulta con el otro orden de integracion. Por ejemplo,
haga de nuevo el ejemplo 4 con el orden dx dy; le sorprenderd ver que la tarea es for-
midable. Sin embargo, si llega al resultado, verd que la respuesta es la misma. En otras
palabras, el orden de integracion afecta la complejidad de la integracién, pero no el valor
de la integral.

| Comparar diferentes ordenes de integracion

* + + D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Dibuje la region cuya drea esta representada por la integral

2 (4
f dx dy.
0 Jy2

Después encuentre otra integral iterada que utilice el orden dy dx para representar la
misma darea y demuestre que ambas integrales dan el mismo valor.

Soluciéon De acuerdo con los limites de integracién dados, sabe que
y2 =x=4 Limites interiores de integracion.

lo cual significa que la regién R estd acotada a la izquierda por la pardbolax = y*y ala
derecha por la recta x = 4. Ademds, como

0<sy=<2 Limites exteriores de integracion.

sabe que R estd acotada inferiormente por el eje x, como se muestra en la figura 5.6(a).
El valor de esta integral es

2 4 2 4
f f dx dy = f x} dy Integre respecto a x.
0 Jy2 0 y?

=L (4 —y?)dy

V3?2
= |:4y - 7] Integre respecto a y.
3 1o
_16
3

Para cambiar el orden de integracion a dy dx, coloque un rectangulo vertical en la region,
como se muestra en la figura 5.6(b). Con esto puede ver que los limites constantes
0 < x £ 4 sirven como limites exteriores de integracidon. Despejando y de la ecuacion
x = 2 puede concluir que los limites interiores son 0 < y < /x. Por tanto, el 4rea de
la regién también se puede representar por

4 (Vx
f f dy dx.
0Jo

Evaluando esta integral, observe que tiene el mismo valor que la integral original.

4 \/); 4 \/;
f f dy dx = f y] dx Integre respecto a y.
0 Jo o o

=L4\/§cdx

3

2
== x3/2 Integre respecto a x.
0
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Algunas veces no es posible calcular el drea de una regién con una sola integral
iterada. En estos casos se divide la regién en subregiones, de manera que el area de cada
subregién pueda calcularse por medio de una integral iterada. El drea total es entonces
la suma de las integrales iteradas.

> Algunos Area representada por dos integrales iteradas
paquetes de software pueden
efectuar integracién simbdli- Determine el drea de la regidon R que se encuentra bajo la parabola

ca de integrales como las del
ejemplo 6. Si cuenta con acceso
a alguno de estos paquetes, uti-
licelo para evaluar las integrales
de los ejercicios y ejemplos y= - 3x + 6. Larectayy el eje x forman el limite inferior.
dados en esta seccion.

y = 4x — x? La pardbola forma el limite superior.

sobre el eje x, y sobre la recta

Solucidon Para empezar divida R en dos subregiones, como se muestra en la figura 5.7.

g
3+ (1,3) 1
oo En los R,
. ejemplos 3 a 6, observe la 3
° ventaja de dibujar la regién de 2T A Ry
° . .. . X |
. integracién. Se recomienda que |
. desarrolle el hébito de hacer 1 '
« dibujos como ayuda para 1
. determinar los limites de inte- | ‘ T \ x
»  gracién de todas las integrales ! 2 * 4
° gt das d t ftul & . 2 rdx—x? =~ 4 h.\
. iteradas de este capitulo. Area:f f dyxglx)+f f dy )
..................D 1Jaes © 7 )2 o -
Figura 5.7

En ambas regiones es conveniente usar rectingulos verticales y obtiene

2 ([4x—x2 4 ([4x—x2
Area = f f dy dx + f f dy dx

1J-3x+6 2 Jo

2 4

:J’ (4x—x2+3x—6)dx+f (4x — x?) dx

1 2

Ix2 X3 2 3
_ | = _ = _ + 2
[2 3 641 [2x 3}2

(14—§—12—z+1+6>+<32—@—8+§>

3 23 3 3
15
>

El drea de la region es 15/2 unidades cuadradas. Trate de comprobar el resultado usando el
procedimiento para hallar el drea entre dos curvas. -

En este punto, usted se puede preguntar para qué se necesitan las integrales iteradas.
Después de todo, ya sabe usar la integracion convencional para hallar el drea de una
region en el plano. La necesidad de las integrales iteradas serd mas clara en la seccion si-
guiente. En esta seccion se presta especial atencion a los procedimientos para determinar
los limites de integracion de las integrales iteradas, y el conjunto de ejercicios siguiente
estd disefiado para adquirir practica en este procedimiento importante.
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5.1

Ejercicios

Integrales multiples

numeracion impar.

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con

Evaluar una integral

1. f (x + 2y) dy 2.
0
2y

y
. =dx, 0

3 J: xdx y >
Jite

5. f x%y dy 6.
0
y

7. f Yy e vso 8.
e¥ X
X3

9. f ye ¥ dy 10.
0

En los ejercicios 1-10, evalie la integral.

xZX
J S

cos y
4. J ydx
0

N
o 2+ 3y dy
J1—y2
(x2 + y?) dx
l—y2

w/2
f sen® x cos y dx
y

Evaluar una integral iterada En los ejercicios 11-30, evalie

la integral iterada.

11. ff (x + y) dy dx 12.
o Jo

2 (4
13. ff (x2 = 2y?) dx dy 14.
1 Jo

w/2 (1
15. f fycosxdydx 16.
o Jo

17.ff (1 + cosx)dydx 18.
0 Jo

1 rx
19.JJ JT = x2dydx 20.
0 Jo

5 3y 1
21. J j (3 + X2+ *yz) dx dy
“1Jo 4

2 2y
22. f (10 + 2x2 + 2y?) dx dy
0 Jy

N
[
0 Jo

J‘Z N )
25. ——=dxdy 26.
0 Jo N )’2 Y
/2 (2cos O
27. J J rdrdf 28.
0
/2 (sen O
29. J f Or dr do 30.
0 0

(x +y)dedy 24.

1 2
ff(xz—yz)dydx
—1J-2
ff(x-i—y)dxdy
In4 (In3

f J e* Y dy dx
fj 2ye " dy dx
11

4 [x2
J j V64 — x3dy dx
—4Jo

2y—y?
f J’ 3y dx dy
2— 6y
3y
4
f J’ xiz T2 dx dy
/4 /3 cos O
J J rdrdf
/4 [cos O
J f 3r2sen Odrdo
o Jo

Evaluar una integral iterada impropia En los ejercicios
31-34, evaliie la integral iterada impropia.

oo (1/x

31. f f ydy dx 32.
1 0
oo oo 1

33. f f — dx dy 34.
i XY

dy dx

Ll
oo 1+y?
ff xye~ ¥ dx dy
o Jo

Determinar el area de una region En los ejercicios 35-38,
utilice una integral iterada para hallar el area de la region.

35. Y 36. Y
(1,3) (2,3
8+ .l
6 .l
4+ (8,3)
1Ak
2T (1,1 @0
R x ——f—x
2 4 6 8 1 2 3
37. Y 38. 7
4Ak
3T 2<x<5
zak
lak
t—t—x ——t—t——x
3 4 123 45

Determinar el area de una region En los ejercicios 39-44,
utilice una integral iterada para calcular el area de la region
acotada por las graficas de las ecuaciones.

39. /x+ Jy=2 x=0 y=0
40. y = x32, y=2x

41. 2x —3y=0, x+y=5 y=0
42.x2+yb§=1

43. y=4—-x2, y=x+2

4. y=x, y=2x, x=2

Cambiar el orden de integracion En los ejercicios 45-52, di-
buje la region R de integracion y cambie el orden de integracion.

4 2
46. .y) dx d
Joffy f(x, y) dx dy

2 [4—x2
48. f f f(x,y) dy dx
0 Jo

2 e
50. f f fx,y) dydx
-1Jo

4y
45, J f(x,y) dx dy
0

0
2 4—x
47. f flx,y) dy dx
-2 J0

10 [lny
49. f fx,y) dx dy
1 Jo

1 1 /2 oS X
51. f f f(x, y) dy dx 52. f f(x, y) dy dx
—1Jx2 —/2 Jo

Cambiar el orden de integracion En los ejercicios 53-62,
dibuje la region R cuya area esta dada por la integral itera-
da. Después, cambie el orden de integracion y demuestre que
ambos 6rdenes dan la misma area.

1r2 2 r4
ss.ff dy dx 54.ff dx dy
0 Jo

1 V1-y? Va—x2
55. f f dx dy 56. f f dyd
0J-V1—)y? -2
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57.

~

ejercicios 71-78, utilice un sistema algebraico por computadora
para evaluar la integral iterada.

x/2 6 [6—x
ff dy dx + ff dy dx
( 4 Jo 71. (x3 + 3y2) dy dx
9 3
. jf dy dx 60. jfﬁdydx
0 Jx2 0 JVx 72. sen(x + ) dx dy

2 rx 4 (4—x th Evaluar una integral iterada usando tecnologia En los
ff dydx+ff dy dx
2 J0

58.

o0

5

N1

1Yy 2 [4—y?

61.ff dx dy 62.ff dx dy J’f 2
73. —————~dxd

odo GH DG+ DT
63. Piénselo Dé un argumento geométrico para la igualdad. 74. f f (x2 + y?) dy dx

Compruebe la igualdad analiticamente. 0Jo

2 [4—x2

5 (/50-2 75. f f e™ dy dx

J f x%y%dy dx = 0Jo

0 Jx

2 2
sy 5V2 (/50— 76. jj V16 — x3 — y3 dy dx
ff xzyzdxdy+f f x2y2 dx dy 0 Jx
0 Jo s Jo

27 (1+cos 6
77.f f 612 cos 0dr do

M 0 0
(0, 5\/2)' /2 [1+senf
78. f f 156r dr do
0 0

5T (5.5)

IdP Comparar diferentes 6rdenes de integracion usando tec-
nologia En los ejercicios 79 y 80, (a) dibuje la region de inte-
gracion, (b) cambie el orden de integracion y (c) use un sistema
algebraico por computadora para demostrar que ambos érde-
nes dan el mismo valor.

N 2 42y
\\ & 2y — 2
@‘ ;COMO LO VE? Complete las integrales iteradas en 7. J' f (%y = xy?) dx dy

forma tal que cada una represente el drea de la regiéon R

1B

2
vea la figura).
( gura) 80][ X2x2+y2+ldydx
(a) Area = dex dy (b) Area = f j dy dx
DESARROLLO DE CONCEPTOS
7 81. Integral iterada Explique qué se quiere decir con una
s 4,2) integral iterada. ;Cémo se evalda?
82. Verticalmente simple y horizontalmente sim-

14 % ple Describa regiones que sean verticalmente simples y

regiones que sean horizontalmente simples.

] ] ] ] - - Ve P . ., P
i 3 5 7 x 83. Region de integracion Dé una descripcién geométri-
ca de la region de integracién si los limites interiores y
exteriores de integracion son constantes.
Cambiar el orden de integracion En los ejercicios 65-70, 84. Orden de integracién Explique por qué algunas ve-
trace la region de integracion. Después, evalie la integral ite- ces es una ventaja cambiar el orden de integracion.

rada. (Sugerencia: Observe que es necesario cambiar el orden

de integracion.)
g :Verdadero o falso? En los ejercicios 85 y 86, determine si

66 f 4 J ? 3 el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué

65. f J L+y dyds L2+ dy dx o dé un ejemplo que demuestre que es falso.

0
2 2 b (d

67. ff4ey dy dx 68. jf e dy dx f f(x,y)dydx—jff(x,y)dxdy
0 Jx a

2 4 )
69. j j sen x? dx dy 70. j j Vx senx dx dy 86. j f flx,y) dydx = f J flx,y) dxdy
0 Jy 0 Jy? 0Jo 0Jo
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5.2 Integrales dobles y volumen

~

Figura 5.8

Superficie:| 7
z=fx.y)

Los rectdngulos que se encuentran dentro
de R forman una particién interior de R.

Figura 5.9

W Utilizar una integral doble para representar el volumen de una regién sélida y
utilizar las propiedades de las integrales dobles.

% Evaluar una integral doble como una integral iterada.

% Hallar el valor promedio de una funcion sobre una region.

Integrales dobles y volumen de una region sélida

Ya sabe que una integral definida sobre un intervalo utiliza un proceso de limite para
asignar una medida a cantidades como el drea, el volumen, la longitud de arco y la masa.
En esta seccidn, usara un proceso similar para definir la integral doble de una funcién
de dos variables sobre una region en el plano.

Considere una funcién continua ftal que f{x, y) > 0 para todo (x, y) en una regién R
del plano xy. El objetivo es hallar el volumen de la regién sélida comprendida entre la
superficie dada por

z=f (x, y) Superficie sobre el plano xy

y el plano xy, como se muestra en la figura 5.8. Para empezar, superponga una red o
cuadricula rectangular sobre la region, como se muestra en la figura 5.9. Los rectangulos
que se encuentran completamente dentro de R forman una particién interior A, cuya
norma ||A|| esta definida como la longitud de la diagonal mds larga de los n rectangulos.
Después, elija un punto (x;, y;) en cada rectangulo y forme el prisma rectangular cuya
altura es

f (xi, yi) Altura del i-ésimo prisma
como se muestra en la figura 5.10. Como el drea del i-ésimo rectdngulo es

AAi Area del rectingulo i-6simo

se deduce que el volumen del prisma i-ésimo es
f(xi’ yi) AA,- Volumen del prisma i-ésimo

y puede aproximar el volumen de la regidn sélida por la suma de Riemann de los voli-
menes de todos los 7 prismas,

n
E S, yl-) AA, Suma de Riemann
i=1

como se muestra en la figura 5.11. Esta aproximacién se puede mejorar tomando redes
o cuadriculas con rectdngulos mas y mas pequefios, como se muestra en el ejemplo 1.

Prisma rectangular cuya base tiene un area Volumen aproximado por prismas
de AA, y cuya altura es f(x;, y,). rectangulares.
Figura 5.10 Figura 5.11



Superficie:

fey)=1- %,\‘2 -

1

”

142
5

Figura 5.12
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I Aproximar el volumen de un sélido

Aproxime el volumen del s6lido comprendido entre el paraboloide

1 1
— 2 2
fly) =1 S TSy

y la regién cuadrada R dada por 0 <x <1, 0 <y < 1. Utilice una particién formada por
los cuadrados cuyos lados tengan una longitud de %.

Soluciéon Comience formando la particién especificada de R. En esta particion, es con-
veniente elegir los centros de las subregiones como los puntos en los que se evalia f(x, y).

Gs) 6D Gy )
Gs) @3 GY) G
Gs) G Gy G
Gs) G GD G

2 1 .
Como el drea de cada cuadrado AA; = 1¢, el volumen se puede aproximar por la suma

16 16 1 ) 1 ) 1
V) AA. = 1 —=x2—=y2)|—]| = 0.672.
Srtonan = (1= 1 - 52 5g)

Esta aproximacion se muestra graficamente en la figura 5.12. El volumen exacto del
solido es % (vea el ejemplo 2). Se obtiene una mejor aproximacion si se usa una particion
mas fina. Por ejemplo, con una particién con cuadrados con lados de longitud la aproxi-
macioén es 0.668. .

Algunas herramientas
de graficacién tridimensionales pueden
representar figuras como la mostrada en la
figura 5.12. La grafica mostrada en la figura
5.12 se dibujé con una herramienta de gra-
ficacion. En esta gréfica, observe que cada
uno de los prismas rectangulares estd dentro
de la regidn soélida.

ooooooooooooooooov

En el ejemplo 1 debe observar que usando particiones mds finas obtiene mejores
aproximaciones al volumen. Esta observacion sugiere que podria obtener el volumen
exacto tomando un limite. Es decir

Volumen = \\i\f\mo N fx. ) AA,.
—YVi=1
El significado exacto de este limite es que el limite es igual a L si para todo € > 0 existe
una d > 0 tal que

L= Y fl,y)AAl <e
i=1

para toda particion A de la regién plana R (que satisfaga lIAll < 8) y para toda eleccién
posible de x; y y; en la regién i-ésima.

El uso del limite de una suma de Riemann para definir un volumen es un caso espe-
cial del uso del limite para definir una integral doble. Sin embargo, el caso general no
requiere que la funcién sea positiva o continua.
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Exploracion

Las cantidades en la tabla
representan la profundidad
(en unidades de 10 yardas) de
la tierra en el centro de cada
cuadrado de la figura.

Y1 1213
X

1 |10]9]7
21 7 174
315154
4 | 4|53

Aproxime el nimero de yardas
ctibicas de tierra en el primer
octante. (Esta exploracion

la sugirié Robert Vojack,
Ridgewood High

School, Ridgewood, NJ.)

Definicion de integral doble

Si festd definida en una regién cerrada y acotada R del plano xy, entonces la integral
doble de f sobre R estd dada por

fff(x, y)dA = lim if(xi, y;) AA,
R =

lal—o

siempre que el 1imite exista. Si existe el limite, entonces f es integrable sobre R.

Una vez definidas las integrales dobles, vera y
que una integral definida ocasionalmente se llama
integral simple.

Para que la integral doble de f'en la regién R
exista, es suficiente que R pueda expresarse como
la unién de un nimero finito de subregiones que no
se sobrepongan (vea la figura de la derecha) y que
sean vertical u horizontalmente simples, y que f sea
continua en la regién R. Esto significa que la inter-
seccién de dos regiones que no se sobreponen es

R=R,UR,

un conjunto que tiene un area igual a 0. En la figura
5.13, el drea del segmento comtin a R, y R, es 0.

Puede usar una integral doble para hallar el vo-
lumen de una regién sélida que se encuentra entre
el plano xy y la superficie dada por z = flx, y).

Las dos regiones R, y R, no se
sobreponen.
Figura 5.13

Volumen de una region solida

Si fes integrable sobre una region plana R y f{x, y) =0 para todo (x, y) en R, enton-
ces el volumen de la region sélida que se encuentra sobre R y bajo la gréifica de f'se
define como

V= fff(x,y) dA.

Las integrales dobles tienen muchas de las propiedades de las integrales simples.

TEOREMA 5.1 Propiedades de las integrales dobles

Sean fy g continuas en una regién cerrada y acotada R del plano, y sea ¢ una
constante

N
2 [ [t = stnan= | [ an
Ny
N

S. fJf(X,y) dA = f ff(x, y) dA + f ff(x,y) dA, donde R es la unién
R R, R,

I+

L f g(x, y) dA

0, si f(x,y) =0

\%

glx, )

\%

L f glx,y) dA, si f(x,y)

donde R es la unién de dos subregiones R, y R, que no se sobreponen.




z

0,0,2)

Altura:
z=2-x

1
¥ / Seccién
7 _ transversal
2 triangular
2

Volumen: J A(x) dx
0

Base:y =

Figura 5.14

2—x
2

y:O. y=

Seccién transversal triangular.
Figura 5.15

X

2

X
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Evaluacion de integrales dobles

Normalmente, el primer paso para evaluar una integral doble es reescribirla como
una integral iterada. Para mostrar cémo se hace esto, se utiliza el modelo geométrico de una
integral doble, el volumen de un sélido.

Considere la region sélida acotada por el plano z = fix, y) = 2 —x—2y, y por los tres
planos coordenados, como se muestra en la figura 5.14. Cada seccion transversal verti-
cal paralela al plano yz es una regién triangular cuya base tiene longitud y = (2 — x)/2
y cuya altura es z = 2 — x. Esto implica que para un valor fijo de x, el drea de la seccién
transversal triangular es

e

Alx) = %(base)(altura) = 1(2%>(2 - Xx) 1

2
De acuerdo con la férmula para el volumen de un sélido de secciones transversales co-
nocidas, el volumen del sélido es

b

Volumen = f A(x) dx

a

ez

Este procedimiento funciona sin importar cdmo se obtenga A(x). En particular, puede
hallar A(x) por integracién, como se muestra en la figura 5.15. Es decir, considere x
constante, e integre z = 2 — x — 2y desde 0 hasta (2 — x)/2 para obtener

2-x)/2
M@=f @ 2dy
0

S R
(- 2

R

Combinando estos resultados, obtiene la integral iterada

2 (2-0)/2
Volumen = fff(x, y) dA = f f (2 — x — 2y) dy dx.
R 0 Jo

Para comprender mejor este procedimiento, puede imaginar la integraciéon como dos
barridos. En la integracion interior, una recta vertical barre el area de una seccién trans-
versal. En la integracién exterior, la seccidn transversal triangular barre el volumen,
como se muestra en la figura 5.16.

Z

~
I}

y y y
X X

Integre respecto a y para obtener el drea de la seccidn transversal. Integre respecto a x para obtener el volumen del sélido.

Figura 5.16
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El teorema siguiente lo demostré el matematico italiano Guido Fubini (1879-1943).
El teorema establece que si R es vertical u horizontalmente simple y f es continua en R,
la integral doble de fen R es igual a una integral iterada.

TEOREMA 5.2 Teorema de Fubini

Sea f continua en una regién plana R.

1. Si R estd definida pora <x<by g,(x) <y <g,(x), donde g, y g, son continuas
en [a, b], entonces

b (g,x)
fff(X,Y)dAZJ ()f(x,y)dydx.
R aJg (x

2. Si R estd definida por ¢ <y <d'y h,(y) <x <h,(y), donde h, y h, son continuas
en [c, d], entonces

d (hy(y)
Jff(x,y) dA:f fx, y) dx dy.

hl()’)

| Evaluar una integral doble como integral iterada

donde R es la regién dada por

O0<sx=<1 0=y=s1l.

Solucion Como la regién R es un cuadrado,
es vertical y horizontalmente simple, puede em-
plear cualquier orden de integracién. Elija dy dx Ax 1
colocando un rectdngulo representativo vertical
en la regién, como se muestra en la figura a la

derecha. Con esto obtiene lo siguiente. JR J Fey) dA = fol fol F0x,y) dyld)

1 )73}1
= 1_72> _ d
Jo [( 2" 6 lo "
S
6

La integral doble evaluada en el ejemplo 2 representa el volumen de la regién sélida
que fue aproximado en el ejemplo 1. Observe que la aproximacién obtenida en el ejem-
plo 1 es buena (0.672 contra %), aun cuando empled una particién que constaba solo de
16 cuadrados. El error se debe a que usé los centros de las subregiones cuadradas como
los puntos para la aproximacién. Esto es comparable a la aproximacién de una integral
simple con la regla del punto medio.



Exploracion

Elvolumen de un sector

de paraboloide FEl sélido

del ejemplo 3 tiene una base
eliptica (no circular). Considere
la regién limitada o acotada por
el paraboloide circular

z=a>*—x*—y%, a>0

y el plano xy. ;Cudntas maneras
de hallar el volumen de este
s6lido conoce ahora? Por
ejemplo, podria usar el método
del disco para encontrar el
volumen como un sélido de
revolucién. ;Todos los métodos
emplean integracion?

Z

Enel
ejemplo 3, observe la utilidad
de la férmula de Wallis para

evaluar [7? cos” 6 .

oo o
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La dificultad para evaluar una integral simple [, f f(x) dx depende normalmente de la
funcién f, y no del intervalo [a, b]. Esta es una diferencia importante entre las integrales
simples y las integrales dobles. En el ejemplo siguiente se integra una funcién similar a
la de los ejemplos 1 y 2. Observe que una variacion en la regién R lleva a un problema

de integracién mucho mads dificil.

Hallar el volumen por medio de
una integral doble

Determine el volumen de la region sélida acotada por el paraboloide z = 4 — x> —
el plano xy, como se muestra en la figura 5.17(a).

2%y

Solucidon Haciendo z = 0, observe que la base de la regidn, en el plano xy, es la elipse
x>+ 2y* = 4, como se muestra en la figura 5.17(b). Esta regi6n plana es vertical y hori-
zontalmente simple, por tanto el orden dy dx es apropiado.

— 42 [(4 — 2
Limites variables paray: — % <y< %

Limites constantes para x: -2 < x <2

El volumen est4 dado por

J‘ JJ(4 x2)/2
—2)-Va=a)2

2y3 | Vd—x2)/2
f |:(4 ) _L] dx
s 3 |-Va—2n
2

_ 4
32 ),

4 /2

a 3f —/2

(2) J

4 —x2 - 2y2) dy dx Ver figura 5.17(b).

(4 — x2)32dx
16 cos* 0 do

x = 2senf

cos* 0do

3? (16>
=4/2m.

Férmula de Wallis

Base: -2 <x=<2

-V@a-H2sys/d-n
y

Volumen
4 - x2)/2

(a)
Figura 5.17 u

(4 - x% = 2y?)dyldx,
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Superficie:

fyy=e™

La base estd acotada por y = 0,
y=xyx=1
Figura 5.18

En los ejemplos 2 y 3, los problemas se podrian haber resuelto empleando cual-
quiera de los 6rdenes de integracidn, porque las regiones eran vertical y horizontalmente
simples. En caso de haber usado el orden dx dy habria obtenido integrales con dificultad
muy parecida. Sin embargo, hay algunas ocasiones en las que uno de los érdenes de in-
tegracién es mucho mds conveniente que otro. El ejemplo 4 muestra uno de estos casos.

| Comparar diferentes ordenes de integracion

cee D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Encuentre el volumen de la regién sélida R acotada por la superficie

S, y) = e Superficie
ylos planos z = 0,y = 0,y = x y x = 1, como se muestra en la figura 5.18.

Soluciéon Labase de R en el plano xy estd acotada por las rectasy = 0,x = l y y = x.
Los dos posibles 6rdenes de integracion se muestran en la figura 5.19.

y y

R:0< 1 R:0<y<1
0<y<x y<x<1

L (1,1 N (1, 1)

Ay
(1,0 (1,0
S X x
Ax 1 1

\ 1

L 2, s ! 2 i

ff e dydx, JJ e dxdy,

0Jo b 0y A
Figura 5.19

Estableciendo las integrales iteradas correspondientes, observe que el orden dx dy re-
quiere la antiderivada

je"z dx

la cual no es una funcién elemental. Por otro lado, con el orden dy dx obtiene

1 rx 1 X
ff e"zdydxzf e_xzy} dx
0 Jo 0 0
1
fxex2dx
0

Il
|
N | —
NI
=
o
[E—
S =

Il

|

N | =
P
| =
|

—
SN——

2e
0.316. n

U

[> Trate de utilizar un integrador simbdélico para evaluar la inte-
¢ gral del ejemplo 4.
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Volumen de una region acotada
por dos superficies

Encuentre el volumen de la regién sélida acotada por arriba por el paraboloide

z=1—-x*— y2 Paraboloide
y por debajo por el plano
z=1— y Plano

como se muestra en la figura 5.20.

Paraboloide:
7=1-x%2—y?

X

Figura 5.20
Solucidon Igualando los valores z, puede determinar que la interseccién de dos super-
ficies se presenta en el cilindro circular recto dado por
l—y=1-x2—y> &> xX*=y—y.

Asi, la regién R en el plano xy es un circulo, como se muestra en la figura 5.21. Ya que

: el volumen de la regidn sélida es la diferencia entre el volumen bajo el paraboloide y el
2 volumen bajo el plano, tiene

Volumen = (volumen bajo el paraboloide) — (volumen bajo el plano)

N Vy=y?
ff (l—xz—yz)dxa’y—ff (1 —y)dxdy
Vy—y? Vy=y?

B = =
B[ —= =

R: 0<y<1 1 y—y2
—Vy-yrsx<y/y-y? ZJJJ 2()’—}’2—362)€lxa’y
0J-Vy—y
Figura 5.21 . e
_ 2 i
—f[(y—y)—J dy
0 —Vy=y?

4!
= f (v = )2 dy
3 0

-(3)3) f - @y — 1 dy

w/2 4
Zlf cos gdG 2y — 1 = sen
6 w2 2
1 w/2
= J cos* 0do
6Jo
= <1><3—77> Formula de Wallis
6 16 ormula de allis
T

=35 n
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Valor promedio de una funcion

Recuerde de la seccidn 4.4 que para una funcién f en una variable, el valor promedio de f
sobre [a, b] es

1 b
b—aL f(x) dx.

Dada una funcién f en dos variables, puede encontrar el valor promedio de f sobre la
region del plano R como se muestra en la siguiente definicién.

Definicion del valor promedio de una funcion sobre una region

Si fes integrable sobre la region plana R, entonces el valor promedio de f'sobre R es

1
Valor promedio = 1 f f flx,y) dA
R

donde A es el area de R.

| Hallar el valor promedio de una funcion

Determine el valor promedio de
1
f (xs Yy ) - zxy

sobre la regién del plano R, donde R es un rectdngulo con vértices

(0,0),(4,0),(4,3) y (0,3).

Soluciéon El drea de la region rectangular R es
A=(@)3) =12

como se muestra en la figura 5.22. Los limites de x son

0=x=<=4
y los limites de y son =6
0=sy=3. o
Entonces, el valor promedio es
=4
Valor promedio = i f J flx,y) dA .
R
=3 _rl
=lf4f31xydydx .I
12)5 Jo 2 -2
1(*1 P
S
12}, 47 L d =
1\/9\ [* y
- (12><4>L e
ol7], '
=—|=x
16127 Jo 4.3)
3
= <E>(8) Figura 5.22
n

3
>
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Ejercicios
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

Aproximar En los ejercicios 1-4, aproxime la integral
JzJ f(x,y) dA dividiendo el rectangulo R con vértices (0,0), (4,0),
4, 2) y (0, 2) en ocho cuadrados iguales y hallando la suma

8
> f(x;, ) AA,, donde (x;, y,) es el centro del cuadrado i-ésimo.
i=1

Evalie la integral iterada y comparela con la aproximacion.

42 LI ?
1. jf (x + y)dydx 2 EJJ x2y dy dx
0Jo o0 Jo

4 r2 4 r2 1
3. 24y dyd 4.jf7dd
LL(X y3) dy dx ) G P

Evaluar una doble integral En los ejercicios 5-10, dibuje la
region R y evalde la integral iterada [, f (x, y) dA.

2 1 T (/2
5. f (1 4+ 2x + 2y) dy dx f f sen? x cos? y dy dx
0 Jo

v
ff (x + y)dxdy Sfj x2y? dx dy
0 Jy/2 0 J5y
JE=2
f f (x +y) dydx
—al-Ja—2
11—y
10. IJ e Vdxdy + Jf e* Y dx dy
0 Jy-1 0 Jo

Evaluar una doble integral En los ejercicios 11-18, establez-
ca las integrales para ambos o6rdenes de integraciéon. Utilice el
orden mas conveniente para evaluar la integral sobre la region R.

11. ffxy dA
R

R: rectangulo con vértices (0, 0), (0, 5), (3, 5), (3, 0)

12. ffsenx seny dA
R

R: rectangulo con vértices (—r, 0), (m, 0), (7, w/2), (—m, 7/2)

y
13. fo2+y2dA

R: trapezoide acotadopor y = x, y =2x, x =1, x =2

14. f f xe¥ dA
R

R: tridngulo acotadopor y =4 —x, y=0,x =0

15. ff—ZydA
R

R: regién acotadapor y =4 — x2, y =4 — x

o [[ o

R: regién acotadapor y = 0,y = \/;c, x=4

.| oo

R: sector de un circulo en el primer cuadrante acotado por

y=V25—x%3x—4y =0,y =0

18. ff(xz + y?) dA

R: semicirculo acotado por y = /4 — x%,y = 0

Determinar volumen En los ejercicios 19-26, utilice una
integral doble para hallar el volumen del sélido indicado.

=9 o)

26. Integral impropia

L5~

25. Integral impropia

|
1 0<x<on S
< co
0<y< fzp&{* 2 y
— x T =
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Determinar volumen En los ejercicios 27-32, dé una integral
doble para hallar el volumen del sélido acotado por las graficas
de las ecuaciones.

27. z=xy, z=0, y = x, x = 1, primer octante
28.2=0,z=x4,x=0,x=2,y=0,y=4
29. x>+ 72 =1, y>* + 22 = 1, primer octante
30. y =4 — x% z =4 — x?, primer octante

31. z =x +y, x> + y*> = 4, primer octante

1

32. z = lTyz’

x=0,x=2,y=0
Volumen de una region acotada por dos superficies En
los ejercicios 33-38, establezca una integral doble para encon-
trar el volumen de una region sélida limitada por las graficas de
las ecuaciones. No evaliie la integral.

33. 34.

3[5.2=x+y, >+’ =4,2=0

36. z=sen’x, z=0,0<x=7,0=<y=<35
37. z=x2+ 2%, z =4y

38. z=x>+ )% z=18 —x% —)?

IdP Determinar el volumen usando tecnologia En los ejerci-

cios 39-42, utilice un sistema algebraico por computadora para
encontrar el volumen del sélido acotado por las graficas de las
ecuaciones.

39. 2=9-x>—y%,2z=0

40. x> =9 — y, 72 =9 — y, primer octante
2

[Tk

In(l +x+y),z=0,y=0,x=0,x=4- Uy

41. z = =0,y=0,x=0,y=-05x+1

42. 7

43. Demostracion Si f es una funcién continua tal que
0 < f(x, y) <1 en una regiéon R de drea 1. Demuestre

que 0 < [pff(x,y)dA < 1.

44. Determinar el volumen Encuentre el volumen del s6lido
que se encuentra en el primer octante, acotado por los planos
coordenados y el plano (x/a) + (y/b) + (z/c) = 1, donde a > 0,
b>0yc>0.

Evaluar una integral iterada En los ejercicios 45-50, trace
la region de integracion. Después, evaliie la integral iterada y, si
es necesario, cambie el orden de integracion.

11172 n10 r10
45. f j e dxdy 46. f J’ —dydx
0 Jy2 0 er Ny

Nataliya Hora/Shutterstock.com

2 (JV4-x2
47. f V4 — y2dy dx

31
1
4s.ff — dxdy
—2)- Vi@ oJysl+x

1 farccosy
49. J f senx~+/1 + sen?x dx dy
0 Jo
2 (2
50. ff Yy cos y dy dx
0 J(1/2)x?

Valor promedio En los ejercicios 51-56, encuentre el valor
promedio de f(x, y) sobre la regién R.

51. flx,y) =x
R: rectangulo con vértices (0, 0), (4, 0), (4, 2), (0, 2)
52. flx,y) = 2xy

R: rectangulo con vértices (0, 0), (5, 0), (5, 3), (0, 3)
53. f(x,y) = x>+ y?
R: cuadrado con vértices (0, 0), (2, 0), (2, 2), (0, 2)

1 . .
54. f(x,y) = . R: tridngulo con vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1)

55. f(x,y) = e* 2, R: tridngulo con vértices (0, 0), (0, 1), (1, 1)
56. f(x,y) =sen(x +y)

R: rectangulo con vértices (0, 0), (7, 0), (7, ), (0, 7)

«57. Produccion promedio ¢ ¢ o ¢ ¢ o o 0o ¢ 0 0 oo

La funcién de pro-
duccién Cobb-Dou-
glas para un fabrican-
te de automoviles es

Flx,y) = 100x06y04

donde x es el nimero
de unidades de trabajo
y y es el nimero de
unidades de capital.
Estime el nivel promedio de produccion si el nimero x de
unidades de trabajo varia entre 200 y 250, y el nimero y
de unidades de capital varia entre 300 y 325.

wn
=]

. Temperatura promedio La temperatura en grados Cel-
sius sobre la superficie de una placa metdlica es
T(x,y) = 20 — 4x> — y?

donde x y y estdn medidas en centimetros. Estime la tempera-
tura promedio si x varia entre 0 y 2 centimetros y y varia entre
0y 4 centimetros.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

59. Doble integral Enuncie la definicion de integral doble.
D¢ la interpretacion geométrica de una integral doble si el
integrando es una funcién no negativa sobre la regién de
integracion.

60. Volumen Sea R unaregion en el plano xy cuya drea es B.
Si fix, y) = k para todo punto (x, y) en R, ;cudl es el valor
de [ f(x, y) dA? Explique.




DESARROLLO DE CONCEPTOS

61. Volumen Sea laregion del plano R de un circulo unita-
rio, y el maximo valor de f sobre R sea 6. jEs el valor mds
grande posible de [, [ f(x, y) dy dx igual a 6? ;Por qué si o
por qué no? Si es no, ;cudl es el valor mds grande posible?

62. Comparar integrales iteradas Las siguientes inte-
grales iteradas representan la solucién del mismo proble-
ma. (Cudl integral iterada es mds fécil de evaluar? Expli-
que su razonamiento.

2 2y
J f seny? dy dx = j f sen y? dx dy
0 Jx/2 0Jo

Probabilidad Una funcion de densidad de probabilidad con-
junta de las variables aleatorias continuas x y y es una funcion
f(x,y) que satisface las propiedades siguientes.

(a) f(x,y) = 0 para todo (x,)  (b) j - f 7 fey)da =1

(¢) Pllx,y) ER] = Lff(x,y)dA

En los ejercicios 63-66, demuestre que la funcién es una funcion
de densidad de probabilidad conjunta y encuentre la probabi-
lidad requerida.

1
o 0=sx<=50<y<?2
63. f(x,y) = {“’ : Y
0, demds

POsx=<2 1=<y=<?2)

1
0<sx=20=sy=<2
64. f(x,y) = {4”’ ’
floy 0, demas
PO<x<1,1<y<?2)
65. flx.y) = {7(9—x—y) 0<x<33<y<6
demas
PO<x<1,4<y<6)
x=20,y=20
66-f(x,y)—{ Y
demas
PO<x<1l,x<y<l)

67. Aproximacion La tabla muestra valores de una funcién f
sobre una regién cuadrada R. Divida la regién en 16 cuadrados
iguales y elija (x;, y;) como el punto mds cercano al origen en el
cuadrado i-ésimo. Compare esta aproximacion con la obtenida
usando el punto mds lejano al origen en el cuadrado i-ésimo.

4 4
J Sx,y) dy dx
0 Jo

y
= 0 1 2 3 4

2 28 | 27 | 24 | 19 | 12
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68. ;COMO LO VE? La figura siguiente muestra el
—N Condado de Erie, Nueva York. Sea f(x, y) la precipita-
cion anual de nieve en el punto (x, y) en el condado,
donde R es el condado. Interprete cada una de las
siguientes integrales

() fff(x,y) dA

frpa
JJ

JBufalo

ERIE

;Verdadero o falso? En los ejercicios 69 y 70, determine si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué
0 dé un ejemplo que demuestre que es falso.

69. El volumen de la esfera x> + y? + z2 = 1 esta dado por la integral

1
V:8ff 1 —x? = y*dxdy.
0 Jo

70. Sif(x, y) < g(x, y) para todo (x, y) en R, y fy g son continuas
sobre R, entonces [[ f(x,y) dA < [pf g(x,y) dA.

71. Maximizar una integral doble Determine la regién R en
el plano xy que maximiza el valor de

ff(9—x2—y2)dA.

72. Minimizar una integral doble Determine la regién R en
el plano xy que minimiza el valor de

ff(x2+y2—4)dA.

73. Valor promedio Sea
flx) =f e dr.
1

Encuentre el valor promedio de f'en el intervalo [0, 1].

74. Usar geometria Utilice un argumento geométrico para
demostrar que

3 V92 9
f V9 — x> —y?dxdy = —.
0 Jo 2

DESAFiOS DEL EXAMEN PUTNAM

- b 4 2 .
75. Evaldef; [, e™{0™ @y} gy dx, donde a'y b son positivos.
. 1 . - s
76. Demuestre que si N > 5, no existe una funcién real u
tal que, para todo x en el intervalo cerrado 0 < x < 1,
= 1 —
ux) = 14N u(y)u(y — x) dy-
Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Compe-
tition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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5.3 Cambio de variables: coordenadas polares

(a)
Figura 5.23

[SIE

Sector polar.
Figura 5.24

% Expresar y evaluar integrales dobles en coordenadas polares.

Integrales dobles en coordenadas polares

Algunas integrales dobles son mucho mas faciles de evaluar en forma polar que en
forma rectangular. Esto es asi especialmente cuando se trata de regiones circulares, car-
dioides y pétalos de una curva rosa, y de integrandos que contienen x> + y?.

En la seccién 2.3 vio que las coordenadas polares de un punto estdn relacionadas
con las coordenadas rectangulares (x, y) del punto, de la manera siguiente.

x=rcosf y y=rsenf

rr=x2+y%?y tan0=x
X

m Utilizar coordenadas polares para describir

una region

Utilice coordenadas polares para describir cada una de las regiones mostradas en la
figura 5.23.

~
~

(b) ()

Solucion

a. Laregion R es un cuarto del circulo de radio 2. Esta region se describe en coordena-
das polares como

R=1{(r,0:0<r=<2 0<60<x/2}

b. La region R consta de todos los puntos comprendidos entre los circulos concéntri-
cos de radios 1 y 3. Esta region se describe en coordenadas polares como

R=1{(n6):1<r<3 0s<6<2m).

c. Laregion R es una cardioide con @ = b = 3. Se puede describir en coordenadas
polares como

R={(r,0: 0=<r<3+3sn6,0=<06<27} -

Las regiones del ejemplo 1 son casos especiales de sectores polares

R = {(r’ 0)3 nN=r=srnr 6=0= 02} Sector polar

como el mostrado en la figura 5.24.



Sk

La red o cuadricula polar se
sobrepone sobre la region R.

Figura 5.25
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Para definir una integral doble de una funcién continua z = f(x, y) en coordenadas
polares, considere una regién R acotada por las graficas de

r= gl(O) y r= gz(o)

y las rectas § = a'y 6 = B. En lugar de hacer una particién de R en rectangulos peque-
flos, utilice una particién en sectores polares pequefios. A R se le superpone una red o
cuadricula polar formada por rayos o semirrectas radiales y arcos circulares, como se
muestra en la figura 5.25. Los sectores polares R; que se encuentran completamente
dentro de R forman una particién polar interna A cuya norma ||A|| es la longitud de la
diagonal mads larga en los n sectores polares.

Considere un sector polar especifico R,, como se muestra en la figura 5.26. Se puede
demostrar (vea el ejercicio 70) que el drea de R, es

AAi = riAriAei Area deR,
donde Ar; = r, —r; y AG, = 6, — 0,. Esto implica que el volumen del sélido de altura
S(r; cos 0, r; sen 6,) sobre R; es aproximadamente

f(r;cos 6, r;sen6,)r; Ar; A6,
y tiene

Jff(x, y) dA =Y f(r; cos 6, r;sen 0,)r; Ar, A6,

R =1

Puede interpretar la suma de la derecha como una suma de Riemann para

f(rcos 0, rsend)r.

La region R corresponde a una regioén S horizontalmente simple en el plano rf, como
se muestra en la figura 5.27. Los sectores polares R; corresponden a los rectdngulos S,
y el drea AA; de S; es Ar,A8,. Por tanto, el lado derecho de la ecuacién corresponde a la
integral doble

Jff(r cos 6, r sen O)r dA.
S

A partir de esto, puede aplicar el teorema 5.2 para escribir

fff(x, y)dA = Lff(rcos 0, r sen 0)r dA

B (8,0
= f f f(rcos 6, rsen O)r dr d6.
a Jg (6)

Esto sugiere el teorema siguiente.

(r;, 6)
,
El sector polar R; es el conjunto de todos Regién S horizontalmente simple.
los puntos (r, @) talque 7, < r < 7, y Figura 5.27
0, <0<,

Figura 5.26
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Exploracion

Volumen de un sector
paraboloide En la
exploracién de la pagina

263, se le pidi6 resumir los
diferentes métodos hasta ahora
estudiados para calcular el
volumen del sélido acotado por
el paraboloide

z=a>—x*—y,a>0

y el plano xy. Ahora conoce
un método mas. Utilicelo para
encontrar el volumen del sélido.

R:1<r<v/5
0<60<2n 1

Regién r-simple.
Figura 5.29

Integrales multiples

B [8,(6)
fff(x, y) dA = f f(r cos 6, r senO)r dr do.
R

a Jg (0)

TEOREMA 5.3 Cambio de variables a la forma polar

Sea R una region plana que consta de todos los puntos (x, y) = (r cos 6, r sen 0) que
satisfacen las condiciones 0 < g,(0) <r<g,(0),a <0< 3,donde 0 < (B — ) < 2.
Si g, y g, son continuas en [a, B] y fes continua en R, entonces

Si z = f(x, y) es no negativa en R, entonces la integral del teorema 5.3 puede inter-
pretarse como el volumen de la regién sélida entre la grafica de f'y la regién R. Cuando
use la integral en el teorema 5.3, asegirese de no omitir el factor extra de r en el inte-

grando.

La region R puede ser de dos tipos bdsicos, regiones r-simples y regiones 6-sim-

ples, como se muestra en la figura 5.28.

n T
2 0=p Limites fijos para 6: 2 Limites variables para 6:

g, - a<0<p | 0<h(r)<O<hy(r)

y Limites variables para r: BN hy Limites fijos para r:

0<¢,(60) <7< g,(0) . rsr<r,
b=« S N \\\hl
\ Ar |
0 >0
r=r r=r,

Regién r-simple
Figura 5.28

Regién 6-simple

Evaluar una integral usando coordenadas

polares dobles

Sea R la region anular comprendida entre los dos circulos x> + y> = 1y x> + y* = 5.

Evalte la integral

LJ (x* + y) dA.

Solucién Los limites polaresson1 < r < /5y 0 < 0 <
la figura 5.29. Ademds, x*> = (r cos §)> y y = r sen 6. Por tanto,

27 J§
fJ (x2+y)dA = f f (r2cos? 0 + rsen O)rdrdf
R o J1

27 V5
f f (r3cos? @ + r2sen 6) dr de
1

0

p 3 J5
i 2 + —
1 cos? 0 3 sen())]1 do

2 _
= f <6 cos? 0 + 5\/5315en6> do

3+ 3cos20 + 5\/§3_lsen6> do

2
0S 0)]
0

3sen20 55 -1
= -|- —
<30 > 3 C
6

247, COMO S€ muestra en
tiene



Superficie: z = \/m}

* R:x2+y2<4

Figura 5.30

¢« «COMENTARIO Para ver
la ventaja de las coordenadas
polares en el ejemplo 3, trate
de evaluar la integral iterada
rectangular correspondiente

2 (Va-y?
J V16 — x2 — y2dx dy.
R
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En el ejemplo 2, observe el factor extra de r en el integrando. Esto proviene de la
férmula para el 4rea de un sector polar. En notacién diferencial, puede escribirlo como
dA = rdrd6f

lo que indica que el drea de un sector polar aumenta al alejarse del origen.

m Cambiar variables a coordenadas polares

Utilice las coordenadas polares para hallar el volumen de la regién sélida limitada supe-
riormente por el hemisferio

c= VG

e inferiormente por la regién circular R dada por

Hemisferio que forma la superficie superior

x> +y2 <4 Region circular que forma la superficie inferior

como se muestra en la figura 5.30.

Solucidon En la figura 5.30 puede ver que R tiene como limites
Ay sxs VISR

yque 0 < z < /16 — x2 — y2. En coordenadas polares, los limites son
0<r=<2y0=6=<27m

—2=<y=<2

con altura z = /16 — x> — y2 = /16 — r2. Por consiguiente, el volumen V est4 dado

por
V= fff(x,y)dA

2 (2
f f V16 — r2rdrdf
o Jo

1 2 2
_§j (16 — r2)3/2] do

0 0

21
—lj (24./3 — 64) do
3 0

= —%(3J§ - 8)9]

= %7(8 -3.3)

~ 46.979. o

2
0

> TECNOLOGIA  Todo sistema algebraico por computadora que calcula inte-
grales dobles en coordenadas rectangulares también calcula integrales dobles en
coordenadas polares. La razén es que una vez que se ha formado la integral iterada,
su valor no cambia al usar variables diferentes. En otras palabras, si usa un sistema
algebraico por computadora para evaluar

27 (2
f f\/16—x2xdxdy
0 0

deberd obtener el mismo valor que obtuvo en el ejemplo 3.

Asi como ocurre con coordenadas rectangulares, la integral doble

JJ

puede usarse para calcular el drea de una region en el plano.
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Figura 5.31

[SIE]

Regidn 6-simple.
Figura 5.32

Hallar areas de regiones polares

*> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Utilice una integral doble para hallar el 4drea encerrada por la grafica de r = 3 cos 36, sea
R un pétalo de la curva mostrada en la figura 5.31. Esta region es r-simple y los limites
son los siguientes: —77/6 <6 < 7/6 'y 0 < r < 3 cos 36. Por tanto, el area de un pétalo es

1 3 cos 36
-A= fjdA f f rdrdf
3 R —7/6J0
T, 2 3 cos 360
- do
fﬂ/é 2 :|0

9 /6
= f cos2360d6
2 —7/6

9 /6
== (1 + cos 66) do
4 —7/6

/6
= 2[9 + lsen 69]
6 — /6

_3n
T

Asi, el drea total es A = 97/4. u

Como se ilustra en el ejemplo 4, el drea de una regién en el plano puede represen-
tarse mediante

2,(6)
f f rdrdé.

Para g,(6) = 0, obtiene

B (8,0 B 218,00 Bq
A=ff rdrde=f f} d0=f L, (0)2 db
a JO a 2 0 a 2

lo cual concuerda con el teorema 5.13.
Hasta ahora en esta seccién todos los ejemplos de integrales iteradas en forma polar
han sido de la forma

2,(6)
ff f(rcos 6, rsen O)r drdo

en donde el orden de integracion es primero con respecto a . Algunas veces se puede
simplificar el problema de integraciéon cambiando el orden de integracion.

| Cambiar el orden de integracion

Encuentre el drea de la regidn acotada superiormente por la espiral » = 7/(30) e inferior-
mente por el eje polar, entre r = 1y r = 2.

Soluciéon Laregion se muestra en la figura 5.32. Los limites polares de la regién son

T
< < < —.
l=r=<2 vy 0=<86 3

Por tanto, el 4rea de la regién puede evaluarse como sigue.

2 rw/(3r) 2 /(3r) 2 2
A:ff rd()erer] drszdrzm} =T u
1 Jo 1 0 1 3 30 3
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Ejercicios

numeracion impar.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con

Elegir un sistema coordenado En los ejercicios 1-4 se
muestra la region R para la integral [, f(x,y) dA. Diga si se-
rian mas convenientes coordenadas rectangulares o polares
para evaluar la integral.

1. 7 2. y
4 T
1 2
3 R h
2+ R K«
-6 -2 4 2
I -2
— > x i
1 2 3 4 -4

Describir una region En los ejercicios 5-8, utilice las coorde-
nadas polares para describir la region mostrada.

Evaluar una integral doble En los ejercicios 9-16, evaliie la
integral doble [ f(r, 6) dA y dibuje la regién R.

 [cos 6
9. f f rdrdf
0 Jo
T (sen6
10. f f r2drd6
0 Jo

27 (6
ll.f f3rzsen0drd0

/4 4
12. j r2sen @ cos Odrdo

0
w/2 (3
13. f f V9 — r2rdrdf
0o J2

w/2 (3
14. j f re=" drd6
o Jo
w/2 [1+sen6
15. f Ordrdo
o Jo

/2 [1—cos O
16. f f (sen@)r dr do
0 0

Convertir a coordenadas polares En los ejercicios 17-26,
evalie la integral iterada convirtiendo a coordenadas polares.

a (Jaa=y?
17.ff ydxdy

0Jo

a (JVa?—x?
ls.ff xdy dx

0 Jo

s (JiE
19. j j (% + y?) dy dx
-2 J0

[ s
20. x> + y?) dy dx
0J-Va-2
3 9—x2
21. fJ (x2 + y2)32 dy dx
0Jo

fz V8—y?
y

22 VX2 + y*dxdy

2 V20— a2
23. ff xy dy dx
o Jo

4 Ay —y?

24. f f x2dx dy
0 Jo
1 /1—x2

25. j j cos(x? + y?) dy dx
-1J0
2 /4 — 2

26. j f sen</x* + y? dy dx
0 Jo

Convertir a coordenadas polares En los ejercicios 27 y 28,
combine la suma de las dos integrales iteradas en una sola
integral iterada convirtiendo a coordenadas polares. Evalie
la integral iterada resultante.

2 (x 22 (V/8-22
27. j f VX2 + y2dydx + f VX2 + y?dydx
0Jo 2 Jo

5V2/2 [x 5 V25-22
28. j f xydydx + f j xy dy dx
0 0 5v2/2 Jo
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Convertir a coordenadas polares En los ejercicios 29-32,
utilice coordenadas polares para escribir y evaluar la integral
doble [ [ f(x,y) dA.

29. fx,y) =x+y
Rx>+y><4,x=20,y=0

30. f(x,y) = e H2/2
Rx>+y2<25x=0

31. f(x,y) = arctan%

Rx>+y>=21,x2+y?<40=<y=<x
32, flx,y) =9 — x2 —y?
Rx*+y2<9x=20,y=0
Volumen Enlos ejercicios 33-38, utilice una integral doble en

coordenadas polares para hallar el volumen del sélido acotado
por las gréficas de las ecuaciones.

33. z = xy, x> + y? = 1, primer octante

M. z=x2+y?+3,z=0,x2+y2=1

35. 2= V/xl +yLz=0,x2+y2 =125

36. z=In(x2+y2),z=0,x2+y2> 1,x2+y2 <4

37. Interior al hemisferio z = /16 — x2 — y? e interior al cilin-
drox? + y?—4x = 0.

38. Interior al hemisferio z = /16 — x> — y? y exterior al cilin-
drox? +y* = 1.

39. Volumen Encuentre a tal que el volumen en el interior del

hemisferio
= /16 — x2 — y?

y en el exterior del cilindro
X2+ y2=q?
es la mitad del volumen del hemisferio.

40. Volumen Utilice la integral doble en coordenadas pola-
res para encontrar el volumen de una esfera de radio a.

Area En los ejercicios 41-46, utilice una integral doble para
calcular el area de la region sombreada.

41.

43.

@

'@

T

gE

ValeStock/Shutterstock.com

45. 46. z

(S

Area En los ejercicios 47-52, trace una grafica de la region
acotada por las graficas de las ecuaciones. Después, use una in-
tegral doble para encontrar el area de la region.

47. Dentro del circulo r = 2 cos 6 y fuera del circulo r = 1.
48. Dentro de la cardioide r = 2 + 2 cos 0 y fuera del circulo r = 1.

49. Dentro del circulo r = 3 cos 0 y fuera de la cardioide r = 1 +
cos 6.

50. Dentro de la cardioide r = 1 + cos 0 y fuera del circulo r =
3 cos 6.

51. Dentro de la curva rosa r = 4 sen 36 y fuera del circulo r = 2.

52. Dentro del circulo r = 2 y fuera de la cardioide r = 2 —
2 cos 6.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

53. Coordenadas polares Describa la particién de la re-
gién de integracion R en el plano xy cuando se utilizan
coordenadas polares para evaluar una integral doble.

54. Convertir coordenadas Explique cémo pasar de
coordenadas rectangulares a coordenadas polares en una
integral doble.

55. Describir regiones Con sus propias palabras, describa
regiones r-simples y regiones #-simples.

56. Comparar integrales Sea R la region acotada por el
circulo x> + y2 = 9.
(a) Establezca la integral f f flx, y) dA.
R
(b) Convierta la integral en el inciso (a) a coordenadas

polares.

(c) ¢Qué integral deberia elegirse para evaluar? ; Por qué?

e «57. Poblacion

La densidad de poblacion de una ciudad es aproximada
por el modelo

flx,y) = 4000e 0010 +7)

para la region x* +
y?<9,donde xyy
se miden en millas.
Integre la funcion
de densidad sobre la
regién circular indi-
cada para aproximar
la poblacion de la
ciudad.




j,C(]MO LO VE? Cada figura muestra una regién
de integracion para la integral doble [,J f(x, y) dA.
Para cada region, diga si es mas fécil obtener los
limites de integracion con elementos representativos
horizontales, elementos representativos verticales o
con sectores polares. Explique su razonamiento.

(a) (b) (©)
y y

D

X X X

Osp

59. Volumen Determine el didmetro de un orificio cavado ver-
ticalmente a través del centro del s6lido acotado por las grafi-
cas de las ecuaciones 7 = 256_("2+y2)/4, z=0yx*+)y*=16
si se elimina la décima parte del volumen del sélido.

e «60. Glaciar

Las secciones transversales horizontales de un bloque de
hielo desprendido de un glaciar tienen forma de un cuarto
de circulo con radio aproximado de 50 pies. La base se
divide en 20 subregiones, como se muestra en la figura.
En el centro de cada subregion se mide la altura del hielo,
dando los puntos siguientes en coordenadas cilindricas.

(5 557 7). (15,7 8), (25. 7. 10), (35, 7, 12). (45,5, 9),
(5.7 5389 9), (15,32 10). (25,75, 14), (35, 2. 15), (45. 35, 10),
(5.35.9). (15,32 11), (25,32, 15). (35,3, 18), (45,2, 14).
(5.77.5),(15,72,8), (25,92, 11), (35,92, 16), (45,72, 12)

(a) Aproxime el volumen del sélido.

(b) Elhielo pesa aproximadamente 57 libras por pie cuibico.
Aproxime el peso del sélido.

(©) Aproxime el nimero de galones de agua en el sélido si
hay 7.48 galones de agua por pie cubico.

T
2

?dP Aproximacion En los ejercicios 61 y 62, utilice un sistema
algebraico por computadora y aproxime la integral iterada.

/2
61f f /1 + r3sen/0drdo

w4 4
62. f f 5re~" drdo
0 0

Volodymyr Goinyk/Shutterstock.com
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:Verdadero o falso? En los ejercicios 63 y 64, determine si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué
o dé un ejemplo que demuestre que es falso.

63. Si [.f f(r, 6) dA > 0, entonces f(r, 6) > 0 para todo (r, 6) en R.

64. Sif(r, 0) es una funcidn constante y el drea de la region S es el
doble del drea de la regién R, entonces

ZLff(r,O)dA:Lff(r,O)dA

65. Probabilidad El valor de la integral

I=J e

se requiere en el desarrollo de la funcién de densidad de proba-
bilidad normal.
(a) Utilice coordenadas polares para evaluar la integral impropia

(f e‘xz/zdx><j e‘yz/zdy>
f f -2 ga

(b) Utilice el resultado del inciso (a) para calcular 1.

,x2/2 dx

12

! PARA INFORMACION ADICIONAL Para mas informacién
sobre este problema, vea el articulo “Integrating Without Polar
Coordinates”, de William Dunham, en Mathematics Teacher. Para
consultar este articulo, visite MathArticles.com.

66. Evaluar integrales Utilice el resultado del ejercicio 65 y
un cambio de variables para evaluar cada una de las integrales
siguientes. No se requiere hacer ninguna integracion.

(a)f e dx (b)f e~ dx

67. Piénselo Considere la regién acotada por las gréficas de
y=2,y=4,y=xyy= J3x y laintegral doble [J fdA.
Determine los limites de integracion si la region R estd dividi-
da en (a) elementos representativos horizontales, (b) elemen-
tos representativos verticales y (c) sectores polares.

68. Pienselo Repita el ejercicio 67 para una regiéon R acotada
por la grafica de la ecuacién (x —2)> + y> = 4.

69. Probabilidad Encuentre & tal que la funcién

{ke @) x>0,y 20

foxy) = demads
70. Area Demuestre que el drea A del sector polar R (vea la figura)
es A = rArAf, donde r = (r, + r,)/2 es el radio promedio de R.
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Lamina de densidad constante p.
Figura 5.33

(0, 3) 'E (2,3)
3 -4
,L R
4.(0’ ) i ﬁ é x

Lamina de densidad variable
P(x’)’) = 2x + Y.
Figura 5.34

% Hallar la masa de una lamina plana utilizando una integral doble.
% Hallar el centro de masa de una lamina plana utilizando integrales dobles.
% Hallar los momentos de inercia utilizando integrales dobles.

Masa

Con anterioridad se analizaron varias aplicaciones de la integracion en las que se tenia
una lamina plana de densidad constante. Por ejemplo, si la Idmina que corresponde a la
region R, que se muestra en la figura 5.33, tiene una densidad constante p, entonces la
masa de la ldmina estd dada por

Masa = pA = pf fdA = jfp dA. Densidad constante
R R

Si no se especifica otra cosa, se supone que una ldmina tiene densidad constante. En esta
seccidn se extiende la definicion del término ldmina para abarcar también placas delga-
das de densidad variable. Las integrales dobles pueden usarse para calcular la masa de
una ldmina de densidad variable, donde la densidad en (x, y) estd dada por la funcién
de densidad p.

Definicion de masa de una lamina plana de densidad variable

Si p es una funcién de densidad continua sobre la ldmina que corresponde a una
region plana R, entonces la masa m de la 1dmina estd dada por

m = ffp(x, y) dA. Densidad variable
R

La densidad se expresa normalmente como masa por unidad de volumen. Sin em-
bargo, en una ldmina plana la densidad es masa por unidad de drea de superficie.

W Determinar la masa de una lamina plana

Encuentre la masa de la lamina triangular con vértices (0, 0), (0, 3) y (2, 3), dado que la
densidad en (x, y) es p(x,y) = 2x + y.

Solucion Como se muestra en la figura 5.34, la regién R tiene como fronteras x = 0,
y =3yy=3x/2 (0 x = 2y/3). Por consiguiente, la masa de la ldmina es

m=J;f(2x+y)dA

3 (29/3

=ff (2x + y) dx dy
0
3

0

2y/3
=J [xz + xy] dy
0 0

10 [*
9 Jo

zg[ﬁf
91 3 Jo

= 10.

I
|

~<
(8]

S

En la figura 5.34, observe que la ldmina plana estd sombreada; el sombreado mas oscuro
corresponde a la parte mas densa. o



Densidad en (x, y): p(x, y) = k/x> + y%.
Figura 5.35
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Determinar la masa usando coordenadas polares

Encuentre la masa de la ldmina correspondiente a la porcién en el primer cuadrante del
circulo

X2 +y2=4

donde la densidad en el punto (x, y) es proporcional a la distancia entre el punto y el
origen, como se muestra en la figura 5.35.

Solucion En cualquier punto (x, y), la densidad de la 1dmina es

plx,y) = k/(x = 0 + (y = 0)
NS
Como0<x<2y0 <y =< /4 — x?, 1a masa estd dada por

m = ffk\/xz + y2dA
R

2 (Va-a2
= f f kx> + y>dy dx.
0 Jo

Para simplificar la integracién, puede convertir a coordenadas polares utilizando los limites
0<sO=<aw/2y 0<rc=2

Por tanto, la masa es

m = ij\/x2 + y2dA
R

w/2 (2
:f f k2 r dr df
0 0

w/2 (2
:J J kr2dr do
o Jo
/2 372
:f ki} do
o 3o

8k (>
-5

Sk /2
i
3 0

do

[> En muchas ocasiones, en este libro, se han mencionado las ven-
tajas de utilizar programas de computacién que realizan integracién simbdélica. Aun
cuando utilice tales programas con regularidad, recuerde que sus mejores ventajas
solo son aprovechables en manos de un usuario conocedor. Por ejemplo, observe la
simplificacién de la integral del ejemplo 2 cuando se convierte a la forma polar.

Forma rectangular Forma polar
2 (/4a—x /2 (2
f f k/x* + y*dy dx f j kr? dr do
0 Jo o Jo

Si tiene acceso a programas que realicen integracion simbdlica, utilicelos para evaluar
ambas integrales. Algunos programas no pueden manejar la primera integral, pero
cualquier programa que calcule integrales dobles puede evaluar la segunda integral.
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M, = (masa)(y,)
M, = (masa)(x,)
Figura 5.36

Momentos y centros de masa

En laminas de densidad variable, los momentos de masa se definen de manera similar
a la empleada en el caso de densidad uniforme. Dada una particiéon A de una ldmina,
correspondiente a una region plana R, considere el rectangulo i-€simo R; de drea AA,
como se muestra en la figura 5.36. Suponga que la masa de R, se concentra en uno de
sus puntos interiores. El momento de masa de R, respecto al eje x puede aproximarse
por medio de

(Masa)(yi) = [p(xi’ )’i) AAi](yi)-

De manera similar, el momento de masa con respecto al eje y puede aproximarse por
medio de

(Masa)(x;) = [p(x;, y;) AA](x;).

Formando la suma de Riemann de todos estos productos y tomando limites cuando la
norma de A se aproxima a 0, se obtiene las definiciones siguientes de momentos de masa
con respecto a los ejes x y y.

Momentos y centro de masa de una lamina plana de densidad variable

Sea p una funcion de densidad continua sobre la Idmina plana R. Los momentos de
masa con respecto a los ejes x y y son

M, = f f yplx, y) dA

y
M, = ffxp(x, y) dA.

Si m es la masa de la lamina, entonces el centro de masa es
— o M, M,
(53 - (4, 2)
m’ m
Si R representa una regién plana simple en lugar de una ldmina, el punto (%, y) se
llama centroide de la region.

En algunas ldminas planas con densidad constante p, puede determinar el centro
de masa (o una de sus coordenadas) utilizando la simetrfa en lugar de usar integracion.
Por ejemplo, considere las ldminas de densidad constante mostradas en la figura 5.37.
Utilizando la simetria, puede ver que y = 0 en la primera ldmina y X = 0 en la segunda
lamina.

R0<x<1 R_meg 1-y2
-V1-x2<y</1-x2 0<y<1

Ldmina de densidad constante y
simétrica con respecto al eje x.
Figura 5.37

Ladmina de densidad constante y
simétrica con respecto al eje y.



Densidad variable:

pCx, y) =ky y

Regidn parabdlica de densidad variable.
Figura 5.38

Densidad R:—2<x<
variable: 0<y<4-x?
p(x,y) =ky

N Centro de masa:

©7)

Figura 5.39
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Hallar el centro de masa

« + « «D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Encuentre el centro de masa de la ldmina que corresponde a la region parabdlica
Regién parabdlica

0<y<4—x

donde la densidad en el punto (x, y) es proporcional a la distancia entre (x, y) y el eje x,
como se muestra en la figura 5.38.

Soluciéon Como la ldmina es simétrica con respecto al eje y y p(x, y) = ky, asi, el cen-
tro de masa estd en el eje y y X = 0. Para hallar y, primero calcule la masa de la ldmina.

2 4 —x2
Masa = J ky dy dx
—2Jo
2 4—x2

k 2]
== dx
zfzy 0

2
=f (16 — 8x2 + x*) dx
2),
k &8 X
= — _7+7
2|:16 3 5}72
64 32
= K32 -2+ 22
(2-5+3)
:256](
15

Después halle el momento con respecto al eje x.

w=[ [ omaan

2
= ];J (64 — 48x% + 12x* — x°) dx
-2

= 5[64)5 - 16x3 + %xs - );7}22
_ 4096k
105
Asi,
5= M. _ 4096k/105 _ 16

m  256k/15 7

y el centro de masa es (0, 176)

Aunque puede interpretar los momentos M, y M, como una medida de la tendencia
a girar en torno a los ejes x o y, el cdlculo de los momentos normalmente es un paso
intermedio hacia una meta més tangible. El uso de los momentos M, y M, es encontrar
el centro de masa. La determinacion del centro de masa es util en muchas aplicaciones,
ya que le permite tratar una ldmina como si su masa se concentrara en un solo punto.
Intuitivamente, puede concebir el centro de masa como el punto de equilibrio de la 14-
mina. Por ejemplo, la Idmina del ejemplo 3 se mantendra en equilibrio sobre la punta de
un lapiz colocado en (0, 16/7), como se muestra en la figura 5.39.
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Momentos de inercia

Los momentos M,y M, utilizados en la determinacion del centro de masa de una ldmina
se suelen llamar primeros momentos con respecto a los ejes x y y. En cada uno de los
casos, el momento es el producto de una masa por una distancia.

M, = f f Dple.y)dA M, = f f (p(x, y) dA
R - R —
Dist'zmcia ML& DisFancia MLa
al eje x alejey

Ahora se introducira otro tipo de momento, el segundo momento o momento de
inercia de una lamina respecto de una recta. Del mismo modo que la masa es una medida
de la tendencia de la materia a resistirse a cambios en el movimiento rectilineo, el momen-
to de inercia respecto de una recta es una medida de la tendencia de la materia a resistirse
a cambios en el movimiento de rotacion. Por ejemplo, si una particula de masa m esta a
una distancia d de una recta fija, su momento de inercia respecto de la recta se define como

I = md?* = (masa)(distancia)?.

Igual que con los momentos de masa, puede generalizar este concepto para obtener los
momentos de inercia de una ldmina de densidad variable respecto de los ejes x y y. Estos
segundos momentos se denotan por /, e /,, en cada caso el momento es el producto de
una masa por el cuadrado de una distancia.

1= L f (yz)M I, = L f (xz)MA

| |

Cuadrado de la Masa Cuadrado de la Masa

distancia al eje x distancia al eje y

A la suma de los momentos /, e /, se le llama el momento polar de inercia y se denota
por I,. En el caso de una ldmina en el plano xy, [, representa el momento de inercia de la
lamina con respecto al eje z. El término “momento polar de inercia” se debe a que en el
célculo se utiliza el cuadrado de la distancia polar r.

Iy = L f (2 + y)plx,y) dA = JR f r’p(x, y) dA

I Hallar el momento de inercia

Encuentre el momento de inercia respecto del eje x de la lamina del ejemplo 3.

Solucion De acuerdo con la definicién de momento de inercia, tiene

2 [r4—x2
I, = f y*(ky) dy dx
—-2J0
2

k 4j|4—x2
= d
‘J—zy o

2
= if (256 — 256x% + 96x* — 16x° + x3) dx
-2

k 25683 96x5  16x7 X
4[256x 3 5 7 9}_2
_ 32768k

315



Lamina plana girando a

o radianes por segundo.

Figura 5.40
y
21 Densidad
variable: R:0<x<nm
. plx,y)=x 0<y<senx
Fo-- e (x,y)
} \
z T
2
Figura 5.41
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El momento de inercia / de una ldmina en rotacién puede utilizarse para medir su
energia cinética. Por ejemplo, considere una lamina plana que gira en torno a una recta
con una velocidad angular de w radianes por segundo, como se muestra en la figura
5.40. La energia cinética E de la 1amina en rotacién es

E=—Iw’. Energia cinética para el movimiento rotacional

Por otro lado, la energia cinética E de una masa m que se mueve en linea recta a una
velocidad v es
1, . o

E = E my-. Energia cinética para el movimiento lineal
Por lo tanto, la energia cinética de una masa que se mueve en linea recta es proporcional a
su masa, pero la energia cinética de una masa que gira en torno a un eje es propor-
cional a su momento de inercia.

El radio de giro 7 de una masa en rotacién m con momento de inercia / se define como

= 1
r = . Radio de giro
m
Si toda la masa se localizara a una distancia 7 de su eje de giro o €je de rotacion, tendria
el mismo momento de inercia y, por consiguiente, la misma energia cinética. Por ejem-

plo, el radio de giro de la ldmina del ejemplo 4 respecto al eje x estd dado por
_ I 32,768k/315 128
B \/r; NV o256k/15 0 V21 2:469.

I Calcular el radio de giro

<l

Encuentre el radio de giro con respecto al eje y de la ldmina que corresponde a la region R:
0<y<senx,0<x<m,donde la densidad en (x, y) estd dada por p(x, y) = x.

Solucidon La regién R se muestra en la figura 5.41. Integrando p(x, y) = x sobre la
region R, puede determinar que la masa de la region es 7. El momento de inercia res-
pecto al eje y es

Iy=ff x3dy dx
0 Jo
=f x3y} dx
0 0

a
= f x3 sen x dx
0

[(3)(2 — 6)(senx) — (x* — 6x)(cos x)}

m

0
=7 — 6m.

Por tanto, el radio de giro respecto al eje y es

— 1
X = =
m
_ m — 61
T
= Jmt -6
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5.4 Ejercicios

numeracion impar.

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con

Determinar la masa de una lamina En los ejercicios 1-4,
encuentre la masa de la lamina descrita por las desigualdades,
dado que su densidad es p(x, y) = xy. (Sugerencia: Algunas de
las integrales son mas simples en coordenadas polares.)

LOsx<20s<sy<2
2.0<x=<30sy=<9—-x?
3.0sx=<1,0<sy=<J1—x?

4. x=20,3<y<3+/9-x
Determinar el centro de masa En los ejercicios 5-8, encuen-
tre la masa y el centro de masa de la lamina con cada densidad.
5. R: cuadrado con vértices (0, 0), (a, 0), (0, a), (a, a)
@p=k® p=ky()p=ky
6. R: rectangulo con vértices (0, 0), (a, 0), (0, b), (a, b)
(@) p = kxy (b) p = k(x* + y?)
7. R: triangulo con vértices (0, 0), (0, a), (a, a)
@p=kb)p=ky(c)p=kx
8. R: tridngulo con vértices (0, 0), (a/2, a), (a, 0)
@p=kb)p=ky
9. Traslacionesenelplano Trasladelaldminadel ejercicio 5

cinco unidades a la derecha y determine el centro de masa
resultante.

10. Conjetura Utilice el resultado del ejercicio 9 para formular
una conjetura acerca del cambio en el centro de masa cuan-
do una ldmina de densidad constante se traslada ¢ unidades
horizontalmente o d unidades verticalmente. ;La conjetura es
verdadera si la densidad no es constante? Explique.

Determinar el centro de masa En los ejercicios 11-22, en-
cuentre la masa y el centro de masa de la lamina acotada por
las graficas de las ecuaciones con la densidad o densidades que
se especifican. (Sugerencia: Algunas de las integrales son mas
sencillas en coordenadas polares.)

1. y=Jx, y=0,x=1, p=ky

12. y=x% y=0, x =2, p= kxy

13. y=4/x, y=0, x=1,x =4, p=kx*

1

Wy=1rg

y=0,x=—-1,x=1,p=k
15. y=e€,y=0,x=0,x=1,p=k

16. y=¢ ™~ y=0,x=0, x=1,p = ky?
17. y=4—-x% y=0, p=ky

18. x=9—y, x=0, p=kx

19.y=senﬂ,y=0,x=0,x=L,p=k

L
e L
20.y—cosL,y—O,x—O,x—z,P—k}’

2l. y= V> — x5, 0<y=<sx, p=k

22. > +y’=a* x=0,y=20,p= k(x> +)?

PP Determinar el centro de masa usando tecnologia En los

ejercicios 23-26, utilice un sistema algebraico por computadora
para hallar la masa y el centro de masa de la lamina acotada
por las graficas de las ecuaciones con la densidad dada.

2. y=e % y=0,x=0,x=2, p=kxy

k
24.y=1nx,y=0,x=1,x=e,p=;

25. r = 2 cos 36, —gs@sg,p=k
26. r=1+cos0, p=k

Determinar el radio de giro con respecto a cada eje En
los ejercicios 27-32, compruebe los momentos de inercia dados
y encuentre X y y. Suponga que la densidad de cada ldmina es
p = 1 gramo por centimetro cuadrado. (Estas regiones son for-
mas de uso comiin empleadas en disefio.)

27. Rectiangulo 28. Tridngulo rectdngulo

y 173 y _1
IX—3bh Ix_ﬁth
— 1,3 _ 1,3
Iy Sbh Iy_lzbh
h h
b . b .

29. Circulo 30. Semicirculo

y
e
X

1.4 =1
10—275” 10—471'0

y

-
\

31. Cuarto de circulo

32. Elipse
y y

e
S,

-1 4
\I()Sna
X

a

Iy= %mzb(a2 +b2)

Determinar momentos de inercia y radios de giro En los

ejercicios 33-36, determine I, I, I), X y y para la limina limi-

tada por las graficas de las ecuaciones.
3B.y=4—-x%,y=0, x>0, p=kx
M. y=x, y=x% p=kxy

35.y=Vx, y=0,x=4, p=kxy
36. y=x% ¥ =1x, p=kx
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PP Determinar un momento de inercia usando tecnologia En
los ejercicios 37-40, dé la integral doble requerida para hallar el
momento de inercia I, respecto a la recta dada, de la lamina limi-
tada o acotada por las grificas de las ecuaciones. Utilice un siste-
ma algebraico por computadora para evaluar la integral doble.

DESARROLLO DE CONCEPTOS (continuacion)

47. Radio de giro Con sus propias palabras, describa qué
mide el radio de giro.

37. 2+ 2 =0% p=k, recta:x = a(a > b)

38.y=Vx, y =0, x=4, p=kx, rectax =6 %‘ ;COMO LO VE? ElI centro de masa de la Idmina
39.y= Va2 —x2, y=0, p=ky, recta: y = a k‘ de densidad constante mostrado en la figura es (2, %)
40.y=4 -2 y=0, p=k rectary =2 Haga una conjetura acerca de cémo cambiard el

: ’ ’ ’ ) centro de masa (%, y) si la densidad p(x, y) no es
constante. Explique. (Haga la conjetura sin realizar

Hidraulica En los ejercicios 41-44, determine la posicion del eje
célculo alguno.)

horizontal y, en el que debe situarse una compuerta vertical en
una presa para lograr que no haya momento que ocasione la ro-

y
tacion bajo la carga indicada (vea la figura). El modelo paray, es
Iy AT
Y =3 s
3 —+
donde y es la coordenada y del centroide de la compuerta, Iy .l
es el momento de inercia de la compuerta respecto a la recta . (2, %)
y =y, h es la profundidad del centroide bajo la superficie y A es 14+
el area de la compuerta.
f f f —x
y 1 2 3
\T\/\/\/\/\/\/\/ y=L
! @ plx,y) =ky (b) plx,y) = k|2 = x|
| - (©) plx,y) = kxy (d) plx,y) = k(4 —x)(4 = y)
I__ ——-.y=Yy L
— Yy
""" T YTV TgA .. -
49. Demostracion Demuestre el teorema de Pappus siguiente:
. sea R una regién plana y L una recta en el mismo plano tal que L

no corta el interior de R. Si r es la distancia entre el centroide
41. v 42. Y de Ry larecta, entonces el volumen V del sélido de revolucién

4 _y=L generado por revolucién de R en torno a la recta estd dado por
y=1L 2 V = 2mrA, donde A es el area de R.
PROYECTO DETRABAJO
a
Centro de presion sobre una vela
» e » El centro de presion sobre una vela es aquel punto (x,,, y,) en el cual
puede suponerse que actia la fuerza aerodindmica total. Si la vela
43. y 44. y vl se representa mediante una region plana R, el centro de presion es
~———b—y=L ‘td X szfxydA _ Jely*dA

\ 7 [efydA P o fydA
Considere una vela triangular con vértices en (0, 0), (2, 1) y (0, 5).

Kja ) Compruebe los valores de cada integral.
. (a) J;fydA=10 “

35
DESARROLLO DE CONCEPTOS (b) A xydA = o
45. Momentos y centro de masa D¢ las férmulas para 155
2 dA =
hallar los momentos y el centro de masa de una lamina © R y 6

plana de densidad variable.

46. Momento de inercia D€ las féormulas para hallar los Calcule las coordena-

momentos de inercia con respecto a los ejes x y y de una das (x,, y,) del centro de o
l4mina plana de densidad variable. presion. Dibuje una grafica de la vela e indique la

localizacién del centro de presion.

Martynova Anna/Shutterstock.com © © 06 0 0 00 0 0 0 0 06 0 0 0 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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5.5 Area de una superficie

Figura 5.43

% Utilizar una integral doble para hallar el area de una superficie.

Area de una superficie

En este punto ya tiene una gran cantidad de
conocimientos acerca de la region sélida que se
encuentra entre una superficie y una region R en ]
el plano xy cerrada y limitada, como se muestra . ey
en la figura 5.42. Por ejemplo, sabe cémo hallar .
los extremos de fen R (seccion 4.8), el drea de
la base R del sélido (seccién 5.1), el volumen
del sélido (seccidn 5.2) y el centroide de la base
de R (seccién 5.4).

En esta seccion verd como hallar el area de
la superficie superior del s6lido. Mas adelante

) : h x ~

aprenderd a calcular el centroide del s6lido Region R en
(seccidn 5.6) y el area de la superficie lateral
(seccién 5.2).

Para empezar, considere una superficie S dada por

el plano xy

Figura 5.42

= f(x, y) Superficie definida sobre una regién R

definida sobre una regién R. Suponga que R es cerrada y acotada, y que ftiene prime-
ras derivadas parciales continuas. Para hallar el drea de la superficie, construya una par-
ticioén interna de R que consiste en n rectdngulos, donde el drea del rectangulo i-ésimo es
como se muestra en la figura 5.43. En cada R; sea (x;, y;) el punto mds préximo al origen.
En el punto (x;, y;, z) = (x;, ¥, fix;, ¥;)) de la superficie S, construya un plano tangente
T. El area de la porcién del plano tangente que se encuentra directamente sobre R,, es
aproximadamente igual al drea de la superficie que se encuentra directamente sobre R,.
Es decir, AT, = AS.. Por tanto, el drea de la superficie de S es aproximada por

3 A, ~ 3 AT,
=1 =1
Para hallar el area del paralelogramo AT, observe que sus lados estdn dados por los vectores

u = Ax;i+ f(x,y)Axk

v = Ay,j +fy(xi,yi) Ayk.
De acuerdo con el teorema 1.8, el drea de AT; estd dada por llu - vll, donde
i j k
Ax, 0 flx,y)Ax,
0 Ay, flx, ) Ay,
= — £, ) Ax, Ay;i — £,(x,, y,) Ax;Ay,j + Ax; Ay k
(=flx, yi = £ (x 3,)i + k) AA,

Por tanto, el dreade AT;es [u x v|| = V[ f(x, y)]> + [£,(x. y)? + 1AALy

=
X
<

Il

Area superficial de § = Y AS,

i=1

S VTF P + Gy P AA,

i=1

U

Esto sugiere la definicién siguiente de drea de una superficie en la pagina siguiente.
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Definicion del area de una superficie

Si f'y sus primeras derivadas parciales son continuas en la regién cerrada R en el
plano xy, entonces el area de la superficie S dada por f(x, y) sobre R estd dada por

Area de la superficie = f f ds
R

:UIHWWHWWM

Para memorizar la integral doble para el drea de una superficie, es ttil notar su se-
mejanza con la integral de la longitud del arco.

b
Longitud en el eje x: f dx

. h h
Longitud de arco J ds = f 1+ [f(x)]? dx

en el plano xy:

Area en el plano xy: f f dA
R

Area de una superficie ff ds = ff N [f;(x, DI [fy(X, ]2 dA

en el espacio:

Al igual que las integrales para la longitud de arco, las integrales para el drea de una
superficie son a menudo muy dificiles de calcular. Sin embargo, en el ejemplo siguiente
se muestra un tipo que se evalia con facilidad.

Area de la superficie de una region plana

Encuentre el drea de la superficie de la porcién del plano

z=2—x—y

que se localiza sobre el circulo x> + y> < 1 en el primer cuadrante, como se muestra en
la figura 5.44.

Solucion  Como f,(x, y)= —1y f,(x, y)= —1, y el drea de la superficie estd dada por

S = ff NI [fx(x, v]? + [fy(x, y)]? dA Férmula para el drea de la superficie
R

‘2/‘/- ‘\2\)'
=ff\/1 +(—1)7+ (—1)aA

R x2+y2<1

Figura 5.44
= V3 dA
R

- [

Observe que la tltima integral es simplemente /3 por el 4rea de la regién R. R es un
cuarto del circulo de radio 1, cuya drea es iv‘r(12) o /4. Por tanto, el area de S es

S = /3 (4rea de R)

- 4y
V3w

4

Sustituir
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X

Figura 5.45

f

~<

I Hallar el area de una superficie

+ » » «> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre el drea de la porcion de la superficie f(x, y) = 1 —x? + y que se localiza sobre
la regién triangular cuyos vértices son (1, 0, 0), (0, —1, 0) y (0, 1, 0), como se muestra
en la figura 5.45.

Soluciéon Como f,(x, y) = —2xy f,(x, y) = 1, se tiene

s=ff\/1 + £, )] + [fx y)]? dA :fj‘/l + 4x2 + 1 dA.

En la figura 5.46 puede ver que los limitesde Rson0<x<1yx—-1<y<1-x Por
lo que la integral sera

1 rl—x
S=f V2 + 4x? dy dx
0 Jx—1

>
1
1
1
|
|
1
1
1
1
1
1
|
|
1
1

1—x

1
=fy\/2+4x2} dx
0

x—1

:f[(l_xwm—u—l)m]dx

Foérmula 26 y regla de la potencia.

1
_ J (zm _ zxm) dx Tablas de integracion (apéndice B).
0

Figura 5.46

R:x2+y2<1

X

Figura 5.47

R0<x<1 5 (2 + 4327
0<xs =|xv2 + 42 + In(2x + V2 + 422) —
x—=1<y<Il-x 6 0
% x 1
> =ﬁ+1n(2+\@)—ﬁ—lnﬂ+§\/§
~ 1.618.

I Cambiar variables a coordenadas polares

Calcule el drea de la superficie del paraboloide z = 1 + x*> + y? que se encuentra sobre
el circulo unidad o unitario, como se muestra en la figura 5.47.

Solucion Comof,(x,y) = 2xy f,(x, y) = 2y, tiene

s=fJ 1+[fx(x,y)]2+[ﬁ(x,y)]sz=LfmdA.

Puede convertir a coordenadas polares haciendo x = r cos 8 y y = r sen 6. Entonces,
como la region R estd acotada por 0<r<1y0<6 <2, tiene

2 (1
S=f j V1 +4r2rdrd6
o Jo

271'1 1
= —1+423/2]
fo 12( r?) 0d0

2
575 -1
= L)
|5
57\/3_1 2
. D 9]0

_ W(Sﬁ — 1)
6

~ 5.33. n
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fo,y) =25 -x2—y2

4 1
31
2 —6nehl
-4 I 1
3 B —— 1 = : Ilu
‘l 9 __"‘:--.J"-:_____ 1 \
" 2 1 2 3"‘“—2.4_._____"» y
4 \ 5
6
x R:x2+y2<9
Figura 5.48
Hemisferio:

fOoy) =25 —x%=y?
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Figura 5.49
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| Hallar el area de una superficie

Calcule el drea de la superficie S correspondiente a la porcién del hemisferio

f(x, )’) = \/m Hemisferio

que se encuentra sobre la regién R acotada por el circulo x> + y> <9, como se muestra
en la figura 5.48.

Solucidon Las primeras derivadas parciales de f son

—X

T = =y

Hlxy) = ﬁ

y de acuerdo con la férmula para el drea de una superficie, tiene

ds L+ [Ae )] + [fx y)]?dA

_ 2 _ 2
JH( L ()
V35— —y) \V25 - )2

- E—

V25 = x?—y?

Asi, el 4rea de la superficie es

- [[in
R 25 — x? —y?
Puede convertir a coordenadas polares haciendo x = r cos 8 y y = r sen 6. Entonces,
como la regién R estd acotada por 0 < r <3y 0 <6 <27, obtiene

rdrd6

27 (3
N
0 0\/25_1"2
2 3
SJ —\/25—r2] do
0 0

2
SJ de
0

107 -

El procedimiento utilizado en el ejemplo 4 puede extenderse para hallar el drea de la
superficie de una esfera utilizando la regién R acotada por el circulo x> + y? < a?, donde
0 <a <5, como se muestra en la figura 5.49. El 4rea de la superficie de la porcion del
hemisferio

fle,y) = V25 — x* — y?

que se encuentra sobre la region circular es

S ——
R 25_.x _y
fZﬂ'J‘a 3 U do

—F——rar
0 0 \/25_1’2
107 (5 — V25 — &2).

Tomando el limite cuando a tiende a 5 y multiplicando el resultado por 2, obtiene el
drea total, que es 10047. (El drea de la superficie de una esfera de radio r es § = 4mr2.)



290 Unidad 5 Integrales multiples

Puede utilizar la regla de Simpson o la regla del trapecio para aproximar el valor de
una integral doble, siempre que pueda obtener la primera integral. Esto se ilustra en el
ejemplo siguiente.

| Aproximar el area de una superficie mediante
la regla de Simpson

Calcule el drea de la superficie del paraboloide

f(-x’ )’) =2-x*- y2 Paraboloide
que se encuentra sobre la regién cuadrada acotada por
—-lsx<ly —-1=<sy=<1

Como se muestra en la figura 5.50.

Soluciéon Utilizando las derivadas parciales
floy) = =2y filx,y) =2y

tiene que el drea de la superficie es

A}
/ . \/ 3 5
T s vrrmmr Gearae
2)
x R:_—}z; = JJ 1+ (=2x)? + (=2y)%dA

Figura 5.50

fo‘/l + 4x? + 4y? dA.
R

En coordenadas polares, la recta x = 1 estd dada por

rcosf =1 o r=secé

Y y a partir de la figura 5.51 puede determinar que un cuarto de la regién R estd acotada por
na T T

g™ 0<sr=< (7] —— <0< —
,9_4 r < sec 4 4

Haciendo x = rcos 8y y = r sen 6 se obtiene

1 1
—S=—]| VT + &2+ 4?2
4S 4Lf 1+ 4x 4y?% dA

w/4  (secf
= f f V1 +4r2rdrae
B —m/4J0

/4 1 sec 6
- La+ 4r2)3/2} d6
fw/4 12 0

Un cuarto de la region R estd acotada L[
porOSrSsecOy—gS <2

4 12/
Figura 5.51 o

[(1 + 4sec? )32 — 1] de6.
Por tltimo, usando la regla de Simpson con n = 10, aproxime esta integral simple

/4

1

S = 3f [(1 + 4sec? )32 — 1]d6 = 7.450. N
—7/4

[> La mayor parte de los programas de computacién que
realizan integracion simbdlica con integrales multiples también realizan técnicas
de aproximacion numéricas. Si dispone de uno de estos programas, utilicelo para
aproximar el valor de la integral del ejemplo 5.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con

Determinar el area superficial En los ejercicios 1-14, en-
cuentre el area de la superficie dada por z = f(x, y) sobre la re-
gion R. (Sugerencia: Algunas de las integrales son mas sencillas
en coordenadas polares.)

L f(x,y) = 2x + 2y
R: trigngulo cuyos vértices son (0, 0), (4, 0), (0, 4)
2. flx,y) = 15 4+ 2x — 3y
R: cuadrado cuyos vértices son (0, 0), (3, 0), (0, 3), (3, 3)
3. fle,y) =7+ 2x + 2y, R = {(x,y): x> + y2 < 4}
4. flx,y) =124+ 2x — 3y, R = {(x,y): 22 + y2 < 9}
5. flx,y) =9 — a2
R: cuadrado cuyos vértices son (0, 0), (2, 0), (0, 2), (2, 2)
6. flx,y) = y?
R: cuadrado cuyos vértices son (0, 0), (3, 0), (0, 3), (3, 3)
7. flx,y) =3 + X372
R: rectangulo cuyos vértices son (0, 0), (0, 4), (3, 4), (3,0)
8. flx,y) =2 + 3y
R={(xy):0<x=<20<y<2-—x}
9. f(x,y) = In|sec x|

R={(x,y):0 <x S%,O <y< tanx}
10. f(x,y) = 13 + x2 — y2 R = {(x,y): 22 + y2 < 4}
11 f(x,y) = V22 + yL R ={(x, y): 0 < f(x,y) < 1}

12. f(x,y) = xy, R = {(x,y): x> + y2 < 16}
13. f(x,y) = Ja? — x2 — 2

R={(xy:x>+y2<b,0<b<al
14. fley) = J&& -2 =7

R=1{(x,y):x*+ y% < a?}

Determinar el area de una superficie En los ejercicios 15-18,

encuentre el area de la superficie.

15. Porcion del plano z = 24 — 3x — 2y en el primer octante.

16. Porcién del paraboloide z = 16 — x> — y? en el primer octante.

17. Porcién de la esfera x> + y2 4+ z2 = 25 en el interior del cilin-
drox> +y*>=0.

18. Porcién del cono z = 2</x% + y? en el interior del cilindro
X2+ y?=4.

PP Determinar el area de una superficie usando tecnologia

En los ejercicios 19-24, dé una integral doble que represente el

area de la superficie de z = f(x, y) sobre la region R. Utilizando

un sistema algebraico por computadora, evalie la integral doble.

19. f(x,y) = 2y + x2% R: tridngulo cuyos vértices son (0, 0), (1, 0),
1.

20. f(x,y) = 2x + y?, R: tridngulo cuyos vértices son (0, 0), (2, 0),
2,2).

21. f(x,y) =9 — x> = y%, R = {(x,): 0 = f(x,y)}

22, f(x,y) =22 + y2, R={(x,y):0 < f(x,y) < 16}

23, flx,y) =4 — x2 — y?
R={(xy:0=x=<1,0<y<1}

24. f(x,y) = 33/2 + cos x
R={(xy:0=x=<10<y<1}

Establecer una doble integral En los ejercicios 25-28,
formule una integral doble que proporcione el area de la super-
ficie en la grafica de f sobre la region R.

25. fx,y) =e¥, R={(x,y:0<x <4,0 <y < 10}

26. f(x,y) = x2 — 3xy — y?
R={(xy):0<x<40<y<x}

27. f(x,y) = e *seny, R = {(x,y): x2 + y2 < 4}

28. f(x,y) = cos(x> + y2),R = {(x, y):x2 + y? < 727}

DESARROLLO DE CONCEPTOS

29. Area de una superficie Escriba la definicién, con in-
tegral doble, del drea de una superficie S dada por z = f(x, y)
sobre una regién R en el plano xy.

30. Responda las siguientes preguntas acerca del drea de super-
ficie S sobre una superficie dada por una funcién positiva
z = f(x,y) sobre una region R en el plano xy. Explique cada
respuesta.
(a) (Es posible para S igualar el drea de R?
(b) (Puede S ser mayor que el drea de R?

(c) (Puede S ser menor que el drea de R?

31. Area superficial ;Aumentard el drea de superficie de
la gréfica de una funcién z = f(x, y) sobre una regién R
si la gréafica de f se corre k unidades verticalmente? ;Por
qué si o por qué no?

@ ;COMO LO VE? Considere la superficie f(x, y) =
x* + y?y el drea de superficie de f sobre cada region R.

Sin integrar, ordene las areas de superficie desde la
menor hasta la mayor. Explique su razonamiento.

o

(a) R:rectangulo con vértices (0, 0), (2, 0), (2, 2), (0, 2)
(b) R: tridngulo con vértices (0, 0), (2, 0), (0, 2)
(¢) R: {(x,y): x2 + y*> < 4 solo el primer cuadrante }
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33. Diseno industrial Una empresa produce un objeto esfé-
rico de 25 centimetros de radio. Se hace una perforacion de
4 centimetros de radio a través del centro del objeto. Calcule
(a) el volumen del objeto.
(b) el 4rea de la superficie exterior del objeto.

e 34. Modeladodedatos o e ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ 0 o 0 o o o

Una compaiiia construye un granero de dimensiones 30
por 50 pies. En la figura se muestra la forma simétrica y la
altura elegidas para el tejado.

(a) Utilice las funciones de regresion de una herramienta
de graficacién para hallar un modelo de la forma

z=ay’ + by’ +cy+d

para el perfil del
techo.

(b) Utilice las funcio-
nes de integracién
numérica de una
herramienta de
graficacion y el
modelo del inci-
so (a) para aproxi-
mar el volumen del
espacio de almace-
naje en el granero.

~
g}
~

Utilice las funciones de integracién numérica de una
herramienta de graficacién y el modelo del inciso (a)
para aproximar el drea de la superficie del techo.

(d) Aproxime la longitud de arco de la recta del techo y
calcule el drea de la superficie del techo multiplican-
do la longitud de arco por la longitud del granero.
Compare los resultados y las integraciones con los
encontrados en el inciso (c).

35. Areade una superficie Encuentre el drea de la superfi-
cie del sélido de interseccion de los cilindros x> + z2 =1y
y? + z2 = 1 (veala figura).

=

36. Areade unasuperficie Demuestre que el drea de la super-
ficie del cono z = k/x?> + y2, k > 0, sobre la region circular
x2 4+ y2<r?enel plano xy es m2/k* + 1 (vea la figura).

- PROYECTO DETRABAJO

Capilaridad

Una propiedad muy conocida de los liquidos consiste en que as-
cienden por conductos verticales muy estrechos, recibe el nombre
de “capilaridad”. La figura muestra dos placas que forman una cufia
estrecha dentro de un recipiente con liquido. La superficie superior
del liquido toma una forma hiperbdlica dada por

k
Va2 + y?
donde x, y y z estdn medidas en pulgadas. La constante k depende

del dngulo de la cuifia, del tipo de liquido y del material de las
placas.

0 =2 arctan(0.01)

~—9in.—

13 in.

/ y

(a) Encuentre el volumen del liquido que ha ascendido por la
cuna. (Tome k = 1.)

(b) Determine el drea de la superficie horizontal del liquido
que ha ascendido por la cuiia.

Adaptacién de un problema sobre capilaridad de “Capillary Phe-
nomena”, de Thomas B. Greenslade, Jr., Physics Teacher, mayo de
1992. Con autorizacién del autor.

AlexKZ/Shutterstock.com
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5.6 Integrales triples y aplicaciones

Regién sélida O

Volumen de Q = > AV,
=

Figura 5.52

W Utilizar una integral triple para calcular el volumen de una region soélida.
% Hallar el centro de masa y los momentos de inercia de una regién sélida.

Integrales triples

El procedimiento utilizado para definir una integral triple es andlogo al utilizado para
integrales dobles. Considere una funcién fen tres variables que es continua sobre una re-
gion sélida acotada Q. Entonces, encierre Q en una red de cubos y forme una particién
interna que consta de todos los cubos que quedan completamente dentro de Q, como se
muestra en la figura 5.52. El volumen del i-ésimo cubo es

AVi = AxiAyiAzi. Volumen del i-ésimo cubo

La norma ||A|| de la particion es la longitud de la diagonal mds larga en los n cubos de
la particién. Elija un punto (x;, y;, z;) en cada cubo y forme la suma de Riemann

2 JO v, 2) AV,
=1

Tomando el limite cuando lIAll — 0 llega a la siguiente definicion.

Definicion de integral triple

Si fes continua sobre una region sélida acotada Q, entonces la integral triple de f
sobre Q se define como

[[[rsav = am, 3 stsovza v,
2

siempre que el limite exista. El volumen de la region sélida Q esta dado por

Volumen de Q = J’ f f dv.
o

Algunas de las propiedades de las integrales dobles expuestas en el teorema 5.1
pueden replantearse en términos de integrales triples.

1. fffcf(x,y,z)dvzcffff(x,y,z)dv
o )

2. JfJ[f(x,y,z) :g(x,y,z)]dV=fJff(x,y,z)dV:fffg(x,y,z)dV
9 o o

3. ffff(x,y,z)dV=ijf(x,y,z)dV+fjff(x,y,z)dV
(9] 0, [

En las propiedades dadas arriba, Q es la unién de dos subregiones sélidas que no se
sobreponen a Q, y Q,. Si la regién sélida Q es simple, la integral triple [[[ f(x, y, z) dV
puede evaluarse con una integral iterada utilizando alguno de los seis posibles 6rdenes
de integracion:

dxdydz dydxdz dzdxdy
dxdzdy dydzdx dzdydx.
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Exploracion

Volumen de un sector
paraboloide En las paginas
281 y 282, se le pidi6 resumir
las diferentes formas estudiadas
hasta ahora para hallar el
volumen del sélido acotado por
el paraboloide

z=a*—x*—%, a>0

y el plano xy. Ahora conoce
un método mds. Utilicelo para
hallar el volumen del sélido.

%

Integrales multiples

La version siguiente del teorema de Fubini describe una regién que es considerada
simple con respecto al orden dz dy dx. Para los otros cinco 6rdenes pueden formularse
descripciones similares.

TEOREMA 5.4 Evaluacion mediante integrales iteradas
Sea f continua en una regién sélida definida por Q

a<x<bh,

h(x) <y < hy(x),

g1l y) =z = glx,y)

donde Ay, h,, g,y g, son funciones continuas. Entonces
b (1) (8x.5)
ffjf(& y,z)dV = f f f(x, v, 2) dz dy dx.
0 a hl(x) gl(x, y)

Para evaluar una integral iterada triple en el orden dz dy dx, mantenga x y y cons-
tantes para la integracion mas interior. Después, mantenga x constante para la segunda
integracion.

I Evaluar una integral iterada triple

Evalte la integral iterada triple

2 (x (x+y
J’ J’ f eX(y + 22) dz dy dx.
0 Jo Jo

Soluciéon Para la primera integracién, mantenga x y y constantes e integre respecto
az.

2 (x (x+y 2 (x x+y
f j f e(y + 2z2) dz dy dx = j f e(yz + 22)} dy dx
0 Jo Jo 0 Jo 0

2 (x
= f f e*(x2 + 3xy + 2y?) dy dx
0Jo

Para la segunda integracioén, mantenga x constante e integre respecto a y.

e ’ 3xy? | 293\ |
eX(x2 + 3xy + 2y?) dydx = [e"(xzy + = + 7)] dx
0 Jo 0 2 3 0

2
19
=— | x3%*dx

6 0
Por tltimo, integre respecto a x.
Q 2
6 Jo

2

Xle¥dx = %[ex()@ — 3x2 + 6x — 6)]

e2
“[Z 1)

=~ 65.797 "

0

El ejemplo 1 muestra el orden de integraciéon dz dy dx. Con otros 6rdenes, puede
seguir un procedimiento similar. Por ejemplo, para evaluar una integral iterada triple en
el orden mantenga y y z constantes para la integracion mds interior e integre respecto a x.
Después, para la segunda integracion, mantenga z constante e integre respecto a y. Por
ultimo, para la tercera integracion, integre respecto a z.



Proyeccion sobre el plano xy

La regién sélida Q se encuentra entre
dos superficies.

Figura 5.53

0<z7<2v4—x2—y?
Z

Elipsoide: 4x2 + 4y% + z%2 = 16

Figura 5.54
Y <x<2
<y<V/4 -2
2 T
l —+
T X
1 2

Figura 5.55
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Para hallar los limites dado un orden determinado de integracién, por lo general se
aconseja determinar primero los limites mds interiores, que pueden ser funciones de las
dos variables exteriores. Después, proyectando el sélido Q sobre el plano coordenado
de las dos variables exteriores, se pueden determinar sus limites de integraciéon mediante
los métodos usados para las integrales dobles. Por ejemplo, para evaluar

[[[ 00
0

primero determine los limites de z, y entonces la integral toma la forma

8,(x, )
Jf j flx, v, 2) dz} dy dx.
8 (x.y)

Proyectando el sélido Q sobre el plano xy, puede determinar los limites de x y de y de la
misma manera que en el caso de las integrales dobles, como se muestra en la figura 5.53.

Integral triple para hallar un volumen

Encuentre el volumen del elipsoide dado por 4x> + 4y? + 72 = 16.

Soluciéon Como en la ecuacion x, y y z juegan papeles similares, el orden de inte-
gracion es probablemente irrelevante, y puede elegir arbitrariamente dz dy dx. Ademds,
puede simplificar los cdlculos considerando solo la porcién del elipsoide que se en-
cuentra en el primer octante, como se muestra en la figura 5.54. Para el orden primero
determine los limites de z.

0<z=s2JV4—x*—y?
Los limites de x y y son, como puede ver en la figura 5.55,
0<x<2y 0<sysJV4—x%

Por lo que el volumen del elipsoide es

o= [ffa

2 (ViR (2 JAmP =y
:8” j gy e

4— XZ 2 —x2—y?
dy dx

4 xz . .z z .
16[ m dy dx Tflblas de integracion (apéndice B),
0 Jo

formula 37

J [ym-i— 4 —x? arcsen(\/ét)’ix)] 47xzdx

= SJ [0 + (4 — x?) arcsen(1) — 0 — O] dx

= sf 4 — x2)<g> dx
o]
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El ejemplo 2 es poco usual en el sentido de que con los seis posibles 6rdenes de
integracion se obtienen integrales de dificultad comparable. Trate de emplear algtin otro
de los posibles 6rdenes de integracion para hallar el volumen del elipsoide. Por ejemplo,
con el orden dx dy dz obtiene la integral

4 16—22/2 16 —4y2—z22/2
V= 8f f f dx dy dz.
0 Jo 0

Si resuelve esta integral, obtiene el mismo volumen que en el ejemplo 2. Esto es siempre asi;
el orden de integracion no afecta el valor de la integral. Sin embargo, el orden de integracién
a menudo afecta la complejidad de la integral. En el ejemplo 3, el orden de integracion pro-
puesto no es conveniente, por lo que puede cambiar el orden para simplificar el problema.

| Cambiar el orden de integracion

/2 [V w/2 (3
Evalde f f J sen(y?) dz dy dx.
0 X 1

Solucion Observe que después de una
integracion en el orden dado, encontraria la
integral 2 [ sen(y?) dy, que no es una funcién
elemental. Para evitar este problema, cambie el
orden de integracion a dz dx dy, de manera que y
sea la variable exterior. Como se muestra en
la figura 5.56, la region sélida Q estd dada por

K

< < —
O‘x‘\[z
ys\ﬁ
2

1<z

IA

X

IA
(98]

y la proyeccién de Q en el plano xy propor-
ciona los limites

ar
Osys\/;

0=x<=<y.

Por tanto, la evaluacion de la integral triple Figura 5.56
usando el orden dz dx dy produce

Vw2 [y (3 Va2 [y 3
f ff sen(y?) dz dx dy =J fzsen(yz)] dx dy
0 o1 0 0 1
Ja/2 ry
= ZJ f sen(y?) dx dy
0 0
/2 y

I
= ZJ xsen(yz)} dy

0

/2
2 f y sen(y?) dy
0

NE)
— cos(yz)}
0

= 1. [ ]
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A Determinar los limites de integracién

1 ‘ Dé€ una integral triple para el volumen de cada una de las regiones sélidas.
’; a. La region en el primer octante acotada superiormente por el cilindroz = 1 —y?y
comprendida entre los planos verticalesx + y = 1lyx + y = 3.
b. El hemisferio superior z = /1 — x> — y2.

c¢. Laregion acotada inferiormente por el paraboloide z = x? + y? y superiormente por
la esfera x2 + y2 + z2 = 6.

Solucion
Q:0sz<1-y? ) o
l-y<x=3-y a. En la figura 5.57, observe que el sdlido estd acotado inferiormente por el plano
0sy<l xy(z = 0) y superiormente por el cilindro z = 1 — y%. Por tanto,
Figura 5.57 0<z=<1-y2 Limites para z

Proyectando la regién sobre el plano xy obtiene un paralelogramo. Como dos de los
lados del paralelogramo son paralelos al eje x, se tienen los limites siguientes:

l—y=x=3—-y y 0=sy=1

Por tanto, el volumen de la regién estd dado por

13—y 1_y2
oo [[[av= [ [ [ e
, 0Ji—y Jo

b. Para el hemisferio superior dado por z = /1 — x> — y?, tiene
0<z=< J1I—x*—y2 Limites para z
En la figura 5.58, observe que la proyeccién del hemisferio sobre el plano xy es el
circulo dado por

x2+y2=1

y puede usar el orden dx dy o el orden dy dx. Eligiendo el primero se obtiene
V1 —=y?<sxsJl1—-y? y =1=sy=1

Figura 5.58 lo cual implica que el volumen de la region estd dado por

1 1—y2 17)‘27)12
S
o —1J-V1—=y2Jo

c. Para la regién acotada inferiormente por el paraboloide z = x*> + y? y superiormente
por la esfera x*> + y?> + z2 = 6 tiene

34 X>+y2<sz< V6 —x2—y% Limites para z

La esfera y el paraboloide se cortan en z = 2. Ademds, en la figura 5.59 puede ver

que la proyeccion de la region sélida sobre el plano xy es el circulo dado por
x2+y2 =2

Paraboloide:

Lmx Y Utilizando el orden dy dx obtiene

2P <y 2-2 y -L2<x=<2

0 ay? i< /oy lo cual implica que el volumen de la region estd dado por
—V2-x2 <y</2-x2 V2 V2 Jo—x2—y?
-V2<x<2 fffdv f f dz dy dx. .
—V2—x2 x2+y

Figura 5.59
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En inge-
nierfa y en fisica, el momento
de inercia de una masa se usa
para hallar el tiempo requerido
para que una masa alcance una
velocidad de rotacién dada res-
pecto a un eje, como se muestra
en la figura 5.60. Cuanto mayor
es el momento de inercia,
mayor es la fuerza que hay
que aplicar a la masa para que
alcance la velocidad deseada.

Figura 5.60

Integrales multiples

Centro de masa y momentos de inercia

En el resto de esta seccioén se analizan dos aplicaciones importantes de las integrales

triples a la ingenieria. Considere una regién sélida Q cuya densidad estd dada por la

funcion de densidad p. El centro de masa de una region sélida Q de masa m esta dado
por (%, ¥, Z

), donde

m—fffp(x y,2)dV

=ffop(x,y,z)dV
o

M, = f J f yp(x, y, ) dV
(0]

M, = fff zp(x, v, 2) dV
(0]

Mx

74

Masa del sélido

Primer momento con respecto al plano yz

Primer momento respecto al plano xz

Primer momento respecto al plano xy

— - xy
) y_ = .

— vz
.x bl 9
m m m

Las cantidades M, M, y M, se conocen como los primeros momentos de la regién Q
respecto a los planos yz, xz y xy, respectivamente.

Los primeros momentos de las regiones sélidas se toman respecto a un plano, mien-
tras que los segundos momentos de los s6lidos se toman respecto a una recta. Los segun-
dos momentos (0 momentos de inercia) respecto a los ejes x, y y z son los siguientes.

I = fff (y* + 2)plx, y,2) dV
o

1= f J f (&> + 22)p(x, y, 2) dV
o

I = fff (x2 + y?)p(x, y, 2) dV.
Q

En problemas que requieren el cdlculo de los tres momentos, puede ahorrarse una can-
tidad considerable de trabajo empleando la propiedad aditiva de las integrales triples y
escribiendo

Momento de inercia respecto al eje x

Momento de inercia respecto al eje y

Momento de inercia respecto al eje z

L=1+1L, L=I1,+1, y IL=1I_+1I,
donde /,,, I, e I, son

= JJJ 2?p(x,y,2) dV
(0]

e = ffJﬁp(x,y,z) av
[

- [[[ oteraav
o
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Densidad variable:
plx, y,2) = k(x* + y* + 2%)
Figura 5.61
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Hallar el centro de masa de una region solida

« + « «D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre el centro de masa del cubo unidad mostrado en la figura 5.61, dado que la
densidad en el punto (x, y, z) es proporcional al cuadrado de su distancia al origen.

Solucion Como la densidad en (x, y, z) es proporcional al cuadrado de la distancia
entre (0, 0, 0) y (x, y, 2), tiene

plx,y,2) = k(x* + y? + 22).

Esta funcién de densidad se puede utilizar para hallar la masa del cubo. Debido a la
simetria de la regién, cualquier orden de integracién producird integrales de dificultad
comparable.

11 [l
m=fff k(x? + y2 + z?) dz dy dx
0JoJo
1,1 27
:kff [(xz-i-yz)z-l—*] dy dx
0 Jo 3 o
11 |
=kff (x2+y2+*)dydx
0 Jo 3
1 1
1 y3]
= 2_|_7 +
kJ; [(x 3>y 3 de

El primer momento con respecto al plano yz es
101l
M, = kJ;) J;)J;) x(x? + y2 4+ 7Y dzdy dx

I 11
= kf xlj j (X2 + y2 4+ 22) dz dy} dx.
o |JoJo

Observe que x puede sacarse como factor fuera de las dos integrales interiores, ya que es
constante con respecto a y y a z. Después de factorizar, las dos integrales interiores son
iguales con respecto a la masa m. Por tanto, se tiene

‘ 2
M, = kJO x<x2 + g) dx

¥ X2
= _— 4+ —
k[ 4 3 }o

M, _7k/12 _ 7

m k 12°

=
Il

Por tltimo, por la naturaleza de p y la simetria de x, y y z en esta regién sélida, tiene
o = 71 7
X =y = Z,y el centro de masa es (ﬁ,ﬁ,ﬁ . u
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| Momentos de inercia de una region solida

Encuentre los momentos de inercia con respecto a los ejes x y y de la region s6lida com-
prendida entre el hemisferio

S —

y el plano xy, dado que la densidad en (x, y, z) es proporcional a la distancia entre
(x, y, 2) y el plano xy.

Solucion La densidad de la region estd dada por

plx, y,2) = kz.
Hemisferio- Considerando la simetria de este problema, sabe que /, = I, y solo necesita calcular un
PRI momento, digamos /.. De acuerdo con la figura 5.62, elija el orden dz dy dx y escriba

I, = fff (v + 22)px, y, 2) dV

R Ty
f j f (y2 + z)(kz) dz dy dx
—2J-Va-2Jo

V- "2 s Vi—x—y2
I = R
0
Ja—x2 x2 R N s e
_kff y2(4 ; ), @ x4 y)]dydx
Base circular: —2J-4-2 xz
X’ +yi=4 Ji—x2
f f [(4 = %) — y*]dy dx
Densidad variable: p(x, y, z) = kz. )i
Figura 5.62

=4J [(4—x)y—y;}ﬂdx

5 —V4—x2
2
— kf §(4 _ x2)5/2 dx

4 5
4k (2
= kf (4 - x2)5/2 dx x =2sen 6
5J)
/2
_ 4k 64 cos® 0d6
5)
- ()5 S
5 32 ormula de allis
= 8kmr.
Por tanto, [, = 8km = I, u

En el ejemplo 6, los momentos de inercia respecto a los ejes x y y son iguales. Sin
embargo, el momento respecto al eje z es diferente. jParece que el momento de inercia
respecto al eje z deba ser menor o mayor que los momentos calculados en el ejemplo 6?
Realizando los cdlculos, puede determinar que

16

I = ?k'ﬂ
Esto indica que el s6lido mostrado en la figura 5.62 presenta resistencia mayor a la rota-
cién en torno a los ejes x 0 y que en torno al eje z.
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Ejercicios

con numeracion impar.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

Evaluar una triple integral En los ejercicios 1-8, evalie la
integral iterada.

30201
1. ffj (x +y +z)dxdzdy
0 Jo Jo
1ol
Z.J J j x2y2z% dx dy dz
—1J-1J-1
1 fx (xy 9 (v/3 [Vy2—9x2
3JJJ x dz dy dx 4jf f zdzdx dy
0 Jo Jo 0oJo Jo
4 1 (x 4 o2 (1/xz
sfff 2z dy dx dz 6.fff In z dy dz dx
1 Jo Jo 1J1 Jo
4 ra/2 [1—x
7. f x cos ydzdydx
oJo Jo
w/2 (v/2 (1/y
8.f f f seny dz dx dy
o Jo Jo

PP Aproximar una triple iterada usando tecnologia En los

ejercicios 9 y 10, utilice un sistema algebraico por computadora
para evaluar la integral iterada.

3 ‘/g_yz y2
9. ydzdxdy
0J-v9—-y*Jo
32— (2y/3) [6-2y—3z
10. f f f 26~ dx dz dy
0 Jo 0

Establecer una triple integral En los ejercicios 11-16, esta-
blezca una triple integral para el volumen del sélido.

11. Elsdlido en el primer octante acotado por los planos coordena-
dosyelplanoz =5—x—y.

12. El sélido acotadoporz =9-x%z=0,y =0y y = 2x.

13. El sélido acotado por el paraboloide z = 6 — x> —y?>y z = 0.

14. El sélido limitado porz = /16 — x> — y>y z = 0.

15. El sélido que es el interior comun bajo de la esfera x*> + y> +
22= 0y sobre el paraboloide z = 3(x> + y?).

16. El solido limitado arriba por el cilindro z = 4 — x? y abajo por
el paraboloide z = x* + 3y%

Volumen En los ejercicios 17-20, utilice una integral triple
para hallar el volumen del s6lido mostrado en la figura.

17. N 18. ¢

19.

Volumen En los ejercicios 21-24, use una integral triple para
encontrar el volumen del sélido limitado por las graficas de las
ecuaciones.

21. z =4 — x2,y = 4 — X2, primer octante

22. =9 - y=—x>4+2,y=0,z=0, x =0
23.2=2-y,z=4-y,x=0,x=3,y=0

24. z = x,y = x + 2,y = x?, primer octante

Cambiar el orden de integracion En los ejercicios 25-30, di-

buje el sélido cuyo volumen esta dado por la integral iterada y
reescriba la integral utilizando el orden de integracion indicado.

110 yz
25. f J f dz dy dx
0 J-1Jo

Reescriba usando el orden dy dz dx.

1 1 rl—x
26.j ff dz dx dy
—1Jy2Jo

Reescriba usando el orden dx dz dy.

4 r(4—x)/2 f(12—3x—6y)/4
27. f f f dz dy dx
0 Jo 0

Reescriba usando el orden dy dx dz.

3 9—x2 f6—x—y
w [
0 Jo 0

Reescriba usando el orden dz dx dy.

[ RV
29. j f J dz dx dy
0 Jy Jo

Reescriba usando el orden dz dy dx.

2 4 (VY2 —4x?
w [ [ aaa
0 J2x JO

Reescriba usando el orden dx dy dz.
Ordenes de integracion En los ejercicios 31-34, dé los seis
posibles 6rdenes de integracion de la integral triple sobre la re-
gién sélida Q, [ g S xyzdV.
3. 0={(6,y,2:0<x=<1,0<y<x0<z<3}
32. 0={(x,y,2:0<x<2,x>2<y<40<z<2—x}
33. 0 ={(x,y,2:x2+y2<9,0 < z <4}
4. 0={(x,y,2:0<x<1,y<1—x%0<z<6}
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Ordenes de integracion En los ejercicios 35 y 36, la figura HU Centroide En los ejercicios 47-52, encuentre el centroide de

muestra la region de integracion de la integral dada. Reescriba
la integral como una integral iterada equivalente con los otros

cinco 6rdenes.
3 (x[9—47
36. J f f dz dy dx
0 Jo Jo

1 l—y2 I=y
35. jf f dz dx dy
o Jo 0
z z
x>0 fg
y=0 1'
x>0 {

20 ]
o

Masa y centro de masa En los ejercicios 37-40, encuentre
la masa y las coordenadas indicadas del centro de masa de la
region del sélido Q de densidad p acotada por las graficas
las ecuaciones.
37. Encontrar X usando p(x, y, z) = k.
Q:2x +3y+6z=12,x=0,y=0,z=0
38. Encontrar y usando p(x, y, z) = ky.
0:3x+3y+52=15,x=0,y=0,z=0
39. Encontrar 7 usando p(x, y, z) = kx.
Q:z=4—-x2z=0,y=0,y=4,x=0
40. Encontrar y usando p(x, y,z) = k.

Xy z
0 PR 1(a,b,c>0),x=0,y=0,z=0

Masa y centro de masa En los ejercicios 41 y 42, establezca
las integrales triples para encontrar la masa y el centro de masa
del solido de densidad p acotado por las graficas de las ecuaciones.
41. x=0,x=b,y=0,y=0b,2=0,z=10

plx,y,2) = kxy
2. x=0,x=a,y=0,y=b,z=0,z=c¢

plx,y,2) = kz

Piénselo En la figura se muestra el centro de masa de un sé-
lido de densidad constante. En los ejercicios 43-46, haga una
conjetura acerca de como cambiara el centro de masa (x,5,2)
con la densidad no constante p(x, y, z). Explique.

z

o) 4
- 3
\ )
[ )

44. p(x,v,z) = kz
46. p(x,y,z) = kxz(y + 2)?

=y

43. plx,y,2) = kx
45. p(x,y,2) = k(y +2)

la region solida acotada por las graficas de las ecuaciones o
descrita en la figura. Utilice un sistema algebraico por compu-
tadora para evaluar las integrales triples. (Suponga densidad
uniforme y encuentre el centro de masa.)

47. 7 = %\/x2 +y2,z=h

48. y=V/9—x%z=y,z=0
49. 7= J16 — x> —y%,z=0
1
50.2—y2+],z—0,x— —2,x=2,y=0,y=1
51. 52. <

(0,0,4) $
|

. ©.3.0) "
(5,0,0) o

de
HU Momentos de inercia En los ejercicios 53-56, encuentre

I, I, e I, para el sélido de densidad dada. Utilice un sistema
algebraico por computadora para evaluar las integrales triples.

53.(a) p=k 54. (a) plx,y,z) =k
(b) p = kxyz (b) plx,y,2) = k(x* + y?)
{ -
« o L s
& 21 \B
. oy X o
ai._ "
X l ?'/
55. (a) plx,y,2) =k 56. (a) p = kz
(b) p=ky (d) p=k(4—2)

A 43

' L’y R
4 . 4 y

X x'/\

HU Momentos de inercia En los ejercicios 57 y 58, verifique los

momentos de inercia del solido de densidad uniforme. Utilice
un sistema algebraico por computadora para evaluar las inte-
grales triples.

57. I, = $5m(3a® + 1?) . :
e
I, = ima® ‘\wi\

1 \/,1
1
1

I, = ;m(3a% + L?)
< L
N 2

a
y
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z
58. I, = ym(a’ + ) o DESARROLLO DE CONCEPTOS (continuacion)
I = Lm(b2 + c?) % S )
g 112 et b — 69. Piénselo (Cudl de las siguientes integrales es igual
I = ;m(a® + ¢?) b o
R .
afl foﬁlf(X,y,z) dz dy dx? Explique.
b 3 2 1
(@) f f f fx,y,2) dzdx dy
x/% %‘\y , 1JoJ-1
1 2 3
g (b) f f fx,y,2) dxdydz
—1J0 J1
2 3 11
© f f f Sx,y,2) dy dx dz
Momentos de inercia En los ejercicios 59 y 60, dé una inte- 0J1 /-1

gral triple que represente el momento de inercia con respecto al
eje z de la region solida Q de densidad p.

IN

59.0={(x,y2:-1sx=<1,-1<y<1,0=<zs<1—x} %. iCOMO LO VE? Considere el sélido A y el sélido B
p=Vxr+y2+ 22 \.‘ de pesos iguales que se muestran en la figura.

60. 0 = {(x,y,2:x2+y2<1,0<z<4—x2—y% -
p = kx? L} \
— ‘
Establecer integrales triples En los ejercicios 61 y 62, utili- ' T : Eje de
zando la descripcion de region solida, dé la integral para (a) la \ wﬁucu’)n
masa, (b) el centro de masa y (c) el momento de inercia respecto \ Eje de \‘
al eje z. revolucion 4

61. El sélido acotado por z = 4 — x> — y?y z = 0 con la funcién de
densidad p = kz. Sélido A Sélido B

62. El sdlido en el primer octante acotado por los planos coordena-

dosy % + y? + 22 = 25 con funcién de densidad p = kxy. (a) Como los sélidos tienen el mismo peso, ;cudl tiene la

densidad mayor? Explique.

Valor promedio En los ejercicios 63-66, encuentre el valor (b) ;Cuadl sdlido tiene el momento de inercia mayor?
promedio de la funcién sobre el sélido dado. El valor promedio (¢) Los s6lidos se hacen rodar hacia abajo en un plano in-
de una funcién continua f(x, y, z) sobre una regién sélida Q es clinado. Empiezan al mismo tiempo y a la misma altu-

ra. ;Cudl llegard abajo primero? Explique.
1
;jff fx,y,2) av
o

donde V es el volumen de la region soélida Q.

IdP 71. Maximizar una integral triple Determine la regién del
solido Q donde la integral

— 2 2 — 2
63. f(x,y,z) = 2> + 4 sobre el cubo en el primer octante acotado J J f -2 -y 32) v
por los planos coordenados, y los planosx =1,y =1y z = 1. 0
64. f(x, y, z) = xyz sobre el cubo en el primer octante acotado por es un médximo. Utilice un sistema algebraico por computado-
los planos coordenados y los planos x = 4,y = 4y z = 4. ra para aproximar el valor maximo. ;Cudl es el valor mdximo
65. f(x,y,z) = x + y + z sobre el tetraedro en el primer octante exacto?
cuyos vértices son (0, 0, 0), (2, 0,0), (0.2,0) y (0,0, 2). 72. Determinar un valor Encuentre a en la integral triple.

66. f(x,y,7) = x + ysobre el sélido acotado por la esfera x> + y?

+72=3. U (3-a=y" f4—x=y 14
dzdxdy = —
0 JOo a 15

DESARROLLO DE CONCEPTOS

67. Integral triple Defina una integral triple y describa un DESAFIOS DEL EXAMEN PUTNAM
método para evaluar una integral triple. .
p e p 73. Evalte
. - . . 1,1 1
. . ™
68 Momento de inercia Determ.u.qe si el momento de lim J f o f cos? | Z(x, +x, + -+ x)bdr e, - d,.
inercia con respecto al eje y del cilindro del ejercicio 57 n—ce Jo Jo 0 2n
aumentard o disminuird con la densidad no constante . ) "
. \/ﬁ —4 Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
P (x’ Ys Z) VA rya=4 © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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5.7 Coordenadas cilindricas y esféricas

Coordenadas cilindricas:

[ S B
Coordenadas y
rectangulares: tan 6 = x
x=rcos 6 2=z
y=rsenb
z=2 (x,¥,2)
P (6,2

Figura 5.63

(3,2 =(-2v/3,2,3) P

(r6.2)= (4, x, 3)

Figura 5.64

%' Usar coordenadas cilindricas para representar superficies en el espacio.
% Usar coordenadas esféricas para representar superficies en el espacio.

Coordenadas cilindricas

Ya ha visto que algunas graficas bidimensionales son mas féciles de representar en
coordenadas polares que en coordenadas rectangulares. Algo semejante ocurre con las
superficies en el espacio. En esta seccion estudiara dos sistemas alternativos de coorde-
nadas espaciales. El primero, el sistema de coordenadas cilindricas, es una extension
de las coordenadas polares del plano al espacio tridimensional.

El sistema de coordenadas cilindricas

En un sistema de coordenadas cilindricas, un punto P en el espacio se representa
por medio de una terna ordenada (r, 6, z).

1. (7, 0) es una representacion polar de la proyeccién de P en el plano xy.

2. zes la distancia dirigida de (r, 6) a P.

Para convertir coordenadas rectangulares en coordenadas cilindricas (o viceversa),
debe usar las siguientes férmulas, basadas en las coordenadas polares, como se ilustra
en la figura 5.63.

Cilindricas a rectangulares:

X =rcos 0, y = rsen 6, 7=z
Rectangulares a cilindricas:

r? = x% + 52, tan 0 = =, =¥

= =

Al punto (0, 0, 0) se le llama el polo. Como la representacion de un punto en el sistema
de coordenadas polares no es tnica, la representacion en el sistema de las coordenadas
cilindricas tampoco es Unica.

W Convertir coordenadas cilindricas

a coordenadas rectangulares

Convierta el punto (r, 6, z) = (4, 57/6, 3) a coordenadas rectangulares.

Soluciéon Usando las ecuaciones de conversion de cilindricas a rectangulares obtiene

x=4coss—ﬂ=4<—£> =-2/3

6 2
y = 4sen%=4(%> =

z = 3.

Por tanto, en coordenadas rectangulares el punto es (x,y,2) = (— 2/3 .2, 3), como se
muestra en la figura 5.64. -



Figura 5.65
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] Convertir coordenadas rectangulares
a coordenadas cilindricas

Convierta el punto a coordenadas cilindricas.

(x,y,2) = (1,v3,2)

Soluciéon Use las ecuaciones de conversion de rectangulares a cilindricas.
r== m =+2
tan 6 = /3 = 0=arctan(ﬁ)+n77=g+n77
z2=2

Tiene dos posibilidades para r y una cantidad infinita de posibilidades para . Como se
muestra en la figura 5.65, dos representaciones adecuadas del punto son

ar
(2’3’2>

4ar
(2475)

Las coordenadas cilindricas son especialmente adecuadas para representar superfi-
cies cilindricas y superficies de revolucion en las que el eje z sea el eje de simetria, como
se muestra en la figura 5.66.

r > 0y 6enel cuadrante I

r < 0y 6 enel cuadrante III =

Cilindro
Figura 5.66

Paraboloide Cono Hiperboloide

Los planos verticales que contienen el eje z y los planos horizontales también tienen
ecuaciones simples de coordenadas cilindricas, como se muestra en la figura 5.67.

Plano
horizontal:

Figura 5.67
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Cilindrica:
r2=4z2

Rectangular:
xX2+y?=472| Z

Figura 5.68

Rectangular: Cilindrica:
yzzx r=csccotb

Figura 5.69

Cilindrica:
r2cos20+z2+1=0

Figura 5.70

I Convertir coordenadas rectangulares
a coordenadas cilindricas

Encuentre una ecuacioén en coordenadas cilindricas para la superficie representada por
cada ecuacidn rectangular.

a. x> + y2 =472

b. y2 =x

Solucién

a. Segun la seccion anterior, sabe que la grafica de
x>+ y? =472
es un cono eliptico de dos hojas con su eje a lo largo del eje z, como se muestra en
la figura 5.68. Si sustituye x> + y? por 72, la ecuacién en coordenadas cilindricas es
x>+ y2 = 4z Ecuacién rectangular
r? = 472 Ecuacion cilindrica
b. La gréfica de la superficie
=X
es un cilindro parabdlico con rectas generatrices paralelas al eje z, como se muestra
en la figura 5.69. Sustituyendo y? por 72 sen” 0 y x por r cos 0, obtiene la ecuacién

siguiente en coordenadas cilindricas.
2

y =x Ecuacién rectangular
2 2 - L oy . . e
rssen - 0 = rcos 6 Sustituya y por  sen 6 y x por r cos 6.
r(rsen® § — cos §) = 0 Agrupe términos y factorice.
rsen’> —cos 0 =0 Divida cada lado entre r.

cos 6 Desne

r=—> espeje 7.
sen? 6

r = csc fcot 6 Ecuacién cilindrica

Observe que esta ecuacién comprende un punto en el que » = 0, por lo cual nada se
pierde al dividir cada lado entre el factor 7. L

La conversion de coordenadas rectangulares a coordenadas cilindricas es mas sen-
cilla que la conversién de coordenadas cilindricas a coordenadas rectangulares, como se
muestra en el ejemplo 4.

i Convertir coordenadas rectangulares
a coordenadas cilindricas

Encuentre una ecuacién en coordenadas rectangulares de la superficie representada por
la ecuacidn cilindrica

rrcos20+ z2+1=0.

Solucion
r2cos20+z2+1=0 Ecuacién cilindrica
r2(cos2® —sen?f) +z2+1=0 Identidad trigonométrica
r?cos? @ — r?sen® 6 + z2 = —1
x> — y2 +z72=-1 Sustituir x por r cos 8y y por r sen 6.
y2 -x2-z2=1 Ecuacién rectangular

Es un hiperboloide de dos hojas cuyo eje se encuentra a lo largo del eje y, como se mues-
tra en la figura 5.70. L
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Figura 5.71
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{r:p sen(p:\/xz-#yz}
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Coordenadas esféricas.
Figura 5.72
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Coordenadas esféricas

En el sistema de coordenadas esféricas, cada punto se representa por una terna orde-
nada: la primera coordenada es una distancia, la segunda y la tercera coordenadas son
angulos. Este sistema es similar al sistema de latitud-longitud que se usa para identificar
puntos en la superficie de la Tierra. Por ejemplo, en la figura 5.71 se muestra el punto en
la superficie de la Tierra cuya latitud es 40° Norte (respecto al Ecuador) y cuya longitud
es 80° Oeste (respecto al meridiano cero). Si se supone que la Tierra es esférica y tiene
un radio de 4000 millas, este punto seria

(4000, —80°, 50°).

/

Radio 80° en el sentido de las
manecillas del reloj,
desde el meridiano cero

50° hacia abajo
del Polo Norte

El sistema de coordenadas esféricas

En un sistema de coordenadas esféricas, un punto P en el espacio se representa por
medio de una terna ordenada (p, 6, ¢) donde p es la letra griega minudscula rho y ¢
es la letra griega mintscula fi.

1. p esla distancia entre Py el origen, p = 0.
2. 0 es el mismo angulo utilizado en coordenadas cilindricas para r 2 0.
3. ¢ es el dngulo entre el eje z positivo y el segmento de recta OP,0< p< .

Observe que la primera y tercera coordenadas, p y ¢, son no negativas.

La relacién entre coordenadas rectangulares y esféricas se ilustra en la figura 5.72.
Para convertir de un sistema al otro, use lo siguiente.

Esféricas a rectangulares:

= psen ¢pcos B, y=psend¢send, z= pcose

Rectangulares a esféricas:

I'<

pP=x*+y*+2 tanf=

, ¢ = arccos(ﬁ)
X VxS +yr +z

Para cambiar entre los sistemas de coordenadas cilindricas y esféricas, use lo siguiente.

Esféricas a cilindricas (r > 0):
r?=p’sen’p, 0=0, z=pcosdo

Cilindricas a esféricas (r > 0):

= JEE 2 = = _ =z
p r Z, 0=0, ¢ arccos<m>
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El sistema de coordenadas esféricas es util principalmente para superficies en el
espacio que tienen un punto o centro de simetria. Por ejemplo, la figura 5.73 muestra
tres superficies con ecuaciones esféricas sencillas.

Z 2

6= Y 74*y

X

c
Esfera: Semiplano vertical: Semicono: r:)
O<c<=
p=c 0=c o=c ( 2

Figura 5.73

X

| Convertir coordenadas rectangulares
a coordenadas esféricas

« » « «> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre una ecuacién en coordenadas esféricas para la superficie representada por
cada una de las ecuaciones rectangulares

a. Cono: x2 + y2 = 72 b. BEsfera: x2+ y2 + 72 —4z7=10

Solucion
a. Use las ecuaciones de cambio de coordenadas de esféricas a rectangulares
x=psen¢cosh, y=psenc¢dsentd y z= pcosdo
y sustituya en la ecuacién rectangular como se muestra.
X2+ y2 =2
p? sen? ¢ cos? O + p? sen? ¢ sen? O = p? cos? ¢
p?sen? ¢ (cos? 6 + sen? 0) = p?cos? ¢
p?sen? ¢ = p?cos? ¢

2
sen? ¢
cos? ¢ =1 p=0
2 4
Rectangular: Esférica: tan ¢ =1
x2+y2+22-4z=0 p=4cos ¢ tan p = + 1

Por consiguiente, se puede concluir que

3
4J. b=7 o o=

La ecuacién ¢ = /4 representa el semicono superior, y la ecuacién ¢ = 37 /4
representa el semicono inferior.

b. Como p?> = x> + y> + 72y z = p cos ¢, la ecuacion rectangular tiene la forma esfé-
rica siguiente.
p> —4pcosp=0 > p(p—4cosg) =0
Descartando por el momento la posibilidad de que p = 0, se obtiene la ecuacién
esférica
p—4cosdp =0 o p=4cos .
Observe que el conjunto solucién de esta ecuacion comprende un punto en el cual

p = 0, de manera que no se pierde nada al eliminar el factor p. La esfera represen-
Figura 5.74 tada por la ecuacion p = 4 cos ¢ se muestra en la figura 5.74. o
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

Convertir cilindricas a rectangulares En los ejercicios 1-6,
convierta las coordenadas cilindricas del punto en coordenadas
rectangulares.

1. (=7,0,5) 2. (2, -, —4)
T ar

3. <3’Z’ 1) 4. <6, e 2)
T 47

5. <4, S ,3> 6. < 05,7 ,8)

Convertir rectangulares a cilindricas En los ejercicios
7-12, convierta las coordenadas rectangulares del punto en
coordenadas cilindricas.

7. (0,5, 1) 8. (242, -2.2.4)
9. (2,-2,—4) 10. (3,-3,7)
11. (1,V3,4) 12. (243, -2,6)

Convertir rectangulares a cilindricas En los ejercicios 13-20,
encuentre una ecuacion en coordenadas cilindricas de la ecua-
cion dada en coordenadas rectangulares.

13. z=4 14. x=9
15. x> +y>2 + 22 =17 16. z = x> + y2 — 11
17. y = x2 18. x2 + y> = 8x

19. y2 =10 — 22 20. X2+ y>+ 722 =32=0
Convertir cilindricas a rectangulares En los ejercicios 21-28,
encuentre una ecuacion en coordenadas rectangulares de la
ecuacion dada en coordenadas cilindricas y dibuje su grafica.

21.r=3 22.z=2

T 1
23.0—g 24.r—iz
25. 12+ z2=5 26. z = r?cos? 6
27. r=2senf 28. r =2cos 6

Convertir rectangulares a esféricas En los ejercicios 29-34,
convierta las coordenadas rectangulares del punto en coorde-
nadas esféricas.

29. (4,0,0) 30. (—4,0,0)
31. (-2,2.3.4) 32. (2,2,42)
33. (/3.1,.2./3) 34. (—1,2,1)

Convertir esféricas a rectangulares En los ejercicios 35-40,
convierta las coordenadas esféricas del punto en coordenadas
rectangulares.

T 37
3s. (4’6’4> 36. (12, 2 ,9)
T T
37 (12,—Z,O> 38 (9,2,77

Convertir rectangulares a esféricas En los ejercicios 41-48,
encuentre una ecuacion en coordenadas esféricas de la ecuacion
dada en coordenadas rectangulares.

41. y =2 42.:=6
43. 32 +y2 4+ 2 =49 4. 2 +y2—3z2=0
45. x> + y2 =16 46. x = 13

47. x? + y? =272 48. X2+ y2+722-92=0
Convertir esféricas a rectangulares En los ejercicios 49-56,
encuentre una ecuacion en coordenadas rectangulares de la
ecuacion dada en coordenadas esféricas y dibuje su grafica.

49.p=5 50.6=3l
4
T T
Sl.¢=+¢ 52. 6=+
53. p=4cos ¢ 54. p =2sec ¢
55. p=csc o 56. p = 4 csc ¢psec 0

Correspondencia En los ejercicios 57-62, relacione la ecua-
cion (dada en términos de coordenadas cilindricas o esféricas)
con su grafica. [Las graficas se marcan (a), (b), (¢), (d), (e) y (f).]

(a) K (b)

(0) (@) N

(e) ()

T
57.r=35 s8. 0=
59.p=5 60. =T

4
61. r> =z 62. p = 4sec ¢
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Convertir cilindricas a esféricas En los ejercicios 63-70,
convierta las coordenadas cilindricas del punto en coordenadas
esféricas.

T T
63. (4,2, 0) 64. (3, _Z’O>
65 (4 z 4) 66 (2 2m —2)
. k] 2, . k] 3 k)
T T
67. (4, 6,6) 68.( 4,3,4>
69. (12,7, 5) 70. (4,757,3)

Convertir esféricas a cilindricas En los ejercicios 71-78,
convierta las coordenadas esféricas del punto en coordenadas
cilindricas.

T T T

71. (10, o’ 2) 72. (4, TS 2)

T T

73. (36, 77,5) 74. (18,§,§)
75 (6 — 71) 76 (5 _om >
T 63 . 5 6 , T

T T T 3

(5177 . (1,77

DESARROLLO DE CONCEPTOS

79. Convertir coordenadas rectangulares a cilindri-
cas Dé las ecuaciones para la conversién de coordena-
das rectangulares a coordenadas cilindricas y viceversa.

80. Coordenadas esféricas Explique por qué en las coor-
denadas esféricas la grifica de = ¢ es un semiplano y no
un plano entero.

81. Coordenadas rectangulares y esféricas D¢ las
ecuaciones para la conversioén de coordenadas rectangula-
res a coordenadas esféricas y viceversa.

%‘ LC()MO LO VE? Identifique la grifica de la super-

k‘ ficie con su ecuacion rectangular. Después halle una
ecuacién en coordenadas cilindricas para la ecuacién
dada en coordenadas rectangulares.

(a) N (b) N
L T
A
\\

y

@ 2+ 2 =52 {2+ —2=2

Convertir una ecuacion rectangular En los ejercicios
83-90, convierta la ecuacion rectangular a una ecuacion (a) en
coordenadas cilindricas y (b) en coordenadas esféricas.

83. x2+ y2+72=25 84. 4(x2 + y?) =22
85. x2+y2+72-22=0 86. x>+ y2 =z
87. x>+ y2 =4y 88. x> + y2 =36
89. x2 —y2=9 90. y =4

Trazar un sélido En los ejercicios 91-94, dibuje el sélido que
tiene la descripcion dada en coordenadas cilindricas.

91.0 <0< 7w/2,0<r=<20<z<4

92. —7/2
93.0 <90
94.0 < 0 < 2m,2

IA

0<mw/2,0<r<30<z<rcosb

IA
IA

27,0 <r

IN

a,r <=z=<a

4,722 < —r2+6r— 8

IN
IN

r

Trazar un so6lido En los ejercicios 95-98, dibuje el solido que
tiene la descripcion dada en coordenadas esféricas.

95.0 <0 <2wm0<¢ =< 7/6,0<p<=<ased
9.0 <0<2mm/d<¢d<n/2,0<p=<]
97.0 <0< 7w/2,0<¢p=<7w/2,0<p=<2
98.0<0=<m0<p<m/2,1<p=<3

A

IN

IA

IN

Piénselo En los ejercicios 99-104, encuentre las desigualda-
des que describen al sélido y especifique el sistema de coordenadas
utilizado. Posicione al sélido en el sistema de coordenadas en el
que las desigualdades sean tan sencillas como sea posible.

99. Un cubo con cada arista de 10 centimetros de largo.

100. Una capa cilindrica de 8 metros de longitud, 0.75 metros de
didmetro interior y un didmetro exterior de 1.25 metros.

101. Una capa esférica con radios interior y exterior de 4 pulgadas
y 6 pulgadas, respectivamente.

102. Elsdlido que queda después de perforar un orificio de 1 pulgada
de didmetro a través del centro de una esfera de 6 pulgadas de
didmetro.

103. EI sélido dentro tanto de x> + y> 4+ z> = 9 como de

3)2 9
(k=3 +r2=%

104. Elsolido entre las esferas x> + y2 + 22 =4y x>+ y> + 72 =9,

y dentro del cono 72 = x? + y2.

;Verdadero o falso? En los ejercicios 105-108, determine si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué
0 dé un ejemplo que pruebe que es falso.

105. En coordenadas cilindricas, la ecuacion r = z es un cilindro.

106. Las ecuaciones p = 2 y x> + y?> + z> = 4 representan la
misma superficie.

107. Las coordenadas cilindricas de un punto (x, y, z) son tnicas.
108. Las coordenadas esféricas de un punto (x, y, z) son Unicas.
109. Interseccion de superficies Identifique la curva de

interseccion de las superficies (en coordenadas cilindricas)
z=senfyr=1.

110. Interseccion de superficies Identifique la curva de
interseccion de las superficies (en coordenadas esféricas)

p=2secpyp=4



5.8

5.8 Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas 31

Integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas

PIERRE SIMON DE LAPLACE
(1749-1827)

Uno de los primeros en utilizar un
sistema de coordenadas cilindricas
fue el matematico francés Pierre
Simon de Laplace. Laplace ha sido
llamado el “Newton de Francia”,
y publicé muchos trabajos
importantes en mecdnica, ecuaciones
diferenciales y probabilidad.
Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas acerca de esta
biografia.

0=0 rl.AO

Volumen del bloque cilindrico:
AV, = r;Ar;A6;Az;
Figura 5.75

% Expresar y evaluar una integral triple en coordenadas cilindricas.
% Expresar y evaluar una integral triple en coordenadas esféricas.

Integrales triples en coordenadas cilindricas

Muchas regiones sélidas comunes como esferas, elipsoides, conos y paraboloides pue-
den dar lugar a integrales triples dificiles de calcular en coordenadas rectangulares. De
hecho, fue precisamente esta dificultad la que llevé a la introduccién de sistemas de
coordenadas no rectangulares. En esta seccion se aprendera a usar coordenadas cilindri-
cas'y esféricas para evaluar integrales triples.

Recuerde que en la seccién anterior se vio que las ecuaciones rectangulares de con-
version a coordenadas cilindricas son

x =rcos 6
y =rsen 6
Z=12z

Una manera facil de recordar estas ecuaciones es observar que las ecuaciones para obte-
ner x y y son iguales que en el caso de coordenadas polares y que z no cambia.

En este sistema de coordenadas, la regién sélida mds simple es un bloque cilindrico
determinado por

< <
rn=r=rn

6, <6<6,

como se muestra en la figura 5.75.

Para expresar una integral triple por medio de coordenadas cilindricas, suponga
que Q es una regién sélida cuya proyeccién R sobre el plano xy puede describirse en
coordenadas polares. Es decir,

0 ={(x,y,2): (x,y)estden R, h,(x,y) <z < hy(x,y)}

R={(r,0:0,<60=<0, g(0=r=g0}

Si fes una funcién continua sobre el sélido Q, puede expresar la integral triple de f sobre
0O como

flx,y,2)dv = hZ(x’y)f(x,y,z) dz | dA
) r) [ ey

donde la integral doble sobre R se evalia en coordenadas polares. Es decir, R es una
region plana que es r-simple o #-simple. Si R es r-simple, la forma iterada de la integral
triple en forma cilindrica es

60, (8,(6) [hy(rcos 6, rsen 6)
ffff(x,y, z)dV = f f f(r cos 0, rsen 6, 2)r dz dr d.
0
o

£,(6) Jh,(rcos6,rsen )

Este es solo uno de los seis posibles 6rdenes de integracion. Los otros cinco son dz d6 dr,
dr dz d, dr d dz, d6 dz dry dO dr dz.

The Granger Collection, New York
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0=0
Integre respecto a z.
Figura 5.76

Esfera:
x2+y2+72=4

Figura 5.77

Para visualizar un orden de integracién determinado ayuda contemplar la integral
iterada en términos de tres movimientos de barrido, cada uno de los cuales agrega una
dimension al sélido. Por ejemplo, en el orden dr df dz la primera integracion ocurre en
la direccién r, aqui un punto barre (recorre) un rayo. Después, a medida que aumenta, la
recta barre (recorre) un sector. Por dltimo, a medida que z aumenta, el sector barre
(recorre) una cufia sélida, como se muestra en la figura 5.76.

Exploracion

Volumen de un sector paraboloide En las 2
exploraciones de las paginas 263, 282 y 294, se le
pidi6 resumir las formas conocidas para hallar el
volumen del sé6lido acotado por el paraboloide

z=a>—x>—y% a>0

y el plano xy. Ahora ya conoce un método mas.
Utilicelo para hallar el volumen del sélido.
Compare los diferentes métodos. ;Cudles son las
ventajas y desventajas de cada uno?

I Hallar el volumen empleando coordenadas
cilindricas

Encuentre el volumen de la region sélida Q cortada en la esfera x> + y?> + z2> = 4 por el
cilindro » = 2 sen 6, como se muestra en la figura 5.77.

Solucion Como x2 + y2 + z2 = r2 4+ 72 = 4, los limites de z son
~V4-r?<sz7< J4-12

Sea R la proyeccion circular del sélido sobre el plano r6. Entonces los limites de R son
O0=<sr=<2senf y 0=6<m

Por tanto, el volumen de Q es

T (2 senf 4— 2
J'f f rdzdrdb
N
w/2 (2 senf 4—r2
ZJ f f rdzdrdo
N/

w/2 (2 senf
f 2rJ4 — r2drdf

I
)

2 senf
4 - r2)3/2} do

0

2

= f (8 — 8 cos® ) db
/2

4
3
32
3 1 — (cos 0)(1 — sen? 6)] dé

sen? 0} /2

2
= 3—[9 — senf +
0

3
— G Gm—4)

~ 9.644. _



0<z<V/16—4r2

Z

y

Elipsoide: 4x2+4y2+2z2=16

Figura 5.78

x Q: Limitada por
z=x2+y?
z=4

Figura 5.79
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| g -
W Hallar la masa empleando coordenadas cilindricas

Encuentre la masa de la porcién del elipsoide Q dado por 4x? + 4y? + z2 = 16, situada
sobre el plano xy. La densidad en un punto del sélido es proporcional a la distancia entre
el punto y el plano xy.

Solucion La funcién de densidad es p(r, 6, z) = kz. Los limites de z son
0<z< V16 —4x2 —4y? = /16 — 4r?

donde 0 <r<2y0<6<2m, como se muestra en la figura 5.78. La masa del sélido es

27 (2 (V16 —4r2
m = f kzr dz dr dO
o JoJo

k (*7(* , V16—
== 22r dr do
2 0o Jo 0

k 2 (2
= —f f (16r — 4r3) drdo
2Jo Jo
k(e 4}2
= ZL [8r r . do
2
8kf do
0

167k. s}

La integracién en coordenadas cilindricas es util cuando en el integrando aparecen
factores x> + y? con la expresion como se ilustra en el ejemplo 3.

| - -
LW Hallar el momento de inercia

Encuentre el momento de inercia con respecto al eje de simetria del sélido Q acotado
por el paraboloide z = x?> + y? y el plano como se muestra en la figura 5.79. La densidad
en cada punto es proporcional a la distancia entre el punto y el eje z.

Solucion Como el eje z es el eje de simetria, y p(x, v, z) = k</x*> + y2, se deduce que

I = fjf k(x? + y?)/x* + y2adv.
Q

En coordenadas cilindricas, 0 < r < /x% + y2 = /z. Por tanto, tiene

4 2wz
I = kf f j r2(r)r dr d6 dz
0oJo Jo
4 2T r5 \[Z
= kf f —] de dz
odo 3 lo

4 27TZ5/2
=kff —dfdz
0 Jo 5
k

4
= —J’ 252(2) dz
5Jo
- 22 0]
5 17 0
512k
35
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Unidad 5

griega utilizada en coordenadas

Integrales multiples

La letra

esféricas no estd relacionada
con la densidad. Mas bien, es
el andlogo tridimensional de
la utilizada en coordenadas
polares. Para los problemas
que involucran coordenadas
esféricas y una densidad de
funcion, este texto utiliza un
simbolo diferente para denotar

la densidad.

Integrales triples en coordenadas esféricas

Las integrales triples que involucran esferas o conos son a menudo mads faciles de calcu-
lar mediante la conversién a coordenadas esféricas. Recuerde que en la seccién anterior
vio que las ecuaciones rectangulares para conversioén a coordenadas esféricas son

x = psend cos 0

y = psend¢ senf

7 = pcos ¢.
En este sistema de coordenadas, la regién mds simple es un bloque esférico determinado por
{(p.0.0):py<p=py 6,<0=<0, ¢ =<¢=d}
donde p, 20,0,-60,<2my0< ¢, < p,< z
7r, como se muestra en la figura 5.80. Si (p, ‘L
0, ¢) es un punto en el interior de uno de es- piseng; A,
tos bloques, entonces el volumen del bloque \\\\ /
puede ser aproximado por AV = A\ A
p? sen ¢ ApAPAD. (Vea el ejercicio 18 en los 7 3P o
ejercicios de solucion de problemas de esta ,;:,j’/ i
unidad.) A

Utilizando el proceso habitual que
comprende una particién interior, una suma
y un limite, puede desarrollar la version
siguiente de una integral triple en coorde-
nadas esféricas para una funcién continua f
en la region sélida Q. Esta férmula puede
modificarse para emplear diferentes érdenes
de integracion y se puede generalizar a
regiones con limites variables.

X
Bloque esférico: AV, = p? sen ¢, Ap; A, A6,
Figura 5.80

0, [ (P2
ffff(x, v,z)dV = j J f(pseng cos 6, psend senf, p cos ¢)p> send dp dep do
0, 1 YP1
(¢

Al igual que las integrales triples en coordenadas cilindricas, las integrales triples
en coordenadas esféricas se evalian empleando integrales iteradas. Como sucede con
las coordenadas cilindricas, puede visualizar un orden determinado de integracién con-
templando la integral iterada en términos de tres movimientos de barrido, cada uno de
los cuales agrega una dimensién al sélido. Por ejemplo, la integral iterada

27 (w/4 (3
f J f p*senddpdd do
0 0 0

(que se usé en el ejemplo 4) se ilustra en la figura 5.81.

p varia desde O hasta 3 mientras ¢
y 6 se mantienen constantes
Figura 5.81

¢ varia de 0 a 7r/4mientras 0 6 varia desde 0 hasta 2.
se mantiene constante.
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Hallar un volumen en coordenadas esféricas

Encuentre el volumen de la region sélida Q limitada o acotada inferiormente por la hoja
superior del cono z2 = x2 + y?y superiormente por la esfera x> + y2 + z2 = 9, como
l se muestra en la figura 5.82.

Hoja superior
del cono
242

Zz:X

Solucion En coordenadas esféricas, la ecuacion de la esfera es
pP=x2+y2+z2=9 > p=3.
Ademds, la esfera y el cono se cortan cuando

3 3

: x2+2+z2:z2 +Z2:9 7= ——
i &+ y?) (%) = NG
Yy como 7 = p COs ¢, tiene que

i _ AR

I Por consiguiente, puede utilizar el orden de integracion dp d¢ df, donde 0 < p <3,0 <
¢ < /4y 0<0<2m. El volumen es

27 (/4 (3
= 2
Figura 5.82 f f f av L L L p>sen ¢ dp dep d6
0

2 (/4
= f J 9sen¢ dep db
o Jo

2 /4
= 9f —cos cb} do
0 0
21
9f (1 -~ ﬂ) do
o 2
9r(2 - V2)
~ 16.563.

| Hallar el centro de masa de una region sélida

* <« +> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre el centro de masa de la region sélida Q de densidad uniforme, acotada in-
feriormente por la hoja superior del cono z? = x* + y? y superiormente por la esfera
x2+y2+z2=09.

Solucion Como la densidad es uniforme, puede considerar que la densidad en el
punto (x, y, z) es k. Por la simetria, el centro de masa se encuentra en el eje z, y solo ne-
cesita calcular 7 = Mxy/m, donde m = kV = 9k77(2 - ﬂ) por el ejemplo 4. Como
z = p cos ¢ se deduce que

3 2w (/4
Mxy=f”kzdv=k££ f (p cos B)p” sen b dgp dO dp
¢
3 2w P /4
:"ff p3M} dodp
0 Jo 2 0

k([ km [° 81k

== 3dodp = — 3dp = ——.

4LL p’dbdp ) Op p P
Por tanto,

M, 8lkm/8 92+ V2)
m  9km(2 - J2) 16

y el centro de masa es aproximadamente (0, 0, 1.92). B

z= ~ 1.920
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5.8 Ejercicios

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

Evaluar una integral iterada En los ejercicios 1-6, evaliie la
integral iterada.

5 (/2 3 w/4 6 [6—r
J f frcost‘)drdﬂdz Z.J Jf rzdz dr df
-1Jo Jo o JoJo
/2 (2 cos’O [4—r*
f f f rsenfdzdrdf
o Jo 0
w2 (2
. f f J e P p2dpdodd
o JoJo
21 (/4 (cos b
J f f p*send dpdp db
o Jo Jo

w/4 (/4 [cos O
f f f p?send cos ¢ dp db de
o Jo Jo

HU Aproximar una integral iterada usando tecnologia En
los ejercicios 7 y 8, utilice un sistema algebraico por compu-
tadora para evaluar la integral iterada.

4 rz (/2
7. JIJ re” dOdrdz
0 JoJo
w/2 (1 (sen6
8. f f f (2 cos ¢p)p* dp dO do
0 0 Jo

Volumen En los ejercicios 9-12, dibuje la regién sélida cuyo
volumen esta dado por la integral iterada, y evalie la integral
iterada.

w/2 (3 fe 27 V5 (512
9.f JJ rdzdrdf IO.J J j rdzdrdf
o Jo Jo
20 (/2
ll.f f jp sen ¢ dp de do
/6 JO

2@ (7 (5
12. f j f p*sen ¢ dp dp
0 Jo J2

Convertir coordenadas En los ejercicios 13-16, convierta la
integral de coordenadas rectangulares a coordenadas cilindri-
cas y a coordenadas esféricas, y evalie la integral iterada mas
sencilla.

Nz
13. fj f xdz dy dx
—2J-Va—x Je+y

2 (Va—2 J16—2—y?
14. ff f VX% + y?2dz dy dx

Ja-x fatJa-x-y
15. f f f x dz dy dx
—a J— aZ_XZ

3 V92 97)527)/2
16. J f f VX2 + y? + 2dzdydx
0 Jo 0

[
.

w

=~

o

a

Volumen En los ejercicios 17-22, utilice coordenadas cilin-
dricas para hallar el volumen del sélido.

17. Sélido interior a x2 + y2 + z2 = a2

y (& = a/2)* + y* = (a/2)?

16yexterioraz = /x% + y2.

19. Sélido limitado arriba por z = 2x y abajo por z = 2x* + 2y,

18. Sdlidointeriorax? + y? + z2 =

20. Solido limitado arriba por z = 2 —x? —y? y abajo por z = x> — y*.

21. Sélido limitado por las graficas de la esfera 2 + 722 = a? y del

cilindro r = a cos 6.
22. Sélido interior a la esfera x> + y?> + z2 = 4 y sobre la hoja
superior del cono 72 = x* + y%.
Masa En los ejercicios 23 y 24, utilice coordenadas cilindri-
cas para hallar la masa del solido Q de densidad p.
23. 0 ={(x,y,2:0<z<9 —x—2y,x>+y> <4}
plx, y,2) = ks/x? + y?
24. 0={(x,7,2:0=<sz=<12" ) x2+y2< 4 x=0,y =0}
plx,y, 2) =k

Usar coordenadas cilindricas En los ejercicios 25-30, utili-

ce coordenadas cilindricas para hallar la caracteristica indica-
da del cono que se muestra en la figura.

/ O

X

25. Encuentre el volumen del cono.
26. Determine el centroide del cono.

PP 27. Encuentre el centro de masa del cono suponiendo que su den-

sidad en cualquier punto es proporcional a la distancia entre
el punto y el eje del cono. Utilice un sistema algebraico por
computadora para evaluar la integral triple.

PP 28. Encuentre el centro de masa del cono suponiendo que su den-

sidad en cualquier punto es proporcional a la distancia entre el
punto y la base. Utilice un sistema algebraico por computadora
para evaluar la integral triple.

29. Suponga que el cono tiene densidad uniforme y demuestre que
el momento de inercia respecto al eje z es

-3 .2
I, = qgmry™

30. Suponga que la densidad del conoes p(x, y, z) = k/x2 + y2y
encuentre el momento de inercia respecto al eje z.

Momento de inercia Enlos ejercicios 31 y 32, use coordena-
das cilindricas para verificar la formula dada para el momento
de inercia del sélido de densidad uniforme.

31. Capa cilindrica: I, = %m(a2 + b?)

O<a<sr<b 0<z<h
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ldP 32. Cilindro circular recto: I, = %ma2

r=2asenf, 0<z<h

Utilice un sistema algebraico por computadora para calcular la
integral triple.

Volumen En los ejercicios 33-36, utilice coordenadas esféri-
cas para calcular el volumen del sélido.

33. Sdélido interior x*> + y* + z2 = 9, exterior z = Vx* + )% y
arriba del plano xy.

34. Solido limitado arriba por x*> + y?> + z> = z y abajo por
7= Vx*+ Y.

'dP 35. El toro dado por p = 4 sen ¢. (Utilice un sistema algebraico

por computadora para evaluar la integral triple.)

36. El sélido comprendido entre las esferas

X2+y?+z22=a*y xX>+y*+z22=0,b > a,
e interior al cono z2 = x? + y?

Masa En los ejercicios 37 y 38, utilice coordenadas esféricas
para hallar la masa de la esfera x2 + y? + z2 = a? con la den-
sidad dada.

37. La densidad en cualquier punto es proporcional a la distancia
entre el punto y el origen.

38. La densidad en cualquier punto es proporcional a la distancia
del punto al eje z.

Centro de masa En los ejercicios 39 y 40, utilice coordena-
das esféricas para hallar el centro de masa del solido de densi-
dad uniforme.

39. Sélido hemisférico de radio r
40. Solido comprendido entre dos hemisferios concéntricos de ra-
dios ry R donde r < R.

Momento de inercia En los ejercicios 41 y 42, utilice coor-
denadas esféricas para hallar el momento de inercia con res-
pecto al eje z del solido de densidad uniforme.

T T

41. Sdlido acotado por el hemisferio p = cos ¢, 7 <¢ < 2 yel

T

cono ¢ = e

42. Sélido comprendido entre dos hemisferios concéntricos de ra-
dios ry R donde r < R.

DESARROLLO DE CONCEPTOS (continuacion)

47. Utilizar coordenadas Describa la superficie cuya
ecuacion es una coordenada igual a una constante en cada
una de las coordenadas en (a) el sistema de coordenadas
cilindricas y (b) el sistema de coordenadas esféricas.

ﬁ . ,COMO LO VE? El sélido estd acotado por debajo

por la hoja superior de un cono y por arriba por una
esfera (vea la figura). ;Qué seria mas fécil de usar
para encontrar el volumen del s6lido, coordenadas
cilindricas o esféricas? Explique.

2=x24 2

+y

Hoja superior de un cono: I.

DESAFIOS DEL EXAMEN PUTNAM
49. Hallar el volumen de la regién de puntos (x, y, z) tal que
(2 + 3>+ 22+ 8) = 36(x% + 7).

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

43. Convertir coordenadas Dé las ecuaciones de conver-
sion de coordenadas rectangulares a coordenadas cilindri-
cas y viceversa.

44. Convertir coordenadas Dé las ecuaciones de conver-
sion de coordenadas rectangulares a coordenadas esféricas
y viceversa.

45. Forma cilindrica D¢ la forma iterada de la integral tri-
ple [[f f(x, y, z) dV en forma cilindrica.
[

46. Forma esférica Dé la forma iterada de la integral triple

JJf f(x,y, z) dV en forma esférica.
0

Esferas deformadas

En los incisos (a) y (b), encuentre el volumen de las esferas defor-
madas. Estos solidos se usan como modelos de tumores.
(a) Esfera arrugada (b) Esfera deformada

p=1+0.2sen 860 sen¢p p =1 +0.2sen 8Asen 4¢
O0=s6=2m0=¢d=m O0=s6=2mr0=s¢d=m

\
I1]]
=
-

Generada con Maple Generada con Maple

% PARA INFORMACION ADICIONAL Para mds informacién
sobre estos tipos de esferas, consulte el articulo “Heat Therapy for
Tumors”, de Leah Edelstein-Keshet, en The UMAP Journal.
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Ejercicios de repaso

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los
ejercicios con numeracion impar.

Evaluar unaintegral Enlos ejercicios 1y 2, evalie la integral.
2x
1. j xy° dy
0

Evaluar una integral iterada En los ejercicios 3-6, evalie la
integral iterada

1 f1+x
3. j f (Bx + 2y) dy dx
0 Jo
2 (2
4. f f (x% + 2y)dy dx
0 2

3 V92
5. fj 4x dy dx
0 Jo

1 2y
6. f f (9 + 3x% + 3y?) dx dy
0 Jo

2y
2. j (x2 + y?) dx
y

Encontrar el area de una region En los ejercicios 7-10, uti-
lice una integral iterada para hallar el drea de la region acotada
por las grificas de las ecuaciones.

7.x+3y=3,x=0,y=0

8. y=6x—x%y=x>—2

9. y=x,y=2x+2,x=0,x=4
10. x=y>+1,x=0,y=0,y=2
Cambiar el orden de integracion En los ejercicios 11-14,
trace la region R cuya area esta dada por la integral iterada.

Después cambie el orden de integracion y demuestre que con
ambos érdenes se obtiene la misma area.

4 (5
11. ff dx dy

2 Ji

3 (x 6 [6—x
IZ.JJ’dydx—I—JJ’ dy dx

0 Jo 3 Jo

4 (8
13. fjdydx

0 Jox

3 9—y2
14.f f dx dy

-3Jo

Evaluar una integral doble En los ejercicios 15 y 16, esta-
blezca las integrales para ambos 6rdenes de integracion. Uti-
lice el orden mas conveniente para evaluar la integral sobre
la region R.

15. J J 4xy dA
R

R: rectdngulo con vértices (0, 0), (0, 4), (2, 4), (2, 0)

16. ff6x2dA
R

R: region acotadapor y = 0,y = \/;c, x=1

Encontrar un volumen En los ejercicios 17-20, use una inte-
gral doble para encontrar el volumen del sélido indicado.

17. z
!

19.

Valor promedio En los ejercicios 21 y 22, encuentre el valor
promedio de f(x, y) sobre la region plana R.
21. f(x) = 16 — x> — y?

R: rectdngulo con vértices (2, 2), (=2, 2), (=2, —=2), (2, —2)
22. f(x) = 2x* + y?

R: cuadrado con vértices (0, 0), (3, 0), (3, 3), (0, 3)

23. Temperatura promedio La temperatura en grados Cel-
sius sobre la superficie de una placa metdlica es

T(x,y) = 40 — 6x2 — y?

donde x y y estdn medidos en centimetros. Estime la tempera-
tura promedio si x varia entre 0 y 3 centimetros, y y varia entre
0y 5 centimetros.

24. Ganancia promedio La ganancia para la empresa P gra-
cias al marketing de dos bebidas dietéticas es

P = 192x + 576y — x> — 5y*> — 2xy — 5000

donde x y y representan el nimero de unidades de las dos bebi-
das dietéticas. Estime la ganancia promedio semanal si x varia
entre 40 y 50 unidades y y varfa entre 45 y 60 unidades.

Convertir a coordenadas polares En los ejercicios 25 y 26,
evalie la integral iterada convirtiendo a coordenadas polares.

h (x
25. Jf VX2 + y2dydx
0 Jo

4 rJ16-y2
26. f f (x2 + y?)dx dy
0Jo



Volumen En los ejercicios 27 y 28, utilice una integral doble
en coordenadas polares para hallar el volumen del sélido aco-
tado por las graficas de las ecuaciones.

27. z = xy%, x* + y* = 9, primer octante

28. 2= V25— x> —yLz=0,x>+y? =16

Area Enlos ejercicios 29 y 30, utilice una integral doble para
encontrar el area de la region sombreada.

29. 30.

)
1

Area En los ejercicios 31 y 32, trace una grifica de la regién
acotada por las graficas de las ecuaciones. Después utilice una
integral doble para encontrar el area de la region.

31. Dentro de la cardioide » = 2 + 2 cos 0 y fuera del circulo r = 3.

32. Dentro de la cardioide r = 3 sen 6 y fuera del circulo
r=1+ sen 6.

HU 33. Areayvolumen Considere laregién R en el plano xy aco-

tado por la grifica de la ecuacion
(@ +y2)? = 9(x? — y?).

(a) Convierta la ecuacién a coordenadas polares. Utilice una
herramienta de graficacién para trazar la grafica de la
ecuacion.

(b) Use una integral doble para encontrar el drea de la regién R.

(c) Utilice un sistema algebraico por computadora para de-
terminar el volumen del sélido sobre la region R y bajo el
hemisferio

7=V9 — x> —y2.

34. Convertir a coordenadas polares Combine la suma de
las dos integrales iteradas en una sola integral iterada convirtien-
do a coordenadas polares. Evalte la integral iterada resultante.

8/ 13 [3x/2 4
f f xydydx + j
0 0 8//13 Jo

Determinar el centro de masa En los ejercicios 35-38, en-
cuentre la masa y el centro de masa de la lamina acotada por
las graficas de las ecuaciones con la densidad dada. (Sugeren-
cia: Algunas de las integrales son mas simples en coordenadas
polares.)

V16—x2
xy dy dx

35.y=x%y=0,x=2,p = kx
2
36.y=;,y=0,x=1,x=2,p=ky

37. y=2x,y =2, x 2 0,y 2 0, p = kxy
38.y=6—x,y=0,x=0,p = kx?

Ejercicios de repaso 319

Determinar momentos de inercia y radios de giro En
los ejercicios 39 y 40, determine I,, I, I, X, y y para lalimina
acotada por las grificas de las ecuaciones

39. y=0,y=b,x=0,x=a,p = kx

4. y=4—-x%y=0,x>0,p=ky

Hallar el area de una superficie En los ejercicios 41-44,
encuentre el area de la superficie dada por z = f(x, y) sobre la
region R. (Sugerencia: Algunas de las integrales son mas sim-
ples en coordenadas polares.)
41. f(x,y) =25 — x> — y?
R ={(x,y): x>+ y? < 25}
42. f(x,y) = 8 + 4x — 5y
R={(xy): x> +y> =<1}
3. flxy) =9 -
R: tridngulo limitado por las graficas de las ecuaciones y = x,
y=-xyy=23.
44, f(x,y) =4 — x*
R: tridngulo limitado por las graficas de las ecuaciones y = x,
y=-xyy=2.
45. Diseno de construccion Un nuevo auditorio es construi-
do con un cimiento en forma de un cuarto de un circulo de
50 pies de radio. Asi, se forma una regién R limitada por la
gréfica de
x>+ y? = 50?

conx 20yy=0. Las siguientes ecuaciones son modelos para
el piso y el techo.

. x+y
Piso: z =
is0: z 5
Xy
17=20+ -
Techo: z = 20 100

(a) Calcule el volumen del cuarto, el cual es necesario para
determinar los requisitos de calor y enfriamiento.

(b) Encuentre el drea de superficie del techo.

HU 46. Area de una superficie El techo del escenario de un tea-

tro al aire libre en un parque se modela por

2 4+ 42
_ B R VAL u)]
fley) 25[1 e cos ( 1000

donde el escenario es un semicirculo acotado por las graficas de

y=V50%—-x>y y=0.

(a) Utilice un sistema algebraico por computadora para repre-
sentar graficamente la superficie.

(b) Utilice un sistema algebraico por computadora para
aproximar la cantidad de pies cuadrados de techo requeri-
dos para cubrir la superficie.

Evaluar una integral triple iterada En los ejercicios 47 a 50,

evalide la integral triple iterada.

4 1l 2
47. f f (2x + y + 4z) dy dz dx
0 Jo Jo

2 [y (xy
48. f f J ydz dx dy
0 Jo Jo
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a (b (c

49. J j J (x> + y2 + 22 dxdydz
o Jo Jo
3 5

50. f f f zsenx dy dx dz
0Jm2J2

HU Aproximar una integral iterada usando tecnologia En

los ejercicios 51 y 52, utilice un sistema algebraico por compu-
tadora para aproximar la integral iterada.

J1-x V1-x2—y2
24,2
51. f j — yz(x + y?) dz dy dx

2 (VA= A —y?
52. f f f xyzdzdy dx
0 Jo 0

Volumen En los ejercicios 53 y 54, use una integral triple
para encontrar el volumen del sélido acotado por las graficas
de las ecuaciones.

53. z=xy,2=0,0=sx=30=y=4

54. z=8—x—y,z=0,y=xy=3,x=0

Cambiar el orden de integracion En los ejercicios 55 y 56,
dibuje el sélido cuyo volumen esta dado por la integral iterada
y reescriba la integral usando el orden de integracion indicado.

Ly (J/1-2
55. fff dz dx dy
o0 Jo Jo

Reescriba utilizando el orden dz dy dx.

6—x [6—x—Yy
56. fj f dz dy dx
0Jo 0

Reescriba utilizando el orden dy dx dz.

Masa y centro de masa En los ejercicios 57 y 58, encuentre
la masa y las coordenadas indicadas del centro de masa de la
region solida Q de densidad p acotada por las graficas de las
ecuaciones.

57. Encuentre X usando p(x, y, z7) = k.
Q:x+y+z=10,x=0,y=0,z=0

58. Encuentre y usando p(x, y, z7) = kx
Q:z2=5-y2=0,y=0,x=0,x=5

Evaluar una integral iterada En los ejercicios 59-62, evalie
la integral iterada.

3 rw/3 4
59. JJ frcos Odrdfdz
oJo Jo
w2 (3 (4—z
60.f ff zdrdz do
o JoJo

w/2 /2

p dpdbde

62. cos Odpde db

N
I

HU Aproximar una integral iterada usando tecnologia En

los ejercicios 63 y 64, utilice un sistema algebraico por compu-
tadora para aproximar la integral iterada.

T (23
63.fff\/z2+4dzdrd0
0 Jo Jo

w/2 (/2 (cos b
64. f f f p?cos Odp do de
0 0 0

65. Volumen Utilice coordenadas cilindricas para encontrar el
volumen del sélido acotado por z = 8 — x> — y? y debajo por
z=x*+ yz.

66. Volumen Use coordenadas esféricas para encontrar el vo-
lumen del sélido acotado por x> + y> + z2 = 36y debajo por

2= VX2

Determinar un jacobiano En los ejercicios 67-70, encuen-
tre el jacobiano d(x, y)/d(u, v) para el cambio de variables indi-
cado.

67. x=u+3v,y =2u — 3v
68. x =+ V2 y=u*—?

69. x =usenf + vcos 6,y =ucos 6+ vsenf

70.x=uv,y=£

Evaluar una integral doble usando un cambio de varia-
bles En los ejercicios 71-74, utilice el cambio de variables in-
dicado para evaluar la integral doble.

71. ffln(x +y)dA 72. ff16xy dA
R R

1 1 1 1
x—E(u-i-v),y—E(u—v) —4(u+v),y—2(v—u)
y
4Ak
2,3)
3Ak
2 (3.2
1,2)
la
20
} } } } X
1 2 3 4

73. JR J (xy + x2) dA

1 .4 o[ G=1

2 =+
| @.2) T
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones

S 0 I u C i 6 n d e p I'O b I e ma S trabajadas de los ejercicios con numeracion impar.

1. Volumen Encuentre el volumen del sélido de interseccién 5. Deducir una suma Deduzca el famoso resultado de Euler
de los tres cilindros x> + 22 =1,y + 22 = 1yx* +y? =1 que se menciond en la seccién 9.3
vea la figura).
( gura) §l_m
2 z “n? 6

completando cada uno de los pasos.
(a) Demuestre que

arctan

dv _ 1 v i c
2—ur+v?: 2 —u? V2 —u? '

(b) Demuestre que

L -_. V2/2 fu
b 2
i N I = — = ==
3 o 2w+ 18

Utilice la sustitucién u = /2 sen.
(c) Demuestre que

2. Area de una superficie Sean a, b, ¢ y d niimeros reales
positivos. El primer octante del plano ax + by + cz = d se

muestra en la figura. Demuestre que el drea de la superficie de VaofoutV2 2
esta porcion del plano es igual a I, = Gipdees 2- w2 dv du
A(R) /2 1 —
eV a*+ b+ ¢? = 4J arctan 7sen6d0
/6 cos 6

donde A(R) es el drea de la region triangular R en el plano xy, Use la sustitucion u = /2 sen6.
como se muestra en la figura. (d) Demuestre la identidad trigonométrica

z 1—senf (m/2) — 0)

cos tan( 2 ’

(e) Demuestre que

V2 —u+J2
2 2
L= — = avdu="
2 ,[/E/zfuﬁ 22+ 2 VM T

(f) Utilice la férmula para la suma de una serie geométrica
infinita para comprobar que

X = 1 N
E — = dx dy.
< n? 1 -
. . =11 0 Jo Xy
3. Usar un cambio de variables La figura muestra la re-
gién R acotada por las curvas

=
<

(g) Use el cambio de variables

5 ) u= x+y = y— X
X X
y=Vay=Vay=Ty y=" V2 V2
para demostrar que
Use el cambio de variables x = u'*v¥3 y y = 4?3y para en- w 1 I )
contrar el drea de la regién R. E == dedy=1,+1,= .
i=1 1 oo I —xy 6

y
6. Evaluar una integral doble Evalie la integral

oo oo 1
J()J;) (1+x2+y2)2dXdy'

7. Evaluar integrales dobles Evalde las integrales

11 11
f z-J dxdy 'y f udy dx.
0 0

=

| E

b (x+y)? o (x+y)?

(Son los mismos resultados? ;Por qué si o por qué no?

4. Demostracion Demuestre que lim

n—o0

1r1
J J x"y" dx dy = 0. 8. Volumen Df:muestre que el volumen de un bloque esférico
0 Jo se puede aproximar por AV = p? sen ¢ Ap A A6.
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Evaluar una integral En los ejercicios 9 y 10, evalie la inte-
gral. (Sugerencia: Vea el ejercicio 65 en la seccion 5.3.)

9.f X2 dx
0

! 1
10. f In—dx
0 X
11. Funcion de densidad conjunta Considere la funcién

ke=@H/a x>0,y =0

fx,y) ={

Encuentre la relacion entre las constantes positivas a y & tal que f
es una funcién de densidad conjunta de las variables aleatorias
continuas x y y.

0, demas

12. Volumen Encuentre el volumen del sélido generado al
girar la regién en el primer cuadrante limitado por y = e~
alrededor del eje y. Use este resultado para encontrar

J’oo e ¥ dx.

13. Volumen y area superficial De 1963 a 1986, el volumen
del lago Great Salt se triplic, mientras que el drea de su su-
perficie superior se duplicé. Consulte el articulo “Relations
between Surface Area and Volume in Lakes”, de Daniel Cass
y Gerald Wildenberg, en The College Mathematics Journal.
Después, proporcione ejemplos de s6lidos que tengan “niveles
de agua” a y b tales que V(b) = 3V(a) y A(b) = 2A(a) (vea
la figura), donde V es el volumen y A es el drea.

V(b)

14. Demostracion El dngulo entre un plano Py el plano xy es 0,
donde 0 <0 < 7/2. La proyeccién de una regién rectangular
en P sobre el plano xy es un rectangulo en el que las longitudes
de sus lados son Ax y Ay, como se muestra en la figura. Demues-
tre que el drea de la region rectangular en P es sec 6 Ax Ay.

%

Area: sec 0 AxAy

1
1
1
1
1
1
1
1
I
[

Ay

Area en el plano xy: AxAy

15. Area de una superficie Utilice el resultado del ejercicio
14 para ordenar los planos en orden creciente de sus dreas de
superficie, en una region fija R del plano xy. Explique el orden
elegido sin hacer ningtn célculo.

(@) z;=2+x
(b) H = 5
(¢) z3 =10 — 5x + 9y
d z,=3+x—2y
16. Rociador Considere un césped circular de 10 pies de radio,

como se muestra en la figura. Suponga que un rociador distri-
buye agua de manera radial de acuerdo con la férmula

r r?
1) =16~ 160
(medido en pies cubicos de agua por hora por pie cuadrado de
césped), donde r es la distancia en pies al rociador. Encuentre

la cantidad de agua que se distribuye en 1 hora en las dos regio-
nes anulares siguientes.

A={(r,0):4 5,0 <6< 2m

IA
IN

r

B={(r0:9

IA
IN

r<10,0 < 6 < 27}

(Es uniforme la distribucién del agua? Determine la cantidad
de agua que recibe todo el césped en 1 hora.

17. Cambiar el orden de integracion Dibuje el slido cuyo
volumen estd dado por la suma de las integrales iteradas

63 [y 6 ((12-2)/2 (6—y
J f dxdydz+jf f dxdydz.
0Jz/2Jz/2 0J3 z/2

Después escriba el volumen como una sola integral iterada en
el orden dy dz dx.

18. Volumen La figura muestra un sélido acotado por debajo
con el plano z = 2 y por arriba con la esfera x> + y> + z2 = 8.

4

(a) Encuentre el volumen del s6lido usando coordenadas ci-
lindricas.

(b) Determine el volumen del s6lido usando coordenadas es-
féricas.
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324 Unidad 6 Andlisis vectorial

6.1 Campos vectoriales

% Comprender el concepto de un campo vectorial.
% Determinar si un campo vectorial es conservativo.
% Calcular el rotacional de un campo vectorial.

% Calcular la divergencia de un campo vectorial.

Campos vectoriales

En la unidad 4 estudié funciones vectoriales que asignan un vector a un nimero real.
Comprobé que las funciones vectoriales de nimeros reales son ttiles para representar
curvas y movimientos a lo largo de una curva. En este capitulo estudiard otros dos tipos
de funciones vectoriales que asignan un vector a un punto en el plano o a un punto en
el espacio. Tales funciones se llaman campos vectoriales (campos de vectores), y son
utiles para representar varios tipos de campos de fuerza y campos de velocidades.

Definicion de un campo vectorial
Un campo vectorial sobre una region plana R es una funcién F que asigna un

vector F(x, y) a cada punto en R.

Un campo vectorial sobre una region sélida Q en el espacio es una funcién F que
asigna un vector F(x, y, z) a cada punto en Q.

Aunque un campo vectorial estd constituido por infinitos vectores, usted puede ob-
tener una idea aproximada de su estructura dibujando varios vectores representativos
F(x, y), cuyos puntos iniciales son (x, y).

El gradiente es un ejemplo de un campo vectorial. Por ejemplo, si

fl,y) = 2%y + 3xy°
entonces el gradiente de f

Vix,y) = flx, p)i + f(x, )]
= 2xy + 3y?)i + (2 + 9?)j Campo vectorial en el plano

es un campo vectorial en el plano. La interpretacion grafica de este campo es una familia
de vectores, cada uno de los cuales apunta en la direccién de maximo crecimiento a lo
largo de la superficie dada por z = f(x, y).

De manera similar, si

S, y,2) =x2+y2+ 22
entonces el gradiente de f

Vi(x,y,2) = flx, 3, 21 + £(x, 5, 2] + £ix, 9, 2k
= 2xi + 2yj + 2zk Campo vectorial en el espacio

es un campo vectorial en el espacio. Observe que las funciones componentes para este
campo vectorial particular son 2x, 2y y 2z.
Un campo vectorial

F(x,y,2) = M(x, y, 2)i + N(x,y,2)j + P(x,y, 2k

es continuo en un punto si y solo si cada una de sus funciones componentes M, Ny P es
continua en ese punto.



Campo de velocidades

Rueda rotante.

Figura 6.1
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Algunos ejemplos fisicos comunes de campos vectoriales son los campos de velo-

cidades, los gravitatorios y los de fuerzas eléctricas.

. Un campo de velocidades describe el movimiento de un sistema de particulas en el

plano o en el espacio. Por ejemplo, la figura 6.1 muestra el campo vectorial deter-
minado por una rueda que gira en un eje. Observe que los vectores velocidad los
determina la localizacién de sus puntos iniciales, cuanto mas lejano estd un punto
del eje, mayor es su velocidad. Otros campos de velocidad estdn determinados por
el flujo de liquidos a través de un recipiente o por el flujo de corrientes aéreas alre-
dedor de un objeto mévil, como se muestra en la figura 6.2.

. Los campos gravitatorios los define la ley de la gravitaciéon de Newton, que esta-

blece que la fuerza de atraccion ejercida en una particula de masa m, localizada en
(x, y, z) por una particula de masa m, localizada en (0, 0, 0) estd dada por

—Gmm

F(x,y,2) = 5——5 —5u

donde G es la constante gravitatoria y u es el vector unitario en la direccién del
origen a (x, y, z). En la figura 6.3 se puede ver que el campo gravitatorio F tiene las
propiedades de que todo vector F(x, y, z) apunta hacia el origen, y que la magnitud
de F(x, y, z) es la misma en todos los puntos equidistantes del origen. Un campo

_>/ e

vectorial con estas dos propiedades se llama un campo de fuerzas central. Utili-
zando el vector posicién

r =xi+yj+zk

Campo vectorial de flujo del aire.

para el punto (x, y, z), se puede expresar el campo gravitatorio F como
Figura 6.2

—Gm1m2<L> _ —Gmm,
I[P (L

I

3. Los campos de fuerzas eléctricas se definen por la ley de Coulomb, que establece
que la fuerza ejercida en una particula con carga eléctrica g, localizada en (x, y, z)
por una particula con carga eléctrica g, localizada en (0, 0, 0) estd dada por

49>

Flo2d =

F(x,y,z) = u.

donde r = xi + yj + zk,u =r/|r
cién de unidades para lIrll, g, y g,.

, ¥ ¢ es una constante que depende de la elec-

Observe que un campo de fuerzas eléctricas tiene la misma forma que un campo
gravitatorio. Es decir,

m, estd localizada en (x,y, 2).
m, estd localizada en (0, 0, 0).

Campo de fuerzas gravitatorio.

k
Figura 6.3 F(x,y,z) = 7|2 u

()

Tal campo de fuerzas se llama un campo cuadratico inverso.

Definicion de campo cuadratico inverso

Sea r(t) = x(1)i + y(r)j + z()k un vector posicién. El campo vectorial F es un
campo cuadratico inverso si

k
Fx,y,2) = 7 u
x|
donde k es un ndmero real

S
e

es un vector unitario en la direccién de r.
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Figura 6.4
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Como los campos vectoriales constan de una cantidad infinita de vectores, no es posible
hacer un dibujo de todo el campo completo. En lugar de esto, cuando esboza un campo vec-
torial, su objetivo es dibujar vectores representativos que lo ayuden a visualizar el campo.

| Dibujar un campo vectorial

Dibuje algunos vectores del campo vectorial dado por
F(x,y) = —yi + xj.

Soluciéon Podria trazar los vectores en varios puntos del plano al azar. Sin embar-
g0, es mds ilustrativo trazar vectores de magnitud igual. Esto corresponde a encontrar
curvas de nivel en los campos escalares. En este caso, vectores de igual magnitud se
encuentran en circulos

”F” =c Vectores de longitud ¢
\/XZT_)}Z = C
X+ y2 =c? Ecuacion del circulo

Para empezar a hacer el dibujo, elija un valor de ¢ y dibuje varios vectores en la circunferencia
resultante. Por ejemplo, los vectores siguientes se encuentran en la circunferencia unitaria.

Punto Vector

(1,0) F(1,0) =

0, 1) FO,1) = —i
(=1,0) F(—1,0) = —j
0, —1) FO, —1) =i

En la figura 6.4 se muestran estos y algunos otros vectores del campo vectorial. Observe
en la figura que este campo vectorial es parecido al dado por la rueda giratoria que se
muestra en la figura 6.1.

| Dibujar un campo vectorial

Dibuje algunos vectores en el campo vectorial dado por
F(x,y) = 2xi + yj.
Solucidon Para este campo vectorial, los vectores
de igual longitud estdn sobre las elipses dadas por
I¥[ = ¢
NERENORS.
lo cual implica que
4x% + y2 = 2 Ecuacion de la elipse
Para ¢ = 1, dibuje varios vectores 2xi + yj de
magnitud 1 en puntos de la elipse dada por
4x2 + y2 = 1.
Para ¢ = 2, dibuje varios vectores de magnitud 2
en puntos de la elipse dada por

4x2 + y2 = 4.

Figura 6.5

Estos vectores se muestran en la figura 6.5.

[> Puede usar un sistema algebraico por computadora para trazar
. la grafica de los vectores en un campo vectorial. Si tiene acceso a un sistema alge-
° braico por computadora, utilicelo para trazar la gréfica de varios vectores represen-
- tativos para el campo vectorial del ejemplo 2.
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| Dibujar un campo vectorial

Dibuje algunos vectores en el campo de velocidad dado por
z vix,y,2) = (16 — x> — y?)k
donde x? + y* < 16.

Solucidon Imagine que v describe la velocidad de un fluido a través de un tubo de ra-
dio 4. Los vectores préximos al eje z son mds largos que aquellos cercanos al borde del
tubo. Por ejemplo, en el punto (0, 0, 0), el vector velocidad es v(0, 0, 0) = 16k, mientras
que en el punto (0, 3, 0), el vector velocidad es v(0, 3, 0) = 7k. La figura 6.6 muestra
estos y varios otros vectores para el campo de velocidades. De la figura, observe que la
velocidad del fluido es mayor en la zona central que en los bordes del tubo. n

Campos vectoriales conservativos

Observe en la figura 6.5 que todos los vectores parecen ser normales a la curva de nivel
de la que emergen. Debido a que ésta es una propiedad de los gradientes, es natural
preguntar si el campo vectorial dado por

F(x,y) = 2xi + yj
es el gradiente de alguna funcién derivable f. La respuesta es que algunos campos vecto-

riales, denominados campos vectoriales conservativos, pueden representarse como los
gradientes de funciones derivables, mientras que algunos otros no pueden.

Definicion de campos vectoriales conservativos

Un campo vectorial F se llama conservativo si existe una funcién diferenciable f'tal

Campo vectorial: . .2 s
! que F = Vf. La funcion f se llama funcién potencial para F.

v(x,y,2)=(16-x2-y)k

Figura 6.6

| Campos vectoriales conservativos

a. El campo vectorial dado por F(x,y) = 2xi + yj es conservativo. Para comprobarlo,
considere la funcién potencial f(x,y) = x2 + 3y2. Como
Vfi=2xi+yj=F
se deduce que F es conservativo.
b. Todo campo cuadratico inverso es conservativo. Para comprobarlo, sea
F(x,y,2) = ﬁu y fly.2) = ﬁ
donde u = r/||r||. Ya que
Vf = (x2 + y];x+ Zz)s/zi + (x2 T y§y+ Zz)s/zj + (x2 I yfi_ Z2)3/2 k
k ( xi+ yj + zk )

B A WAy
_k r

el el

_ k.

T

se deduce que F es conservativo. '
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I R >

oo o El teore-
ma 6.1 es vélido en dominios
simplemente conexos. Una
region plana R es simplemente
conexa si cada curva cerra-
da simple en R encierra solo
puntos que estan en R. (Vea la
figura 6.26 en la seccion 6.5.)

Como puede ver en el ejemplo 4(b), muchos campos vectoriales importantes, in-
cluyendo campos gravitatorios y de fuerzas eléctricas, son conservativos. Gran parte de
la terminologia introducida en este capitulo viene de la fisica. Por ejemplo, el término
“conservativo” se deriva de la ley fisica cldsica de la conservacién de la energia. Esta
ley establece que la suma de la energia cinética y la energia potencial de una particula
que se mueve en un campo de fuerzas conservativo es constante. (La energia cinética de
una particula es la energia debida a su movimiento, y la energia potencial es la energia
debida a su posicién en el campo de fuerzas.)

El teorema siguiente da una condicién necesaria y suficiente para que un campo
vectorial en el plano sea conservativo.

TEOREMA 6.1 Criterio para campos vectoriales conservativos
en el plano

Sean M y N dos funciones con primeras derivadas parciales continuas en un disco
abierto R. El campo vectorial dado por F(x, y) = Mi + Nj es conservativo si y solo si

N _ oM
ox  ady’

Demostracion Para demostrar que la condicién dada es necesaria para que F sea
conservativo, suponga que existe una funcién potencial f'tal que

F(x,y) = Vf(x,y) = Mi + N;j.

Entonces tiene

ey =M &= filny) = %
Ly =N => f.ny) = %

Y, por la equivalencia de derivadas parciales mixtas f,, y f,, puede concluir que dN/ox =
dM/dy para todo (x, y) en R. La suficiencia de la condicién se demuestra en la seccién 6.5.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. i

| Probar campos vectoriales conservativos
en el plano

Decida si el campo vectorial dado por F es conservativo
a. F(x,y) = x%i + xyj b. F(x,y) = 2xi + yj
Solucion
a. El campo vectorial dado por
F(x,y) = x%yi + xyj

no es conservativo porque

oM d ON d
— = —[x2y] = 2 - = = =
ay " ay eyl =2y o=l =y

b. El campo vectorial dado por
F(x,y) = 2xi + yj

es conservativo porque

oM 9 oN )
—=——[2x]=0 —=—|yl=0.
Jdy 6y[ +] y ox 8x[y] n
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El teorema 6.1 le permite decidir si un campo vectorial es 0 no conservativo, pero
no le dice cémo encontrar una funcién potencial de F. El problema es comparable al
de la integracion indefinida. A veces puede encontrar una funcién potencial por simple
inspeccién. Asi, en el ejemplo 4 observe que

1
Sl y) = x>+ >’

tiene la propiedad de que

Vi(x, y) = 2xi + yj.

l Calcular una funcion potencial para F(x, y)

Encuentre una funcién potencial para

F(x,y) = 2xyi + (x* = y)j.
Solucion Del teorema 6.1 se deduce que F es conservativo porque
d d
—[2xy] =2 “[x2 - y] = 2x.
ay[ xy]=2x y o[ —yl=2x

Si fes una funcién cuyo gradiente es igual a F(x, y), entonces
Vfle,y) = 2xyi + (6 = y)j

lo cual implica que

flx,y) = 2xy

fly) =22 =y,

Para reconstruir la funcién f de estas dos derivadas parciales, integre f,(x, y) respecto a x
s = [ 2ty = [ =+ g0

e integre f(x, y), respecto a y
fle,y) = ny(x, y)dy = J(x2 —y)dy =x*y — y?z + h(x).

Observe que g(y) es constante con respecto a x y 4(x) es constante con respecto a y. Para
hallar una sola expresién que represente f(x, y), sea

) =2y K=K

Entonces, puede escribir

fley) =2y +g(y) + K
y2
=x’y ——+ K.
Xy =
Puede comprobar este resultado formando el gradiente de f. Vera que es igual a la fun-

cion original F.

Observe que la solucién en el ejemplo 6 es comparable a la dada por una integral
indefinida. Es decir, la solucién representa a una familia de funciones potenciales, dos
de las cuales difieren por una constante. Para hallar una solucién unica, tendria que fijar
una condicién inicial que deba satisfacer la funcién potencial.
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Rotacional de un campo vectorial

El teorema 6.1 tiene un equivalente para campos vectoriales en el espacio. Antes de esta-
blecer ese resultado, se da la definicién del rotacional de un campo vectorial en el espacio.

Definicion del rotacional de un campo vectorial
Larotde F(x,y,z) = Mi + Nj + Pk es

rot F(x,y,z) = V x F(x,y,2)

(aP aN), <6P 6M>, (aN 8M>
=l——-—)i-[———)j+|— - —k
ady 0z 0x 0z ax dy

Sirot F = 0, entonces se dice que F es un campo irrotacional.

La notacién de producto vectorial usada para el rotacional proviene de ver el gra-
diente Vf como el resultado del operador diferencial que actia sobre la funcién f. En
este contexto, utilice la siguiente forma de determinante como ayuda mnemotécnica
para recordar la férmula para el rotacional

rot F(x,y,Z) = V X F(X, Y, Z)

i j Kk
|9 9 9
dx dy 0z
M N P
<6P 6N>, <8P 6M>, (aN 6M>
= \7————n — 7—7‘]4' — - —1k
dy Jz 0x 0z 0x ay

| Calcular el rotacional de un campo vectorial

ceee B> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Encuentre rot F para el campo vectorial

F(x,y,z) = 2xyi + (x2 + z?)j + 2yzk.
(Es F irrotacional?

Solucion El rotacional de F estd dado por

rot F(x,y,z) = V x F(x,y,2)

i i K
=9 9 9
0x ay 0z
2xy x>+ 72 2z
9 9 9 9 9 d
=| dy 0z |; — | ox 9z i+ ox Wy |k

X2+ 22 2z 2xy  2yz 2xy  x2+ 72
= (22 — 22)i — (0 — 0)j + (2x — 20k
= 0.

Como rot F = 0, F es irrotacional. =

[> Algunos sistemas algebraicos por computadora tienen una
. instruccién que se puede utilizar para encontrar el rotacional de un campo vec-
¢ torial. Si tiene acceso a un sistema algebraico por computadora que tenga dicha
- instruccidn, dsela para encontrar el rotacional del campo vectorial en el ejemplo 7.



I IR )=

El teore-
ma 6.2 es valido para dominios
simplemente conectados en el
espacio. Un dominio simple-
mente conexo en el espacio
es un dominio D para el cual
cada curva simple cerrada en
D se puede reducir a un punto
en D sin salirse de D (ver la
seccion 6.5).

I IR )=

Los
ejemplos 6 y 8 son las ilustra-
ciones de un tipo de problemas
llamados reconstruccion de una
funcion a partir de su gradien-
te. Si decide tomar un curso
en ecuaciones diferenciales,
estudiard otros métodos para
resolver este tipo de problemas.
Un método popular da una
interaccién entre las “integra-
ciones parciales” sucesivas y las
derivaciones parciales.
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Mas adelante, en este capitulo, se asignard una interpretacion fisica al rotacional de
un campo vectorial. Pero por ahora, el uso primario del rotacional se muestra en la si-
guiente prueba para campos vectoriales conservativos en el espacio. El criterio establece
que para un campo vectorial en el espacio, el rotacional es 0 en cada punto en el dominio
siy solo si F es conservativo. La demostracion es similar a la dada para el teorema 6.1.

TEOREIMA 6.2 Criterio para campos vectoriales conservativos
en el espacio

Suponga que M, Ny P tienen primeras derivadas parciales continuas en una esfera
abierta Q en el espacio. El campo vectorial dado por

F(x,y,z) = Mi + Nj + Pk

es conservativo si y solo si

rot F(x,y,z) = 0.

Es decir, F es conservativo si y solo si
WP _ON 0P _ oM N _ M

dy 0z ox oz ax  ay’

Del teorema 6.2, puede ver que el campo vectorial del ejemplo 7 es conservativo, ya
que rot F(x, y, z) = 0. Demuestre que el campo vectorial

F(x,y,z) = x*?%zi + x%zj + x%yk
no es conservativo, puede hacer esto al demostrar que su rotacional es
rot F(x,y,2) = (¥¥y? — 2xy)j + 2Qxz — 2x3yz7)k # 0.

Para los campos vectoriales en el espacio que satisfagan el criterio y sean, por tanto,
conservativos, puede encontrar una funcién potencial siguiendo el mismo modelo utili-
zado en el plano (como se demostré en el ejemplo 6).

| Calcular una funcion potencial para F(x, y, 2)

Encuentre una funcién potencial para

F(x,y,z) = 2xyi + (x2 + z?)j + 2yzk.

Soluciéon Del ejemplo 7 sabe que el campo vectorial dado por F es conservativo. Si f
es una funcidn tal que F(x, y, z) = Vf(x, y, z), entonces

floe,y,2) =2y, fley.2) = x>+ 22y fley.z) =2z

e integrando separadamente respecto a x, y y z obtiene

flx,y,2) = jMa’x = f2xydx =x2y + g(y,2)
flx,y,2) = dey = J(xz + z3)dy = x?y + yz> + h(x,2)

fo,y,2) = Jsz = f2yz dz = yz> + k(x,y).
Comparando estas tres versiones de f(x, y, z), puede concluir que
g(y,2) =yz> + K, hix,2) =K y kix,y)=xy+K
Por tanto f(x, y, z) estd dada por
flx,y,z2) = 2%y + yz2 + K. =
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Algunos
sistemas de dlgebra compu-
tacional tienen una instrucciéon
que se puede utilizar para
localizar la divergencia de un
campo vectorial. Si tiene acceso
a un sistema algebraico por
computadora que tiene dicha
instruccion, uselo en el ejem-
plo 9 para encontrar la diver-
gencia del campo vectorial.

Divergencia de un campo vectorial

Ha visto que el rotacional de un campo vectorial F es a su vez un campo vectorial. Otra
funcién importante definida en un campo vectorial es la divergencia, que es una funcién
escalar.

Definicion de divergencia de un campo vectorial

La divergencia de F(x, y) = Mi + Njes

oM~ ON
ivF =V-F =—+ . Pl:
divF(x,y) =V (x,y) P ay ano
La divergencia de F(x, y) = Mi + Nj + Pkes
oM  ON = 9P
divF(x,y,2) = V - F(x,y,2) = ox + ay + 372 Espacio

Si div F = 0, entonces se dice que F es de divergencia nula.

La notacién de producto escalar usada para la divergencia proviene de considerar V
como un operador diferencial, como sigue

V- Fx,y,2) = [(%)1 + (a )j + <i>k] - (Mi + Nj + Pk)

dy az
oM = N = oP
=—+4+ —+—
dx dy 0z

| Divergencia de un campo vectorial

Encuentre la divergencia en (2, 1, —1) para el campo vectorial

F(x,y,z) = ¥*y%i + x%zj + x2k.

Solucion La divergencia de F es
J d J
divF = —[F¥y%] + —[x%2] + —[x%] = 3x%%z.
ivE(x,y,2) = - [xly%] ay[x 2]+ ] = 3a%y%

En el punto (2, 1, —1) la divergencia es

divF(2, 1, — 1) = 3(22)(12)(— 1) = —12. .

La divergencia puede verse como un tipo de derivadas de F ya que, para campos de
velocidades de particulas, mide el ritmo de flujo de particulas por unidad de volumen
en un punto. En hidrodindmica (el estudio del movimiento de fluidos), un campo de
velocidades de divergencia nula se llama incompresible. En el estudio de electricidad y
magnetismo, un campo vectorial de divergencia nula se llama el solenoidal.

Hay muchas propiedades importantes de la divergencia y el rotacional de un campo
vectorial F [vea el ejercicio 77(a)—(g)]. Se establece una de uso muy frecuente en el
teorema 6.3. En el ejercicio 77(h) se le pide demostrar este teorema.

TEOREMA 6.3 Divergencia y rotacional

Si F(x, y,z) = Mi + Nj + Pk es un campo vectorial, y M, N y P tienen segundas
derivadas parciales continuas, entonces

div(rot F) = 0.
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Ejercicios
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

Relacionar En los ejercicios 1-4, asocie el campo vectorial
con su grifica. [Las graficas se marcan (a), (b), (c) y (d).]

(a) i (b) y
GE 0 il
=3 //’ RN

(o) ) ; (@) ’ ;

i
*::VIHM
=

!

Il

T4 l > — g
L 4 —
] *AI l —3 .
. _Sak
1. Flx,y) = yi 2. Fx,y) = xj

3. F(x,y) = yi — xj 4. F(x,y) = xi + 3yj

Dibujar un campo vectorial En los ejercicios 5-10, calcule
|[F]| y dibuje varios vectores representativos del campo vectorial.
5. F(x,y) =i+ 6. F(x,y) = yi — 2xj

7. F(x,y,2) = 3yj 8. F(x,y) = yi + xj

9. Fx,y,z) =i+ j+Kk 10. F(x,y,z) = xi + yj + zk

PPTrazar la grafica de un campo vectorial En los ejercicios

11-14, utilice un sistema algebraico por computadora para

representar graficamente varios vectores representativos del

campo vectorial.

11 F(x.y) = 5ui + y%)
xi+yj+ zk
Va2t y? 22

14. F(x,y,2) = (x, —,2)

12. F(x,y) = 2y — x,2y + x)

13. F(x,y,2) =

Determinar un campo vectorial conservativo En los ejer-

cicios 15-24, determine el campo vectorial conservativo para la

funcién potencial, encontrando su gradiente.

15. f(x.y) = 22 + 22 16. f(x,y) = 2> — 12

17. g(x,y) = 5x% + 3xy + y2 18. g(x,y) = sen 3x cos 4y

19. f(x,y,2) = 6xyz 20. f(x,y,2) = Vx> + 42 + 22

Yy Z Xz

22. glx,y,2) ==+~ ——
gle.y.2) =~ + 3 v

24. h(x,y,z) = x arcsenyz

21. g(x,y,2) = z + ye*’

23. h(x,y,z) = xyIn(x + y)

Comprobar que un campo vectorial es conservativo En
los ejercicios 25-32, compruebe que el campo vectorial es con-
servativo.

1
25. F(x,y) = xy%i + x2yj 26. F(x,y) = ;(yi — xj)

27. F(x,y) = senyi + xcosyj 28. F(x,y) = 5y%(yi + 3xj)

29. Fx. ) = xiy(yi —xj) 30. Fx.y) = %ezx/y(yi ~ 3j)

1

31. F(x,y) = ﬁ(l +3J)
32. F(x,y) = ﬁ()’i + xj)

Determinar una funcion potencial En los ejercicios 33-42,
determine si el campo vectorial es conservativo. Si es asi, calcule
una funcion potencial para el campo vectorial.

33. F(x,y) = yi + xj 34. F(x,y) = 3222 + 2x3yj
35. F(x,y) = 2xyi + x3j 36. F(x,y) = xe*¥(2yi + xj)

37. F(x,y) = 15y% — 5xy?%j 38. F(x,y) = L (yi — 2xj)

»?
2y, x?. xi + yj
39. F(x,y) =7l—)7.] 40. F(x,y) =x2+y2
41. F(x,y) = e*(cos yi — senyj)
_ 2t 2yj
42. F(x,y) = o2+ y22

Determinar el rotacional de un campo vectorial En los
ejercicios 43-46, determine rot F para el campo vectorial para
el punto dado.

43. F(x,y,z) = xyzi + xyzj + xyzk; (2,1,3)
44. F(x,y,z) = x%i — 2xzj + yzk; (2, —1,3)
45. F(x,y,z) = e senyi — e* cos yj; (0,0, 1)
46. F(x,y,z) = e (i + j + k); (3,2,0)

PP Determinar el rotacional de un campo vectorial En los

ejercicios 47-50, use un sistema algebraico para determinar el
rotacional del campo vectorial.

47. F(x,y,2) = arctan(%)i +InV/x2+ y2j+k

48. F(x,y,z) = AT SR j+ Yk
y—z x—z" x-—y

49. F(x,y,z) = sen(x — y)i + sen(y — z)j + sen(z — x)k
50. F(x,y,2) = Vx> +y2 + 22 (i +j + k)
Determinar una funcién potencial En los ejercicios 51-56,

determine si el campo vectorial F es conservativo. Si lo es,
calcule una funcién potencial para el campo vectorial.

51. F(x,y,2) = xy222%i + x2yz%j + x2y*zk
52. Flx,y,z) = y*2%i + 2xyz3j + 3xy%z%k
53. F(x,y,z) = senzi + senxj + senyk
54. F(x,y,z) = yeii + ze¥j + xe’k
z, Xz, X
55. F(x,y,2) =~i—=j+~k
Y Yoy Ty

Yy
x> +y

56. F(x,y,z) = ;i Tk

S
x2 42
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Determinar la divergencia de un campo vectorial En los
ejercicios 57-60, determine la divergencia del campo vectorial F.

57. F(x,y) = x%i + 2y?%j

58. F(x,y) = xe*i + ye’j

59. F(x,y,z) = senxi + cos yj + z°k

60. F(x,y,z) = In(x2 + y?)i + xyj + In(y? + z2)k
Determinar la divergencia de un campo vectorial En los

ejercicios 61-64, calcule la divergencia del campo vectorial F en
un punto dado.

61. F(x,y,z) = xyzi + xyj + zk; (2,1, 1)

62. F(x,y,z) = x%zi — 2xzj + yzk; (2, — 1, 3)

63. F(x,y,z) = e*senyi — e*cos yj + z°k; (3,0, 0)
64. F(x,y,z) = In(xyz)(i +j + k); (3,2, 1)

DESARROLLO DE CONCEPTOS

65. Campo vectorial Defina un campo vectorial en el pla-
no y en el espacio. D€ algunos ejemplos fisicos de campos
vectoriales.

66. Campo vectorial conservativo ;Qué es un campo
vectorial conservativo y cudl es su criterio en el plano y en

el espacio?
67. Rotacional Defina el rotacional de un campo vectorial.

68. Divergencia Defina la divergencia de un campo vecto-
rial en el plano y en el espacio.

Rotacional de un producto cruz En los ejercicios 69 y 70,

calcular el rotacional (F X G) =V X (F X G).

69. F(x,y,z) =i+ 3xj + 2k 70. F(x,y,z) = xi — zk
G(x,y,z) = xi —yj + zk G(x,y,z) = x%i + yj + 2%k

Rotacional del rotacional de un campo vectorial En los

ejercicios 71 y 72, encuentre rot(rot F) = Vx(V X F).

71. F(x,y,z) = xyzi + yj + zk

72. F(x,y,z) = x%i — 2xzj + yzk

Divergencia de un producto cruz En los ejercicios 73 y 74,

hallar div(F X G) = VX(F X G).

73. F(x,y,z) =i+ 3xj + 2k 74. F(x,y,z) = xi — zk
G(x,y,z) = xi —yj + zk G(x,y,z) = x4 + yj + z%k

Divergencia del rotacional de un campo vectorial En los

ejercicios 75 y 76, encuentre div(rot F) = VX (V X F).

75. F(x,y,z) = xyzi + yj + zk

76. F(x,y,z) = x%zi — 2xzj + yzk

77. Demostracion En los incisos (a)-(h), demuestre la propie-

dad para los campos vectoriales F y G y la funcién escalar f.
(Suponga que las derivadas parciales requeridas son continuas.)

(a) rot(F + G) = rot F + rot G

(b) rot(VF) =V x (Vf) =0

(c) div(F + G) = divF + divG

(d) div(F x G) = (tot F) - G — F - (rot G)

Thufir/Big Stock Photo

€ Vx[VF+ (VxF)]=Vx(VxF)
() Vx (fF) = f(VxF) + (Vf) x F
(¢) div(fF) = fdivF + Vf- F

(h) div(rot F) = 0 (Teorema 6.3)

U

;COMO LO VE? Varios vectores representativos en
los campos vectoriales
xi + yj xi — yj

F(x,y) = NS R Glx,y) = N

se muestran a continuacién. Explique cualquier simili-
tud o diferencia en los campos vectoriales.

Campo vectorial: Campo vectorial:

Xi+yj

Glx,y) = xi—yj

Vit + y2 X2+ yz

F(x,y) =

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 79-82, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que demuestre su falsedad.

79. SiF(x, y) = 4xi — y?%, entonces lIF(x, y)ll = 0 cuando (x, y) —
(0, 0).

80. SiF(x,y) = 4xi —y%j y (x, y) estd en el eje y positivo, entonces
el vector apunta en la direccién y negativa.

81. Sifesuncampo escalar, entonces el rotacional de ftiene sentido.

82. SiF es un campo vectorial y rot F = 0, entonces F es irrotacio-
nal, pero no conservativo.

«83. Campo magnéticode laTierra o o o o ¢ o o o o

Una seccién transversal
del campo magnético
se puede represen-

tar como un campo
vectorial en el que el
centro de la Tierra estd
ubicado en el origen y
los puntos positivos del
eje y en la direccion del
polo norte magnético.
La ecuacién para este
campo es

F(x,y) = M(x,y)i + N(x,y)j

m
— 3 2 32\t
T2+ y2)5/2[3xy1 + (2% = )]
donde m es el momento magnético de la Tierra. Demues-
tre que este campo vectorial es conservativo.
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6.2 Integrales de linea

JOSIAH WILLARD GIBBS
(1839-1903)

Muchos fisicos y matematicos

han contribuido a la teoria y a

las aplicaciones descritas en este
capitulo, Newton, Gauss, Laplace,
Hamilton y Maxwell, entre otros. Sin
embargo, el uso del anilisis vectorial
para describir estos resultados se
atribuye principalmente al fisico
matematico estadounidense Josiah
Willard Gibbs.

Ver LarsonCalculus.com para leer
mas acerca de esta biografia.

Figura 6.7

% Comprender y utilizar el concepto de curva suave por partes.
W Expresar y evaluar una integral de linea.

W Expresar y evaluar una integral de linea de un campo vectorial.
W Expresar y calcular una integral de linea en forma diferencial.

Curvas suaves por partes

Una propiedad clasica de los campos gravitacionales es que, sujeto a ciertas restriccio-
nes fisicas, el trabajo realizado por la gravedad sobre un objeto que se mueve entre dos
puntos en el campo es independiente de la trayectoria que siga el objeto. Una de las
restricciones es que la trayectoria debe ser una curva suave por partes. Recuerde que
una curva plana C dada por

r(t) =x(0i + y@)j, a<t<b

es suave si
dx dy
dt y dt

son continuas en [a, b] y no simultdneamente O en (a, b). Similarmente, una curva C en
el espacio dada por

r(t) =x(0i + y@)j + z()k, a<t<bh

es suave si
A dy | d
i di Y dr

son continuas en [a, b] y no simultdneamente O en (a, b). Una curva C es suave por
partes si el intervalo [a, b] puede dividirse en un nimero finito de subintervalos, en cada
uno de los cuales C es suave.

W Hallar una parametrizacion suave por partes

Encuentre una parametrizacion suave por partes de la grafica C que se muestra en la
figura 6.7.

Solucion Como C consta de tres segmentos de recta C,, C, y C, puede construir una
parametrizacidn suave de cada segmento y unirlas haciendo que el dltimo valor de ¢ en
C, coincida con el primer valor de t en C, .

C,: x(t) =0, y(t) = 2t, z2(t) =0, 0=<t<
Cy x(t)=1—1, y(t) =2, Z2(1) =0, 1 <t<
Cy x(t) = 1, y(t) =2, () =1—-2, 2<t<3
Por tanto, C estd dada por
21, 0=r=1
r() =10 — i + 2j, 1<tr<2.
i+2j+(—2k, 2<r<3
Como C,, C, y C; son suaves, se deduce que C es suave por partes. L]

Recuerde que la parametrizacion de una curva induce una orientacion de la curva.
Asi, en el ejemplo 1, la curva esta orientada de manera que la direccién positiva va desde
(0, 0, 0), siguiendo la curva, hasta (1, 2, 1). Trate de obtener una parametrizacién que
induzca la orientacién opuesta

The Granger Collection
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Integrales de linea
Hasta ahora en el texto ha estudiado varios tipos de integrales. Para una integral simple

b
j f(x) dx Integre sobre el intervalo [a, b].
a

integre sobre el intervalo [a, b]. De manera similar, en las integrales dobles
fff(x’ .V) dA Integre sobre la region R.
R

integre sobre la regiéon R del plano. En esta seccidn estudiard un nuevo tipo de integral
llamada integral de linea

f f(x, y) ds Integre sobre una curva C.
C

en la que integra sobre una curva C suave por partes. (Esta terminologia es un poco des-
afortunada, este tipo de integral quedara mejor descrita como integral de curva.)

Para introducir el concepto de una integral de linea, considere la masa de un cable
de longitud finita, dado por una curva C en el espacio. La densidad (masa por unidad de
longitud) del cable en el punto (x, y, z) estd dada por f(x, y, z). Se particiona la curva C
mediante los puntos

Py, P, ....P

n

produciendo n subarcos, como se muestra en 2
la figura 6.8. La longitud del i-ésimo subarco
estd dada por As;. A continuacion, elija un pun-
to (x;, y;» z;) en cada subarco. Si la longitud de
cada subarco es pequefia, la masa total del cable
puede ser aproximada por la suma

(x5 ;5 2;)

Masa del alambre = ' f(x;,y;,z,) As;.

=1 Particion de la curva C.

. . Figura 6.8
Si lIAll denota la longitud del subarco mas largo

y se hace que lIAll se aproxime a 0, parece razonable que el limite de esta suma se aproxi-
me a la masa del cable. Esto conduce a la definicién siguiente.

Definicion de integral de linea

Si f esta definida en una regién que contiene una curva suave C de longitud finita,
entonces la integral de linea de f a lo largo de C esta dada por

llAll=0 ;

f flx,y)ds = lim Ef(xl-, y;) As; Plano
c |
)

jf(x, Y, Z) ds = lim Ef(xi, Vis Zi) Asi Espacio
C

All—0 =4

siempre que este limite exista.

Como sucede con las integrales analizadas en la unidad 5, para evaluar una integral
de linea es 1til convertirla en una integral definida. Puede demostrarse que si f'es conti-
nua, el limite dado arriba existe y es el mismo para todas las parametrizaciones suaves
de C.
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Para evaluar una integral de linea sobre una curva plana C dada por r(f) = x(H)i +
y(1)j, utilice el hecho de que

ds = e ()l dr = V[x'(0)]* + [y ()] dr.

Para una curva en el espacio hay una férmula similar, como se indica en el teorema 6.4.

TEOREMA 6.4 Evaluar una integral de linea como integral definida

Sea f continua en una regién que contiene una curva suave C. Si C estd dada por
r() = x(?)i + y(1)j, donde a <t < b, entonces

L flx,y)ds = J J&@), yO)V [x (O] + [y(0)]* dr.

Si C estd dada por r(f) = x(H)i + y(1)j + z(?)j, donde a < ¢ < b, entonces

L flx,y,2)ds = J Fx(@), y(2), 2DV [x O] + [y O + [2/(0)]* dr.

Observe que si f(x, y, z) = 1, entonces la integral de linea proporciona la longitud
de arco de la curva C, como se definid en la unidad 4. Es decir

b
f lds = f [r ()| df = longitud de la curva C.
@ a

| Evaluar una integral de linea

Evalide
J (x2 —y+3z7)ds
c

donde C es el segmento de recta que se muestra en la figura 6.9.

Solucion Para empezar, exprese la ecuacion de la recta en forma paramétrica
x=t y=2ty z=1t 0=t=1.

Por tanto, x'(¥) = 1, y'(t) = 2y z'(¢) = 1, lo que implica que
VEOP+TYOP+ 0P = VP +22+ 1 = V6.

Asf, la integral de linea toma la forma siguiente

f(xz—y-i—3z)ds=fl(t2—2t+3t)\/gdt
= \/Efl(t2+t)dt

£

- 6|5 +5]

2
_ 56
6

1

0

En el ejemplo 2, el valor de la integral de linea no depende de la parametrizacién
del segmento de recta C, con cualquier parametrizacién suave se obtendrd el mismo va-
lor. Para convencerse de esto, pruebe con alguna otra parametrizacién, como por ejemplo
x=1+2t,y=2+4tyz=1+ 2t,—%£t£0,ox=—t,y =-2tyz=-t,-1<t<0.
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Sea C una trayectoria compuesta de las curvas suaves C,, C,, ..., C,. Si fes continua
en C, entonces se puede demostrar que

ff(x,y)ds =f fx,y) ds +f fle,y) ds + - - -+f fx, ) ds.
c C, C, G,

Esta propiedad se utiliza en el ejemplo 3.

I Evaluar una integral de linea sobre una trayectoria

Evalte

jxds
c

donde C es la curva suave por partes que se muestra en la figura 6.10.

Solucion Para empezar, integre en sentido ascendente sobre la recta y = x, usando la
parametrizacién siguiente.

0.0) Chox=t,y=t 0=tr=1
o

Para esta curva, r(f) = fi + tj, lo que implica x'(r) = 1y y'(¢) = 1. Asi,

Figura 6.10 T T T = 7
y tiene
[pro [ ma o] -2

A continuacion, integre en sentido descendente sobre la pardbola y = x?, usando la
parametrizacion

Cyrx=1—1t y=(0-1?2 0=<tr=1.

Para esta curva,
r(t) = (1 — i + (1 — 23

lo cual implica que x'(r) = — 1 y y'(#) = —2(1 — ). Entonces,
VIXOP+ [y OP = V1 +40 -1

y tiene

f xds
G

f (1 =9V1+40 —0?ar

- —é[%[l a1 - ¢)2]3/2]0
- S -,

Por consiguiente

2 1
deszf xds-l—J xds=£+—(53/2— 1) = 1.56.

Para parametrizaciones dadas por r(f) = x(H)i + y(7)j + z()j es util recordar la
forma de ds como

ds = e @] dr = VIx'OF + [y 0P + [’ ()P dr.

Esto se demuestra en el ejemplo 4.
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m Evaluar una integral de linea

Evalde f (x + 2) ds, donde C es la curva representada por
c
- A |
r(r) =i + §t3/2J + Etzk, 0=<t=<2.

Solucion Yaquer'(r) =i+ 2% + 4y
Ir@] = VIxOF + [yOP + [0 = V1 +4r + ¢

se deduce que

f(x+2)ds=fz(t+2)‘/1 + 4t + 2 dt

e N}

2t + 2)(1 + 4t + )2 dr

2

(1 +4r+ t2)3/2]
0

= W= N[

1313 - 1)

U

— W
I
)
©

El ejemplo siguiente muestra como usar una integral de linea para hallar la masa
de un resorte cuya densidad varfa. En la figura 6.11 observe como la densidad de este
resorte aumenta a medida que la espiral del resorte asciende por el eje z.

W Hallar la masa de un resorte

Encuentre la masa de un resorte que tiene la forma de
una hélice circular

Densidad:
plx,y,2)=1+z

r(r) = %(cos ti + sentj + tk)

donde 0 < ¢ < 677 la densidad del resorte es
plx,y,2) = 1+z
como se muestra en la figura 6.11.

Solucion Como

x| = Lz\/(—sen )2+ (cost)2 + (1)2 =1

NG
se deduce que la masa del resorte es
Masa = f (1 +2z)ds _'.'_*__Hy
c 2
6 ¢ 1
= 1+ —|dr r(f) =—=(cos ti+senzj+tk)‘
L ( ﬂ) V2
2 6
=1|t+ Figura 6.11
[ 2\/5}0
3
= 677(1 + —)
V2

~ 144.47. L

David Stockman/iStockphoto.com
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Campo de fuerzas cuadrético inverso F

Vectores a lo largo de una trayectoria
parabdlica en el campo de fuerzas F.

Figura 6.12

Analisis vectorial

Integrales de linea de campos vectoriales

Una de las aplicaciones fisicas mas importantes de las integrales de linea es la de hallar
el trabajo realizado sobre un objeto que se mueve en un campo de fuerzas. Por ejemplo,
la figura 6.12 muestra un campo de fuerzas cuadratico inverso similar al campo gravita-
torio del Sol. Observe que la magnitud de la fuerza a lo largo de una trayectoria circular
en torno al centro es constante, mientras que la magnitud de la fuerza a lo largo de una
trayectoria parabdlica varia de un punto a otro.

Para ver cémo puede utilizarse una integral de linea para hallar el trabajo realizado en
un campo de fuerzas F considere un objeto que se mueve a lo largo de una trayectoria C
en el campo, como se muestra en la figura 6.13. Para determinar el trabajo realizado por
la fuerza, solo necesita considerar aquella parte de la fuerza que actia en la direccion
en que se mueve el objeto (o en la direccidn contraria). Esto significa que en cada punto
de C puede considerar la proyeccion F X T del vector fuerza F sobre el vector unitario
tangente T. En un subarco pequeiio de longitud As,, el incremento de trabajo es

AW, = (fuerza)(distancia)
= [F(xi, Vis Z,‘) : T(-x[s Vis Zi)] Asi

donde (x;, y;, z;) es un punto en el subarco i-ésimo. Por consiguiente, el trabajo total
realizado estd dado por la integral siguiente

W = j F(x,y,z) » T(x,y,z)ds.
c

T tiene la
direccion

En cada punto en C, la fuerza en la direccién del movimiento es (F « T)T.
Figura 6.13

Esta integral de linea aparece en otros contextos y es la base de la definicion si-
guiente de la integral de linea de un campo vectorial. En la definicién, observe que

r'(r)
F-Tds=F- -—=5|r' ()| dt
RO
=F - -r'(t)dt
=F - dr.

Definicion de la integral de linea de un campo vectorial
Sea F un campo vectorial continuo definido sobre una curva suave C dada por
r(t),a<t<b

La integral de linea de F sobre C estd dada por

fF~dr=JF-Tds
c c

- [ Fat50.20) - 0 a




2 (=1,0,37)

Figura 6.14

Generado por Mathematica

Figura 6.15
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Trabajo realizado por una fuerza

« + « «D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Determine el trabajo realizado por el campo de fuerzas

1, 1., 1
F(x,y,2) = —oxi = itk

Campo de fuerzas F

sobre una particula que se mueve a lo largo de la hélice dada por

r(f) = cos ti + sen #j + rk Curva en el espacio C
desde el punto (1, 0, 0) hasta el punto (=1, 0, 377), como se muestra en la figura 6.14.
Solucién Como

r(t) = x()i + y()j + z(k
= costi + sentj + 1k

se deduce que
x(t) = cost, y(f) =sent y z(t) =1t

Por tanto, el campo de fuerzas puede expresarse como

1 1 1
F(x(1), y(1),z(1) = —5 cos t— 5 sen tj + Zk.

Para hallar el trabajo realizado por el campo de fuerzas al moverse la particula a lo largo
de la curva C, utilice el hecho de que

r'(t) = —senti + costj + k

y escriba lo siguiente.

WZJF-dr
c

_ f F(x(0). (). 20)) - 1) di

3
- 1 1 1

= f <—*cos ti — —sentj + *k) - (—senti + costj + k) dt
0

2 2 4
3
= (*sentcost—lsentcost+1>dt
0 \2 2 4
37
1
= —dt
J,
1 3
= —
4 1o
37

En el ejemplo 6, observe que las componentes x y y del campo de fuerzas acaban no
contribuyendo en nada al trabajo total. Esto se debe a que en este ejemplo particular la
componente z del campo de fuerzas es la Unica parte de la fuerza que actiia en la misma
direccion (o en direccion opuesta) en la que se mueve la particula (vea la figura 6.15).

[> La gréfica, generada por computadora, del campo de fuerzas
del ejemplo 6 que se muestra en la figura 6.15 indica que todo vector en los pun-
tos del campo de fuerzas apunta hacia el eje z.
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Cpory() =@ =i+ @t—13)j
Cy: 1y(0) =ti+ (4t — 1%)j

4k
51 1,3)
e
C, \
J \
| | | (4, 0) "
IR
Figura 6.16
oo Aunque

en el ejemplo 7 el valor de la
integral de linea depende de la
orientacion de C, no depende
de la parametrizacién de C.
Para ver esto, sea Cj la curva
representada por

r,=@+2)i+ @4 -7Aj

donde —1 < ¢ < 2. La grafica de
esta curva es el mismo segmento
parabdlico que se muestra en la
figura 6.16. (El valor de la inte-
gral de linea sobre C; coincide
con el valor sobre C, 0 C,? ;Por
qué si o por qué no?

.................D

Analisis vectorial

Para las integrales de linea de funciones vectoriales, la orientacién de la curva C
es importante. Si la orientacién de la curva se invierte, el vector tangente unitario T(¥)
cambia a —T(¢), y obtiene

f F-dr=—jF-dr.
—C C

| Orientar y parametrizar una curva

Sea F(x, y) = yi + x%j y evalde la integral de linea

jF-dr
c

para las curvas parabdlicas mostradas en la figura 6.16.
a. Cir (=@ -ni+@—-Mj 0<r=<3
b. Cory(t) =ti+ (4t —1)j, 1 <tr<4

Solucion

a. Comor,/(n =-i+ @-20jy
F(x(r), (1)) = (4t — )i + (4 — 1)

la integral de linea es

3
f F-dr= f [(4t =i+ @4 —0%] - [-i+ @4 —20j]dr
C, 0
3
= f (—4t + 2+ 64 — 64t + 20> — 23) dt
0
3
= f (=283 + 212 — 68t + 64) dt
0

1 3
= [—— + 7 — 3417 + 64t]
2 0
_ 9
5
b. Comor, (1) =i+ (4-20)jy
F(x(0), (1)) = (41 — )i +

la integral de linea es

f F:dr= f [(4r — i+ 3] - [i + @4 — 20)j] ar
c, I
= f4(4;— 2+ 42 — 263 dt

4
= f (=263 + 312+ 41) dt
1

t4 3 224
=|-—=+s+
[ 2! ’l

_ 9
>

El resultado del inciso (b) es el negativo del inciso (a) porque C, y C,representan orien-
taciones opuestas del mismo segmento parabdlico.



réntesis se omiten a menudo en
esta forma diferencial, como se

O IR )=

Los pa-

muestra a continuacion

fde-l—Ndy
c

Con tres variables, la forma di-

ferencial es

fde+Ndy+sz.
c

r(t) =3 cos ti+ 3 sentj

Figura 6.17

6.2 Integrales de linea 343

Integrales de linea en forma diferencial

Una segunda forma normalmente utilizada de las integrales de linea se deduce de la no-
tacién de campo vectorial usada en la seccién 6.1. Si F es un campo vectorial de la forma
F(x, y) = Mi + Nj y C estd dada por r(f) = x(#)i + y(r)j entonces F X dr se escribe a
menudo como M dx + N dy.

fF-dr=fF-m.dt
c c dt

_ f (Mi + Nj) - (0 + y'(05) d

b
dx dy)
=| (M= +N=Z
J;( dt th dr

Zf(de-i-Ndy)

Esta forma diferencial puede extenderse a tres variables.

l Evaluar una integral de linea en forma diferencial

Sea C el circulo de radio 3 dado por
r(f) =3costi +3sentj, 0<t<2mw

como se muestra en la figura 6.17. Evalte la integral de linea

J yidx + (¥ + 3x)?) dy.
c

Solucion Comox = 3costyy = 3sent, setiene dx = -3 sentdtydy = 3 cos ¢ dt.
Por tanto, la integral de linea es

fde+Ndy
c

= f yidx + (¥ + 3xy?) dy
c
2

= [(27 sen® t)(—3 sen?) + (27 cos® t + 81 cos ¢ sen? t)(3 cos 1) ] dt
0

2
= 81f (cos*t — sen*t + 3 cos? tsen?t) dt
0

2
= 81f <coszt — sen’t + %sen2 2t> dt
0

2 _
81[ [cos 2t + i(ﬂﬂ dt
o 4 2

_ 81[sen 2t+ ét 3 sen4tT’T
2 8 32 0

_243n

==

La orientacién de C afecta el valor de la forma diferencial de una integral de linea.
Especificamente, si —C tiene orientacion opuesta a C, entonces

f de+Ndy=—jde+Ndy.
-c c

Por tanto, de las tres formas de la integral de linea presentadas en esta seccidn, la orien-

tacién de C no afecta a la forma [, Jf(x,y) ds, pero si afecta a la forma vectorial y la
forma diferencial.
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T
\ 1

Figura 6.18

Analisis vectorial

Para las curvas representadas por y = g(x), a < x < b, puede hacer x = t y obtener
la forma paramétrica

x=ty y=gt), ast=<h
Como dx = dt en esta forma, tiene la opcidn de evaluar la integral de linea en la variable x

o en la variable 7. Esto se demuestra en el ejemplo 9.

I Evaluar una integral de linea en forma diferencial

Evalde
f ydx + x> dy
c

donde C es el arco parabdlico dado por y = 4x — x? desde (4, 0) a (1, 3), como se muestra
en la figura 6.18.

Soluciéon En lugar de convertir al pardmetro 7, puede simplemente conservar la va-
riable x y escribir

y=4x — x> > dy= (4 — 2x)dx.

Entonces, en la direccién desde (4, 0) a (1, 3), la integral de linea es
1
f ydx + x2dy = f [(4x — x?) dx + x2(4 — 2x) dx]
c 4

1
= f (4x + 3x2 — 2x%) dx
4

1
= [2)(2 + x3 - %}4

_ 9%

2" Vea el ejemplo 7. L}

Exploracion

Hallar el drea de la superficie lateral 1a figura muestra un pedazo de hojalata
cortado de un cilindro circular. La base del cilindro circular se representa por x> +
y* = 9. Para todo punto (x, y) de la base, la altura del objeto estd dada por

flx,y) =1+ cos %

Explique como utilizar una integral de linea para hallar el drea de la superficie del
pedazo de hojalata.

X
+ COS —

P o C D

3T, \(x, b))
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

Determinar una parametrizacion suave por partes En los
ejercicios 1-6, encuentre una parametrizacion suave por partes
de la trayectoria C. (Existe mas de una respuesta correcta.)

1. y 2. v

C
REENCE
| (1,1)

(3.3)

(5.4

[
I
T
—_ N W Bk W

Evaluar una integral de linea En los ejercicios 7-10, evalie
la integral de linea a lo largo de la trayectoria dada.

7. fxyds 8. f 3(x — y)ds
c c
C:r(t) = 4ti + 34§ C:r(t) =ti+ 2 — 1)j

O0<sr=<1 0<str<?2

9. j 2+ 3>+ 2)ds 10. j 2xyz ds
c c

C:r(f) = senti + costj + 2k C:r(f) = 124i + 5tj + 84tk

0<rt<w/2 0<r=1

Evaluar una integral de linea En los ejercicios 11-14, (a) en-
cuentre una parametrizacion de la trayectoria y (b) evalie

f 2 + y?) ds
c

alo largo de C.
11. C: segmento de recta de (0, 0) a (1, 1).
12. C: segmento de recta de (0, 0) a (2,4).

13. C: circulo x* + y> = 1 recorrido en sentido contrario a las ma-
necillas del reloj, desde (1, 0) hasta (0, 1).

14. C: circulo x> + y?> = 4 recorrido en sentido contrario a las ma-
necillas del reloj, desde (2, 0) hasta (0, 2).

Evaluar una integral de linea En los ejercicios 15-18, (a) en-
cuentre una parametrizacion de la trayectoria C y (b) evalie

L(Huy)ds

alo largo de C.

I5. C:ejexdex=0ax=1.

16. C:ejeydey=1ay=09.

17. C: tridngulo cuyos vértices son (0, 0), (1, 0) y (0, 1), recorrido
en sentido contrario a las manecillas del reloj.

18. C: cuadrado cuyos vértices son (0, 0), (2, 0), (2, 2) y (0, 2),
recorrido en sentido contrario a las manecillas del reloj.

Determinar una parametrizacion y evaluar una integral
de linea En los ejercicios 19-20, (a) encuentre una parame-
trizacion continua por partes de la trayectoria que se muestra
en la figura y (b) evalie

f(2x+y2—z)ds
c

alo largo de C.

Masa En los ejercicios 21 y 22, encuentre la masa total de
dos vueltas completas de un resorte de densidad p y que tiene
forma de hélice circular.

r(() = 2costi+ 2sentj+tk, 0 <t < dm.

21 plx, y,2) = 502 + )2 + 2)

22. p(x,y,2) =z

Masa En los ejercicios 23-26, encuentre la masa total del cable

de densidad p.

23. r(r) = costi + sentj, plx,y) =x+y+2,0<t<nm

24. r(1) = 2i + 24, plx,y) =3y, 0 <t <1

25. () = £Ai+ 2t + £k, p(x,y,2) =kz (k>0),1 <t<3

26. r(t) = 2costi + 2sen tj + 34k, p(x,y,2) =k + 2
(k>0),0<t<2m
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Evaluar una integral de linea de un campo vectorial En 37. F(x,y) = xi +yj

los ejercicios 27-32, evald
0s ejercicios 27-32, evalie C: alrededor del tridngulo con vértices (0, 0), (1, 0) y (0, 1).

(Sugerencia: Vea el ejercicio 17a.)
f F - dr
c ¥ y

donde C esta representa por r(f). 3

©, D

27. Flx,y) = xi + yj ! c
C:rx()=tri+1, 0<r=<1 c 1
28. F(x,y) = xyi + yj x
T . -2 -1
1

C: r(t) =4costi +4sentj, 0<t<m/2
29. F(x,y) = 3xi + 4yj

C: r(t) =costi+ sentj, 0<t<m/2 Figura para 37 Figura para 38
30. F(x,y) = 3xi + 4yj 38. F(x, y) = —vi— 1j

cr() =+ JV4-17j, —2=<r1r=<2

C: (o) ! ’ C: alrededor del semicirculo y = /4 — x* desde (2, 0) hasta

31. F(x,y,2) = xyi + xzj + yzk 2.0
(=2,0)

C:r()=tr+r3j+2tk, 0<tr<1

32. F(x,y,2) = x4 + 3 + 2k

C: r(t) =2sensi +2costj + 3%k, 0<t<m

39. F(x,y,z) = xi + yj — 57k
C:r(t) =2costi+2sentj+tk, 0<t=<2m

Evaluar una integral de linea de un campo vectorial En
los ejercicios 33 y 34, utilice un sistema algebraico por compu-
tadora y calcule la integral

fF-dr
C

donde C se representa por r(t).

33. F(x,y,z) = i + 6yj + yz°k

Figura para 39 Figura para 40
C:r()=ti+Aj+Intk, 1 <r<3
i+ yj + 2k 40. F(x,y,z) = yzi + xzj + 0k
34. Flx,y,2) = =25 N } 1w
N C: recta desde (0, 0, 0) hasta (5, 3, 2)

C:r()=ti+tj+ek, 0<r<2
Trabajo En los ejercicios 41-44, determine si el trabajo efec-

Trabajo En los ejercicios 35-40, encuentre el trabajo realizado tuado a lo largo de la trayectoria C es positivo, negativo o cero.

por el campo de fuerzas F sobre una particula que se mueve a Explique
lo largo de la trayectoria dada. 41. y
35 Ko =i 2 A0 NN
C:x =1,y = desde (0,0)a(2,8) VN NN
P VNN
Y M el VNN
— e e ¥ N A T T T
8+ (2,8) o x
— T X VA G g e g
a SO N A }Ss
C
42. y
¢ X e NN TN
l e e Y NN T T
X
— = O~ X A -
Figura para 35 Figura para 36 U N\ //-.; P
SO NG IV
S
C: x = cos’t, y = sen’t desde (1, 0) a (0, 1)




43. y
NN
SONANANN e/ S S
SN N A S
D N NN r Pl
I BN,
44, y
NN
SNONANANA e/ S S
SN S
~ N A r s T

T ONCNNTN

Evaluar una integral de linea de un campo vectorial En
los ejercicios 45 y 46, evaliie [ F - dr para cada curva. Analice
la orientacién de la curva y su efecto sobre el valor de la integral.
45. F(x,y) = x4 + xyj

@r@=2i+@¢—1)j 1=<r=<3

) ) =283-10i+Q2-1j, 0<st=2
46. F(x,y) = x2yi + xy*?j

@r@O=¢+1Di+, 0<str=<2

() ry(1) = (1 + 2cost)i + (4cos?t)j, 0 =<t=<m/2

Demostrar una propiedad En los ejercicios 47-50, demues-
tre la propiedad

JF-dr=0
C

independientemente de cuales sean los puntos inicial y final de C,
si el vector tangente es ortogonal al campo de fuerzas F.

47. F(x,y) = yi — xj
C: r(t) = ti — 2¢j

48. F(x,y) = —3yi + xj
C: r(t) = ti — 13

49. F(x,y) = (x> — 2x%)i + (x — %)J
C:r(t) =ti+ 7

50. F(x,y) = xi + yj
C: r(t) = 3senti + 3 cos tj

Evaluar una integral de linea en forma diferencial En los

ejercicios 51-54, evaliie la integral de linea a lo largo de la tra-
yectoria dada por x = 2¢,y = 10t, donde 0 <z < 1.

51. f (x + 3y?) dy 52.[ (x + 3y?) dx
c c

53. fxydx+ ydy 54.1(3y*x)dx+y2dy
c c
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Evaluar una integral de linea en forma diferencial En los
ejercicios 55-62, evaliie la integral

j(Zx—y)dx+(x+3y)dy

a lo largo de la trayectoria C.
55. C:ejexdesdex = O hastax =5
56. C:ejeydesdey =0hastay =2

57. C: los segmentos de recta de (0,0)a (3,0)yde (3,0)a (3,3)

58. C: los segmentos de recta de (0, 0) a (0, —3) y de (0, —3) a (2, -3)

59. C: arco sobre y = 1 — x? desde (0, 1) hasta (1, 0)

60. C: arco sobre y = x*? desde (0, 0) hasta (4, 8)

61. C: trayectoria parabdlica x = ¢, y = 2/* desde (0, 0) hasta (2, 8)

62. C: trayectoria eliptica x = 4 sen t, y = 3 cos ¢ desde (0, 3)
hasta (4, 0)

Area de una superficie lateral En los ejercicios 63-70, en-
cuentre el area de la superficie lateral (vea la figura) sobre la
curva en el plano xy y bajo la superficie z = f(x, y), donde

Area de la superficie lateral = f fx,y) ds.
c

z
Superticie:

z=fx,y)

___....—-—.————-

Superficie
lateral

o

- —

P ~

x As;

1

C: curva en el plano xy

63. f(x,y) = h, C: linea desde (0, 0) hasta (3, 4)

64. f(x,y) =y, C: lineadesde (0,0)hasta (4,4)

65. f(x,y) = xy, C: x>+ y*> = 1desde(1,0) hasta (0, 1)
66. f(x,y) =x+y, C: x>+ y*>=1desde(l,0)hasta(0,1)
67. f(x,y) =h, C:y=1— x*>desde(l,0)hasta (0, 1)

68. f(x,y) =y + 1, C:y=1—x>desde(1,0) hasta(0, 1)
69. f(x,y) = xy, C:y =1 — x*>desde(1,0) hasta (0, 1)

70. f(x,y) =x2—y*+4, C:x2+y*=4

71. Diseno de ingenieria Un motor de tractor tiene un com-
ponente de acero con una base circular representada por la
funcidn vectorial r (f) = 2 cos ti + 2 sen £j. Su altura estd dada
por z = 1 + y2. Todas las medidas estdn en centimetros.

(a) Encuentre el drea de la superficie lateral del componente.

(b) El componente tiene forma de capa de 0.2 centimetros de
espesor. Utilice el resultado del inciso (a) para aproximar
la cantidad de acero empleada para su fabricacion.

(c) Haga un dibujo del componente.
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La altura del techo de
un edificio estd dada
porz = 20 + %x.
Una de las paredes
sigue una trayectoria
representada por y =
x¥2, Calcule el drea
de la superficie de la
pared si 0 < x <40. :
Todas las medidas se .
dan en pies. .

Momentos de inercia Considere un cable de densidad p(x,y)
dado por la curva en el espacio

C:r(=x(i +y®j, 0<t<b.

Los momentos de inercia con respecto a los ejes x y y estan da-
dos por

1x=fy2p(x,y)ds e Iy=f
C

x2p(x,y) ds.
C

En los ejercicios 73 y 74, encuentre los momentos de inercia del
cable de densidad p.

73.

74.

IdP 75.

A 76.

77.

78.

El cable se encuentra a lo largo de r(f) = a cos ti + a sen fj,
0<t<2mya>0,sudensidad es p(x,y) = 1.

El cable se encuentra a lo largo de r(f) = a cos fi + a sen j,
0<t<2mya>0,sudensidad es p(x,y) = y.

Investigacion El borde exterior de un sélido con lados
verticales y que descansa en el plano xy, se modela por r(r) =
3costi + 3sentj + (1 + sen? 27k, donde todas las medidas
se dan en centimetros. La interseccion del plano y = b(-3 <
b < 3) con la parte superior del sélido es una recta horizontal.
(a) Utilice un sistema algebraico por computadora para repre-
sentar graficamente el sélido.
(b) Utilice un sistema algebraico por computadora para
aproximar el area de la superficie lateral del sélido.

(b) Encuentre (si es posible) el volumen del sélido.

Trabajo Una particula se mueve a lo largo de la trayectoria
y = x* desde el punto (0, 0), hasta el punto (1, 1). El campo de
fuerzas F se mide en cinco puntos a lo largo de la trayectoria
y los resultados se muestran en la tabla. Use la regla de Simp-
son o una herramienta de graficacion para aproximar el trabajo
efectuado por el campo de fuerza.

0.0 | Gw) | 63| Go)

5,0y | 35,1) | (2,2) | (15,3)

(1,1)
(1,5)

(x,y)
F(x,y)

Trabajo Determine el trabajo realizado por una persona que
pesa 175 libras y que camina exactamente una revolucién
hacia arriba en una escalera de forma helicoidal circular de
3 pies de radio si la persona sube 10 pies.

Investigacion Determine el valor ¢ tal que el trabajo realiza-
do por el campo de fuerzas F(x, y) = 15[(4 — x?y)i— xyj ] sobre
un objeto que se mueve a lo largo de la trayectoria parabdlica
y = ¢(1 — x?) entre los puntos (—1, 0) y (1, 0) sea minimo. Com-
pare el resultado con el trabajo requerido para mover el objeto a
lo largo de la trayectoria recta que une esos dos puntos.

80.

81.

DESARROLLO DE CONCEPTOS

79. Integral de linea Defina la integral de linea de una

funcidn f'a lo largo de una curva suave C en el plano y en
el espacio. ;Cémo evalia la integral de linea como una
integral definida?

Integral de linea de un campo vectorial Defina
una integral de linea de un campo vectorial continuo F so-
bre una curva suave C. ;Como evalia la integral de linea
como integral definida?

Ordenar las superficies Ordene las superficies en
forma ascendente del drea de la superficie lateral bajo la
superficie y sobre la curva desde y = /x desde (0, 0)
hasta (4, 2) en el plano xy. Explique el orden elegido sin
hacer calculo alguno.

(@) z;=2+x
() zz=2

5+x
10 + x + 2y

(b) z, =
@ z,

.

O=p

¢Ve

;COMO LO VE? En cada uno de los incisos si-
guientes, determine si el trabajo realizado para mover
un objeto del primero hasta el segundo punto a través
del campo de fuerzas que se muestra en la figura es
positivo, negativo o cero. Explique su respuesta.

(a) Desde (=3, 3) hasta (3, 3).
(b) Desde (=3, 0) hasta (0, 3).
(c) Desde (5, 0) hasta (0, 3).

rdadero o falso? En los ejercicios 83-86, determine si el

enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que demuestre que es falso.

83.

84.

85S.

86.

87.

Si C estd dada por x(¢) = ¢, y(t) = t, donde 0 < ¢ < 1, entonces

1
fxyds :f 2 dt.
c 0

Si G, = —C,, entoncesf Flx,y)ds + j flx,y)ds = 0.
C] CZ

Las funciones vectoriales r; = i + 2j, donde 0<r<1lyr, =
(1=19)i + (1 —)j, donde 0 < ¢ < 1 definen la misma curva.

Si f F - T ds = 0, entonces F y T son ortogonales.
c

Trabajo Considere una particula que se mueve a través del
campo de fuerzas F(x, y) = (y — x)i + xyj del punto (0, 0) al
punto (0, 1) a lo largo de la curva x = kt(1 — 1), y = t. Encuen-
tre el valor de k, tal que el trabajo realizado por el campo de

fuerzas sea 1.
nui7711/Shutterstock.com
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6.3 Teoremas de integrales (Resumen*)

r(a) =r(b)

Simplemente conexa

@ Q0

No simplemente conexa

% Teorema de Green.
% Teorema de la divergencia (de Gauss).
¥ Teorema de Stokes.

* El desarrollo completo del capitulo se encuentra disponible en linea en el apéndice F.
Acceda a www.cengage.com e ingrese con el ISBN de la obra.

En esta seccion presentamos de manera resumida los tres teoremas de integrales mas
importantes del cdlculo: el teorema de Green, el teorema de la divergencia (de Gauss) y
el teorema de Stokes.

En cada caso, se da una breve introduccién del correspondiente teorema, se enuncia
de manera formal sin demostracién y se presenta un ejemplo de su aplicacion.

Un estudio mds profundo de estos resultados se puede leer en las secciones:

6.4 Campos vectoriales conservativos e independencia de la trayectoria.
6.5 Teorema de Green.

6.6 Superficies paramétricas.

6.7 Integrales de superficie.

6.8 Teorema de la divergencia (de Gauss).

6.9 Teorema de Stokes.

Los cuales aparecen en linea en el sitio www.cengage.com e ingrese con el ISBN
de la obra.

Teorema de Green

En esta seccion estudiard el teorema de Green, que recibe este nombre en honor del
matematico inglés George Green (1793-1841). Este teorema establece que el valor de
una integral doble sobre una region simplemente conexa R esta determinado por el valor
de una integral de linea a lo largo de la frontera de R.

Una curva C dada por r(f) = x()i + y(H)i, donde a <t < b, es simple si no se corta a
si misma, es decir, r(c) # r(d) para todo ¢ y d en el intervalo abierto (a, b). Una regién
plana R es simplemente conexa si cada curva cerrada simple en R encierra solo los pun-
tos que estdn en R (ver la figura). De manera informal, una regién simplemente conexa
no puede consistir de partes separadas o con agujeros.

TEOREMA Teorema de Green

Sea R una regién simplemente conexa cuya frontera es una curva C suave por par-
tes, orientada en sentido contrario a las manecillas del reloj (es decir, C se recorre
una vez de manera que la regién R siempre esté a la izquierda). Si M y N tienen
derivadas parciales continuas en una regién abierta que contiene a R, entonces

ON oM
Mdx + Nd =JJ<———>dA.
fc Y R ax dy

Un signo de integral con un circulo es algunas veces utilizado para indicar una in-
tegral de linea alrededor de una curva cerrada simple, como se muestra a continuacion.
Para indicar la orientacién de la frontera, se puede utilizar una flecha. Por ejemplo, en
la segunda integral, la flecha indica que la frontera C esta orientada en sentido contrario
a las manecillas del reloj.

l.ngdx-l—Ndy 2. %de-l—Ndy
c c
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y

0,0 1

C es simple y cerrada, y la region R
siempre se encuentra a la izquierda
de C.

GEORGE GREEN
(1793-1841)

Green, autodidacta, hijo de un
molinero, publicé por primera vez

el teorema que lleva su nombre en
1828 en un ensayo sobre electricidad
y magnetismo. En ese tiempo no
habia casi ninguna teoria matemdtica
para explicar los fenémenos
eléctricos.“Considerando cuan
deseable seria que una energia

de naturaleza universal, como la
electricidad, fuera susceptible, hasta
donde fuera posible, de someterse al
célculo. .. me vi impulsado a intentar
descubrir cualquier posible relaciéon
general entre esta funcién y las
cantidades de electricidad en los
cuerpos que la producen.”

| Aplicar el teorema de Green

Utilice el teorema de Green para evaluar la integral de linea
f yidx + (2 + 3xy?) dy
c

donde C es la trayectoria desde (0, 0), hasta (1, 1) alo largo de la grifica de y = x*, desde
(1, 1) hasta (0, 0) a lo largo de la grafica de y = x, como se muestra en la figura.
Solucion Como M = y?y N = x* + 3x)?, tiene que

ON oM
T =32 4 3y2 y T = 3y2
ax TRy =3

Aplicando el teorema de Green, tiene entonces

ON oM
Sdv + (3 + 3092 dy = 22 aa
Ly (x xy?) dy Lf(&x 6y>

1 rx
= J J [(3x% + 3y?) — 3y?] dy dx
0 Jx3
1 rx
= f f 3x2 dy dx
0 Jx3
1 X
= f 3x2y] | dx
0 X

El teorema de Green no se puede aplicar a toda integral de linea. Entre las restric-
ciones establecidas en el teorema, la curva C debe ser simple y cerrada. Sin embargo,
cuando el teorema de Green es aplicable, puede ahorrar tiempo. Para ver esto, trate de
aplicar las técnicas descritas en la seccion 6.2 para evaluar la integral de linea del ejem-
plo 1. Para esto, necesita escribir la integral de linea como

f y3dx + (x3 + 3xy?) dy
C
= J y3idx + (x3 + 3xy?) dy + f yidx + (x* + 3xy?) dy
C, G
donde C, es la trayectoria ctibica dada por
r(t) =ti + £
desde r = O hastat = 1 y C,es el segmento de recta dado por

r() =0 —0i+ (1 —9j

desde t = O hastat = 1.



CARL FRIEDRICH GAUSS
(1777-1855)

Al teorema de la divergencia también
se le llama teorema de Gauss, en
honor al famoso matematico
aleman Carl Friedrich Gauss. Gauss
es reconocido, junto con Newton
y Arquimedes, como uno de los
tres mas grandes matematicos

de la historia. Una de sus muchas
contribuciones a las matematicas

la hizo a los 22 afios, cuando, como
parte de su tesis doctoral, demostré
el teorema fundamental del dlgebra.
Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas acerca de esta
biografia.
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Teorema de la divergencia

Recuerde que una forma alternativa del teorema de Green es

[ nas= [ (242
c &) \ox ady
=ffdideA.
R

De manera andloga, el teorema de la divergencia da la relacién entre una integral tri-
ple sobre una regién sélida Q y una integral de superficie sobre la superficie de Q. En
el enunciado del teorema, la superficie S es cerrada en el sentido de que forma toda la
frontera completa del s6lido Q. Ejemplos de superficies cerradas surgen de las regiones
acotadas por esferas, elipsoides, cubos, tetraedros o combinaciones de estas superficies.
Suponga que Q es una regién sélida sobre la cual se evaliia una integral triple, y que la
superficie cerrada S estd orientada mediante vectores normales unitarios dirigidos hacia
el exterior, como se muestra en la figura. Con estas restricciones sobre S'y O, el teorema
de la divergencia se puede establecer como se muestra en la figura siguiente.

Z

§,: Orientada por un vector unitario
normal dirigido hacia arriba.

S,: Orientada por un vector unitario
5 normal dirigido hacia abajo.

TEOREMA Teorema de la divergencia

Sea Q una region sélida acotada por una superficie cerrada S orientada por un
vector unitario normal dirigido hacia el exterior de Q. Si F es un campo vectorial
cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales continuas en Q, entonces

[[r-sas= [[favrar

Como se indica arriba, al teorema de la divergencia a veces se
le llama teorema de Gauss. También se le llama teorema de Ostrogradsky, en honor al
matematico ruso Michel Ostrogradsky (1801-1861).

Aplicar el teorema de la divergencia

Sea Q la regién sélida limitada o acotada por los planos coordenados y el plano

2x+ 2y +z=6

akg-images/Newscom
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y sea F = xi + y?j + zKk. Determine

[[e-nas

donde S es la superficie de Q.

Solucion En la figura se ve que Q estd limitada o acotada por cuatro superficies. Por
tanto, se necesitaran cuatro integrales de superficie para evaluarla

[[eones

Sin embargo, por el teorema de la divergencia, solo necesita una integral triple. Como

g = M AN 0P
ax dy 0z

1+2y+ 1

2+ 2y

tiene

[frsase[[farra

33—y [6—2x—2y
= f f j (2 + 2y) dz dx dy
0oJo Jo

33~y 6—2x—2y
= j j 2z + 2yz)} dx dy
0 Jo 0

33—y

=fj (12 — 4x + 8y — 4xy — 4y?) dx dy
0Jo
3 3—-y

= j [12x — 2x% + 8xy — 2x%y — 4xy2} dy
0 0

3
= j (18 + 6y — 10y2 + 2y3) dy
0

10y3 y4:|3
= |18y + 3y — —— + —
[ Y Y 3 2 |,
_63
>
[> Si tiene acceso a un sistema algebraico por computadora que

. pueda evaluar integrales iteradas triples, utilicelo para verificar el resultado del

« ejemplo 1. Al usar este sistema algebraico por computadora observe que el primer
* paso es convertir la integral triple en una integral iterada, este paso debe hacerse

* amano. Para adquirir prictica para realizar este paso importante, encuentre los li-
. mites de integracion de las integrales iteradas siguientes. Después use una compu-
: tadora para comprobar que el valor es el mismo que el obtenido en el ejemplo.

?20?r? ?20?r?
JJ’f(Z-l-Zy)dydzdx, fJf(Z%—Zy)dxdydz
2 Jo )y 2 )2 )



GEORGE GABRIEL STOKES
(1819-1903)

Stokes se convirtié en profesor
Lucasiano de matemadticas en
Cambridge en 1849. Cinco afos
después, publicé el teorema que
lleva su nombre como examen para
optar a un premio de investigacion.
Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas acerca de esta
biografia.
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Teorema de Stokes

Un segundo teorema, andlogo al teorema de Green, pero con mds dimensiones, es
el teorema de Stokes, llamado asi en honor al fisico matemadtico inglés George Gabriel
Stokes. Stokes formé parte de un grupo de fisicos matematicos ingleses conocido como
la Escuela de Cambridge, entre los que se encontraban William Thomson (Lord Kelvin)
y James Clerk Maxwell. Ademads de hacer contribuciones a la fisica, Stokes trabajé con
series infinitas y con ecuaciones diferenciales, asi como con los resultados de integra-
cioén que se presentan en esta seccion.

El teorema de Stokes establece la relacion entre una integral de superficie sobre
una superficie orientada S y una integral de linea a lo largo de una curva cerrada C en
el espacio que forma la frontera o el borde de S, como se muestra en la primera figura.
La direccién positiva a lo largo de C es la direccion en sentido contrario a las manecillas
del reloj con respecto al vector normal N. Es decir, si se imagina que toma el vector
normal N con la mano derecha, con el dedo pulgar apuntando en la direccién de N, los
demds dedos apuntardn en la direccién positiva de C, como se muestra en la segunda
figura.

N

’ C_I?‘“ Superficie §

La direccién a lo largo de C es en
sentido contrario a las manecillas
del reloj con respecto a N.

TEOREMA Teorema de Stokes

Sea S una superficie orientada con vector unitario normal N, acotada por una curva
cerrada simple, suave a trozos C, con orientacion positiva. Si F es un campo vec-
torial cuyas funciones componentes tienen derivadas parciales continuas en una
region abierta que contiene a S'y a C, entonces

fF°dr=ff(rotF)-NdS.

En el teorema observe que la integral de linea puede escribirse en forma diferencial
Jc Mdx + Ndy + P dz o en forma vectorial [ F + T ds.

Aplicar el teorema de Stokes

Sea C el tridngulo orientado situado en el plano

2x+2y +z=6

Bettmann/Corbis
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N (hacia arriba)

Analisis vectorial

como se muestra en la figura. Evalde

jF-dr
c

donde F(x, y, 2) = —%i + zj + xk.

Solucion Usando el teorema de Stokes, empiece por hallar el rotacional de F

i j k
Jd Jd Jd . .
tF=| -~ — —|=-i—j+2k
o ax  ay 9z =i
-2z X
Considerando

z=glx,y) =6 —2x — 2y

se puede usar una integral de superficie para un vector normal dirigido hacia arriba para
obtener

fF-dr=ff(r0tF)°NdS

= fJ(—i —J + 2k) - [—g(x,»)i = g,(x, )] + k] dA

:jf(—i—j+2yk)-(2i+2j+k)dA

33—y
= j j 2y — 4) dx dy
0Jo

3
=j (=2y2 4+ 10y — 12) dy
0

3 3
= [—% + 5y% — 12y]

=-9.

0

Intente evaluar la integral de linea del ejemplo directamente, sin usar el teorema de
Stokes. Una manera de hacerlo es considerar a C como la unién de C,, C, y C;, como
sigue

Cor)=@B—-1ni+1tj, 0<r=<3
C,: rz(t)=(6—t)j+(2t—6)k, 3<t<6
Cyr()=(—6)i+ (18 -2k, 6 <r=<9

El valor de la integral de la linea es

J F:dr= J F-r/(t)dr + f F-r,/()dt + f F - r)(t)dt
C Cl C2 C3

3 6 9
=J t2dt+J (—2t+6)dt+J (=2t + 12) dt
0 3 6

9-9-9
= -9,
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Ceros y factores de un polinomio

Seap(x) = ax" + a, x" '+ - - -+ ax + a, un polinomio. Si p(a) = 0, entonces a es un cero del
polinomio y una solucién de la ecuacién p(x) = 0. Ademds, (x — a) es un factor del polinomio.

Teorema fundamental del algebra

Un polinomio de grado 7 tiene n ceros (no necesariamente distintos). Aunque todos estos ceros pueden ser
imaginarios, un polinomio real de grado impar tendrd por lo menos un cero real.

Formula cuadratica
Sip(x) = ax?>+ bx + ¢ y 0 < b> — 4ac, entonces los ceros reales de p son x = (—b + /b? — 4ac)/2a.

Factores especiales
x2—a*>=(x—a)lx+a) ¥} =ad=(x—a@®+ ax + a?)

X +a=x+akx?—ax + ad? xt—at=(x2 - a2+ a?)

Teorema del binomio

(x +y)2=x24+2xy +y? (x —y)2=x2—2xy +y?

(x +y)? =23+ 3x%y + 3xy? + 3 (x —y)? = x% — 3x%y + 3xy? — y3

(x + y)* = x* + 4x3y + 6x2y? + 4xy® + y* (x — y)* = x* — 4x3y + 6x%? — 4xy? + y*
-1

(x +y)=x"4+nx""ly + %x"”y2 + - axy"T 4 oyn
-1

(x — y)n = x" — nxn—ly + %xn—ZyZ — .o+ nxyn—l x yn

Teorema del cero racional

Siplx) =ax"+a,_x""'+ - - -+ ax + a, tiene coeficientes enteros, entonces todo
cero racional de p es de la forma x = r/s, donde r es un factor de a,y s es un factor de a,,.

Factorizacion por agrupamiento
acx® + adx?® + bex + bd = ax*(ex + d) + b(cx + d) = (ax® + b)(cx + d)

Operaciones aritméticas

b+ ac = alb + o) g+£:ad+bc a+b:g+_
@ racmab e b d  bd c ¢
) )
L=<E><€>=ﬂi \b) _a a_ _ac
<£> b)\c be c bc <é> b
2| \d ¢
= b b a—b b-—a ab + ac
51 oy-2 a=b_b-a abtac_,
o c c c—d d-—c¢ a
&
oo -
5 Exponentes y radicales
g a=1 a#0 (ab)* = a*b* a‘a’ = a*ty Ja=a? % =a"7 Ya = a'l
% <2>x—a_x n/m — m/n —x—l n — n X)y — Xy g—ﬂ
2 by = o Ya" = a ar=_ 2/ab = /a /b (@) = a s
©
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FORMULAS TRIGONOMETRICAS

h=52

V352

Area =

Ah
Volumen = ?

Triangulo Sector de un anillo circular
h=asen® . . (p = radio promedio, »
Area = %bh AL w = ancho del anillo, ‘:’_’Xé_,_’_
b 6 en radianes) W
(Ley de los cosenos) Area = opw
¢ =a*>+ b>— 2abcos
Triangulo rectangulo Elipse
(Teorema de Pitdgoras) Aa Area = mab
¢t =a*+ b 24 p?
b Circunferencia =~ 27 a 2 b
Triangulo equilatero Cono
S3s s ‘ s (A = 4rea de la base)
)

Area = g(a + b)

=

Q

Paralelogramo Cono circular recto
Area = bh - Volumen — m;h
b
Area de la superficie lateral = mr/r> + h?
Trapezoide a Tronco de un cono circular recto e

w(r2 + rR + RY)h
3

Volumen =

Area de la superficie lateral = 7s(R + r)

s

Circulo
Area = 7712

Circunferencia = 27rr

Cilindro circular recto

Volumen = 7r?h

Area de la
superficie lateral = 27rh

Sector circular

(6 en radianes)

. 0r?
Area = —
rea >

s=r0

Esfera

Volumen = %'n'r3

Area de la superficie = 4772

Anillo circular

(p = radio promedio,
w = ancho del anillo)
Area = w(R? — 1?)

= 2mpw

’ lE

R®

Cuna
(A = érea de la cara superior,

B = 4rea de la base)
A = Bsec 6

F2 Formularios basicos
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TRIGONOMETRIA

Definiciones de las seis funciones trigonométricas

© Brooks/Cole, Cengage Learning

Definiciones para un tridngulo rectdngulo, donde 0 < 0 < /2. ’
0 hi
@ o sen =2 oo =L
oo 2 hip P
W z ady hip
) ) cos 0 =—— secl=——
hip ady
Adyacente d
tan 0 = oL t o = ay
ady op
Definiciones de las funciones circulares, donde 0 es cualquier dngulo.
7 =2 g="
e/ sen =" csc = y
. ) \
X r
"N cos=— sech=—
» 6 r X
L T \ X y X
KJ tan @ == cotf = —
X y
Identidades reciprocas Formulas para angulos dobles
_ 1 ‘ 1 sen 2u = 2 sen u cos u
X Cscxr % T Gosx AT otx cos2u = cos>u — senu = 2cos’u — 1 =1 — 2sen’u
1 2 tan u
CSCX = —— COSX = cotx = tan2u=72
sen sec x tan x 1 — tan* u

Identidades para la tangente y la cotangente
COS x
sen x

sen x
tanx = —— cotx =

Identidades pitagoricas
sen’x + cos’x = 1

1 + tan?x = sec’x 1 + cot? x = ¢csc? x
Identidades para cofunciones

T m
senE—x = COS X COSE_.X = sen x

csc( T ) sec tan( T ) cot
—— x| = X —— x| = X
2 2

sec(z - x> = CcsC X COt(E - x) = tan x
2 2

Formulas de reduccion

sen(—x) = —senx cos(—x) = cos x
csc(—x) = —cscx  tan(—x) = —tanx
sec(—x) = sec x cot(—x) = —cotx

Formulas para la suma y la diferencia

sen(u = v) = sen u cos v £ cos u senv

cos(u + v) = cos 1 cos v F sen u sen v
tan u + tan v

tan(u £ v) =

1 ¥ tanutanv

Formulas para la reduccion de potencias

) 1 — cos2u

seny = ————
2

) 1 + cos2u

cos’y = —————
2

tan? y = L Cos2u

1 + cos2u

Formulas suma a producto
v u—v
. )( . )
u-+t+v u —
=2 cos( > ) sen( >
u-+v u —
2 cos( > ) cos( >
u-+v u-—v
-2 sen( ) )sen( > )

Formulas producto a suma

u
sen u + sen v = 2 sen

sen u — sen v

cosu + cosv =

cosu — Cosvy =

sen usenv = %[cos(u —v) — cos(u + v)]
COS U COS V = %[cos(u —v) + cos(u + v)]
sen u cos v = %[sen(u +v) + sen(u — v)]
cosusen v = %[sen(u +v) —sen(u — v)]

Formularios béasicos
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DERIVADAS E INTEGRALES

1.

%[cu] = cu’

4 i[g} v’ — w’
Tdx|v v2

2.

Reglas basicas de diferenciacion
%[wiv]zu’iv’ 3.

d
. dx[C] =0

. —u"] = nu""'u

d
— 4 7
[uv] = w’ + vu

7

dx

d d u d u’
7. dx[x] =1 8. dx[|u|] = Tl (W), u#0 9. dx[ln ul = ,
d d u’ d
10. <[] = e"u’ 1. = [log,u] = 12. <-[a"] = (n @)a"u’
0 dx[e 1= eu dx[ og, u] (In ) a’x[a 1 = (In a)a*u
13. i[sen u] = (cos u)u’ 14. i[cos u] = —(sen u)u’ 15. i[tan u] = (sec? u)u’
dx dx dx
d ’ d ’ d ’
16. —[cot u] = —(csc? u)u 17. —[sec u] = (sec u tan u)u 18. —[csc u] = —(csc u cot u)u
dx dx dx
19. —[arcsen u] = w 20. —[arccos u] = S 21. i[arctan ul = u
dx 1 —u? dx J1 = 2 dx 1+ u?

22 i[arccot ul = . 23 i[arcsec ul = B — 24 i[arccsc ul = B
" dx 1+ u? S dx |u|\/u2—1 S dx |u|\/u2—1
d _ , a _ , 4a _ 2\

25. T [senh u] = (cosh u)u 26. T [cosh u] = (senhu)u 27. T [tanh u] = (sech? u)u
d ’ d ’ d ’
28. — [coth u] = —(csch? u)u 29. — [sech u] = —(sech u tanh u)u’ 30. — [csch u] = — (csch u coth u)u
dx dx dx
da I N da -1, = da IR
31. dx[senh ul = NrES] 32. dx[COSh ul = \/F 33. dx[tanh ul = o
d u’ d d !

4. —[coth™! = 5. — h~! = . h~! =
3 dx[co ul T 3 dx[sec ul \/; 36 dx[csc ul PR
Formulas basicas de integracion

1. fkf(u) du = kff(u) du 2. f ()] du = ff(u) du + fg(u) du

3.fu—u+C 4fudu— +C,n¢—1

d

SJM ln|u|+C 6fedu—e"+C

7. fa du— a”+C 8. fsenudu——cosu-i-c

9. fcosudu—senu-l—C 10. ftanudu——ln|cosu|+C
11. fcotudu—ln|sen ul +C 12. fsecudu—ln|secu+tanu| +C
13. fcscudu——ln|cscu+cotu|+C 14. fseczudu—tanu-l—c
15. fcsc2udu——cotu+C 16. fsecutanudu—secu—kc
17. fcscucotudu——cscu+€ 18. j\/——arcsena-}—C

du | |
19. - arctan -+ C 20. — arcsec +C
f S p f W
F4 Formularios béasicos
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TABLAS DE INTEGRACION

Formas que implican u”"

un+l
1. | u'du = +C,n# —1

2.fldu=ln|u|+C
n+1 u

Formas que implican a + bu

u 1 a

. = —alnja + + 4. | —% _qu =
3 f T du = bz(bu alnla + bu|) + C f(a +bu)2du b2<a+ -

1 —1 a

+ +
> f(a + bu)" bz[(n = 2@+ bu)* (n— 1+ bu)”*‘} ¢ on7l2
6. du = L [ bu( 2a — bu) + a*In|a + bu|] +C
bu b3l 2

~

1 a’
=—|bu - — 2aln|a + +
f(a + bu)2 b3<bu atbu nla bu') ¢

u? 1 2a a?
| du=— - + Inja + +
8 f (a + bu)? du b3 [a +bu  2(a + bu)? In|a b”q ¢

=4

1 1
10. fu(a-l—bu)du —;]n

1 1/1 b
12. jbﬂ(a + bu) du = _a<u + aln

Formas que implican a + bu + cu?, b* # dac

u 1 1
4 1 | —————du=—
a+ bu‘ ¢ fu(a + bu)? du a(

1
) +C 13 fuz(a o

u
a + bu

2cu + b
b* < 4
y L T = s . = e
‘) a+ bu+ cu? 1 1112cu+17—\/17—4ac_{_C D > dac
Vb* —dac |2cu + b + Vb*> — 4dac ’

u 1 1
15 | — 24— du=—(la +bu+cw?| — b | ————
S fa+bu+cu2du 2c<n|a bu + | bJa-ﬁ-bu—Fcuzdu)

Formas que implican /a + bu

16. ju"\/a + budu = m[w(u + bu)¥? —na | w'JVa + bu du]
Ja+bu— Ja
1 + a>0
17 ;du: fn\/a+bu+f ¢,
") uva + bu 2 . a+bu+C -0
— a
\/_—aarc an . ,

18 1 gy = -1 [\/a+bu+(2n—3)b
Jweda+ o™ aln — 1)

1
a

e, L[ -1 ) 2a - @
| (a + bu) b3l (n—3)a+buw > (m—2(a+bu2 (n—1)a+ buy!
1 n 1
a+ bu

¥

————d 1
w1 2 fu"&/a—kbu u}, n#

a + 2bu

u(a + bu)

n
a |a+ bu

2b

+ Inla + bu|> +C

]-I—C, n#1,2,3

)+c

T



Ja + bu 1
19. [ ——du=2Va+bu+a| —F——
9 J B du a+ bu—+a Tt du
/ — + bu)?? — JVa +
20.f a+budu:a(n 11)[(61 uniibf) (2n 5)bf a bu ,n¢1
u" -

u —2(2a — bu)
2. | —F7/——du=—"—+-—"—- + +
f\/m” 2 Yathutc

2

)

u' 2 un—l
. e =—=  (uSa + _ -
J Ja + bu du 2n + 1)b (u @+ bu naf Ja + bu du)

Formas que implican a?> + u2, a > 0

1 1 u
. = — -+
23 faz . du aa.rctana C

1 1 1
24. J 2du——fa2_u2du—2aln

_ 1 u _ 1 .
25. J‘(a2 + u?) du = 2a*(n — l)[(a2 + 2! + (2n 3)f (@® + u?)r—! d } 71

Formas que implican /u* + a%, a > 0

u—a

+ C
u-+a

1
26. J Vi £ a?du = E(u\/uz +a*+a? ln’u + Vu? £ az‘) +C
27. J‘uz\/u2 + a’du = %[u(2u2 + a?)JVu? + a* — a* ln‘u + Ju? + azu +C

/2+ 2
ZS.JLtuadu=\/u2+a2—aln

Vo —
29. Juuaduz \/uz—az—aarcsecM+ C

a

/2+2 _/2+2
30.f Muz_adu= uu_a+ln‘u+\/u2ia2‘+c

1
31. fﬁz < azdu = ln‘u + \/m‘ +C

2. _ —1 . _ = = +
3 J > 1 > du n 33 J > > du = — arcsec — C

35. S T -
Formas que implican /a*> — u?, a > 0

1
37. f Va2 — utdu = 2<u\/a2 — u? + a? arcsen Z) +C

38. fuz\/a2 —udu = %[u(Zuz — a?)Va* — u? + a* arcsen g} +C

T2 Tablas de integracion



Vo a—)
39.fauudu= @ —uw—aln +C 40.
1 u
41 f\/mdu=arcsena+c 42.

1 u
5. | 75— 535 23/2du=72 —— + C
(a®> — u?) a’Ja? — u

Formas que implican sen u o cos u
46. fsenudu= —cosu + C 47.

48. | sen®udu = *(u —senucosu) + C 49,

_sen" 'ucosu

50. + 2= 1fsen”2udu 51.

n n

54. | w*senudu = —u" cosu+nfu"‘lcosudu 55.

56. | —————du=tanu T secu +C 57.

52. jusenudu—senu—ucosu%—c 53.

lxsenu

1
58. fdu = In|tan u| + C
sen u cos u

Formas que implican tan u, cot u, sec u o csc u

( uva* — u? + a* arcsen >+ C 44.

) ) ) 3
at —u —-Ja* —
f > du = — arcsen — + C
u u
1 d -
—_— =
uva* — u? a
1 —JZ =2
5 sdu=—>C "%+ ¢
w>a?> — u a’u
cosudu =senu + C
coszudu—*(u-ksenucosu)—kC

cos" ' usenu

fcos”udu—
n
fucosudu—cosu%—usenu%—C

' cos udu = u" senu—nf "~ 'sen u du

= —cotu = cscu +C
:cosu

fcotudu = In|senu| + C

fcotzudu= —u—cotu + C

jcsczudMZ —cotu + C

_cot" "y

fcot” udu =

59. ftanudu = —In|cos u| + C 60.
61. fsecudu = In|secu + tanu| + C
62. fcscudu=ln|cscu—cotu| +C o Jcscudu= —In|csc u + cotu| + C
63. ftan udu = —u+tanu + C 64.
65. fsec2 udu =tanu + C 66.
n—1
67. ftan"udu = Jtan"‘zudu, n# 1 68.
n—2 —
69. | sec"udu = sec" “utanu  n =2 sec” Zudu, n # 1
n—1 n—1
csc"2ucotu  n — N
70. | csc’udu = — cesc" 2udu, n # 1
n—1 n—1

Tablas de integracion

n—1
+ " fcos"zudu

f(cot” 2u)du, n # 1

T3



1 1
T = —(u = + +
71 f el 2(u In|cos u = sen ul) + C

73. fldu=u+cotuicscu+c
1 = secu

-+

Formas que implican funciones trigonométricas
75. farcsen wdu =uarcsenu + V1 — u> + C
77. farctanu du = uarctanu — InJ/1 + u> + C
79. fa.rcsecudu = yarcsec u — ln‘u + m‘ +C

Formas que implican e*

81. fe”du =e'+ C

83. fu"e“ du = u'e" — nf u" et du

au

m(a sen bu — b cos bu) + C

85. f e sen bu du =

Formas que implican In u

87.flnudu=u(—l+lnu)+C 88.
un+]
o = -1+ &+ + -
89 ju In u du n 1)2[ Il+m+Dlnu]l+C,n#—1
90.f(lnu)zduzu[2—2lnu+(lnu)2]+C 91

Formas que implican funciones hiperbélicas
92. Jcoshudu =senhu + C
9. fsech2 udu = tanhu + C

96. fsechutanhudu = —sechu + C

72.

74.

76.

78.

80.

82.

86.

93.

95.

97.

1 1
fl-_'-cotudu 25(141 1n|senu + COSul) + C
1
——du=u—tanu = secu + C
1 =cscu
arccos u du = uarccosu — /1 —u>+ C

arccot u du = u arccotu + In/1 + u> + C

arccsc u du = u arcesc u + ln’u + Ju? — 1‘ + C

uedu = (u — 1)e* + C

1
1+ e

du=u—1In(l1 +¢¥) +C

a

eibz(acosbu+bsenbu)+C

e cos bu du =
a +

2
fulnudu=b;(—l +2lnu) +C

. f(ln w'du = u(lnu)” — n f (In )"~ du

fsenh udu = coshu + C
fcsch2 udu = —cothu + C

jcsch ucothudu = —cschu + C

Formas que implican funciones hiperbélicas inversas (en forma logaritmica)

du
98. f\/mzln(u-i- \/u21a2)+C 99.
+ / A2 + 2
100. f‘m — _llnu +C
uva* = u? a |ul

T4 Tablas de integracion

atu

du 1
=1 +
faz—u2 2a " ¢

a—u
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¢Sabias qué? Los fractales son representaciones geométricas de la teoria del
caos, cambiantes e impredecibles, que nos invitan a pensar en dimensiones
y teorias maravillosas que solo el estudio analitico, cualitativo y cuantitativo
del célculo nos permitiria entender. Es por esta razon que en esta edicion de
Matematicas los fractales son parte fundamental de la imagen que representa
esta nueva coleccion.

Matematicas Ill. Calculo de varias variables forma parte de una serie de
libros elaborados para cubrir de manera especifica los planes de estudio
de los cursos de mateméticas a nivel superior: célculo diferencial, célculo inte-
gral, calculo vectorial, algebra lineal y ecuaciones diferenciales.

En esta nueva edicién de Calculo de varias variables podras estudiar:

- Vectores en el espacio

= Curvas planas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

- Funciones vectoriales

- Funciones de varias variables

- Integrales multiples

- Anadlisis vectorial

Estos temas establecen una manera singular de abordar el calculo
mediante ejemplos, explicaciones, recursos didacticos, definiciones y demos-
traciones, las cuales se presentan de una manera clara, accesible y con un
estilo directo y legible, lo que hacen de esta obra un clasico instantaneo.

Acompafanos a conocer el Calculo de varias variables desde una
perspectiva clara y eficaz.
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