A.7
EL CONCEPTO
DE LIMITE

Hay dos problemas famosos a los cuales el calculo infinitesimal debe gran
parte de su desarrollo. El primero se refiere a la tangente a una curva y el
segundo al drea limitada por una curva. Para ser mas explicitos, supongamos
que se nos da una funcién f y un punto (x, f(x)) de la grafica de f. La primera

cuestién es: hallar la recta t, si es que existe, que sea tangente a la curva en
el punto (x, f(x)).
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El segundo problema puede ser formulado tambié
una funcién f, hallar el drea comprendida entre 1
dos puntos dados a y b.

Segin se vera en capitulos posteriores, las sol
proceden ambas de la misma idea fundamental, 13
nos proponemos en las secciones A.7 a A.10 present
concepto —el limite,

n geométricamente: Dada
grafica de f y el eje x, entre

uciones de estos problemas
de limite. Ep consecuencia,
ar un estudio de este nuevo

ideas principales que llevan al concepto de
cién pertinente. Empezaremos con una pr
numero a, ¢cudl es el nimero que esti cer

limite, y vamog a introducir la nota-
egunta: «Dada una funcién f y un
ca de f(x) cuando x ests cerca de a?»
Si preguntdramos «;Cudl es el valor de

. f cuando x = al»
sencillamente ____ (cuando ¢ pertene ,

. ’», la respuesta serfa
ce al dominio de H. -
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parte de su desarrollo. E] primero se refiere a la tangente a una curva y el
segundo al drea limitada por una curva. Para ser mas explicitos, supongamos
que se nos da una funcién f y un punto (x, f(x)) de la gréifica de f. La primera
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El segundo problema puede ser formulado ta
una funcién f, hallar el area comprendida entre
dos puntos dados a y b.

Seglin se verd en capitulos posteriores,
proceden ambas de la misma idea fundame

mbién geométricamente : Dada
la grifica de fyel eje x, entre
las soluciones de €stos problemas
ntal, la de limite. En consecuencia,

. . a presentar un estudio info
ideas principales que llevan al concepto de limite, Y vamos a introd "I_nall de las
cion pertinente. Empezaremos con una ucir la nota-

pregunta: «Dada y s 4
. . ) i na funcién un
numero a, ¢cudl es el nimero que est4 cerca de f(x) cuando X esta cerc ily :
a de a?»

3 Si preguntdramos «¢Cudl es el valor de f cuando x = 47, la ,
sencillamente ______ (cuando ¢ pertenece al dominio de ,'() [respuesta seria
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A.7.8 EL CONCEPTO DE LIMITE 113

f(a)

<L En este punto, el lector se preguntard por qué no es «f(a)» la respuesta a la

0]

pregunta del apartado 2. Esto quedard ahora claro con los ejemplos. Lo que
aqui queremos destacar es que se trata de preguntas distintas. Una de las pre-

guntas pide el valor de f cuando x = a. La pregunta del apartado 2 pide el
nimero del cual f(x) esta , cuando x a.

esta cerca x estd cerca de ¢

Todo el mundo sabe, por supuesto, lo que significa «cercan,
de todos modos el diagrama adjunto.

- #
. v

pero observemos

‘:,x

Cuanto mds préximos al punto @ estén los puntos del eje x,

tanto mas se aproxi-
man los correspondientes valores funcionales a_

. (Parece también como si

fla) = )

L f=L
Siguen aqui algunos ejemplos instructivos.

Sea f; dada mediante la férmula f(x) = 2® + 1 para todo x. Dibijese la grifica
de f,.

; Véase el apartado 8. .

Observando la gréfica, vemos que:

(@) fi(x) estd cerca de

(b) f1(0) =

cuando x esta cerca de 0,

CEM 1-38
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114 A.7.9 FUNCIONES, LIMITE, CONTINUIDAD
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fl(af) estd cerca de 1 f,(0)= b A

©

Para mayor refuerzo de la afirmacién «fi(x) estd cerca de 1 cuando x est4 cerca
de 0», podemos calcular algunos valores de fi(x). Completar la tabla siguiente.

1 -1 05 —05 01 —01 001 —001
[@: 2 0 L2 | | -

Los valores de fi(x) son, ordenadamente,
0875 1,001 0,999 1,000001 0999999

10 Introduzcamos ahora algunas complicaciones, Definase f> mediante la férmula

x sl x<1
fax) =12 si x =1
X+ 2 six>]

Dibitjese la grafica de fa

. Véase el apartado 11,

11 Observando la grifi ' ,
serlvl ndo ‘ a g}‘a Ica vemos que: (@) fAx) est4 cerca de 1 si x estd cerca de 1
por ¢ lado tzquierdo. (b) f(x) estd cercq de 3 si x est4 ,
© A1) = . acercadel__
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A.7.14 EL CONCEPTO DE LIMITE 115
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~ por el lado derecho

Completar la tabla siguiente que confirma ain miés la idea de que fy(x) estd
cerca de 3 cuando x esti cerca de 1 por la derecha. '

2 15 12 1,1 1,01 1,001 1,000l
fx): 4 35 32 -

e e

Pregunta: Alrededor de los puntos en cuestién (0 para f, y I para f,). (En qué

difieren los comportamientos de f; y f,?

Respuesta: En dos modos:

(@) La cuestién de proximidad para f, tiene solamente una respuesta cuando nos
restringimos al lado derecho (o izquierdo) de x = 1. Para f,, no importa el
lado de ¥ = 0 que consideremos.

(b) En el caso de f vemos que f,(1) %1 6 3, pero Para f, tenemos que f, esti

cerca de cuando x y Y f1(0) =
f‘:‘-’s‘::az_, R e LA S P I P S b S A By K B e AP i e oL At g ot

L sesticercade0
s

s R N B Ny

Siguen aqui algunos ejemplos mds —cada uno de ellos con un aspecto nuevo—.
Inténtese estudiar, tal como hemos hecho en los apartados anteriores, el com-
portamiento de la funcién cuando el punto x estd cerca del punto en cuestién,
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116 A.7.14 FUNCIONES, LIMITE, CONTINUIDAD

2 —

@ fs fix) =

«cuando x esta cerca de 2»

(b) fa: fa(x) =

«cuando x esta cerca de 1»

() fs: fs(x) = xz—ll- ] para todo x

«cuando x se hace cada vez
mads grande»

(a) Obsérvese primero que s

sin definir en x = 2‘

para todo x 7 2

para todo x #* 1

Ja

N

[T 1]

HEEENE

NERRREEER

y

24 = x -+ 2 para todo x 7 2. Vemos que

~ fix) estd cerca de 4 cuando x estd cerca de 2, sin importar el 1ado
~ (derecho o izquierdo) de 2 que consideremos. Fmalmente, fi(x) estd
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(b) fix) se hace cada vez més grande cuando x esté cerca de 1 por el lado
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A.7.18 EL CONCEPTO DE LIMITE 117

derecho y f{(x) se hace grande negativamente cuando x estd cerca
de 1 por el lado izquierdo, f(x) estd sin definir en x = 1.

(c) fs{(x) tiende hacia 0 cuando x toma valores grandes. (No existe aqui
ninglin punto en que calcular fs.)

Estas han sido preguntas dificiles y el lector puede darse por satis-
fecho si sus respuestas expresan las mismas ideas anteriores.

Segin hacen ver nuestros ejemplos, una funcién puede comportarse de muy
diversas maneras cuando «x tiende hacia a». Enfocando nuestra atencién en f;,
vemos que

«fy(x) estad cuando x esta ».

Sovel il Ab F iR Ak e

La funcién f; proporciona un ejemplo elegante del concepto de limite. A gran-
des rasgos, cuando una funcién f tiende hacia un nimero L al tender x hacia

a, decimos,
«El limite de f(x) cuando x tiende hacia a es Ly,

y escribimos lim f(x) = L. Claramente, 1}51; f(x) =

lim i) =4

(Qué se puede afirmar de f, y f,? Digase si son verdaderos o falsos los siguien-
tes enunciados, intentando razonar las respuestas.

(a) l,ig.l fix) =1
(b) lim fy(x) = 2

I—+1

(c) lif? fAx) =1

. (a) Verdad, fi(x) est4 cerca de 1 cuando x esté cerca de 0,

 (b) Falso, fAx) no tiende hacia 2.

(c) Falso, fy(x) estd cerca de 1 si x estd cerca de 1 por la izquierda, pero
' mosix tiende hacia 1 por la derecha.
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118 A.7.19 FUNCIONES, LIMITE, CONTINUIDAD

debemos distinguir entre cerca por la izquierda y cerca por la derecha. Escri-

biremos
lim f(x) = L, si f(x) estd cerca de L cuando x tiende hacia a |
n por la izquierda de a.
lim f(x) = L, si f(x) estd cerca de___ cuando x tiende

I-a

hacia a por la

19 Digase si son verdad o si son falsos los siguientes enunciados acerca de f, f, y fs.
(a) lim f(x) = 1
I-1
(b) lim fo(x) = 3
=17

(c) lim fy(x) = 4

-2

(d) lim fy(x) = 1

-0

(e) lim fix) = 2
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A.7.22 EL CONCEPTO DE LIMITE 119

(d) lim fy(x) =——

— 0

Siguen aqui algunas cuestiones acerca de la notacién acabada de introducir.

)

a las siguientes cuestiones:

Sea f definida por la grafica de la derecha. La observacién de la grifica responde

(@) lim fx) =

(b) lim f(x) =

6
(c) lim f(x) = =15
4
(d) 11_1'51 f(x) = | .
9
! \\ :
6
(_a)“l.i‘m f(x) = 1 -(c) No existe
(b) lim f(x) '.(d) 1im¢ f(x) =1

r-1"

Y aqui siguen otras cuestiones mds:

(e) P}P_—ﬁ(x) = (8 liﬂr‘g [(x) =
09) l’igl_ f(x) = (h) li{r_l f(x) =

() llm f(x) = (h) 11m f(x) =02

§
'
l
i
{
1

B i

(e) l'im‘d ‘fﬂ(x)r +oc (g) lim f(x) = 2

22 Slmpllflcando las cosas en exceso, nos permmmos decir que el cdlculo infinite-
simal est4 edificado sobre unos pocos teoremas acerca de limites. Debido a esto
Y a nuestro deseo de dar un fundamento firme a nuestros razonamientos, debe-
remos sustituir el estudio intuitivo de los limites por argumentos formales ba-
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120 A.7.23 FUNCIONES, LIMITE, CONTINUIDAD

sados en definiciones exactas. Nuestro primer objetivo €35, por supuzz., deiar
bien claro lo que han de significar palabras tales como «cercz de, ‘.J_::
haciar, etc. Empezamos trayendo a nuestra memoriz 2 un vieis conoeis. p
intervalo abierto, del cual haremos uso para definir un nuevo conczps ca- :-:-;'-,
por entorno.

'3  +A.7.23+ DEFINICION. Si a es un ndmero real cualguierza ¥ r s un ng—-.-

positivo, definimos el entorno de radio r con centro a como 2l intervzls zziz-
(@a—r,a+r).

Utilizamos el simbolo N,(a) para designar a este conjunto. Asi
N,b) =

| NB)=®B—-sb+s)

24 Son ttiles los siguientes diagramas.

(a) N:A3)

(b) Nix(2)

St~
0| 1 2 3 4 5 6
‘.
(C)Nslz(f)

6

5

4
| 3
! 2
)
: 1
| 0

i
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A.7.27 EL CONCEPTO DE LIMITI 121

(d)
T 4 ) \ ) 1 -
» ’ T 1 1 1
0 ‘ 1 2 8 4 5 6
() \
4 4

O
—""—"—‘
¥ 1-——’

Y

COND @ Np®

Nota: Por'e.l contexto estara claro cémo conviene representar un entorno.

5 Con la notacién generadora de conjuntos, podemos escribir varias formas equi-
valentes para un entorno, a saber:

@ Nfa) = {x|a—r<x=< }
b) Nf@) = x| —r<@—a< |}
(€) N@) = {x | |]x —a| < }

e

(@ Nf@) = fxla—r<x<atr]
- (M) Nf@) = x| —r<(x-— a) <r}
@ N@=fx]|lx—a <rl
26 Considérese el entorno N,(c): Sabemos que [ €S el IS ol
y que la longitud total del entorno €8 ———

lio centro 2t

L o .
27 Ahora si x € Nyj(2), podemos decir entonces que la distancia entre x y
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a2 A28 TUNCIONES, LIMITE, CONTINUIDAD

menor que . Reefprocamente, si un nimero x estd més cerca de 2
que Ly entonces

.] X & Nyw(2)

Dicho de otro modo, los puntos de N,(a) son exactamente los puntos que estdn
a una distancia de

@ menor que r

De este modo identificamos «estar cerca de a» con «estar en un entorno de a».
Por ejemplo, si r, <r, tenemos que _c .

N (a) c N,(a)

Ahora que sabemos de entornos, continuemos preguntando otra cuestién. Con-
sidérese la funcién f; (véase apartado 14) que describimos a continuacion:

2 s

fi(x) = 1—4

—> para todo x # 2

Convinimos en que 1

I}I}; f3(x) =

La pregunta es: «;Para qué x se cumple que fi(x) e Ny

Se ve mejor la respuesta geométricamente;

(a) Tricese N,(4) sobre el eje y.

(b) Tracense las lineas de puntos desde los extremos a y b del entorno hasta la
grafica.

(c) Tracense perpendiculares (lineas de trazos) desde los puntos a’ y b’, en que
las lineas de puntos cortan a la gréfica, hasta el eje x.
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AN EL CONCEFTO DE LOAITE 123

/s

(d) Estas lineas de trazos delimitan un intervalo sobre el eje x (¢, d) y podemos
calcular ficilmente ¢ y d: Observando la gréfica, tenemos:

flc)=a y [id)=
Por lo tanto, al ser fi(x) = x + 2 para x 7 2, podemos poner

ct+2=a d+ 2=
c+2=4—-1% d+ 2=
'C=% ] d =

32 Al ser ahora f; una funcién creciente, podemos contestar a la pregunta: «;Para

qué x se cumple que f;(x) € Ny (D7»
Respuesta:

ug o 3 £, = ca 1YY
ra deliinida én x

33

Para 1a misma funcién f,, contés‘tese la pregunta: «;Para qué valores de x se
cumple que fy(x) € Ny(4)?»
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124 A.7.34 FUNCIONES, LIMITE, CONTINUIDAD

(a) Hdgase un buen dibujo ilustrativo de Ja situacion igual que se hizo en g

apartado 31.
(b) Hallense los extremos del entorno sobre el eje x.

(¢) La respuesta a la pregunta es

(@)

c+2=4—-}°—

Cc= 15y

fd) =b=4+ 5
d+2=4+1%
d=2-%

(c) todo x € Ny(2) excepto x = 2,
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A.7.37 EL CONCEPTO DE LIMITE 125

(@)

Y

[ Y
UF—————————— e ————

/ t

®) filc)=4—r flld)=4+r
2+c=4—r 2+d=4+r
c=2—r d=2+r

(c) todo x € N(2) exceptox = 2.

22 Utilizando el resultado del apartado 34, podemos dar las respuestas a (a) y (b)
sin efectuar ningin célculo.
(a) ¢Para qué valores de x se cumple que fi(x) € Nij(4)?

(b) ¢Para qué valores de x se cumple que fyx) € Ny(4)?

(@) todo x € Niju2) excepto x = 2
(b) todo x € Ny/.(2) excepto x = 2

2 .
S0 Notacién: En lo que sigue llamaremos entorno reducido al conjunto de «todos
los x e N(q) excepto ¥ = @» y lo denotaremos sencillamente por N*(a). Con

®sta notacién podemos escribir, por el apartado 34, fi(x) € N,(4) siempre que
x

—————

*eN*?2)

37 WLy
Como segundo ejemplo, consideremos fi (véase apartado 7). Recuérdese que:

file) = a3 4 1 para todo x
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